N Théme : Séries a parametre

Exercice 1. 44

PARTIE | : Calcul de la somme d’une série convergente

(g2 1
fo ﬂ_t cos(nt)dt—ﬁ.

On admet dans la suite que, pour tout m € N* et tout £ €]0, 7] :

1. Vérifier, pour tout n € N* :

m cosmsinm?t
Y cos(nt) = —_—
=1 sin 5

d'apres EMLyon 2005 # RAp2

On calcule classiquement cette somme par les nombres complexes (hors-programme). On peut aussi faire une récurrence (voir

derniére partie).
2. Soit u: [0,71] — R une application de classe €.

L
Montrer, a I'aide d’une intégration par parties : f u(t)sin(Ar)dt N — 0.
0 —+00

2
3. Soitl'application f: [0,71] — R définie par f(¢) = zzsnini si t€]0,m] et £(0) = —1. Montrer que f est de classe %! sur [0,
2
LI 2m+1)t
4. a) Montrer: meN*, ) —2:—+f f(t)singdt,
n=1"n 6 0 2

1 +oo | ‘II2
b) Justifier la convergence de la série E —5 etmontrer : E =
6
n=1"1 n=1"1

On pourra aussi consulter l'exercice 1 de Ecricome 2025 sur le méme théme.

@  PARTIE Il : Etude d’une fonction définie par la somme d’une série convergente

2 Lo 1 Lo 1
1. a) Montrer que, pour tout couple (x, y) € ([0, +oo[)*, la série ngl (E=ICE) etlasérie ) ;;>1 oy

b) Montrer que, pour tout x de [0, +oo, la série ¥ [% - ﬁ) converge.
nz1

On note S I'application définie, pour tout x de [0, +oo|, par S(x) = b (% - ﬁ)
n=1

2. Calculer S(0) et S(1).
B +00 1
3. a) Etablir:V(x,y) €[0,+c0l?, S-S =(y-x) Y
n=1
7[2
b) En déduire : V(x, y) € [0, +oo[?, IS0 -8 < 1y

m+x)(n+y)’

¢) Montrer alors que la fonction S est continue sur [0, +oo.
4, a) Montrer, pour tout couple (x, y) de [0, +c>o[2 telquex# y:

S-S & 1
y—x a1 (n+x)?

+Z .
<|y—x| .
3
n=1"1

b) En déduire que la fonction S est dérivable sur [0, +oo[ et que :

, +00 1
Vxe[0,+ool, S'(x)= n; T
c) Préciser les valeurs de S'(0) et S'(1).
5. On admet que S est deux fois dérivable sur [0, +oo[ et que :
" +o00 2
Vxel[0,+ool, S"(x)=- n; PR

Montrer que S est concave.

convergent.



6. Soit x €]0, +ool fixé. On note w la fonction définie sur [1,+oo[ par:

1 1
Vtel[l,+oo[, w(t)=-—-———.
r t+x

+00
a) Montrer que I'intégrale @(t)dt converge et calculer sa valeur.
1

+oo +00

n+1l
b) Montrer: VneN*, w(n+1)s[ @(1)dt < w(n), et en déduire : e dr<S(x) <1+ @(ndt.
n 1 1

¢) Conclure que S(x) équivaut a Inx en +oo.
7. a) Dresser le tableau de variation de S, en précisant la limite de S en +oo.

b) Tracer I'allure de la courbe représentative de S.

PARTIE Il : facultatif, preuve du résultat admis

1. a) Justifier que pour tous réels a et b,
1
sin(a) cos(b) = 3 (sin(a + b) + sin(a — b)).

b) Soit 6 € R. Démontrer que pour tout n € N,

n

sin(8) ) cos(2kB) = sin((n + 1)6) cos(nb)
k=0
2. Pour tout n € N, calculer
n n
Cn® =) coskB) et S,0)= Y cos(k0)?.
k=0 k=0



