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N Théme : Intégrales a parametre I\‘(‘

| & @1

Exercice 1. 44 Exemples d’intégrale de Frullani # CA79

Soit (a, b) €]0; +oo[2.
+00 @~ aAX _ e—bx
1. Montrer que I'intégrale généralisée f ——— dx converge.
o X

2. a) Ftablir, en utilisant des changements de variable, pour tout (g, X) €]0; +co [2 telquee <X:

X o—aX aX o~y X o—bx bX =Y
f ¢ dx:f e—dy et f ¢ x:f e—dy.
e X ae Y e X be Y

X g—aXx _ g—bx be =¥ bX o=y
b) En déduire, pour tout (g,X) €]O;+oo[2 telquee<X: f — dx :f —dy- —dy.
€ X age )Y X Yy
, L . . e y# .
3. a) Montrer que I'application h définie sur R™ par: h(y) = Jl’ . est continue sur [0; +o0l.
siy=
be g~y b
b) En déduire :f —dy —In—.
ag Y e—=0 a
. X gmax _g=bx b [PXeV
c) Etablir: VXe€]0;+ool, f —— dx=In— —f —dy.
0 X a Jax Yy
+00 g=aX _ e—bx b
d) Endéduire: f —— dx=In—.
0 X a
+00 arctan(bx) —arctan(ax bl b
4. Facultatif. Adapter le raisonnement pour établir : f &2 (ax) dx = B In (—)
0 X a
> 44 On pourra aussi regarder EML 2004, voie S pour d'autres intégrales a parametres.
Exercice 2. ¢ % Dérivation d’'une intégrale a parameétre #CPV14

On considere les fonctions f, définie sur & = [0, +oo[x [0, +oo[ et g, définie sur [0; +oo[ par

+00
f(x,t):e_t2 1+xt et g(x):f fx, ndt.
0

+00 2
1. a) Montrer que pour tout a € R}, 'intégrale f t%e~ " dt est convergente.
0

b) En déduire que la fonction g est bien définie sur [0; +ool.
c) & Justifier que g est croissante sur [0, +ool.
2. a) Vérifier que f est de classe €2 sur & et préciser d; f(x, t) et Gilf(x, 1.
b) Montrer que pour tout (x, ) € &,

)62 flx t)‘<ﬁe_t2
IR :

c) & Soit xq € [0; +oo[, montrer que, pour (x, f) € F

_ iy f—tz 2
| f(x, 6) = f (xo, 1) — (x — x0) 01 f (x0, )] < 5 ¢ [x—xl”.

d) En déduire I'existence d'une constate C € R* telle que pour tout xg € [0; +ool,

+00
g(x)—g(xo)—(x—xo)f0 01 f (xp,t) dt sCIx—xolz.

e) Conclure en montrant que g est dérivable sur [0; +oo et que g’ est définie par
+00
Vxe[0;+ool, g'x)= f 91 f(x, r)dt.
0
f) Retrouver le sens de variation de g.
Exercice 3. ¢44 % Injectivité de la transformée de Laplace par des arguments probabilistes d'apres HEC 2002 # VeAp8

Les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont toutes définies sur un méme espace probabilisé (2, %,P) et a
valeurs réelles.



Partie | : Définition de I'application L

On note E I'ensemble des fonctions f réelles définies, continues sur [0, +oo[ et telles que, pour tout réel x strictement positif,
I'intégrale 0+°°e’x ! (1) dt converge absolument.

1. a) Vérifier que E est un espace vectoriel réel.
b) Vérifier que E contient les fonctions continues et bornées sur [0, +ool.

2. Pour tout élément f de E on note L(f) la fonction définie, pour tout réel x strictement positif, par :

+00
L(f) () =f e F(r)d.
0

a) Vérifier que L est une application linéaire de E dans I'espace vectoriel des fonctions de 10, +oo[ dans R.

b) Pour tout réel A positif ou nul, on note €) la fonction réelle définie par ) (1) = e M pour tout réel ¢ positif ou nul.
Vérifier que, pour tout réel A positif ou nul, la fonction €) est dans E et, pour tout réel x strictement positif, calculer
L(ey) (0.

c) Montrer que, pour tout réel A positif ou nul et toute fonction f de E, la fonction €, f est aussi dans E et vérifie, pour
tout réel x strictement positif, I'égalité : L (e, f) (x) = L(f) (x + A).

3. On considere une fonction H élément de E, de classe €1, croissante et bornée sur [0, +oo[. Montrer que la fonction H' est
aussi dans E et, pour tout réel x strictement positif, justifier I'égalité :

L(H') (x) = —H(0) + xL(H) ()

4. Soit une fonction f élément de E. Pour tout entier naturel n, montrer que la fonction qui a tout réel ¢ positif ou nul associe
t" (1) est aussi élément de E.

Partie 1l : Dérivabilité de la fonction L(f)
Dans toute cette partie, on considéere un réel x strictement positif et une fonction f élément de E.

1. Soit & un réel non nul vérifiant I'inégalité | k| < %

a) Pour tout réel ¢ strictement positif, justifier I'inégalité :

h W2
‘e—(x+ )t_e—xt+hte—xt e—xt .

<
b) Pour tout réel T strictement positif, justifier 'inégalité :

T (- (x+h)t _ o—xt Bl oo
f (%f(t)+te“f(t))dt < |2—|f 2|fle "2dr.
0 0

¢) En déduire que L(f) est dérivable en x et que son nombre dérivé en x vaut :
, +00
LN) ) = —f tf(ne " de.
0

d) Montrer que la fonction L(f) est indéfiniment dérivable sur ]0, +oo[ et, pour tout entier naturel k, donner al’aide d'une
intégrale la valeur de la dérivée k-iéme de L(f) en x.
On note L(f)(k), la dérivée k-ieme de L(f).

Remarque. Si on définit la fonction de deux variables g : (x,t) € [Rﬁ — f(x)e~*!, alors on vient de justifier I'interversion

+o00 +00
alf gl(x, t)dt:f 018(x, ndr
0 0

avec un abus de notation dans le premier membre. Cette relation n'est pas toujours vraie.. il convient donc d'étre prudent.



Partie Il : Injectivité de I'application L: f — L(f)

Dans toute cette partie, on considére un réel x strictement positif et une fonction f continue et bornée sur 'intervalle [0, +ool[.
Ainsi f est élément de E.

1. Soit X;)en* une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponentielle de parameétre égal a % Pour

n
tout entier naturel n7, on pose S, = ¥ Xp.
k=1

a) Donner une densité de la variable aléatoire S;,.
b) Donner une densité, qu’'on notera ¢, de la variable aléatoire 87”

2. Soit € un réel strictement positif. En déduire 1'égalité :

>€

o

a) Soit € un réel strictement positif. Pour tout entier naturel n, on note A;, 'événement :

(3]s

lim P(Hf(sf)—f(x)

n—+oo

3. On note M un majorant de | f| sur [0, +ool.

Ay = <€

etly, son indicatricelﬂ Justifier I'inégalité suivante entre variables aléatoires :

<ely, +2M(1-1,,).

'f( n f(X)
b) QuevautE(1,,)?En déduire I'égalité :

(%)

4. a) Déduire des questions précédentes I'égalité :

: " oo n-1 -nt/x
f(x) = nHTme t f(t)e dr
puis I'égalité .
n(-1)"" _n(n
foo= tim TES )Y ().

b) Montrer que si deux fonctions f et g continues et bornées sur l'intervalle [0, +oo[ vérifient L(f) = L(g) alors f et g sont

égales.
¢) Montrer, plus précisément, que si deux fonctions f et g continues et bornées sur l'intervalle [0, +ool vérifient L(f) (x) =

L(g)(x) seulement pour tout x dans ]a, +oo[ (ol1 a est positif ou nul) alors f et g sont encore égales.

> Voir aussi ESSEC 2010 pour une autre utilisation de la transformée de Laplace. La transformée de Laplace a de nombreux
avantages, elle est notamment utilisée en sciences industrielles pour la résolution des équations différentielles linéaires.

1. Pour rappel, pour tout w € Q, 14, (w) =1 si w € A, et 0 sinon.



Exercice[2] p.
CPV14

. . 2 .

1.a) Soit a € R}. La fonction ¢ — t®e~!" est continue sur
[0; +00] (en 0 car « = 0). On a donc une intégrale généra-
lisée en +oo. Or par les croissances comparées

_ 42 1+a/2 _ 2
2%t :(tz) et

— 0.

t—+o00

2 1
D’olt %=t =0+oo(—2)-
r
Par le critére de négligeabilité (avec f1+°° lz dt, intégrale de
Riemann convergente), on en déduit la convergence de

+00 t2
f t%e™ " dt.
0

1.b) Soit x € R*, la fonction ¢ — f(x,t) est continue sur
[0; +00[. Lintégrale g(x) est donc généralisée en +oo. Or

2 2
fl,n=e"’ \/1+xtt ~ V- tl2e™t,
—+00

Par le critere d’équivalence (dans le cadre de fonctions
positives) et la convergence de la question précédente, on
prouve la convergence de l'intégrale g(x).

Finalement, la fonction g est bien définie sur R

1.c) Soit x, y € RT avec x < y. Comme la fonction racine car-
rée est croissante, pour tout ¢ € R

V1i+xt</1+yt.

. _ 2
Puis avece™! = 0.

fx, 0 :e_tzx/1+xtse_t2\/1+yt:f(y, 1.

Enfin, par croissance de I'intégrale

+00

+00
flx, t)dtsf fly,ndt.
0
Finalement, g est croissante car pour tous x, y € R*

xsy = g)<sgy.

Attention, on évitera tout recours a la dérivation car on ne
sait pas encore que g est dérivable (c’est le but de la question
2).

2.a) La fonction (x, t) € & — 1 + xt est une fonction polyno-
miale donc de classe €2 sur & et a valeurs dans R;. La
fonction /- : Rf — R est de classe €2 sur R} . Par compo-
sition (x, f) € & — v/1+ xt est de classe €2 sur .%. De plus,
(x, 1) € F — — 12 est €2 et la fonction exponentielle est de
classe €2 sur R. Par composition, (x, f) € F — e‘t:2 est €2.
Par produit, f est de classe 62 sur &. Enfin, pour (x, ) € &

2
2 t te !
0 fx,N=et ——— = (1+xp~ 12
2vV1+xt 2
2.—1% P
e _ ‘e
o fln=- A+xn V21

2.b) Pour (x,t) € &,

2 2
t 1 t2e—t

. <
\/1+xt3 4

(ailf(x, t)) < tzz_

car 1+ xt =1, puis \/1+xt3 =1.

2.¢) Soit ¢ € [0, +oo[ fixé. Soit xg € [0, +oo[. On a vu que, pour
tout x € [0, +oo

2 e
‘ailf(x, t)‘ < Ze r,
Appliquons l'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction

x— f(x, 1) entre x et xp,

1(¢? 2
|fCx, ) = f (x0, 8) — (x— x0) 01 f (X0, )| < 3 (Ie’t )Ix—XOI2

2.d) Soit xg € [0, +oo[. En reprenant les questions 1.a,b), on
prouve la convergence de

+o00
| oo
0
Pour tout x € [0, +o0[

+00
g(x)—g(xo)—(x—xo)f0 01 f (xo, 1) dt

+00

+00
= f(x, t)dt—f f (xg, ) dt
0 0
+00
—(x—xO)fO 01 f (xo, 1) dt

+00
:[o (fx, D)= f(x0, 1) = (x—x0) 01 f (x0, 1)) dt.

ATaide de la question précédente et par inégalité triangu-
laire

+00
'g(x)—g(xo)—(x—xo)fo 01 f (xo,2) dz

| x — x |2 too o
s—of e~ dr.
8 0

D’oui le résultat en posant
1 +o0o 2
C=- f e dr.
8Jo

2.e) Pour x # xp, en divisant par |x — xg| > 0,

(x) — g (xp) +oo
w—f 01 f (x0,t) dt| < C|x— xpl.
X = Xo 0
Or Ix—xolx:»COO,

et par encadrement,

g(x) — g (xp) B

+oo
01f(xg,5)dt — O
X— X0 f() lf(O ) X— X0

g(x) — g (xp)

puis
X—Xxg X—Xo

+00
f 01 f (xp, 1) dt.
0

Enfin par définition du nombre dérivé, g est dérivable en
X( avec
, +0o
g (xo)=f0 01 f (xo, 1) dt.
2.f) En remplacant, il vient par croissance de I'intégrale
2
gx) :fﬂoidpo
0o 2V1+xt '

et on retrouve la croissance de la fonction g sur I'intervalle
[0, +ool.



