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Exercice 1. <> ®. Solentay,ap, -, an nréels. Justifierque | Y a;| <n|) a;®
i=1 i=1
Exercice 2. % Inégalité arithmético-géométrique
Soient ay, ap, -+, an nréels strictement positifs. On pose :
1n n n
M(ai,az,-,an) = =) a;, Glai,ap,---,an)="|[]a; et Hlay,a,-, an) =— .
niz1 i Y 1l/a;
i=1
On propose de montrer de plusieurs manieres que :
G(al,azy"',ﬂn)gM(al,QZ,”',an) (IAG)
1. < Par convexité.
Soient ay, ap,--+,an € RY. Onpose m=Ml(ay, az, -, an).
a) Justifier que pour tout x strictement positif, In(x) < x— 1.
n ai
b) Montrer que Z —=1|=0.
i=1\ M
a;
¢) En déduire que Z In < 0, puis conclure en montrant (IAG).
i=1 m
d) Enutilisant M(1/aj,1/ap,---,1/ay), justifier que H(ay, az, - -, an) < Glay, az, -, an).
2. 4 Parlinégalité de Jensen.
On rappelle que si une fonction f est concave sur un intervalle I, alors, pour tout entier naturel » non nul, ona:
1 &2 1 &
Y(ay,az,....an) 1", =3 flag)<fl=> ax|.
=1 =1
Montrer que :
vneN*,Y (a1, az,....an) € R)", |[] ax —Z
k=1 k=1
3. 44 Viade l'optimisation sous contrainte
Soient n.€ N*, posons & = {(x1, ..., x) € (RT)" IM(x1,...,x5) = 1}.
a) Déterminer les points critiques de G sur (Ri)n sous la contrainte M (xg,..., x5) = 1.
b) Montrer que G posséde un maximum sur % et que celui-ci est atteint sur & N (R%)".
c) En déduire (IAG).
d) Adapter la démarche pour établir que H(ay, ap,:--,an) < Glay, az, -, an).
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On admet le lemme de Cesaro : si une suite (1)1 converge vers ¢, alorson a : 11111 =3 up=¢
n—+oon
k=1
Dans toute la suite, on considére une suite (x,),en* de réels positifs telle que la série de terme général x; converge. Pour tout
entier naturel 7 non nul, on note :

n n

1
Sp = Xy, Tn=—— S et
n Igl k n n+1,§1 k Yn= n(n+1

n 1 n
1. a) Montrerque:VneN*, Z Ye=—— X (n+1-i)x;.
=1 n+1;5

n
En déduire que, pour tout nde N*, ona: Z Ve =Tn.
k=1



b)

+00
En utilisant le résultat admis au début de ce probleme, établir que la série de terme général y,, convergeetque: ¥ y, =
n=1

+00
Y Xp.
n=1

1/n
2. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel n non nul : z,, = ( I1 xk) . On se propose de montrer que la série de

+00 +00

terme général z; converge et que sa somme vérifie Z zpse Z Xn.

a)

b)

c)

d)

e)

b)

c)

n=1 n=1
On rappelle que si une fonction f est concave sur un intervalle I, alors, pour tout entier naturel » non nul,ona:

1 & 1 &
Y (ay,az,...,an) 1", ;Zf(ak)sf =Y al.
k=1

=1

Montrer que :

1
V " n n n 1 n
neN*,VY(ay, az,....an) e R)", |[lax| <= ar
k=1 n =1

1/n
n
Justifier que, pour tout entier naturel n nonnul,ona: z, = W ( I1 kxk) . En déduire que:
! k=1

VneN* < n+1
ne , Zn\Wyn.

Montrer que, pour tout réel x positif, on a In(1 + x) < x.

n
En déduire que : Vn e N¥, [1 + %) <e.

. n n k
Etablir que, pour tout entier naturel n nonnul,ona: % =11 (1 + %) .

Montrer enfin que la série de terme général z,, converge et que :
+00 +00
2: Znse 2: Xn.
n=1 n=1
Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout k élémentde [1,n—1],ona:

1 k (k+1)/n 1 k+1
—ln(—)sf ln(x)dxs—ln(L).
k n n

n n n

Calculer l'intégrale f 11/ n In(x) dx et en déduire que :

1 1 Z k 1 Inn
YreN\{0;1}, —1+—s—Zln(—)s—1+—+—.
Ly |

1 &2 k
Déterminer lim — Y ln(—), puis établir que :
n—+oon k:l n

1 1/n e
(;ﬁ) n—too 1’

4. On admet que si deux séries a termes positifs, de termes généraux équivalents, divergent, alors leurs sommes partielles
d’ordre m sont équivalentes lorsque m est au voisinage de +oo. Soit N un entier naturel non nul quelconque. On consideére
une suite (xy) ,en+ particuliere que ’on note (x,, (N)) e+ définie par :

sine[l,N]

1
xp(N) = { n )
0 sinon.

n 1/n
On pose, comme a la deuxiéme question : Vn € N*, z;(N) = (kr_llxk(N)) .

a)

b)

_ +0o +0o
Ecrire ¥ x,(N) et ¥ z;(N) sous forme de sommes finies.
n=1 n=1

¥ zn(N)
Endéduire que lim Z— =—e.

+o0
N—+oco Z Xn(N)
n=1

+00 +oo
5. Conclure que e est la plus petite des constantes A telles que ¥ z; <A X xp.
n=1 n=1



