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Exercice 1. ¢4 % Diagonalisation des matrices de rang 1 #DA26

1. & Soit n € N\ {0;1}. Montrer que M € .4, (R) est de rang 1 si et seulement si il existe deux matrices colonnes non nulles U, V
telles que M = UV,

2. Soit A € ./, (R) une matrice de rang 1. On note U et V deux matrices colonnes non nulles de .4, 1 (R) telles que A = UV et on
note a =Tr(A).

a) & Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.

b) Vérifier que VU = g, puis que A% = gA.

c) & Justifier que si a = 0 alors A n’est pas diagonalisable dans .4, (R).

d) On suppose dans la suite a # 0. Calculer AU. Déduire des questions précédentes que A est diagonalisable.

e) Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de .4, (R) de rang 1 soit diagonalisable.

Exercice 2. ¢4 % Matrice de Vandermonde - Lien avec les polyndmes de Lagrange # CA61
Soit a = (ag, a1, ..., an) € R™*1. On pose

1 ag a02 .. ap"
1 a a12 oooa"
Va=1 . . . . . € Mn+1(R).
1 ap ap® ... ap"
1. Notons Cq,Cy,...,Cp, les n+ 1 colonnes de V. A quelle condition sur les réels ag, ai, ..., a les colonnes de V, forment une

famille libre ? En déduire une condition pour I'inversibilité de V.

On suppose cette condition vérifiée dans la suite.
Notons % = (1, x,...,x") la base canonique de Ry, [x] et (ep,..., ex), la base canonique de R"*1.

2. Montrer que I'application suivante est un isomorphisme

{ Ry [x] - Rn+1
: P — (P(ap),...,P(an)).

Pour tout i € [[0; ]], on définit le polynome L; = ¢~ (e;). Montrer que la famille € = (Ly,...,Lp) est une base de Ry [x] et
que
n
VPeRylx], P=) P(a;)L;.
i=0

1

h) Préciser Pg ¢~ ol Pg  désigne la matrice de passage de la base 98 ala base 6.

Exercice 3. ¢4 % Matrice Compagnon # VP60
Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On désigne par I, la matrice unité de .4, (R). On note id 'application identité de R" et
% = (ey,...,en) labase canonique de R”. On considére un n-uplet (ag, a1, ..., an—1) de R” et le polynome :

P(x) = x"+ap_1x" ' +...+ a1 x+ ag.

La matrice compagnon C du polynéme P de .4, (R) est définie par

[0 0 -a

1 0 —-a)
C=1o0 1

: 0 —-ap-—2

[0+ 0 1 -au.

Soit f, 'endomorphisme de R” canoniquement associé a la matrice C.



1. Soit f,'endomorphisme canoniquement associé a C.
a) Exprimer, pour tout i € [[1,n— 1], f (e;) en fonction de e;1.
b) Endéduire: Vje[[1,n-1], fj (e1)=ej4 et f(e1)=—(ager +ajez +...+ an—1en).
2. Soit g I'endomorphisme de R” défini par g = f" + an_1 f" 1 +...+ a1 f + apid.
a) Vérifier: g (e1) =(0,...,0).
b) Montrer que: VieN, gOfi :fiog.
¢) Endéduire: Vi€ [[1,n]], g(e;) = (0,...,0).
d) Montrer que le polynéme P est annulateur de 'endomorphisme f. Que dire des valeurs propres de C?
e) Déterminer une matrice A € .45 (R) telle que AS=A3+2A% ¢ I5.

Exercice 4. ¢ % Encadrement de Rayleigh

Soient n € N*,S € .4, (R) symétrique. On note « la plus petite valeur propre de S, et p la plus grande valeur propre de S. On munit
Mn,1[R) de son produit scalaire canonique et de la norme associée | - ||. Montrer :

VYXEMu1®,  alX|? < XSX<BIX|2.

Exercice 5. ¢4 4 % Matrices de Gram et valeurs propres # AB59
Soient (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n et (u1, Uz, -, u) une famille de vecteurs de E. On pose

G= (<ui, uj>]1si,jsn et M=Matg(uy, uz, -+, un),

ol 48 est une base orthonormée de E.
1. Vérifier que G = '"MM.

2. En déduire que ker(G) = ker(M), puis rg(G) =rg(uy, ug,- -, Up).
Indication. Considérer "XGX pourX € M1 (R).

3. Vérifier que G est inversible si et seulement si la famille (u1, up, -+, uy) est une base de E.
4.  a) Justifier que les valeurs propres de G sont positives ou nulles.

b) Justifier que les valeurs propres sont majorées par 3 |Veei ||2 )
i=1
5. Soient F = Vect(¥) et p le projecteur sur F parallelement 4 F- (cest le projecteur orthogonale sur F). Pour x € E, montrer
que
" ay (u1, x)
px) = Z a;u; ou ai,--,oy sont nréels donnés par: =G!

i=1 ’
apn (Unp, x)

Exercice 6. 444 Matrices symétriques a coefficients positifs Extrait HEC 2006 # AS51

Soient ne N*, S = [“ij] . €.y [R) symétrique telle que :
n

1<i,j<
.. 2
v(i,j)ell;nl°, aij >0.

On note f la plus grande valeur propre de S et V le sous-espace propre de S associé a §. On munit .4, 1 (R) de son produit scalaire
canonique et de la norme associée | - ||.

x1 [x1]
1. SoitXgp = € V\{0}. On note |Xg| =
Xn [xnl
a) Montrer XoSXg < '[Xo|S|Xo! et en déduire : |Xg| € V.
b) Montrer que les coordonnées de S|Xg| sont toutes strictement positives et en déduire que Xg n'a aucune coordonnée nulle.
¢) Montrer : 'XySXg = !|Xg|S|Xg| et en déduire que les coordonnées de X sont toutes de méme signe.
2. a) Endéduire qu’il n'existe pas deux vecteurs de V\{0} orthogonaux entre eux.
b) Conclure : dim(V) =1.



Exercice 7. ¢4 Matrice de Hilbert et python # AB65
Pour tout entier n = 2, on désigne par H;, la matrice de Hilbert d’ordre n définie par :

1 1
13 n
1 1 1
1 2 3 gEs|
" ( k )] )
Jrk=Vhejesn |+ - o :
i
n n+l1 2n-1

Soit hj, 'endomorphisme de R" canoniquement associé a Hy,. On pose de plus la fonction ¢, : R — R définie par :
qn(x) = (hn(x), x)

ot {,) désigne le produit scalaire canonique sur R".

Etude de q
Xk Xj

1. Soit x = (x1, X2,...,X,) € R". Vérifier que g, (x) = Z TR
n

1<j,k<

1(n 2
2. Montrer que g5 (x) :f ( Y Xk tk_l) dr.
0 \k=1

3. Justifier que g5 (x) = 0 et que I'égalité g, (x) = 0 équivauta x = 0.

o Application a la réduction deH,

4. Justifier que Hy, est diagonalisable.

5. Pour tout entier 7 = 2, on note : Hp=min(Sp(Hy)) et pp=max(SpHpy)).
Expliciter p2 et p2. Montrer que pour tout n=2,ona0 < 1, <pp.

e Python - conjecture 1

6. Vérifier que Hj, est une matrice inversible.
Pour n € N* et (i, j) € [1, n]?, on note hg_jl'”) le coefficient de place (i, j) de la matrice H;;! et on désigne par sy, la somme des

coefficients de la matrice Hj,!, c’est-a-dire :
Sp= Z p=bm,

— L]
1<i,js<n

7. Ecrire un programme qui prend en argument 7 et renvoie la matrice Hy,, puis la matrice inverse H n L

8. Comment obtenir la somme des coefficients d'une matrice A a I’aide de Python?
En déduire un programme qui prend en argument n et renvoie sy. Tester le programme, que peut-on conjecturer sur sy ?

e Python - conjecture 2

9. Pour obtenir le spectre d'une matrice A, on importe la bibliothéque numpy.1linalg as aletonexécutelacommandeal.eigvals(A).
Ecrire un programme qui prend en argument 7 et renvoie p;, et p,/{;. Conjecturer le comportement limite des suites (py) . et

P/ MK k-
10. Comment afficher les n premiers termes de la suite (py)?

Exercice 8. 444 Matrice positive et productive d'apres EML 2004 # CApl

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. .4, (R) est]’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre
n et 4y, ([R) 'ensemble des matrices colonnes réelles a n lignes. Une matrice M de .4, (R) ou de .41 (R) est dite positive si et
seulement si tous les coefficients de M sont positifs ou nuls. On notera alors M = 0. Une matrice M de .4/, (R) ou de .45 1 (R) est dite
strictement positive si et seulement si tous les coefficients de M sont strictement positifs. On notera alors M > 0. Si M et N sont deux
matrices de .4, (R) ou deux matrices de .41 (R), la notation M = N (respectivement M > N) signifie que M—N = 0 (respectivement
M-N>0). Une matrice M de .4, (R) est dite productive si et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes : M est positive
et il existe une matrice positive P de .4, 1 (R) telle que P—MP > 0.

I - Etude d’exemples



II-

0 1 1
. EnconsidérantU= | 1 |, montrer quela matriceAz% 1 0 1 [ estproductive.
1 1 0
1 4 1
. Montrer quelamatriceB=| 2 1 3 [ n'estpasproductive.
0 0 1

Caractérisation des matrices positives

Soit M une matrice de .4, (R).

. Montrer que, si M est positive, alors, pour toute matrice positive X de .45, 1 (R), le produit MX est positif.

. Réciproquement, montrer que, si, pour toute matrice positive X de .4, 1 (R), le produit MX est positif, alors la matrice M est
positive.

III - Caractérisation des matrices productives

. Soit A une matrice productive de .4 (R) dont le coefficient de la i-eme ligne et de la j-éme colonne est noté a;;, et P une
matrice positive de 4,1 (R) telles que P —AP > 0. On note pj,..., py les coefficients de la matrice colonne P.

a)
b)

)

d

e)

f)

Montrer que P > 0.

Soit X appartenant a .41 (R) telle que X = AX. On note x1,..., X, les coefficients de la matrice colonne X. On désigne par ¢

le plus petit des réels ;—j lorsque I'entier j décrit 'ensemble {1,..., n} et k un indice tel que ¢ = %

Etablir que c (pk - f agj pj) = 0. En déduire que ¢ = 0 et que X est positive.
j=1

Soit X appartenant a .41 (R) telle que X = AX. En remarquant que —X = A(-X), montrer que X est nulle. En déduire que
I, — A est inversible, o1 I, est la matrice identité de .4, (R).

Montrer que, pour toute matrice positive X de .4, 1 (R), la matrice Y = (I, —A)~ !X est positive (on pourra utiliser I1.1.b). En
déduire que (I, —A) ! est positive.

Dans cette question, on consideére une matrice positive B de .4, (R) telle que I, — B soit inversible et telle que (I, — B) ™1 soit
positive. On note V= (I;; — B)~! U, oi1 U est la matrice de Mn,1([R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

Montrer que V—-BV > 0. Conclure.

Donner une caractérisation des matrices productives.

Application. Soit M une matrice positive de .4, (R) telle que 2M2 = M. Vérifier que (I, - M) (I, + 2M) =1, et en déduire que
M est productive.



2.e) Finalement, comme a = Tr(A), A est diagonalisable si et

seulement si Tr(A) # 0.
Exercice[T]

]

. Soit M € #;,(R). Notons Cj, Co, ..., Cy ses colonnes. La Exercice[2]
matrice M est de rang 1 si, et seulement si, il existe une
colonne C;; non nulle telle que pour tout i € [[1;n]] la co- 1.

lonne C; est colinéaire a Ciy- C’est-a-dire, il existe A1, Ao, 2.a) Il est clair que @ est linéaire.
Antelsque C;=A;C; Prouvons 'injectivité de . Soit P € Ker ¢, dans ce cas
ey 0

A ®P) = (P(ag),P(a1),....P(an)) = (0,0,...,0).

SionposeU=Cj etV=| : |, onabien Autrement dit, P admet au moins 7 + 1 racines avec ag, aj,
An ..., an. Or P € Ry[x], nécessairement, P est le polyndme
nul. Il vient
U= [ ACiy  A2Cy, ... ApGCy, ] Kerg c {O[R,,[x]}-
On a méme I'égalité puisqu'un noyau contient toujours le
vecteur nul.
De plus, I'espace de départ et d’arrivée sont de méme di-
mension (finie). Par les corollaires de la formule du rang,
2.a) D’apres la formule du rang  est un isomorphisme.

:[ Ci C - Cp ]ZM.

dimE(A) = dimKerA 2.b) « Méthode 1. Famille génératrice

=n-r1gA)=n-1. Comme la famille contient autant de vecteurs que la di-
mension de Ry [x], pour montrer que c’est une base, il suf-
fit de montrer que la famille est génératrice. Soit P € Ry, [x].
Posons

n
Le réel 0 est bien valeur propre de A. Q=P-) P(a;)L;.
i=0

Comme n =2
dimEy(A) >0

2.b)Ona Or, par définition de L;
Tr(A) = Tr (U'V) = Tr ('VU) = VU

en identifiant ./ 1 (R) et R. D’ol1

Li(di) =1 et L,-(aj) ZOSii¢j.

En évaluant en a;, il vient

L —
VU = a. Q(a;) =P(a;) —P(a;) =0.
De plus, par associativité du produit matriciel Le polynéme Q admet au moins n+ 1 racines alors qu'il est
de degré au plus n. Nécessairement, Q est le polynome nul
A?=(u'v)(utv)=u(vu) v et
n
=U-a-W=aUWV caracR P=) P(a;)L;.
i=0

2 _
A7 = aA. On prouve ainsi le caractere générateur de la famille et

2.0) Si a = 0 alors A = 0. Le polynome x2 est annulateur de A I'égalité demandée.

et seul 0 est valeur propre (question 2.(a)).
Si A est diagonalisable, alors A est semblable a la matrice
nulle. A est donc la matrice nulle. Absurde, la matrice A est

* Méthode 2. Famille libre
Comme la famille contient autant de vecteurs que la di-
mension de Ry [x], pour montrer que c’est une base, il suf-

d 1.
erang fit de montrer que la famille est libre. Soient Ag,A1,...,Ap €
2.d)Ona: R tels que .
AU=UVU=U-a=aU. > AiLi = Oppy.
i=0

Cortnme U # 0, U est vecteur propre pour la valeur propre Par linéarité de I'application réciproque
ae

dimE4(A) = 1. & & 1 &

“ O [ X Niei| = X Ao (e) = ) AL = Oy

D’apres 2.(a), on a aussi i=0 i=0 i=0

En appliquant ¢, on obtient
dimEy(A) +dimE,(A) = (n—-1)+1=n. PPIq ¢

n
Or on a toujours z;))\iei = Ogn+1.
dimEg(A) + dimEg4(A) < dim (4,1 R) < n. puis, pour tout i € [1;xn]], A; = 0 puisque (e, ...,e,) est
une famille libre de R"*1. En conclusion, € est une base

On a donc égalité et la matrice A est diagonalisable. de Ry [x].



* Soit PeRy[x]. La famille € est génératrice, il existe Ag,
AL, A2, ..., Ap eRtels que

En évaluant en les racines a;, on obtient le résultat de-
mandé.

2.c) Onavu que ng;g_l =Py 3.
Et, pour tout i € [[1; n]]

n n
Z L) et 1=) 1-Lj().
j=0 =0
D’out
1 ag 6102 ap”
1 o alz a”
) 1 a» a22 .oap
ng’cg = 1 as 6132 a3n € Mn1[R).
1 an ap? an”
Exercice[5]
1. Comme les matrices ont méme taille, il suffit de vérifier

que les coefficients sont égaux. Soit (i, ) € [[1; n]]2
n

[('MM];j = Y "M Mg
k=1

n
= Y (upe) (exuj) = (uiuj) = 1Glyj.
k=1
D’ot le résultat.

2. Raisonnons par double inclusion.
Soit X € KerM.

GX = "MMX = M0, 1 =0,,1

doncX € KerG.
Soit X € KerG.

IMXJI2 = {MX) (MX) = "X'MMX = 'XGX = 0.

Nécessairement MX = 0,1 et X € KerM.
On conclut par double inclusion.

* Par la formule du rang, rg(G) = rg(M). Et on sait que le
rang de M s’identifie au rang de la famille (uy, ..., uy).

3. Raisonnons par équivalence.

G est inversible
ssi 1gG=n
ssi rg(uUy,up,...,up)=n
ssi  (up,up,...,un) est génératrice

ssi  (uy,...,up) estune base de E.

car Card (uy, ..., u,) = dimE.

4.a) Soit X un vecteur propre de G associé a la valeur propre
A. On note x (resp. y) le vecteur de E dont X (resp. MX) est
la matrice colonne dans la base 28. Par définition

X#0,1 et GX=AX.

On en déduit
IXGX = AXX = Al x|

et XGX = IX'MMX = {(MX)(MX) = || y]12.

Ainsi ||y||2 = )\lell2 avec || x|l #0. D’ol1 A € RY. Les valeurs
propres de G sont positives ou nulles.

4.b) Comme G est diagonalisable

TG = ) dimE\(G)-A
AeSp(G)

(si besoin, voir exercice ?2, p. ?2). Comme les valeurs
propres sont positives, pour tout A € Sp(G)

A<Tr(G).

On conclut en remarquant que

n n
TG = Y (upui) =Y |l
i=1 i=1

Exercice[7]

1. Soit x = (x1,x2,...,X,) € R™. Si on note (ej,...ey) la base
canonique de R", on a

n
hp(x) = hy (Z xl-el-)
=

Il

Il
—

xih(ei)

£ )
X; - " e;
= j:11+"1 !
n
PNy

Il
M=

1l
T M:

+z—1 e

La composante de hy (x) suivant e j est alors

Par définition du produit scalaire canonique sur R”,

n
(hn(x),x) = Z Vx|

n i XjXk
]:1k=1 ]+k—1



2. Soit x e R"

Car pour neN

0

1
f t"dr =
0

3. Pour tout £ € [0; 1],

n+1 n+l’

n 2
Z xktk_l =0.

k=1

Par positivité de I'intégrale, il vient

k=1

1( n 2
qn(X)zf (Z xktk‘l) dt=0.
0

e Traitons le cas d’égalité.
Supposons que g5 (x) = 0. Comme la fonction polynomiale

n 2
tERH(Z xktk_l)
k=1

est positive et continue sur [0;1],

n 2
Vie[0;1], (Z xktk_l) =0,
k=1
puis
n
vee(;1l, Y xrfl=o.
k=1
La fonction polynomiale

n
reR— Y xprk!
k=1

admet une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul.
Tous les coefficients sont donc nuls et

X =(x1,Xx2,...,Xn) =ORn.

Réciproquement, si x = Ogn, on a bien g, (x) =0.
Léquivalence dans le cas d’égalité est prouvée.

4. La matrice H; est une matrice symétrique réelle, donc Hy,
est diagonalisable.

5.So0it A € R,

1 1
det(Hp — A2) —(1—7\)(5—)\)—1—1

2.1
=2 -Sa+—.
37712

Un calcul de discriminant donnent 2 racines
A1=1/6 et Ax=1/2.

Comme A € Sp (Hy) si et seulement si Hy — Al est non in-
versible.
Sp (h2) = Sp (H2) = {A1,A2}.
On a donc
M2=1/6 et p2=1/2.

¢ Soit x un vecteur propre associé a une valeur propre A.
hp(x)=Ax et x#Opn.

En particulier
qn(x) = (hp(x), %)
= (Ax,x)
= ixl.
Or on avu que g (x) >0 pour x # Ogr. Donc A >0 et
Hn =minSp (Hy)
=minSp (hy) > 0.

Montrons que M, < pp en raisonnant par l'absurde.
Comme [y < py, on suppose donc [y = py, alors

Sp (Hn) = {pn}-

Or, Hy, est diagonalisable, dans ce cas Hj, est semblable a
la matrice py1;,. C'est donc pj,1;, absurde. Conclusion

Hn <Pn-

. D’apres la question précédente, 0 n’'est pas valeur propre

de H;,. La matrice est donc inversible.

Python

Avant de commencer, on importe les différente biblio-
theques:

import numpy as np
import numpy.linalg as al
import matplotlib.pyplot as plt

. Pour avoir la matrice de Hilbert de taille 7, on peut écrire

def Hilbert (n):

H=np.zeros ([n,n])
for i in range(O,n):
for j in range(O,n):
H[i,jl=1/(i+j+1)
# +1 d cause des décalages d’
tndice en Python
return H

* Pour avoir I'inverse, on peut rajouter

def sommeH(n):
H=Hilbert (n)
return sum(sum(al.inv(H)))

Testons le code :



>>> sommeH (2)
4.000000000000001
>>> sommeH (3)
8.99999999999999
>>> sommeH (4)
15.999999999999261
>>> sommeH (5)
24.99999999998454
>>> sommeH (6)
36.00000000168575

En prenant en compte les erreurs d’arrondis, on conjec-
ture que pour tout entier n = 2

Sn

. Pour obtenir le maximum :

def MspectreH(m):
H=Hilbert (n)
Spectre=al.eigvals (H)
Max=max (Spectre)
return Max

etle quotient

def QspectreH(m):
H=Hilbert (n)
Spectre=al.eigvals (H)
Max=max (Spectre)

Min=min (Spectre)
return Max/Min

10.

def Affichage(n):
m=[]
for i in range(2,n):
m.append (MspectreH(i))

plt.plot(m, ’ko’)
plt.show ()

2.0 eeo®®
1.9
18
17
16
15
14

13

On conjecture que la suite est croissante et convergente.



