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Exercicel. 4 B # RVA65

Un pion se déplace sur les 4 points A = (1,0), B=(0,1), C=(-1,0) et D= (0,-1)
du cercle trigonométrique selon la regle suivante. Au top d’horloge 7, le pion

* reste sur le point ol1 il se trouve avec un probabilité 1/2; A

* se déplace sur 'un des deux points voisins avec une
probabilité 1/4 pour chacun d’eux.

Au top 0, le pion est en A. On introduit les événements :

* Ay :«lepionestsurAautop n»; ® Cy :«lepionestsur C autop n»;

* By :«lepionestsurBautop n»; * Dy :«le pionestsur D autop n»;

Onnote ap =P(Ay), by =PBp), cn =P(Cy),dn=PDy)etX,='an bp cn dul.
1. Trouver une matrice A telle que, pour tout n € N, X;;+1 = AXj;.
2. Déterminer J telle que A = %(14 + %I). On pose K= %]2. Calculer KJ.
1
3. Montrer qu'il existe deux suites (u,) nen €t (V) nen telles que, pour tout n €N, (14 + 5])" =1 +uyJ+vyK

4. On pose, pour tout n € N, wy, = uy, + vy. Quel type usuel de suite reconnait-on? Calculer wy,. En déduire, pour n € N*, uy, et vy,.

5. Conclure en exprimant, pour tout n € N*, ay, by, ¢, et dy.

Exercice 2. ¢ % Milhan et Robin ont rendez-vous sur Paris dans un des cing sites S1, Sy, S3, S et S5 et reliés par des routes, # RVAG6
comme l'illustre le schéma ci-dessous. Ils arrivent au rendez-vous a ’heure prévue, mais suite a un malentendu, Milhan se présente
au site S; et Robin au site S.

IIs décident alors de partir a la recherche 'un de I'autre. Ils empruntent les différentes routes, avec les regles suivantes :
— apartir d'un site, chacun choisit de se rendre sur 'un des deux sites voisins, les deux possibilités étant équiprobables;
— les déplacements des deux personnes se font simultanément;

— tous les choix de déplacement se font indépendamment les uns des autres. Ils continuent a se déplacer ainsi jusqu’a se
retrouver éventuellement sur un méme site (ils ne se rencontrent pas le long des routes).

— Une fois retrouvés, ils ne se déplacent plus.

Dans la suite, on introduit les événements :



— Ay : «Milhan et Robin sont sur le méme site apres le n-éme déplacement »
— By : «Milhan et Robin sont sur des sites adjacents apres le n-eme déplacement »

— Cp : « Milhan et Robin sont a deux routes de distance apres le n-eme déplacement »
On note alors an=PAn), bp=PBy), et c;=P(Cyp).

1. Python

a) Ecrire un programme qui prend en argument un entier i de [[1;5]] et renvoie un autre entier j de [[1;5]] qui simule un
déplacement du sommet i vers le sommet j.
b) En déduire un programme qui renvoie le nombre de déplacements avant que Milhan et Robin ne se retrouve pour la pre-
miere fois.
2. Montrer que pour tout n €N,

3 1 1 1
a =an+-cp, b =-bp+-c, et c =—bp+—-cp.
n+1 n4n n+14n4n n+14n2n
) 5 5
3. Justifier que pour tout n €N, ¢j42 = ch+1 - Ecn.

4. Démontrer que

1 « G+v5)/8
— _ (o _pP U
vnen, en=—("-p") ob {ﬁ = G-v5)I8

+00 ]- a_ﬁ
5. Vérifierl t1'égalité =—|———| =4
eriner la convergence et 1 egalite kgock \/5((1 —ﬁ)(l —O()J

On pourra simplifier les calculs en introduisant le polynome P(x) = x> — 5/4x — 5/16 dont les racines sont o etp.
6. En déduire que a;; — 1.
n—oo

7. Justifier que Milhan et Robin se retrouvent presque surement.
Exercice 3. ¢4 4 Probabilité et élections # RVA67

¢ Préliminaire

172 1/3 0
1. VérifierqueM=| 1/4 1/3 1/4 | admet5/6,0 et 1/2 comme valeur propre.
0 1/3 1/2
2. Justifier qu'il existe trois réels a, P et y et une matrice P inversible tels que : M = Pdiag(a, B, )P~ L.

* Dans une élection a venir, deux candidats A et B se présentent.

Un groupe d’électeurs est composé de m individus, avec m = 2.

Initialement, au jour appelé «jour 0 », le nombre d’'individus préférant le candidat A vaut a (il y en a donc m — a préférant le candi-
dat B ). Ensuite, chaque jour, un des individus au hasard dans le groupe en rencontre un autre, au hasard également, et il lui parle
des élections. Si leurs intentions de vote différent, il le convainc de voter comme lui.

Pour tout entier naturel n, on note X; le nombre d’individus du groupe ayant I'intention de voter pour le candidat A le soir du
n-ieme jour. Ainsi, X;; est une variable aléatoire a valeurs dans [[0, m]]. On remarque que Xq est une variable aléatoire certaine :

PXg=a)=1.

 A. Dans cette partie, on étudie le cas d'un groupe formé de quatre électeurs.

1. Soient i et j deux entiers dans [[0,4]]. On note p; ; la probabilité pour qu’il y ait exactement i personnes dans le groupe ayant
I'intention de voter pour A un jour donné, sachant qu’il y en avait j la veille.
a) Justifier: pgo = ps4 = 1.
b) Justifier:sii et j dans [[0,4]] sont tels que |i — j| =2, alors p; j =0.

¢) Donner pour tout (i, j) € [[0,4])% la probabilité Pi,j-
On présentera les résultats sur le diagramme suivant, a reproduire et a compléter, et on justifiera quelques cas.




1/2 1/3 0 PX,=1)
2. On définitla matriceM = | 1/4 1/3 1/4 |, etpour tout entier naturel n, la matrice colonne Uy, = | PX; =2)
0 1/3 1/2 P (X, =3)

a) Pour tout entier naturel n, établir une relation entre U, M et Uj.

b) En déduire que pour tout k € {1,2, 3}, la suite (P (X, = k)) ,en €St une combinaison linéaire des trois suites (a”]nEN , (ﬁ”)neN
et (Yn) neN*

¢) Que dire, pour tout k € {1,2,3}, de nl—i»IPooP(X” =k)=0?

d) Etablir: nlil}_l [P(Xy; =0)+P (X, =4)] = 1. Comment interpréter ce résultat?
—+00

 B. On revient dans cette partie au cas général d'un groupe de m électeurs.
On note 7, . = P (X, = k), la probabilité pour qu'il y ait exactement k €électeurs envisageant de voter pour A a I'issue du n-iéme
jour.

1. Soit n un entier naturel.

a) Expliciter les probabilités
Px,-k) Xnt1=k+1), Px,—pyXps1=k-1) et Px, —Xnt1=k).
b) Pour k€ [[1,m—1]], exprimer 1,  al'aide de 7, g1, T,k €1 T gy 1
2. a) Montrer que pour tout entier naturel n et pour tout k € [[1, m — 1],

m(m—l)—Z)”

<
Tk ( mm—1)

b) En déduire, pour tout k € [[1, m —1]], la limite de 7, 4 lorsque n tend vers +oo.



Exercice[T]

Probabilités, suites et calculs matriciels

1) Soitn € N. (4,,,B,,C,,,D,,) forme un systéme complet d’événements.
D’apreés la formules des probabilités totales ,

P(An+1) = Py, (An+1) P(An)+Pp, (An+1) P(By)+Pc, (An+1) P(Co)+Pp, (Ay+1) P(Dy)
1 1 1
= ;P4 + JP(By) + 0 + S P(Dy).
P(By+1) =Py, (Bus1) P(4,) +Pp, (By1) P(B,) + P, (Buv1) P(Co) +Pp, (Busr) P(Dy)
= 3P(4,) + 3P(B,) + {P(C,) +0.
P(Cre1) =Pa, (Coe1) P(An) + Py, (Cos1) P(By) + P, (Cos) P(C) + Py, (Covt) P(Dy)
1 1 1
=0+ 3P(By) + 3P(C) + 7 P(Dy).

P(Dy+1) =P4, (Dps1) P(A,)+Pp, (Dyi1) P(B,) +Pc, (Dyy41) P(Cy)+Pp, (Dysy) P(D)
= 2P(4,) + 0+ 3P(C,) + 3P(D,).

Qi /2 14 0 1/4][a,
eauid buet| |14 12 174 0 ||b,
e qui aonne Crrt = 0 1/4 1/2 1/4 C".

dudd 174 0 174 172lla,

Avec ce choix, on a bien X,,,; = AX,,.

{ Remarque
¢ Parrécurrence, on en déduit, pour toutn € N, X,, = A"X,. La suite de I'exercice permet
2 de calculer les puissances de la matrice A.

10 1
010

2) DoncA=;(L+ 3ot J= 10 1.Alorsl<:§]2:

010

o R o R
o R o
o o R

= o = o

0
1
0
1
Un calcul matriciel donne K] = 2J.
3) Montrons par récurrence que, pour tout n € N, il existe des réels u, et v, tels que
1 n
(I, + E]) =1 +u,J +v,K.

Notons, pourn € N
P(n) : «1l existe des réels u,, et v, tels que (I, + %])" =1 +w,J + v, K».

Exercice[3]

1.c) Notons pour n €N

— Uy, la premiere personne, au jour n, vote pour A.
— Dy ladeuxieme personne, au jour n, vote pour A.
D’apres le diagramme

1
= =Px,=1] Xn+1=0).

Po,1=4 =

Justifions ce résultat a I’aide des probabilités composées

= _ ==X =-=—,
Po,1 X,=11{Yn n 153712
En effet, si au jour n, il y a un votant pour A, il n'y aucun
votant pour A si et seulement si la premiére personne vote
pour B et convainc la derniere personne a voter pour A.

Les autres probabilités se calculent de la méme ma-
niéere. Notons que pour compléter le diagramme :

— La somme des probabilités partant d'un sommet
vaut 1 (conséquence d'un systeme complet d’'évé-
nements);

« Initialisation.n = 0. (I, + %])0 = I,;. Donc P(0) est vérifié en prenant uy = v = 0

« Hérédité. Soitn € N. Supposons P(n) vraie.

1 1 1
Uy + D™ = Uy + 5D" Uy + 5D
2 2 2 A, récur
hypothése de récurrence

= (s +wy) +0,K) - (I + z])
1 Up p  Un

:14+u,,]+u,,K+E]+7/ +7K]
1 J*=KK]=2]
=Ii+ Uy +vn + 5)] + (un + K.

P 1
Donc P(n + 1) est vérifiée en posant |1 = Uy + vy, + 5 €y = Uy + u,l.}

 Conclusion.

[Pour toutn € N, il existe des réels u,, et v, tels que (I, + %])" =L +u,J+ 1/"1(.]

4) Lesrelations trouvées a la question précédente donne, pour toutn € N:w;,,; = 2w, + %
« La suite (w,,) est une suite arithmético-géométrique.
« Le point fixe € vérifie £ = 2¢ + % Donc? = —%.

3 PP . 1
La suite (w,, — ),y est une suite géométrique de raison 2. wy — £ = 5-Pourn €N

On en déduit, pour n € N*

1
- — on-2 - —on-2_1
u"—wn,1+z—2 et v, =w, ;=2 -3

5) Pourn € N', 4" = (L +3))" = l + 3/ + (3 — 7K.
1 0 1
1 1 11 1lo] 1|1l 1 1 .o
Xn = A"Xo = 5oXo + 7 Ko + (3 = 50K X0 = 52 o[+ 70|+ (G — 750 |1
0 1 0
. T 1 1 11
Pourn € N, an =7+ 2o bn:dn:Z et =T o

— Le probleme est symétrique. Sur le diagramme, la
symétrie se traduit par une symétrie centrale autour
du sommet 2.

2.a) Comme ([Xp-1=1il)jefo;4; €St un systéme complet
d’événements. Pour tout k € {1;2;3}

4
PXp=k)=) PXp-1=0) P, =ijXn=k
i=0
En reprenant la question Ala.
pouri=0,i=4, P[X,,fl:i] Xp=k)=0.
Puis avec les notations de I'énoncé
3
PXp=k =) piiPXn-1=1).
i=1
En reprenant le diagramme :
pi1 pi2 pi13

M= p21 p22 p23
P31 P32 P33



et par définition du produit matriciel En reprenant le préliminaire, et par récurrence

U, = M"Uy = PD"P~1U,.

U, =MU,_;. PXp) =1 a0 0
PX,)=2 |[=P| 0 p" 0o |PlU,
P (X, =3) o o0 ¥

On en déduit par récurrence
On en déduit par produit matriciel que pour tout k €
{1;2;3}
U, = M"Up. P(Xp = k) =ty 0" + 13 k" + 13 1 y"



