ECG 2 4h

DS 11- sujetA

THEMES : PROBABILITE ET ANALYSE

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probleme A
Méthode de Monte-Carlo

Lobjet du probléme est la présentation d'une méthode probabiliste de calcul d'une intégrale (méthode de Monte-Carlo), et de deux
facons de 'améliorer.
Dans tout le probléme, U désigne une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], g une fonction continue sur [0, 1] et on pose

1
I=f g(nde.
0

Lespérance d’'une variable aléatoire X sera notée E(X) et sa variance V(X) (si elles existent).

On admet que, pour tout entier naturel non nul 7, si X1,Xo,...,X; sont des variables aléatoires a densité, mutuellement indépen-
dantes, alors des variables aléatoires de la forme fj (X1), fo X2),..., fn X5) ol les f; sont des fonctions de R dans R, distinctes ou
non, sont également mutuellement indépendantes.

I. Méthode de Monte-Carlo

1. a) Rappeler une densité de U.
b) Justifier que la variable aléatoire g(U) admet une espérance égale aJ.
2. Soit (Uy) e+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que U. On pose 62 = V(g(U)) # 0 et on note, pour tout 7
de N*,

Sn= ;nlg(ui)'

, converge en probabilité vers J.

Sn
o
Vi pens

converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

ii. On donne ®(1.96) = 0.975, ol1 ® désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Déterminer un intervalle

de confiance asymptotique pour J, au niveau de confiance 95%, faisant intervenir S;;. Préciser €, la longueur de cet intervalle.
3. Application :

a) Justifier que la suite de variables aléatoires (87”) N
n
b) Recherche d'un intervalle de confiance pour J.

i. Justifier que la suite de variables aléatoires

1
a) Alaide du changement de variable ¢ = sin u, montrer que f 4V1-t2dt=m.
0

b) i. Ecrire en Python une fonction G, de parameétre ¢, qui pour une valeur ¢ du parametre renvoie la valeur 4y/1 — 2.
ii. On rappelle qu’en Python, la fonction rd . rand () permet de simuler une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].
On suppose que 7 est un entier préalablement entré dans Python. En utilisant le résultat de la question 2.a et la fonction G,
écrire un programme qui calcule une valeur approchée de .
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II. Réduction de la variance par variables antithétiques

4. Reconnaitrelaloide1-U.
On définit la variable aléatoire Y par Y = % [g(U) + g(1 - U)]. Exprimer E(Y) al’aide de E(g(U))?
5. On suppose g strictement croissante et on admet |'existence des espérances intervenant dans cette question.
a) Justifier que, pour tout (u, w) € [0, 113,
(gw-gw))(g1l-w-gl-w)<0.
b) Soit W une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de U.
Quel est le signe de E[(g(U) — g(W))(g(1-U) —g(1 -W))]?
Justifier que g(U)g(1 —U) et g(W)g(1 — W) ont méme espérance, en déduire que :

E(g()g-U)) < (ElgU)])%.

On admet que I'on obtiendrait le méme résultat pour g strictement décroissante.
¢) Montrer alors que, lorsque g est strictement monotone, V(Y) < %V( g)).
6. On considere I'intervalle
s, o S, o’ , &
—-196—,— +1.96— ou S, = U;)+g(1-U;)).
. N 7 n l;(g( i)+g(1-Uy))
Justifier que cela définit un nouvel intervalle de confiance asymptotique pour J au niveau de confiance 95%. On note £}, la longueur
de cet intervalle.

Combien de tirages N de la variable aléatoire uniforme suffit-il de faire pour que E{\I soit de méme longueur ¢ ?

II1. Réduction de la variance par stratification

7. Formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de plusieurs variables
a) Soit ¢ une fonction continue sur un intervalle [a, b], avec a < b.
i. Montrer qu'il existe xg € [a, b] et x] € [a, D] tels que

Viela,bl, @xg)<@t)<@(x1).

ii. Montrer que pour tout n € N,

(b_a)n+1 . )<fb (b_t)n (Bt < (b—a)’”'l )
e PRUS | T PREES Ty e
iii. En déduire qu'il existe c € [a, b] tel que
b (b_t)n (b—u)””
J, o= S,

b) Soit g une fonction de classe €2 sur [a,b], a < b. Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral. En déduire qu'il existe
c€la,b] tel que
(b-a)®
g =g@+g @b-a+g" () —F—.
¢) Soit f une fonction de classe €2 définie sur un ouvert Q de R, et soit a € Q. Soit h € R" tel que pour tout t € [0,1],a+ the Q.

En considérant la fonction g définie sur [0,1] par g(#) = f(a+ th), montrer qu'il existe 6 € [0,1] tel que

1
fla+h) = f(@+(Vf(@), h)+ Eq,ﬁeh(h)

ol g désigne la forme quadratique associée a la matrice hessienne de f au point x € Q.
8. Ftude d’une fonction de plusieurs variables.
On considere la fonction f définie sur |0, +oo[® par :

1 1 1
V (x1,X2,%3) €10, +00[>,  f(x1,X2,X3) = — + — + —.
x1

a) Justifier que f est de classe €2 sur ]0; +oo[3.
b) Expliciter la matrice

v2rw =02 f ]

1<i,j<3

la matrice hessienne de f en A = (ay, az, as). Préciser le spectre de cette matrice ainsi que le signe de q,.g(h).
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c) Etudier les points critiques de f. La fonction f admet-elle des extremums sur ]0; +oo [3 ?
d) On cherche désormais les extremums de f sous la contrainte x7 + x2 + x3 = 110.
Montrer que (30,60, 20) est 'un unique point critique de f sous cette contrainte.
En utilisant le résultat de la question 7.c, montrer qu'’il s’agit d'un minimum global sous contrainte.

9. Meéthode de stratification
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b < 1. On définit les trois intervalles I, 1> et I3 par

L1 =[0,al, I2=labl Iz=I[b1ll,

et on considere quatre variables aléatoires indépendantes U1, Uy, U3 et T, de lois uniformes respectivement sur I, 12,13 et [0, 1].
On définit la variable aléatoire U par U = Uy Ijrer,| + U2 [ter,) + U3 + Tirery) 00 Ta désigne la fonction indicatrice d’'un événement A.
La variable U est donc la variable aléatoire définie, pour tout élément w de I'univers Q par :

Uj(w) siT(w)elp
Uw) ={ Us(w) siTw)ely
Us(w) siT(w)els

a) Alaide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout réel x,
P(g(0) <x)=aP(g(U1) <x)+ (- a)P(g(Uz) <x)+(1-bP(g(U3) <x).

En admettant que g (Ujp), g (U2), g (U3) sont des variables aléatoires a densité, montrer que g(f]) est elle-méme une variable
aléatoire a densité et en déterminer une densité fg(ﬁ) en fonction de densités de g (Uy), g (U2), g (U3), que I'on pourra noter
few) fea), fews)- ~
Vérifier, en prenant la fonction identité pour g, que U suit une loi uniforme sur [0, 1].

b) Déduire de ce qui précéde que

E(g(0)) = aE (g (U) + (b— a)E(g (U)) + (1 - HE(g (U3))

¢) On tire de facon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles, n; points dans I1, n2 points de I2, n3 points dans I3. On
considere donc la famille de variables aléatoires indépendantes (U1,1,. UL, U21,...,U2 5,,U3 1,..., Ug'nS) telles que :
— Up1,...,Uy,p, ont méme loi que Uy,
— Ugz1,...,Uz n, ont méme loi que Uy,
— Usy,..., U3, ont méme loi que Us,
et on note Z la variable aléatoire définie par :

1 & 1 & 1 &
zZ=a— 3 g(Uy)+b-a)— 3 g(Uz,j) +(1-b)— 3 g(Usk)-
m iz n2 i1 "3 k=1
Montrer que
1 1 1
V(Z) = a®> —V(gU) + (b-a)>— V(g (Ua)) + (1 - h)> — V(g (U3)).
ny nz n3
d) Application numérique :
On suppose que pour un certain choix de la fonction g et desréels a et b, on a

1 1
aZV[g(Ul)):Z, (b-a)?V(gUy))=1 et (1—b)zv(g(U3)):§.

On suppose que l'on tire 110 points, de facon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles (n; points dans I, np points
dans I, n3 points dans I3). Quelles valeurs faut-il donner a n1, na, n3 pour que E(Z) fournisse une estimation de J avec le plus
petit risque d’erreur possible suivant cette méthode?

Probleme B
Analyse de Fourier

Partie A : Lemme de Riemann Lebesgue

On considere une fonction f définie et continue sur [0, 1] et 'intégrale

L
I :f f(®)sin(nt)dt
0
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10. On suppose que f est de classe %! sur [0, 7).
a) Justifier qu’il existe M € R* tel que
vxelo,m, |f@|sM et [f'(x)<M.

b) Al'aide d’'une intégration par parties, justifier que la suite (I,;) est convergente de limite nulle.

On suppose dans la suite que f est seulement continue sur [0, ]. On veut démontrer que le résultat précédent est encore valable.
Soit n € N*. Soit F la fonction de R” dans R qui a tout n-uplet de réels (aj, ay, ..., a,) associe le nombre

2

2 b1 n
F(ay,a,...,ap) = —f (f(t)— Y agsin(kn)| dr.
mJo k=1
2 L
Pour tout k, on pose br(f) = ;[ f(®)sin(kr)dt.
0

11.  a) Justifier que pour tout couple de réels (a, b), on a
1
sin(a) sin(b) = 3 (cos(a—b) —cos(a+ b)).
b) Calculer pour tout couple (k, ) d’entiers strictement positifs 'intégrale

0 sik#/¢

L
f sin(k?)sin(¢r)dt = .
0 n/2 sik={L.

12. En déduire que quel que soit (ay, ag,...,an) €R™ :

n n

2 L
Flai,ap,...,an)= Y. ax> -2y apbi(f)+] ou I:—[ fA(ndr.
k=1 k=1 mJo

13.  a) ComparerF(ay,...,an) —F(b1(f),..., ba(f)) et él [ag - bk(f)]z.
b) En déduire que F admet un minimum global.
14. Montrer que la série ¥ (b (f ))2 est convergente et justifier la majoration

= 2_2 (T o
Y br(H) S;f() fe(nde.
k=1

15. Conclure.

Partie B : Application

16. Vérifier a I'aide de deux intégrations par parties que, pour tout n € N* :

(g2 1
f(} E_t cos(nt)dt:ﬁ.

On admet dans la suite que, pour tout m € N* et tout £ €]0,7] :

m cos WEUL gjp mt
Z cos(nt) = 2—[2

=1 sin 5

17. Soit I'application f : [0, 1] — R définie par
t2
m b
f(t):m si tel]0,m et f(O):—l.
2

Montrer que f est continue sur [0, 7t].
18. Montrer que pour tout m € N*,

mo] g2 (Cm+1)rt
n;lﬁzz+fo f(t)sm(T)dt.

19. ATlaide de la premiere partie, établir :
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Calculs
(sivous avez le temps)

20. Pour p €N, on pose
P o(2p+1 2p4l (op 41
Ap:Z(k et By= ) e |
k=0 k=p+1
Apreés avoir calculé Ay, + B, et Ap — Bp, simplifier les expressions de A et Bp.
21. Soient a, b, c € R} . On pose A = b —4ac. Pour t € R, exprimer at? + bt +c— a(r+ 17/(2a))2 al’aide de a et A. Montrer que l'intégrale
ci-dessous est convergente et donner sa valeur
+0o
f exp(—(at2+bt+ c))dt
—00
Lin(1+¢
¥ dr.

22.  a) Justifier la convergence de I'intégrale f ;
0

b) Etablir I'égalité

dt=-| ——dt

fl In(1+1) Llnt
0 t o 1+¢

—FIN -
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ECG 2 4h

DS 11 - sujet *

THEMES : PROBABILITE, ANALYSE

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probleme A
Méthode de Monte-Carlo

Lobjet du probleme est la présentation d’'une méthode probabiliste de calcul d'une intégrale (méthode de Monte-Carlo), et de deux
facons de 'améliorer.
Dans tout le probléme, U désigne une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], g une fonction continue sur [0, 1] et on pose

1
I=[ g(nde.
0

L'espérance d’'une variable aléatoire X sera notée E(X) et sa variance V(X) (si elles existent).

On admet que, pour tout entier naturel non nul n, si X1,Xo,...,X; sont des variables aléatoires a densité, mutuellement indépen-
dantes, alors des variables aléatoires de la forme fi (X1), fo X2),..., fn Xp) ol les f; sont des fonctions de R dans R, distinctes ou
non, sont également mutuellement indépendantes.

I. Méthode de Monte-Carlo

p—

. Justifier que la variable aléatoire g(U) admet une espérance égale a J.
2. Soit (Up) ,en+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que U. On pose 02 = V(g(U)) # 0 et on note, pour tout n
de N*,

Sn = ég(Ui)~

a) Que dire de la convergence en probabilité de [—S,:‘) N ?
n
b) Recherche d’'un intervalle de confiance pour J.

i. Déterminer deux suites (ay)p et (by), que 'on exprimera en fonction de 7 et o telles que
anSn +bn

converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
ii. On donne ®(1.96) = 0.975, ou ® désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Déterminer un inter-
valle de confiance asymptotique pour J, au niveau de confiance 95%, faisant intervenir S;,.

3. Application :

1
a) Al'aide du changement de variable ¢ = sin u, montrer que f 4V1-r2dr=mn.
0

b) i. Ecrire en Python une fonction G, de paramétre t, qui pour une valeur ¢ du parameétre renvoie la valeur 41/1— £2.
ii. On rappelle qu’en Python, la fonction rd.rand () permet de simuler une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].
On suppose que 7 est un entier préalablement entré dans Python. En utilisant le résultat de la question 2.a et la fonction G,
écrire un programme qui calcule une valeur approchée de m.
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II. Réduction de la variance par variables antithétiques

1
4. On définit la variable aléatoire Y par Y = > [g(U) + g(1 = U)]. Comparer E(Y) et E(g(U)).
5. On suppose g strictement croissante et on admet I'existence des espérances intervenant dans cette question.

a)

b)

c)

Justifier que, pour tout (u, w) € [0, 112,
(gw-gw)(gl-w)-gl-w)<0.
Soit W une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de U.

Quel est le signe de E[(g(U) — g(W))(g(1-U) — g(1 -W))]?
En remarquant que g(U)g(1—U) et g(W)g(1 — W) ont méme espérance, en déduire que :

E[g(U)g(-U)] < (Elg])*

On admet que I'on obtiendrait le méme résultat pour g strictement décroissante.
Montrer alors que, lorsque g est strictement monotone, V(Y) < %V( g)).

6. Donner un nouvel intervalle de confiance asymptotique pour J au niveau de confiance 95%, basé sur cette méthode. On note ¢, la
longueur de l'intervalle de confiance obtenu dans la partie I pour une valeur fixée de n. Avec cette nouvelle méthode, combien de
tirages N de la variable aléatoire uniforme suffit-il de faire pour obtenir la méme longueur ¢;, d’'intervalle de confiance.

II1. Réduction de la variance par stratification

7. Formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de plusieurs variables

a)

b)

)

Soit ¢ une fonction continue sur un intervalle [a, b], avec a < b.
i. Montrer qu'il existe xg € [a, b] et x] € [a, b] tels que

Vtela,b], Pxp) s <@(x).

ii. Montrer que pour tout n € N,

(b_ a)l’H-l b (b_ t)ﬂ (b_ a)l’l+1
th(xo)sf Tl (p([)dtg th(xl)
iii. En déduire qu'il existe c € [a, b] tel que
h(b_[)n (b_a)n+1
j;; n! e(nde= (n+1)! ¢ ().

Soit g une fonction de classe €2 sur [a,b],a < b. A I'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer qu'il existe
c€ [a,b] tel que

(b- a)?
R

Soit f une fonction de classe €2 définie sur un ouvert Q de R”, et soit a € Q. Soit & € R” tel que pour tout ¢ € [0,1], a+ th € Q.
En considérant la fonction g définie sur [0, 1] par g(#) = f(a+ th), montrer qu’il existe 0 € [0, 1] tel que

gb)=gla+g' @b-a+g"©

1
fla+h) = f(@+ V@, 1)+ daron()

ol gy désigne la forme quadratique associée a la matrice hessienne de f au point x € Q.

8. FEtude d'une fonction de plusieurs variables.
On considere la fonction f définie sur |0, +oo[3 par :

a)
b)

c)

1 1 1
V (x1,X2,%3) €10, 4003, f(x1,X2,X3) = — + — + —.
4x1 x2 9x3

Justifier que f est de classe %2 sur 10; +oo[3.
Expliciter la matrice

2 _ a2
Vi@ = [airff(A)]lsi,jsS

la matrice hessienne de f en A = (ay, az, az).
La fonction f admet-elle des extremums sur ]0; +oo [3 2
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d) On cherche désormais les extremums de f sous la contrainte x1 + x2 + x3 = 110.

Montrer que f admet un unique point critique sous cette contrainte, que 'on déterminera.
En utilisant le résultat de la question 7.c, montrer qu'il s’agit d'un minimum global sous contrainte.

9. Méthode de stratification
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b < 1. On définit les trois intervalles I, I et I3 par

Il =1[0,al, 12 = [a’b[r I3 = [brl]v

et on considere quatre variables aléatoires indépendantes U1, Uy, U3 et T, de lois uniformes respectivement sur I, 12,13 et [0, 1].
On définit la variable aléatoire U par U = Uy Ijtey, | + U2 l[1e1,) + U3 + Tjrery) o T4 désigne la fonction indicatrice d'un événement A.
La variable U est donc la variable aléatoire définie, pour tout élément w de I'univers Q par :

a)

b)

)

Uj(w) siT(w)elp
Uw) ={ Us(w) siTw)ely
Usz(w) siT(w)el3

Montrer que pour tout réel x,

P(g(U) < x) = aP (g (Uy) <x)+(b— a)P(g(Uz) < x)+ (1 - b)P(g (Us) < x).

En admettant que g (U1), g (Uz), g (U3) sont des variables aléatoires 4 densité, montrer que g(U) est elle-méme une variable
aléatoire a densité et en déterminer une densité fg(ﬁ) en fonction de densités de g (Uy), g (U2), g (U3), que I'on pourra noter

few) fea): fews)- ~
Vérifier, en prenant la fonction identité pour g, que U suit une loi uniforme sur [0, 1].
Déduire de ce qui précede que

E(g(0)) = aE (g (Uy)) + (b— a)E (g (U2)) + (1 - h)E(g (U3))

On tire de fagon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles, n; points dans I, np points de I, n3 points dans I3. On

considere donc la famille de variables aléatoires indépendantes (UM, «.U1,n,,U21,...,U2 5,,U3 1,
— Upz1,..., Uy, ont méme loi que Uy,

— Ugz1,...,Uz 5, ont méme loi que Uy,

— Us,,...,Us »; ont méme loi que Us,

et on note Z la variable aléatoire définie par :

1 & b 1 & PRI
Z=a— Uy )+ b-a)— Uy i|+Q-b)— Uz t)-
o 58O+ 3 g(Uzg)+ 0D g (Vs

Montrer que
1 1 1
V(Z) = a®? —V(gU) + (b-a)*>—V(g(Ua) + (1 - h)> — V(g (U3)).
ny ny ns
Application numérique :

On suppose que pour un certain choix de la fonction g et des réels a et b, on a

1
aZV(g(Ul))=Z, (b-a)?V(gUz))=1 et (1—b)2v(g(us))=§_

..., U3 ;) telles que :

On suppose que I'on tire 110 points, de facon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles (77 points dans Iy, o points
dans I, n3 points dans I3). Quelles valeurs faut-il donner a ny, nz, n3 pour que E(Z) fournisse une estimation de J avec le plus

petit risque d’erreur possible suivant cette méthode?

Probleme B
Analyse de Fourier

Partie A : Lemme de Riemann Lebesgue

On considere une fonction f définie et continue sur [0, ] et 'intégrale

18
I :[ f(®)sin(nt)dt
0
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.

18.

19.
20.

On suppose que f est de classe <! sur [0, 71]. Montrer que la suite (I;) est convergente de limite nulle.

On suppose dans la suite que f est seulement continue sur [0, 1]. On veut démontrer que le résultat précédent est encore valable.
Soit n € N*. Soit F la fonction de R” dans R qui a tout n-uplet de réels (ay, ay, ..., an) associe le nombre

2

T n
Flay,ay,...,ap) = zf (f(t)— Y agsin(kn)| de.
TJo k=1
2 L
Pour tout k, on pose br(f) = ;f f@)sin(kr) dz.
0

Enfin, on rappelle que pour tout couple de réels (a, b), on a
1
sin(a) sin(b) = 3 (cos(a—b) —cos(a+b)).
Calculer pour tout couple (k, ¢) d’entiers strictement positifs I'intégrale
L
f sin(kt)sin(€f) dt.
0

En déduire que quel que soit (a1, ay, ..., ay) ER™:

n n 2 L
F(ay, az,...,an) = Z a,zc—z Z apb(f)+] ou J= —f f2(t)dt.
k=1 k=1 mJo
a) Simplifier F(ay, ..., an) —F(b1(f),..., bn(f)).
b) En déduire que F admet un minimum global.
Montrer que la série ¥ (b (f )]2 est convergente et donner un majorant de sa somme.

Conclure.
Probléme C
Intégrale a parametre
Partie A
On pose Ep = {f € ¢°(®,R), bornée sur R}.
Si f € Eg, on notera No(f) = sup|f(x)].
x€R
. +oo f@
Soit f € Eg. Montrer que, pour tout x € R, f arctan(zx) 32 dr est absolument convergente.
0 +
On définit alors 'application @ sur E par
+00 f(l')
VfeE, D(f): xERH@(f)(x):f arctan(tx)ﬁdt.
0 +

Soit f € Eg, montrer que ®(f) est bornée et que N (P(f)) < ﬂTZNO .
On pose g = ®(1) ol 1 est la fonction constante égale a 1.

2
b
a) Vérifier que g est impaire, croissante et majorée par T
b fi l
ustifier g(x) — —.
) Justifier gv) —

Partie B

dr est convergente.

+00 Int I Int
[ e [ g
o 1-12 0o 1-12
Indication : on pourra, en le justifiant, utiliser le changement de variable u = %

v +oo Int
Montrer que 'intégrale
o 1-12

Vérifier que
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21.

22.

23.

24.

Soit n € N. Démontrer que

1 Int norl 1 Int
f Sdt= Zf t2klntdt+f —— 224y
0 1-¢ k=070 0o 1-

(on admet la convergence des intégrales introduites).

1
Pour tout n € N, calculerf 2" n ¢dt.
0

1 Int
Montrer que lim —— 224 =0,
n—+ooJg 1-12

+00 Int to
Exprimerf dralaidede ) ——.
o 1-¢2 =0 2n+1)2

Conclusion
Par un calcul de dérivation, on montre que
f+°° arctan(¢x)
0 1+ 72
En déduire a partir des deux premiéres parties que

+00 1 7[2 +001 ]-[2

y—— L oo ¥y LD

= @2n+12 8 Zn?2 6
- FIN -

t

X Int
dt:f T dt
0 t“-1
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ECG 2

DS 11 A - solution

Probleme A
Corrigé de M.Vienney
L 1 sitel0,1
1.a. Une densité de U est| fy : t = ) [0.11
0 sinon
+03
1.b. Parle théorgme de transfert, g(U) admet une espérance si et seulement i f g(t) fu(t)dt =
l —0c0
f g(t) dt converge absolument. [~ variance
0 i i i L . Les g(U;) admettent un
Mais g est continue sur le segment [0, 1], et donc il sagit de I'intégrale d'une fonction moment dordre 2 (et donc
continue sur un segment elle converge. une variance) pour les mémes
Ainsi, g(U) admet une espérance et raisons que J admet une
espérance :
1
~1
Bo@) = [ ade=1. [ serar
Jo
B . R - R o 3 converge car intégrale d'une
2.a. LesU; érant indépendantes et de méme loi, il en est de méme des g(U;). Or, d’aprés "énoncé, fonction continue sur un
celles-ci admettent une variance, et donc par la loi faible des grands nombres, 4 segment.
Sn P
n

2.b. Recherche d'un intervalle de cmﬁancc’pour I

2.b.i.  Les g(U;) sont i.i.d. et admettent une variance. Donc = admet une espérance égale  J et
n
une variance égale a

( g(U)) ZV(g(U»-—

Les g(U;) sont indépen—
dantes.

Par le théoréme central limite, = converge en loi vers X, ot X est

une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

3.b)

# 3a1

def G(t):
return 4*np.sqrt (l-t**2)

#3a11

m=50000

s=0

for i in range(m):
s+=G(rd.rand ())

print (s/m)

>>> 3.148838730829666
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2.b.ii. Comme X < A(0,1),0na
P(~1.96 < X < 1.96) = ©(1.96) — &(~1.96) = 20(1.96) — 1 = 0.95.
De plus, on a

S,
Loj
a

Vn

n n \noon

P(—1.96 <

Mais d’apres le résultat de la question précédente,

Su
lim P(—1.96 << 1490) = P(~1.96 < X < 1.96) = 0.95.
n—»00 =
L Sn g Sp o .
On en déduit que [ = —1.96—, == + 1.96— | est un intervalle de confiance asympro-
n non \n

tique de J au niveau de confiance 95%.
3. Appli{aﬁon :
3.a. Lafonction ¢ : u > sinuest €1 sur [O. g], de dérivée égale 2 ¢’(u) = cos(u).

De plus, on a ¢(0) = 0 et ga(%) = 1. On a dong, par le théoréme de changement de

variable?

1 /2 x/2 /2
f 4\/1—t2dt:4f V1 —sinfucosudu = 4 \/coszucosudu:alf cos? u du.
0 0 0 0

Mais, quel que soit u € [O. %], ona

iu —iu\2
cos’(u) = (+T) = L(ems e 12) = Locos(oun) +2) = S2OLL
On en déduit que
" 2 sin(2 /2
4f Coszuduzzf (COS(ZH)+1)du:2[ (Zu)+u] =x
0 0 ,

Et donc

1
f Wi1—t2dt=[x.]

0

Réduction de la variance par variables antithétiques

4. 1l sagit d’'une transformation affine de loi uniforme : nous savons que si U < ([0, 1]),
alors (b — @)U + a = AU([a, b]).
Sion pose icia = 1 et b = 0, on en déduit que U suit la loi uniforme sur [0, 1].
Puisque U et 1-U ont méme loi, c’est également le cas de g(U) et de g(1-U). En particulier,
E(g(1-U)) = E(g(U)) = ].
Et donc

E(Y)=E (l(g(U) +g(1- U))) = (B(gU) + Eg(1-U)) = L =
2 2 2
5.a. Solent (u, w) € [0,1].

Siu < w, alors, par croissance de g, g(u) < g(w) et donc g(u) — g(w) < 0.
En revanche, 1-u > 1—wetdonc, g(1 —u) > g(1—w), de sorte que g(1 —u)—g(1—w) > 0.
Et alors ((g(u) — g(w))(g(1 —u) — g(1 — w)) < 0.

Au contraire si u > w, alors g(u) — g(w) > 0 et g(1 —u) — g(1 — x) < 0. Bt alors

((g(u) — g(w)(g(1 —u)— g(1 = w)) < 0.

o Sn o Sn Sn e
<196)=P|-190—=-—< -] < 1.96—-—|=P|— - 1.90—= <
) (10027 4 J=r (1o <

Sn . C
< — +1.96—|.
n \n

Inconvénient

Le principal inconvénient de
cette méthode est que l'on
ne connait pas nécessaire-
ment la valeur de o, dont

on aurait pourtant besoin
pour construire I'intervalle de
confiance.

2Sur un segment. On ne
se préoccupe donc pas de la
monotonie de .

Cosinus

La relation

cos(u) = /1 — sin?

n'est pas valable sur tout R,
mais uniquement si cos(u) >
0. Ce qui est le cas sur [0, 5.

— Remarque

A

Si I'on ne souhaite pas utiliser
la transformation affine de
lois uniformes, on peut, au
choix :

o travailler sur les densités, en
remarquant que 1 — U est une
transformation affine de U

o travailler directement sur
la fonction de répartition de
1 = U et prouver que c’est

la méme que la fonction de
répartition de U.
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5.b. Draprés la question précédente, la variable aléatoire (g(U) — g(W))(g(1 — U) — g(1 — W)) est
A valeurs négatives, donc son espérance est négative. Or on a

(g(U)—g(W))(g(1-U)—g(1-W)) = g(U)g(1-U)-g(W)g(1-U)—g(U)g(1-W)+g(W)g(1-W)

et donc

E[(gU)— gW))(g(1 - U) - g(1 -W)] < 0 ©E[g(U)g(1 - U) — g(W)g(1 - U) — g(U)g(1 — W) + g(W)g(1 - W)] < 0
<E(g(U)g(1 - U)) = E(g(U)g(1 = W)) — E(g(W)g(1 = U)) + E(g(W)g(1 - W)) <0

Puisque U et W sont indépendantes, g(U) et g(1 — W) le sont également® et donc 3 Et sont de méme loi.
E(g(U)g(1 = W)) = E(g(U)E(g(1 - W)) = E(g(U))*

et de méme E(g(W)g(1 — U)) = E(g(U))%.
Enfin, comme indiqué dans I’énoncé, g(U)g(1 - U) et g(W)g(1 - W) sont de méme loi, donc
de méme espérance. Il vient donc

2E(g(U)g(1 - U)) = 2E@U)? < 0 & | Elg(U)g(1 = 1)) < E(g(U)) |

5.c. Onak(Y?) = 7E[(o(U) + (1 = U] = ZE[oUY + 2001 = U) + g(1 = UP] = 3 [Bs(U)?) + EGo(U)g1 = V)]

Et alors, par la formule de Huygens, on en déduit que
1
V(Y) = E(Y?) - E(Y)? = 5 (E((U)*) + E(@(U)g(1 - U)) - 2E(9(U))’) .

Drautre part, V(g(U)) = E(g(U)*) — E(g(U))?, et donc

V() < 5 (EGUP) + BaU) - 2B6U)2) = 5 (EGUP) - EgU)F) =| 5V (4O,

6. Il s’agit de refaire le raisonnement tenu a la question 2.b.ii en remplagant S,, par
n

S = Z (9(Uy) + g(1 — Uy)), et donc les o par des o’ = {V(Y).
i=1
On obtient alors comme intervalle de confiance asymptotique de J I'intervalle

S/ ’ S/ ’
2196721 4 106 |.
n Vnon \n
’
La longueur de cet intervalle pour un échantillon de taille n est alors ¢}, = 2 x I.QGT,
n

alors que la longueur de lintervalle obtenu en 2.b.ii était €, = 2x 1.96%.
n

La question posée est alors : 4 n fixé, combien doit valoir N pour que £}, < £y ?
11 sufhit alors de faire le calcul :

a’ o o’
& — < — & VN > Vn—.
"T YN o

)

t <

Gl
et donc — <
o

SE

En utilisant le résultac de 5.c, on a /2 <

&l

,
Ainsi, si VYN > %, on a bien VN > \/EG— et donc Oy < .
> o

. N
Autrement dit, il sufhit de prendre | N > l7J +1.
— Min/max
1I1. Réduction de la variance par stratification Lorsqu’on dit que ¢ admet
7. Formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de plusieurs variables un maximum et un mini-
. . . . mum, cela ne signifie pas
7.a.i. La fonction ¢ est continue sur le segment [a.b], donc elle admet un maximum et un seulement quelle est bornée,
minimum. { mais également qu’elle atteint
Et donc si on note m (respectivement M) le minimum (resp. le maximum) de ¢ sur [a, b], ses valeurs extrémales.
ces valeurs sont atteintes : il existe xo € [a, b] et x1 € [a. b] tels que p(x0) = m et ¢(x1) = M. A titre de comparaison, la
. 0 i 1 ? que ¢lxo) = plxa) =M. fonction arctangente est
Et donc ‘ Vi € [a, b]. p(x0) < @(t) < ¢(x1). ‘ bornée sur R, mais n’admet
ni maximum ni minimum.
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7.a.ii. Pour toutt € [a,b], (b — )" > 0, de sorte que

(b-—n" (&

b 1) oy
G 0y« CP gy« L g,

Par croissance de I'intégrale, on en déduit donc que

o) [0 [T iy < gt [

Et donc, aprés calcul de ces deux intégrales,

b— n+1 b— )" _n+1
(b-a) f( 0" orar < Lm0

Tyl (n+1)"‘°(x1

7.a.iii.  On a, d’aprés la question précédente,

! b—
o) < f G e < gt

La fonction ¢ étant continue, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, b]

| _ n
tel que @(c) = (n + 1) f * 't) ¢(1)dt soit encore
n!

a)"ﬂ

7.b. Puisque g est 62, la formule de Taylor avec reste intégral montre que

b
ob) = g(a) + (b - a)g'(a) + f (b - " (1) d.

Et par la question précédente appliquée 2 la fonction continue ¢ avec n = 1, il existe

c € [a, b] tel quef (b-1t)g’(t)dt = g”(c )( i

. Et alors

a)?

b—
4(b) = g(a) + (@b - a) + g"(0 L=

7.c. Ilaété prouvé en cours que la fonction g est de classe 62 car f l'est, et que

g'(t) = (Vf(a+th),h}et g"(t) = qyssn(h).
En lui appliquant le résultat de la question 7.b, il existe 8 € [0, 1] tel que

9(1) = 9(0) +4'0) + 397(0) = | fla+ k) = Fa) + (VF(@.h) + Sarson(h).

8. Etude d’une fonction de plusieurs variables

8.a. Les fonctions

(1, 22, x3) > 41, (x1,X2,x3) > x2, (1,22, %x3) = 9x3

— Taylor-Lagrange ——
Cette formule est appelée
égalité de Taylor-Lagrange
3 T'ordre 2. Elle est plus forte
que I'inégalité du méme nom,
qui en est une conséquence
immédiate si I'on majore
g”(c) par M, ott M estun

|| majorant de g” sur [a. b].

sont de classe €2 sur ]0, +oo[ et 2 valeurs dans RZ. La fonction inverse étant 62 sur R¥,
on en déduit, par composition et par somme de fonctions de classe @2 que f est €2 sur

10, +oo[3. On a alors

Vf(x1,x2.x3) = (—L, _LZ’ _L)

N2 2
dx7 x5 9x3

De méme, on a

1 2 2
87 1 f(x1.x2.x3) = = 85, f(x1.%2.%3) = = 835 f(x1.%2.33) = —.
’ 2x3 > x5 ? 9x3

Et pour | i # j, 8;ﬁfjf(x1.x2,x3) =
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8.b.  [D’aprés ce qui précede, on a
1
3 00
V2 f(ar,az,a3) =| 0 a_zg 0
T2
0 0 E
hy
etdoncsi H =|hy|#0, il vient
h3
hy
2a; 2 2 2
h 2h 2h
'HV?f(a1, a2, a3)H = (hy, ha. h3) % = —13 —32 + —33 > 0.
28, 2a3 a, a
Dai
8.c. (a1,az,as3) est un point critique de f si et seulement si Vf(ay, a2, a3) = 0.
Or nous avons calculé précédemment le gradient de f, qui ne peut sannuler sur ]0, +oo[>.
Donc f n’admet aucun point critique sur 10, +oo[3, et donc n’admet pas d’extremums
locaux.
8.d. (a1, az.a3) est un point critique de f sous la contrainte x; + x3 + x3 = 110 si et seulement
si il existe 4 € R tel que
ay+ax +az =110
1
ai +ap +az =110 _4a?_ a; +az +az =110
Vf(ar,az,a3) = A(1,1,1) —alg =1 4af:a§:9a§
1_
5 = 2
Puisque ay, az, a3 sont positifs, on en déduit que 2a1 = ap = 3as.
a a
Et donc la premiére équation devient 72 +ar+ Tz =110 & ay = 60.
Et donc f admet un unique point critique sous la contrainte aj +az + az = 100, qui est
(30, 60, 20).
Nous savons que x = (x1,x2,x3) vérifle la contrainte x1 + x2 + x3 = 110 si et seulemenc si
(1, x2,x3) = (30 + h1, 60 + h2, 20 + h3) avec h = (hy,ha, h3) € Vect(1,1,1)*.
Notons a = (30, 60, 20) le point critique de f sous la contrainte.
Ainsi, si (x1,x2,x3) = (30 + hy, 60 + ha, 20 + h3) vérifie x; +x +x3 = 110, d’apreés le résultat
de la question 7.c, il existe 8 € [0, 1] tel que
1
fx1,x2,x3) = £(30 + h,60 + h2,20 + h3) = f(a) +(Vf(a), h) + E‘]a+6h(h)»
Or, (Vf(a), h) = 0 et par la question 8.b, ga+gr > 0.
On en déduit que f(x) > f(a), et donc f admet un minimum global en a = (30, 60, 20)
sous la contrainte xq + x2 + x3 = 110.
9. Meéthode de stratification
9.a. D’aprés la formule des probabilités torales appliquée au systeme complet d’événements

{[T € 1].[T € L].[T € L]}, on a, pour tout x € R,
P(g(U) < x) = P(T € NPrer)(9(0) < x)+P(T € D)Piren)(9(0) < x)+P(T € B)Prer)(9(U) < x).
Or T suit une loi uniforme sur [0, 1], de sorte que

P(TeR)=PO<T<a)=a P(Teb)=b-a P(Te€l)=1-b.

De plus, la loi dg g(U) sachant [T € I1] est la loi de g(Uy).

Donc Pirer,1(9(U) < x) = P(g(1h) < x). )

Dg méme, on a Prer)(g(U) < x) = P(g(Uh) € x) et Prer,)(9(U) € x) = P(g(U3) < x). On
adonc

P(g(U) < x) = aP(g(U1) < x) + (b = @)P(9(L2) < x) + (1 = B)P(9(U3) < x).

Forme quadratique

On peurt aussi remarquer
que la hessienne de fen a
n’a que des valeurs propres
strictement positives, et donc
pour h # 0, gg(h) > 0.

Hypothéses

Le résultat de 7.c sapplique
car pour tout £ € [0, 1], a +
th €]0, +oo[>.

— Remarque

4 Certe méthode prouve que

le minimum est glnbal sous
la contrainte car la forme
quadratique associée i la
hessienne est positive en tout
point de 0. +oo[3.

Le fait quelle soit positive

en (30, 60, 20) ne permet

de déterminer que la nature
locale du minimum.

Lycée Saint Louis

2025-2026



Si g(th), g(Th), g(Us) sont des variables 2 densité, alors leurs fonctions de répartition sont
continues sur R et de classe ‘6! sauf éventuellement en un nombre fini de points.
Et donc

x > Fyy(x) = aFgquy(x) + (b — @)Fguy (x) + (1 = b)Fgu,)(x)

est également continue sur R et de classe ¢! sauf en un nombre fini de points. On en
déduit que g(U) est une variable A densité.

Si on dérive cette expression 12 ot elle est dérivable*, il vient # Cest-a-dire sauf en un
nombre fini de points.
F;(L-,)(x) = afgwn)(x) + (b = @) fyw)(x) + (1 = b) fy(us)(x)-

Puisqu’il est toujours possible de choisir arbitrairement la valeur d’une densité de g(7') 1
olt Fy ) nest pas dérivable, on peut prendre pour densité de g(U) la fonction

Ja0) = algun(x) + (b = @) fyun)(x) + (1 = b) faquy) (x).

En particulier, si g est la fonction identité, alors les variables g(Uy), g(Uz) et g(Uz) suivent
des lois uniformes sur respectivement [0, a[, [a, b et [b, 1]. On peut alors prendre comme
densités respectives de Uy, Uy, Uy les fonctions,

Eralors, ¥x € R,

1
a— si0<x<a
¢ 1
falx) = (b—a)m siasx<b _ |1 Sioéxél
1 0 sinon

0 sinon

On reconnait la la densité d'une loi uniforme sur [0, 1], donc | U < ([0, 1]).

9.b. Sous réserve de convergence, on a

+00 +eo +oo Foo
E(g([})):‘[m x g(g)(x)dxzaﬁw fowp(x) dx+(b—a) [m fg(Uz)(x)dx+(1—b)‘£00 fa(us)(x) dx.

Mais les g(U;) possédent une espérance pour les mémes raisons qu’a la question 1.a, et
+00

Eg(Un) = f Fyun(@) d.

Donc g(U) posséde bien une espérance, et on a

| E(0) = aE(g(U1) + (b - )E(g(Ua) + (1 — BE@(UY)). |

9.c. Les Uy étant mutuellement indépendantes, il en est de méme des g(U; ;). Et donc

1 & 1 3 1 &
V(@)= “2,2? 21 V(g(Up) + (b~ “)2,?5 21 V(g(Up)) + (1 - b)Zg Zl V(g(Us,.).

Mais pour tout i € [1,n1]], g(Uy,;) 2 méme loi que g(Uy) et donc
D ViaU,)) = mV(gUh).
i1

En procédant de méme pour les g(Us, ;) et g(Us, ;) on en conclut que

V(Z) = V() + (b — af—=V(g(U)) + (1 - b~V (g(Us)).
n no n3
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9.b. Sous réserve de convergence, on a

+00 +co +oo +00
E(Q(U)):‘[m x g(o)(x)dx:aﬁm fowy(x) dx+(b—a) Im fg(Uz)(x)dx+(1—b)£m fo(uy)(x) dx.

Mais les g(U;) possédent une espérance pour les mémes raisons qu’a la question 1.a, et
glli) p P P q q

Eo(Un) = f Fyun(e) d.

Donc g(U) posséde bien une espérance, et on a

| E(0) = aE(g(U1) + (b - @)E(g(U) + (1 = HEG(WS)). |

9.c. Les U ; étant mutuellement indépendantes, il en est de méme des g(U; ;). Et donc

1 ¢ 1 & 1L
v(z) = azn—% Zl V(gUL)) + (b= aF = 3 V(gUn) + (1= bF = B V(g(Us).

2 i=1

3 =1

Mais pour tout i € [1, n1]], g(Uy,;) 2 méme loi que g(Uy) et donc

> ViU, = mV(gUy)).
i=1

En procédant de méme pour les g(Us, ;) et g(Us ;) on en conclut que

V(Z) = V() + (b — A =V(g(U2)) + (1 - bY—V (g(Us)).
n no n3

9.d. App[imrion Hihérique
Notons que

1 1 & 1 &
E(Z) = a— » E(g(U1,1) + (b= a)— " E(g(U) + (1 = b)— " E(9(Us.1))
ny & n = "

= aE(g(U1)) + (b — ))E(g(U2))) + (1 - b)E(9(U3)) = E(g(U)) = J.

Ainsi, Z est un estimateur sans biais de J, de sorte que son risque quadratique est égal a sa

L’énoncé est relativement
vague lorsqu’il évoque «le
plus petit risque d’erreur pos-

variance. . B
1 1 l 51b]e». Interpremns donc Cﬂla
Cette variance vaut donc V(Z) = — + — + —. comme le risque q%'ad”‘“q“e
4ny  no  9n3 de Z en tant qu'estimateur de
Puisque 'on tire 110 points, il faut donc avoir ny + nz + n3 = 110. J.

Par le résultat de la question 8.d, la valeur de V(Z) est alors minimale pour ny = 30,15 = 60

et n3 = 20.
Probleme B

La premiére partie est extraite de l'oral ESCP 2012. Les mots
en bleus sont des mots clefs attendus dans la rédaction.

10. Les deux fonctions  intégrer étant de classe ¢! sur [0, 7],
une intégration par parties donne :

1
I, = —;f(t)cos(nt)

T 1 T
+—f f'(t) cos(nt)dt.
0o nJo

Les fonctions f et f' sont continues et bornées sur le seg-
ment [0, 7] par Mg et M] respectivement. Si on pose M =
max(Mgp; M), on obtient par inégalité triangulaire
2M ™M
Ipls —+—.
n n

Cette derniére expression tend vers 0 lorsque n tend vers
I'infini. Donc par encadrement

nLlIPooIn =0.

11. On sait que

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb

cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb.
Par différence, on en déduit que
cos(a—b) —cos(a+ b) =2sinasinb.

En particulier, on obtient ici
. . 1 1
sinktsinft = 3 cos(k—0)t— 3 cos(k+0)t,
il vient par intégration

0 sik#/0

L
sin(kt)sin(¢r)dt =
fo (e sin(tn) {n/Z sik=1

12. On développe I'intégrande, il vient

F(al’-u’an)

n

2 [m n 2 m 2
=—f fAfde-2y akbk(f)+—f Y agsin(kn)| dr
TJo k=1 mJo \g=1
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Lorsqu'on développe le carré de la derniere expression,
tous les termes des doubles produits ont une intégrale
nulle, alors que l'intégrale des autres termes vaut 7. On
obtient ainsi :

n n 2 s
F(ay,ap,...,an)= Y az—2'y. akbk(f)+—f YROLT
k=1 k=1 TJo
13. Vérifier que
n
Fay,...,an) —=F(b1(f),....ba(N) = Y [ax - br(N]* =0
k=1

en tant que somme de termes positifs.
Il en résulte que F admet un minimum global atteint en

(b1(f), .., b ().

14. Comme F est a valeurs positives, son minimum est positif
ounul, c’est-a-dire :

n n 2 T
Y b(H?-2y bk(f)bk(f)+—f F(02dt=0
k=1 k=1 TJo

ce qui est équivalent a

L 2_2 (T, 2
Y br(f) s;fo f(oedt.

k=1

La suite des sommes partielles ). bk(f)2 est croissante car
les termes de la séries sont positifs et elle est majorée.
D’apres le théoreme de convergence monotone, la suite
des sommes partielles est convergente. Dit autrement, la
série converge et on a la majoration :

+00 2 2 T 9
Y br(fH) < —f f(oede.
k=1 TJo
15. La série converge, donc son terme général tend vers 0,

c’est-a-dire :

lim bi(f)=0.
k—+o00
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16. Extrait corrigé M. Vienney

17.

18.

A N . » . . 2
Procédons 4 une intégration par parties en posant u(t) = ;—ﬂ —t et v'(t) = cos(nt). Alors
w'(t) = L — 1 et o(t) = Lsin(nt), et les fonctions u et v sont de classe 6! sur [0, 7]. On a

alors
T 2 2 T T
f (r— - t) cos(nt)dt = [(t— - t) 1 sin(nt)] - f (i - 1) ! sin(nt) dt
o \2r 2r n 0 0o \m n

_ _% fon (% - l)sin(nt)dr

Alors une seconde intégration par parties en posant f(t) = ﬁ — 1 et g’(t) = sin(nt), soit
f(t) = % et g(t) = —% cos(nt), ot f et g sont €' sur [0, 7] nous donne

T ka T
lf (i - 1) dt = [_iz (L - l)cos(nt)] + izf lcos(nt) dt
nJy \r« n® \mr o n*Jy

1 1.
=== ﬁ[sm(nr)]g

On en déduit alors que

™[ 1
f (— - t) cos(nt)dt = —.
o \2m n?

La fonction t sin% est continue et ne s'annule pas sur ]0, ], donc f est continue sur
10, 7] par quotient de fonctions continues. De plus, au voisinage de 0, on a

2
3 .t I3
— —t~—tet2sin— ~2—~t
21 2 2
£_ -t
de sorte que 2z o~ —=-1—-1
25m7 t—0 t—0

On en déduit que f est continue en 0, et donc | est continue sur [0, r]. ‘

ona
mogomo e LA n
ZF =Zj(; (Z_t) cos(nt)dt = j(; (Z —t) Zcos(mt) dt.
n=1 n=1 m=1

Et en utilisanc le résultat de la question 2, il vient

(m+1)t

m i mt

1 ” l'2 COS ——=—sin =~ T m+ 1)t . mt
Z—2zf — | —2 2 g= 2f(t)cos( ) sin — dt.
™ )y \2n BT o 2 2

Mais d’apres la question 5.a, avec b = w eta= %L ona

2 2

(m+1)t . mt 1(, @m+ 1)t t)
COos = = Sll‘lT—SJH2 .

Et donc

S _@Cm+t 17 St (7 . Cm+ 1)t 1f” 12
;nz_j; f(t)sin 5 dt Zj; 2f(t)smzdt—j; f(t)sin 3 dt ), \3= t| dt.

Reste juste a calculer cette derniére intégrale

T [2 t?) tZ” 71,2 JI2 7T2
——t]dt=|—-=| == —=—=-—.
0 \27 o 2], 6 2 3

Il vient donc
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19. La fonction f étant continue, d’apres la premiere partie, on a

T 2 Dt
lim f f(t)sinwdtzo
m—+oo Jg 2

Puis
C’est-a-dire

20.

Soitp € N,

| relation de Chasles

| formule du binéme de Newton
— (1 + 1)2p+1
—_ 22p+1

Pour calculer 4, — B,,, utilisons la propriété de symétrie des coefficients binomiaux.

2p+1 2p+1
5 — Z 2p+1 _ Z 2p+1
P ko] 2p+1—k)
k=p+1 k=p+1

Ainsi, a I'aide du changement d'indice i = 2p + 1 — k,

S op 1
B, = Z ; =4, donc A,—B,=0.
i=0

On en déduit 24, = A, + B, = 22P*1 et A, =B, = 4P,

21. Pour tout réel ¢,

2 32
at* +bt+c=a ( b) —w

t+—
2a

En introduisant le discriminant A, on obtient la forme canonique

b2 A
at? +bt+c=allt+—=| - —=|.
2a 4a?
Ce qui donne
2 A b\
e—(at +bt+c) :eﬁe*a(Hz)
b 2
~(-(-2))
[T A 1 2x L
= —e4ux1—e 2a
a ——V27
v2a

T A
=4/ —eda f(1)
\/; !
ol f estla densité de la loi normale A (— %, ﬁ) En particulier, on a la convergence et I'égalité

+o0o

fnde=1.
(0]
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On en déduit la convergence par linéarité et 1'égalité

+00 A
f e—(at2+bt+c)dt: /Eeﬁ.
—o0 a

22. Effectuer une intégration par parties sur le segment [, 1].
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ECG 2

DS 11* - solution

Probléeme A

Voir sujet A.

Probleme B

La premiére partie est extraite de l'oral ESCP 2012. Les mots
en bleus sont des mots clefs attendus dans la rédaction.

10. Les deux fonctions 2 intégrer étant de classe ¢ sur [0, 7],
une intégration par parties donne :

1 oy,
I, =|-—=f(®)cos(nt) +—f [ (®cos(nt)dt
n o nJo

Les fonctions f et f' sont continues et bornées sur le seg-
ment [0, 1] par Mg et M; respectivement. Si on pose M =
max(Mg; M), on obtient :

2M ™
Mpls —+—.
n n

cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers
I'infini. Donc par encadrement

lim I,=0.
T =0
11. On sait que

cos(a—b) = cosacosb+sinasinb

cos(a+ b) = cosacosb—sinasinb.
Par différence, on en déduit que
cos(a—b) —cos(a+ b) =2sinasinb.

En particulier, on obtient ici
. . 1 1
sinktsinft = 3 cos(k—0)t— 3 cos(k+0)t,
il vient par intégration

0 sik#¢

bl
fsin(kt)sin(@t)dt=
0 /2 sik=1

12. On développe l'intégrande, il vient

F(ay,...,an)
2

2 L 2 n 2 L n .
:—f fewde-2% akbk(f)+—f Y agsin(kn)| dr
TJo k=1 TJo \k=1

Lorsqu’on développe le carré de la derniere expression,
tous les termes des doubles produits ont une intégrale

nulle, alors que l'intégrale des autres termes vaut g On
obtient ainsi :

n n 2 L
F(ai,ap,...,an) = ) ai—z Y akbk(f)+—f FPde

k=1 k=1 TJo
13. Vérifier que

n
Fay,...,an) =F(b1(f),.. bn(H) = Y [ag - br(H])* =0
k=1

en tant que somme de termes positifs.
Il en résulte que F admet un minimum global atteint en

(bl(f)v~vbn(f))

14.Comme F est a valeurs positives, son minimum est positif
ou nul, c’est-a-dire :

n n 2 L
Y b(H*-2) bk(f)bk(f)+—f fn?de=0
k=1 k=1 TJo
ce qui est équivalent a
n 2 e
Y br(H?< ;fo f(n?dr.
k=1

La suite des sommes partielles Y° by.(f)? est croissante car
les termes de la séries sont positifs et elle est majorée.
D’apres le théoreme de convergence monotone, la suite
des sommes partielles est convergente. Dit autrement, la
série converge et on a la majoration :

= 2_2 (", 2
Y br(f) s;fo f(n=dr.
k=1

15. La série converge, donc son terme général tend vers 0,
c'est-a-dire :
lim bk (f) =0.
k—+o0

16. Soient f € Eg et x € R. Pour tout ¢ € [0, +00],

£ |_ 7 No(f)
1+£2| 21+

arctan(tx)

Car la fonction arctangente est minorée et majorée par
—-n/2 et /2. Or, pour Ae R},

fA dr [ ( )]1 b
= | arctan(zr —_— -
0o 1+1¢2 0A—+00 2

+00
En particulier, f T+ 2 est convergente. Par le critere
0 +

de comparaison, on en déduit la convergence de

f+oo fo
0

1+ 72
Par conséquent

+00
[ arctan(zx) f(t)z dr
0 1+¢

arctan(tx) dt.
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est absolument convergente.

17. Soit x € R. A 'aide de I'inégalité triangulaire

f
1+¢2
f
1+ 2
+00 dt
1+1¢2

+00
() ()] = ‘ f arctan(£x)
0

+00
g/
0

L
SENo(f)fO

.

arctan(zx) dt

2
[@(f)(0)] < INo(f).
En reprenant le calcul de la question précédente.

18.a) Soit x € R Comme la fonction arctangente est impaire :

g=x) = f+°° arctan(—rx) dr = f0+00 B arctan(zx) dt = —g(x)

1+12 1+12

La fonction g est impaire.

De plus, la question précédente donne la majoration par
2
/4.

18.b) Soit x € R}

2 +00 +00
b b4 1 arctan(tx
__g(x):_f dt—f #dt
4 2Jo 1+ 0 1+ 12

+o0 1 T
:f — (— —arctan(tx)) dr
0 1+~ \2

+00 1 1
=/ —2arctan(—) ds.
0 1+¢ tx
Par une étude fonction, on prouve :
VaeRt |arctan(a)| < a.

Enfin par croissance de I'intégrale

+00 1 1
sf L1 &
0 tx 1+¢2

1
< — . Cste.
X

T[2 )
7 8w

Par le théoreme d’encadrement

8 ul
x) — —.
& x—+oo 4
19. Lintégrande est continue.
* En +oo, on dispose par les croissances comparées de

Int

_t2:0+oo(t

-3/2
).
1-

Par les criteres de Riemann et de comparaison, I'intégrale
est convergente en +oo.

* En O™, on dispose de I'équivalent

In(1)

2 ~In(t)

Or l'intégrale fol Intdt est convergente, par le critere
d’équivalence des intégrales de fonctions négatives, I'inté-
grale est convergente.

Ce qui conclut.

20. Comme indiqué, on effectue le changement de variable
u = 1/t strictement décroissant de [1; +oo[ dans ]0; 1] et de
classe €. Lintégrale obtenue est convergente et

+00 Int 0 Ini 1
f Ldt:_[ —u(——)du
12t T h it
u
|
:[ 2nudu
0 uc—-1
]
:f nu du
0 1-u?
On conclut a I'aide de la relation de Chasles
+t00 Int L Int +00 Int
f 1 dt:f n—dt+f =Ly
o 1-12 0o 1-1¢2 1 1-¢2
l Int 1]
:f 1 dt+f DY du
0o 1-1¢2 0o 1-u?
L Int
=2[ LY
0 1-1¢2

1- t2n+2 1 n 2 t2n+2

n
2k k
E rs— = E ="+
2 2 2
Pt 1-t -2 &, 1-t

En effet, on reconnait une somme géométrique de raison
2 #1.D'oit
Int
1-2

21. Soit t e R\ {1}

n Int
=Y (npePke — 2m+2,
k=0 1-¢

Par intégration, on obtient le résultat demandé.

22, Soient A, B €]0; 1[. Procédons par une intégration par par-
ties en considérant les fonctions u et v (de classe €!) dé-
finies sur [A;B] par

t2n+1
H=In(t) et 1= .
u(t)=In(r) et wv(r) 2+l
On obtient
B 2
f (nnt="dt
A
2n+1 18 B (2n+1
=|Int —f dt
2n+1), Ja t@n+1)
1 B th
- (ln(B)an+l —ln(A)AZ"H)— f dt
2n+1 A 2n+1
B
1 t2n+1
— (ln(B)(B)2n+1_ln(A)A2n+1)_ -
2n+1 @2n+1)2 A

_ 1! (ln(B)B2”+1—ln(A)A2”+1)—

2n+1 @n+1)2

Lorsque A— 0% et B— 17, il vient

1
f (Inn?de=-
0

@n+1)2
23. Posons pour tout £ €]0;1[
2
t“In(2)
h(?) = .
(1) -z
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Par les croissances comparées

h(t) — 0.
—0*
De plus, en reprenant I'équivalent de la question 33

1
ht) = 5

La fonction h est continue sur ]0;1[ et prolongeable par
continuité en 0 et 1. La fonction est donc bornée sur [0;1] :
il existe K € R* tel que

Vitelo;1, |h(®)|<sK
Puis
In(#) 2p+2
—t
1-12
Par croissance de l'intégrale

fl In(® on+2,, <Kf 2ngp - K
0 2n+1’

1-12
Comme K/(2n+1) My 0, on termine par encadrement
—+00

f In® onv2g, _, o,
0

1-2 n—-+00

Y1 el0;1], <K#*".

24. En passant a la limite n — +oo dans la question 21, on
obtient

1-12  yen+1?

fl In(t)dt +oo 1
0

En reprenant ensuite la question 20

1f+00 In(t)dt +oo 1
0

2 1-12 = en+D?

25. A l'aide de la question 18 b, on a

1 p+oo In()dr 1 : 72
Efo 21 2 M 8=
On en déduit

Soen+12 87

» En distinguant les indices pairs et impairs

+00 +00 1 +o00o 1
Z o= >t Z 2
n=1 1" p=o@n+1)* ;7 2n)
+00 1 1+OO 1
= — + —_— —
oCn+1)2 4, n?
3 +00 1 +00
D’ou - —
4 ,l; n2 Z (2n+1)2

e Etl'on conclut ce sujet par

too 1 gt g an? n

I

aon? 3,5@2n+12 3
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ECG 2 4h

DS - Compléments

THEME : PARADOXE DE WALTER PENNEY

Dans tout le probleme, on considére une suite infinie de lancers d'une piéce équilibrée, c’est-a-dire pour
laquelle, & chaque lancer, les apparitions de « pile » et de « face » sont équiprobables.

On admet que l'expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par R, 'événement « pile apparait au lancer de rang n » et
par S, 'événement « face apparait au lancer de rang n »

Partie I : Un résultat utile

On considére une variable aléatoire X définie sur (€2, A, P), prenant ses valeurs dans N* et, pour tout entier
naturel non nul n, on pose : a, = P([X =n]).
+oC
1. a) Justifier que la suite (an)n;1 est une suite de nombres réels positifs ou nuls vérifiant Z ap = 1.
n=1
b) Montrer que, pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle [0, 1], la série de terme général
a,r™ est convergente.
+oo
2. On désigne par f la fonction définie sur 'intervalle [0,1] par : Yz €[0,1], f(z) = Zﬂ-ni?n-

n=1
On suppose que cette fonction est dérivable au point 1; elle vérifie done :
f)—f=) _
lim 2 )
:cl—lanl 1—=2 f (1)
z<l

HOEFIONRSY RS
a) Etablir pour tout nombre réel = de l'intervalle [0, 1] 'égalité : —————= = Z (an :ck) .

I-= n=1 k=0
b) En déduire que la fonction z — w est croissante sur [0,1] et qu’elle vérifie pour tout
-
nombre réel z de l'intervalle [0, 1] les inégalités suivantes : 0 < w < f'(1).
-

N
¢) Montrer que, pour tout entier naturel N non nul, ona: 0< Z na, < f'(1).

n=1

En déduire que la série de terme général na, est convergente.

d) A P’aide des résultats des question a) et ¢), justifier pour tout nombre réel x de U'intervalle [0, 1],

f) = f(@) ™
es inégalités suivantes : LA LA < na, <
1 galit t 0< < < fl1
1—2
n=1
e) Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance donnée par :

E(X) = f(1)
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Partie II : Loi du temps d’attente de la premiére configuration « pile, pile, face »

Soit ¥ la variable aléatoire désignant le rang du lancer oli pour la premiére fois apparait un face précédé de
deux piles si cette configuration apparait, et prenant la valeur 0 si celle-ci n’apparait jamais.

Par exemple, si les résultats des premiers lancers sont (face, face, pile, face, pile, face, pile, pile, face, ...),
la variable aléatoire Y prend la valeur 9.

On pose ¢; = ¢y = 0 et, pour tout entier n supérieur ou égal a 3 : ¢, = P([Y =n]).
n

Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, on note B, I'événement R, 2N R, _1MNS, et U, 'événement U B;.
i=3

1. On pose u; = up = 0, et pour tout entier n supérieur ou égal a 3 : u, = P(Uy).
Montrer que la suite (i, )n>1 est monotone et convergente.

2. a) Calculer, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, la probabilité de I’événement B,,.

b) Vérifier que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, les événements By, Bni1 et Bpia

sont deux & deux incompatibles.

¢) En déduire les valeurs des nombres us, uq et us.
3. Soit n un entier n supérieur ou égal & 5.

a) Justifier ’égalité des événements U,, N By41 et Uy_a M By et préciser leur probabilité.

b) Exprimer I'événement Uy, 1 en fonction des événements Uy, et By 11 ; en déduire 1'égalité suivante :

Unt1 = Up + g(l - un—E)-

¢) Vérifier les égalités suivantes ug = ua + é(l —uy) et ug=us+ é(l — ug).

d) Déterminer la limite de la suite (un)n>1 et en déduire la probabilité de I’événement [Y = 0].
4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose : v, =1 — uy,.

a) Préciser les nombres vy, va, v3, V4.

b) Exprimer, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, v, en fonction de v, et de v,_o.
N
L . L - PR e e 7 1
¢) En déduire pour tout entier N supérieur ou égal 4 1, 'égalité suivante : g T UN+3=3 Z V-
k=1

d) Montrer que la série de terme général v, est convergente et calculer sa somme.

5. Soit g et h les fonctions définies sur U'intervalle [0, 1] par :
+00 too
Ve e[0,1], g(z)= Z cpz” et Rh(z)= Z vpz"
n=1 n=1

a) Soit n un entier supérieur ou égal a 4. Exprimer 'événement [Y = n] en fonction des événements
Upn_1 et Uy (Up—1 désignant I'événement contraire de Uy, _1 ). En déduire ’égalité : ¢, = vp_1—vp.

b) Valider I'égalité ¢, = v,—1 — vy, dans le cas ot n est égal & 2 ou 3.

¢) Etablir pour tout nombre réel z appartenant i I'intervalle [0, 1], I'égalité : g(z) = (z—1)h(z)+2.
z)—g(1
d) Exprimer pour tout nombre réel = appartenant a l'intervalle [0, 1], le quotient Lf() en
_'I" f—
fonction de h(z).
e) Justifier la croissance de la fonction h et, pour tout entier naturel N non nul et tout nombre réel

N
z de l'intervalle [0, 1], la double inégalité suivante : kaxk < h(z) < h(1).
k=1

En déduire la relation suivante : lim1 h(z) = h(1).
r—

<1

f) Montrer que g est dérivable au point 1 et, & 1'aide de la Partie I, en déduire que la variable
aléatoire Y admet une espérance égale a 8.
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Partie IIT : Paradoxe de Walter Penney (1969)

Deux joueurs J et J' s’affrontent dans un jeu utilisant la méme expérience aléatoire que précédemment avec

les régles suivantes :

e le joueur J est gagnant si la configuration « pile, pile, face » apparait dans la suite des résultats des
lancers, avant que la configuration « face, pile, pile » n’apparaisse ;

e le joueur J' est gagnant si la configuration « face, pile, pile » apparait dans la suite des résultats des
lancers, avant que la configuration « pile, pile, face » n’apparaisse;

e si I'un des joueurs est gagnant, I'autre est perdant.

On se propose de démontrer que, dans ce jeu, le joueur .J’ posséde un net avantage sur le joueur J.

1. Soit Y’ la variable aléatoire désignant le rang du lancer oui, pour la premiere fois, apparait un pile
précédé d'un pile lui-méme précédé d'un face si cette configuration apparait, et prenant la valeur O si
celle-ci n’apparait jamais.

Par ezemple, si les résultats des premiers lancers sont (face, face, pile, face, pile, pile, face, ...), la
variable aléatoire Y' prend la valeur 6.

Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, on désigne par Bj, 'événement S,_» N Rp_1 N Ry, par U,
n

I'événement U B! et on note u, la probabilité de U},.
i=3
a) Soit n un entier supérieur ou égal a 3.
Les événements By, By et B}, sont-ils deux a deux incompatibles ?

b) En déduire que, si on pose u}] = u} = 0, le méme raisonnement que dans la Partie II, conduit &
légalité uy,, | = u,, + g(l — uy,_5), pour tout entier n supérieur ou égal a 3.

c¢) En déduire I'égalité des suites (un)nz1 et (uy, )nz1.

d) Prouver que les deux variables aléatoires Y et Y’ suivent la méme loi et vérifient : E(Y) = E(Y”).

2. Pour tout entier n supérieur ou égal & 3, on note G, 'événement « le joueur J est déclaré gagnant d
lissue du lancer de rang n » et g, la probabilité de Gy,.

n
a) Calculer g3 et g4 et établir, pour tout entier n supérieur ou égal 4 3, I’égalité suivante : g, = (5) .
b) En déduire la probabilité pour que le joueur .J soit déclaré gagnant.

3. Pour tout entier naturel n non nul, on désigne par d, la probabilité que lors des n premiers lancers
n’apparaissent jamais deux piles consécutifs.
a) Préciser d; et ds.

b) En considérant les résultats des lancers de rang 1 et 2, justifier pour tout entier naturel n non

. . 1 1
nul, 'égalité suivante : d, 0 = Edm'l + Zdn.

c¢) Montrer qu’il existe deux constantes réelles a et 3 que 'on ne cherchera pas & calculer, telles que,

= n _ mn
pour tout tout entier naturel n non nul, on ait : d, =« (1_:7\/3) + 3 (IT\/E)

d) En déduire que la série de terme général d, converge et, en utilisant 1’égalité du b), prouver
+o0
I'égalité suivante : Z dyn = 5.
n=1
4. On désigne par T la variable aléatoire qui prend pour valeur le rang du lancer a l'issue duquel 'un des
joueurs est déclaré gagnant, si cela se produit, et la valeur 0 si aucun des joueurs n’'est gagnant.

1
a) Justifier, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, I'égalité : P([I' > n]U [T =0]) = on + dy, -
1
b) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal a 3, I'égalité : P([T =n]) = on dp1 —dp -

¢) Montrer que la probabilité que I'un des joueurs soit déclaré gagnant est égale a 1.

Lycée Saint Louis 2025-2026



5. Calculer la probabilité que le joueur J' soit déclaré gagnant et conclure.

6. Sila configuration gagnante du joueur .J avait été « pile, pile, face, pile, pile, tace »
et la configuration gagnante du joueur .J' avait été « face, face, pile, face, face, pile » ,
quelle aurait-été la conclusion ?

7. Soit d et t les fonctions définies sur l'intervalle [0, 1] par :
+o0 +00
Yo e [0,1], d(z)= Zdn:r:“ et t(z) = Z P([T = n])z"
n=1 n=1

a) Etablir pour tout nombre réel = appartenant a l'intervalle [0, 1] I’égalité suivante :
72
tr)=(zx—-1)|d —
(@)= =) (do)+ )+
t(z) —t(1)

b) Exprimer pour tout nombre réel = appartenant a4 U'intervalle [0, 1], le quotient — 1 o
I“ p—
fonction de d(z).
¢) En s’inspirant de la question 5.e de la Partie II, justifier I’égalité suivante : li_ml d(x) =4d(1).
T—
<l

d) Montrer que la variable aléatoire T' admet une espérance et préciser E(T').

- FIN -
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