
ECG 2 4h

DS 11- sujet A

THÈMES : PROBABILITÉ ET ANALYSE

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l’appréciation des copies. Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Problème A
Méthode de Monte-Carlo

L’objet du problème est la présentation d’une méthode probabiliste de calcul d’une intégrale (méthode de Monte-Carlo), et de deux
façons de l’améliorer.
Dans tout le problème, U désigne une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], g une fonction continue sur [0,1] et on pose

J =
∫ 1

0
g (t )dt .

L’espérance d’une variable aléatoire X sera notée E(X) et sa variance V(X) (si elles existent).
On admet que, pour tout entier naturel non nul n, si X1,X2, . . . ,Xn sont des variables aléatoires à densité, mutuellement indépen-
dantes, alors des variables aléatoires de la forme f1 (X1) , f2 (X2) , . . . , fn (Xn ) où les fi sont des fonctions de R dans R, distinctes ou
non, sont également mutuellement indépendantes.

I. Méthode de Monte-Carlo

1. a) Rappeler une densité de U.
b) Justifier que la variable aléatoire g (U) admet une espérance égale à J.

2. Soit (Un )n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi que U. On pose σ2 = V(g (U)) 6= 0 et on note, pour tout n
de N∗,

Sn =
n∑

i=1
g

(
Ui

)
.

a) Justifier que la suite de variables aléatoires
(

Sn
n

)
n∈N∗ converge en probabilité vers J.

b) Recherche d’un intervalle de confiance pour J.
i. Justifier que la suite de variables aléatoires ( Sn

n − J
σp
n

)
n∈N∗

converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
ii. On donneΦ(1.96) = 0.975, oùΦ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Déterminer un intervalle
de confiance asymptotique pour J, au niveau de confiance 95%, faisant intervenir Sn . Préciser `n , la longueur de cet intervalle.

3. Application :

a) À l’aide du changement de variable t = sinu, montrer que
∫ 1

0
4
√

1− t 2 dt =π.

b) i. Écrire en Python une fonction G, de paramètre t , qui pour une valeur t du paramètre renvoie la valeur 4
√

1− t 2.
ii. On rappelle qu’en Python, la fonction rd.rand() permet de simuler une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1].
On suppose que n est un entier préalablement entré dans Python. En utilisant le résultat de la question 2.a et la fonction G,
écrire un programme qui calcule une valeur approchée de π.
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II. Réduction de la variance par variables antithétiques

4. Reconnaitre la loi de 1−U.

On définit la variable aléatoire Y par Y = 1

2
[g (U)+ g (1−U)]. Exprimer E(Y) à l’aide de E(g (U)) ?

5. On suppose g strictement croissante et on admet l’existence des espérances intervenant dans cette question.
a) Justifier que, pour tout (u, w) ∈ [0,1]2, (

g (u)− g (w)
)(

g (1−u)− g (1−w)
)É 0.

b) Soit W une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], indépendante de U.
Quel est le signe de E[(g (U)− g (W))(g (1−U)− g (1−W))] ?
Justifier que g (U)g (1−U) et g (W)g (1−W) ont même espérance, en déduire que :

E
(
g (U)g (1−U)

)É (
E[g (U)]

)2.

On admet que l’on obtiendrait le même résultat pour g strictement décroissante.
c) Montrer alors que, lorsque g est strictement monotone, V(Y) É 1

2 V(g (U)).
6. On considère l’intervalle [

S′n
n

−1.96
σ′p

n
,

S′n
n

+1.96
σ′p

n

]
où S′n =

n∑
i=1

(
g

(
Ui

)+ g
(
1−Ui

))
.

Justifier que cela définit un nouvel intervalle de confiance asymptotique pour J au niveau de confiance 95%. On note `′n , la longueur
de cet intervalle.
Combien de tirages N de la variable aléatoire uniforme suffit-il de faire pour que `′N soit de même longueur `n ?

III. Réduction de la variance par stratification

7. Formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de plusieurs variables
a) Soit ϕ une fonction continue sur un intervalle [a,b], avec a < b.

i. Montrer qu’il existe x0 ∈ [a,b] et x1 ∈ [a,b] tels que

∀t ∈ [a,b], ϕ (x0) Éϕ(t ) Éϕ (x1) .

ii. Montrer que pour tout n ∈N,

(b −a)n+1

(n +1)!
ϕ (x0) É

∫ b

a

(b − t )n

n!
ϕ(t )dt É (b −a)n+1

(n +1)!
ϕ (x1) .

iii. En déduire qu’il existe c ∈ [a,b] tel que ∫ b

a

(b − t )n

n!
ϕ(t )dt = (b −a)n+1

(n +1)!
ϕ(c).

b) Soit g une fonction de classe C 2 sur [a,b], a < b. Énoncer la formule de Taylor avec reste intégral. En déduire qu’il existe
c ∈ [a,b] tel que

g (b) = g (a)+ g ′(a)(b −a)+ g ′′(c)
(b −a)2

2
.

c) Soit f une fonction de classe C 2 définie sur un ouvert Ω de Rn , et soit a ∈Ω. Soit h ∈Rn tel que pour tout t ∈ [0,1], a + th ∈Ω.
En considérant la fonction g définie sur [0,1] par g (t ) = f (a + th), montrer qu’il existe θ ∈ [0,1] tel que

f (a +h) = f (a)+〈∇ f (a),h〉+ 1

2
qa+θh (h)

où qx désigne la forme quadratique associée à la matrice hessienne de f au point x ∈Ω.
8. Étude d’une fonction de plusieurs variables.

On considère la fonction f définie sur ]0,+∞[3 par :

∀ (x1, x2, x3) ∈ ]0,+∞[3, f (x1, x2, x3) = 1

4x1
+ 1

x2
+ 1

9x3
.

a) Justifier que f est de classe C 2 sur ]0;+∞[3.
b) Expliciter la matrice

∇2 f (A) =
[
∂2

i , j f (A)
]

1Éi , jÉ3

la matrice hessienne de f en A = (a1, a2, a3). Préciser le spectre de cette matrice ainsi que le signe de qa+θh (h).
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c) Étudier les points critiques de f . La fonction f admet-elle des extremums sur ]0;+∞[3 ?
d) On cherche désormais les extremums de f sous la contrainte x1 +x2 +x3 = 110.

Montrer que (30,60,20) est l’un unique point critique de f sous cette contrainte.
En utilisant le résultat de la question 7.c, montrer qu’il s’agit d’un minimum global sous contrainte.

9. Méthode de stratification
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b < 1. On définit les trois intervalles I1, I2 et I3 par

I1 = [0, a [, I2 = [a,b [, I3 = [b,1],

et on considère quatre variables aléatoires indépendantes U1,U2,U3 et T, de lois uniformes respectivement sur I1, I2, I3 et [0,1].
On définit la variable aléatoire Ũ par Ũ = U11[T∈I1] +U21[T∈I2] +U3 + 1[T∈I3] où 1A désigne la fonction indicatrice d’un événement A.
La variable Ũ est donc la variable aléatoire définie, pour tout élément ω de l’univers Ω par :

Ũ(ω) =


U1(ω) si T(ω) ∈ I1

U2(ω) si T(ω) ∈ I2

U3(ω) si T(ω) ∈ I3

a) À l’aide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout réel x,

P(g (Ũ) É x) = aP
(
g (U1) É x

)+ (b −a)P
(
g (U2) É x

)+ (1−b)P
(
g (U3) É x

)
.

En admettant que g (U1) , g (U2) , g (U3) sont des variables aléatoires à densité, montrer que g (Ũ) est elle-même une variable
aléatoire à densité et en déterminer une densité fg (Ũ) en fonction de densités de g (U1) , g (U2) , g (U3), que l’on pourra noter

fg (U1), fg (U2), fg (U3).

Vérifier, en prenant la fonction identité pour g , que Ũ suit une loi uniforme sur [0,1].
b) Déduire de ce qui précède que

E(g (Ũ)) = aE
(
g (U1)

)+ (b −a)E
(
g (U2)

)+ (1−b)E
(
g (U3)

)
c) On tire de façon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles, n1 points dans I1,n2 points de I2,n3 points dans I3. On

considère donc la famille de variables aléatoires indépendantes
(
U1,1, . . . ,U1,n1 ,U2,1, . . . ,U2,n2 ,U3,1, . . . ,U3,n3

)
telles que :

* U1,1, . . . ,U1,n1 ont même loi que U1,
* U2,1, . . . ,U2,n2 ont même loi que U2,
* U3,1, . . . ,U3,n3 ont même loi que U3,
et on note Z la variable aléatoire définie par :

Z = a
1

n1

n1∑
i=1

g
(
U1,i

)+ (b −a)
1

n2

n2∑
j=1

g
(
U2, j

)
+ (1−b)

1

n3

n3∑
k=1

g
(
U3,k

)
.

Montrer que

V(Z) = a2 1

n1
V

(
g (U1)

)+ (b −a)2 1

n2
V

(
g (U2)

)+ (1−b)2 1

n3
V

(
g (U3)

)
.

d) Application numérique :
On suppose que pour un certain choix de la fonction g et des réels a et b, on a

a2 V
(
g (U1)

)= 1

4
, (b −a)2 V

(
g (U2)

)= 1 et (1−b)2 V
(
g (U3)

)= 1

9
.

On suppose que l’on tire 110 points, de façon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles (n1 points dans I1,n2 points
dans I2,n3 points dans I3). Quelles valeurs faut-il donner à n1,n2,n3 pour que E(Z) fournisse une estimation de J avec le plus
petit risque d’erreur possible suivant cette méthode?

Problème B
Analyse de Fourier

Partie A : Lemme de Riemann Lebesgue

On considère une fonction f définie et continue sur [0,π] et l’intégrale

In =
∫ π

0
f (t )sin(nt )dt
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10. On suppose que f est de classe C 1 sur [0,π].
a) Justifier qu’il existe M ∈R+ tel que

∀x ∈ [0,π], | f (x)| É M et | f ′(x)| É M.

b) À l’aide d’une intégration par parties, justifier que la suite (In ) est convergente de limite nulle.

On suppose dans la suite que f est seulement continue sur [0,π]. On veut démontrer que le résultat précédent est encore valable.
Soit n ∈N∗. Soit F la fonction de Rn dans R qui à tout n-uplet de réels (a1, a2, . . . , an ) associe le nombre

F(a1, a2, . . . , an ) = 2

π

∫ π

0

(
f (t )−

n∑
k=1

ak sin(kt )

)2

dt .

Pour tout k, on pose bk ( f ) = 2

π

∫ π

0
f (t )sin(kt )dt .

11. a) Justifier que pour tout couple de réels (a,b), on a

sin(a)sin(b) = 1

2
(cos(a −b)−cos(a +b)).

b) Calculer pour tout couple (k,`) d’entiers strictement positifs l’intégrale∫ π

0
sin(kt )sin(`t )dt =

{
0 si k 6= `
π/2 si k = `.

12. En déduire que quel que soit (a1, a2, . . . , an ) ∈Rn :

F(a1, a2, . . . , an ) =
n∑

k=1
ak

2 −2
n∑

k=1
ak bk ( f )+ J où J = 2

π

∫ π

0
f 2(t )dt .

13. a) Comparer F(a1, . . . , an )−F
(
b1( f ), . . . ,bn ( f )

)
et

n∑
k=1

[
ak −bk ( f )

]2.

b) En déduire que F admet un minimum global.

14. Montrer que la série
∑(

bk ( f )
)2 est convergente et justifier la majoration

+∞∑
k=1

bk ( f )2 É 2

π

∫ π

0
f 2(t )dt .

15. Conclure.

Partie B : Application

16. Vérifier à l’aide de deux intégrations par parties que, pour tout n ∈N∗ :∫ π

0

(
t 2

2π
− t

)
cos(nt )dt = 1

n2
.

On admet dans la suite que, pour tout m ∈N∗ et tout t ∈ ]0,π] :

m∑
n=1

cos(nt ) = cos (m+1)t
2 sin mt

2

sin t
2

.

17. Soit l’application f : [0,π] →R définie par

f (t ) =
t 2

2π − t

2sin t
2

si t ∈ ]0,π] et f (0) =−1.

Montrer que f est continue sur [0,π].
18. Montrer que pour tout m ∈N∗,

m∑
n=1

1

n2
= π2

6
+

∫ π

0
f (t )sin

( (2m +1)t

2

)
dt .

19. À l’aide de la première partie, établir :
+∞∑
n=1

1

n2
= π2

6
.
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Calculs
(si vous avez le temps)

20. Pour p ∈N, on pose

Ap =
p∑

k=0

(
2p +1

k

)
et Bp =

2p+1∑
k=p+1

(
2p +1

k

)
.

Après avoir calculé Ap +Bp et Ap −Bp , simplifier les expressions de Ap et Bp .

21. Soient a, b, c ∈R+∗ . On pose ∆= b2 −4ac. Pour t ∈R, exprimer at 2 +bt + c −a
(
t +b/(2a)

)2 à l’aide de a et ∆. Montrer que l’intégrale
ci-dessous est convergente et donner sa valeur ∫ +∞

−∞
exp

(
− (

at 2 +bt + c
))

dt

22. a) Justifier la convergence de l’intégrale
∫ 1

0

ln(1+ t )

t
dt .

b) Établir l’égalité ∫ 1

0

ln(1+ t )

t
dt =−

∫ 1

0

ln t

1+ t
dt .

– FIN –
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DS 11 - sujet *

THÈMES : PROBABILITÉ, ANALYSE

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l’appréciation des copies. Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Problème A
Méthode de Monte-Carlo

L’objet du problème est la présentation d’une méthode probabiliste de calcul d’une intégrale (méthode de Monte-Carlo), et de deux
façons de l’améliorer.
Dans tout le problème, U désigne une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], g une fonction continue sur [0,1] et on pose

J =
∫ 1

0
g (t )dt .

L’espérance d’une variable aléatoire X sera notée E(X) et sa variance V(X) (si elles existent).
On admet que, pour tout entier naturel non nul n, si X1,X2, . . . ,Xn sont des variables aléatoires à densité, mutuellement indépen-
dantes, alors des variables aléatoires de la forme f1 (X1) , f2 (X2) , . . . , fn (Xn ) où les fi sont des fonctions de R dans R, distinctes ou
non, sont également mutuellement indépendantes.

I. Méthode de Monte-Carlo

1. Justifier que la variable aléatoire g (U) admet une espérance égale à J.
2. Soit (Un )n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi que U. On pose σ2 = V(g (U)) 6= 0 et on note, pour tout n

de N∗,

Sn =
n∑

i=1
g

(
Ui

)
.

a) Que dire de la convergence en probabilité de
(

Sn
n

)
n∈N∗ ?

b) Recherche d’un intervalle de confiance pour J.
i. Déterminer deux suites (an )n et (bn )n que l’on exprimera en fonction de n et σ telles que

an Sn +bn

converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
ii. On donne Φ(1.96) = 0.975, où Φ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Déterminer un inter-
valle de confiance asymptotique pour J, au niveau de confiance 95%, faisant intervenir Sn .

3. Application :

a) À l’aide du changement de variable t = sinu, montrer que
∫ 1

0
4
√

1− t 2 dt =π.

b) i. Écrire en Python une fonction G, de paramètre t , qui pour une valeur t du paramètre renvoie la valeur 4
√

1− t 2.
ii. On rappelle qu’en Python, la fonction rd.rand() permet de simuler une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1].
On suppose que n est un entier préalablement entré dans Python. En utilisant le résultat de la question 2.a et la fonction G,
écrire un programme qui calcule une valeur approchée de π.
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II. Réduction de la variance par variables antithétiques

4. On définit la variable aléatoire Y par Y = 1

2
[g (U)+ g (1−U)]. Comparer E(Y) et E(g (U)).

5. On suppose g strictement croissante et on admet l’existence des espérances intervenant dans cette question.
a) Justifier que, pour tout (u, w) ∈ [0,1]2,

(g (u)− g (w))(g (1−u)− g (1−w) É 0.

b) Soit W une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], indépendante de U.
Quel est le signe de E[(g (U)− g (W))(g (1−U)− g (1−W))] ?
En remarquant que g (U)g (1−U) et g (W)g (1−W) ont même espérance, en déduire que :

E[g (U)g (1−U)] É (
E[g (U)]

)2.

On admet que l’on obtiendrait le même résultat pour g strictement décroissante.
c) Montrer alors que, lorsque g est strictement monotone, V(Y) É 1

2 V(g (U)).
6. Donner un nouvel intervalle de confiance asymptotique pour J au niveau de confiance 95%, basé sur cette méthode. On note `n la

longueur de l’intervalle de confiance obtenu dans la partie I pour une valeur fixée de n. Avec cette nouvelle méthode, combien de
tirages N de la variable aléatoire uniforme suffit-il de faire pour obtenir la même longueur `n d’intervalle de confiance.

III. Réduction de la variance par stratification

7. Formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de plusieurs variables
a) Soit ϕ une fonction continue sur un intervalle [a,b], avec a < b.

i. Montrer qu’il existe x0 ∈ [a,b] et x1 ∈ [a,b] tels que

∀t ∈ [a,b], ϕ (x0) Éϕ(t ) Éϕ (x1) .

ii. Montrer que pour tout n ∈ N,

(b −a)n+1

(n +1)!
ϕ (x0) É

∫ b

a

(b − t )n

n!
ϕ(t )dt É (b −a)n+1

(n +1)!
ϕ (x1) .

iii. En déduire qu’il existe c ∈ [a,b] tel que ∫ b

a

(b − t )n

n!
ϕ(t )dt = (b −a)n+1

(n +1)!
ϕ(c).

b) Soit g une fonction de classe C 2 sur [a,b], a < b. À l’aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer qu’il existe
c ∈ [a,b] tel que

g (b) = g (a)+ g ′(a)(b −a)+ g ′′(c)
(b −a)2

2
.

c) Soit f une fonction de classe C 2 définie sur un ouvert Ω de Rn , et soit a ∈Ω. Soit h ∈Rn tel que pour tout t ∈ [0,1], a + th ∈Ω.
En considérant la fonction g définie sur [0,1] par g (t ) = f (a + th), montrer qu’il existe θ ∈ [0,1] tel que

f (a +h) = f (a)+〈∇ f (a),h〉+ 1

2
qa+θh (h)

où qx désigne la forme quadratique associée à la matrice hessienne de f au point x ∈Ω.
8. Étude d’une fonction de plusieurs variables.

On considère la fonction f définie sur ]0,+∞[3 par :

∀ (x1, x2, x3) ∈ ]0,+∞[3, f (x1, x2, x3) = 1

4x1
+ 1

x2
+ 1

9x3
.

a) Justifier que f est de classe C 2 sur ]0;+∞[3.
b) Expliciter la matrice

∇2 f (A) =
[
∂2

i , j f (A)
]

1Éi , jÉ3

la matrice hessienne de f en A = (a1, a2, a3).
c) La fonction f admet-elle des extremums sur ]0;+∞[3 ?
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d) On cherche désormais les extremums de f sous la contrainte x1 +x2 +x3 = 110.
Montrer que f admet un unique point critique sous cette contrainte, que l’on déterminera.
En utilisant le résultat de la question 7.c, montrer qu’il s’agit d’un minimum global sous contrainte.

9. Méthode de stratification
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b < 1. On définit les trois intervalles I1, I2 et I3 par

I1 = [0, a [, I2 = [a,b [, I3 = [b,1],

et on considère quatre variables aléatoires indépendantes U1,U2,U3 et T, de lois uniformes respectivement sur I1, I2, I3 et [0,1].
On définit la variable aléatoire Ũ par Ũ = U11[T∈I1] +U21[T∈I2] +U3 +1[T∈I3] où 1A désigne la fonction indicatrice d’un événement A.
La variable Ũ est donc la variable aléatoire définie, pour tout élément ω de l’univers Ω par :

Ũ(ω) =


U1(ω) si T(ω) ∈ I1

U2(ω) si T(ω) ∈ I2

U3(ω) si T(ω) ∈ I3

a) Montrer que pour tout réel x,

P(g (Ũ) É x) = aP
(
g (U1) É x

)+ (b −a)P
(
g (U2) É x

)+ (1−b)P
(
g (U3) É x

)
.

En admettant que g (U1) , g (U2) , g (U3) sont des variables aléatoires à densité, montrer que g (Ũ) est elle-même une variable
aléatoire à densité et en déterminer une densité fg (Ũ) en fonction de densités de g (U1) , g (U2) , g (U3), que l’on pourra noter

fg (U1), fg (U2), fg (U3).

Vérifier, en prenant la fonction identité pour g , que Ũ suit une loi uniforme sur [0,1].
b) Déduire de ce qui précède que

E(g (Ũ)) = aE
(
g (U1)

)+ (b −a)E
(
g (U2)

)+ (1−b)E
(
g (U3)

)
c) On tire de façon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles, n1 points dans I1,n2 points de I2,n3 points dans I3. On

considère donc la famille de variables aléatoires indépendantes
(
U1,1, . . . ,U1,n1 ,U2,1, . . . ,U2,n2 ,U3,1, . . . ,U3,n3

)
telles que :

* U1,1, . . . ,U1,n1 ont même loi que U1,
* U2,1, . . . ,U2,n2 ont même loi que U2,
* U3,1, . . . ,U3,n3 ont même loi que U3,
et on note Z la variable aléatoire définie par :

Z = a
1

n1

n1∑
i=1

g
(
U1,i

)+ (b −a)
1

n2

n2∑
j=1

g
(
U2, j

)
+ (1−b)

1

n3

n3∑
k=1

g
(
U3,k

)
.

Montrer que

V(Z) = a2 1

n1
V

(
g (U1)

)+ (b −a)2 1

n2
V

(
g (U2)

)+ (1−b)2 1

n3
V

(
g (U3)

)
.

d) Application numérique :
On suppose que pour un certain choix de la fonction g et des réels a et b, on a

a2 V
(
g (U1)

)= 1

4
, (b −a)2 V

(
g (U2)

)= 1 et (1−b)2 V
(
g (U3)

)= 1

9
.

On suppose que l’on tire 110 points, de façon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles (n1 points dans I1,n2 points
dans I2,n3 points dans I3). Quelles valeurs faut-il donner à n1,n2,n3 pour que E(Z) fournisse une estimation de J avec le plus
petit risque d’erreur possible suivant cette méthode?

Problème B
Analyse de Fourier

Partie A : Lemme de Riemann Lebesgue

On considère une fonction f définie et continue sur [0,π] et l’intégrale

In =
∫ π

0
f (t )sin(nt )dt
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10. On suppose que f est de classe C 1 sur [0,π]. Montrer que la suite (In ) est convergente de limite nulle.

On suppose dans la suite que f est seulement continue sur [0,π]. On veut démontrer que le résultat précédent est encore valable.
Soit n ∈N∗. Soit F la fonction de Rn dans R qui à tout n-uplet de réels (a1, a2, . . . , an ) associe le nombre

F(a1, a2, . . . , an ) = 2

π

∫ π

0

(
f (t )−

n∑
k=1

ak sin(kt )

)2

dt .

Pour tout k, on pose bk ( f ) = 2

π

∫ π

0
f (t )sin(kt )dt .

Enfin, on rappelle que pour tout couple de réels (a,b), on a

sin(a)sin(b) = 1

2
(cos(a −b)−cos(a +b)).

11. Calculer pour tout couple (k,`) d’entiers strictement positifs l’intégrale∫ π

0
sin(kt )sin(`t )dt .

12. En déduire que quel que soit (a1, a2, . . . , an ) ∈Rn :

F(a1, a2, . . . , an ) =
n∑

k=1
a2

k −2
n∑

k=1
ak bk ( f )+ J où J = 2

π

∫ π

0
f 2(t )dt .

13. a) Simplifier F(a1, . . . , an )−F
(
b1( f ), . . . ,bn ( f )

)
.

b) En déduire que F admet un minimum global.

14. Montrer que la série
∑(

bk ( f )
)2 est convergente et donner un majorant de sa somme.

15. Conclure.

Problème C
Intégrale à paramètre

Partie A

On pose E0 =
{

f ∈C 0(R,R), bornée sur R
}

.

Si f ∈ E0, on notera N0( f ) = sup
x∈R

| f (x)|.

16. Soit f ∈ E0. Montrer que, pour tout x ∈R,
∫ +∞

0
arctan(t x)

f (t )

1+ t 2
dt est absolument convergente.

17. On définit alors l’application Φ sur E par

∀ f ∈ E, Φ( f ) : x ∈R 7→Φ( f )(x) =
∫ +∞

0
arctan(t x)

f (t )

1+ t 2
dt .

Soit f ∈ E0, montrer que Φ( f ) est bornée et que N0(Φ( f )) É π2

4 N0( f ).
18. On pose g =Φ(1) où 1 est la fonction constante égale à 1.

a) Vérifier que g est impaire, croissante et majorée par
π2

4
.

b) Justifier g (x) −→
x→+∞

π2

4
.

Partie B

19. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

0

ln t

1− t 2
dt est convergente.

20. Vérifier que ∫ +∞

0

ln t

1− t 2
dt = 2

∫ 1

0

ln t

1− t 2
dt .

Indication : on pourra, en le justifiant, utiliser le changement de variable u = 1
t .
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21. Soit n ∈N. Démontrer que ∫ 1

0

ln t

1− t 2
dt =

n∑
k=0

∫ 1

0
t 2k ln t dt +

∫ 1

0

ln t

1− t 2
t 2n+2 dt

(on admet la convergence des intégrales introduites).

22. Pour tout n ∈N, calculer
∫ 1

0
t 2n ln t dt .

23. Montrer que lim
n→+∞

∫ 1

0

ln t

1− t 2
t 2n+2 dt = 0.

24. Exprimer
∫ +∞

0

ln t

1− t 2
d t à l’aide de

+∞∑
n=0

1

(2n +1)2
.

Conclusion

Par un calcul de dérivation, on montre que ∫ +∞

0

arctan(t x)

1+ t 2
dt =

∫ x

0

ln t

t 2 −1
dt

En déduire à partir des deux premières parties que

+∞∑
n=0

1

(2n +1)2
= π2

8
et

+∞∑
n=0

1

n2
= π2

6
.

– FIN –
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ECG 2

DS 11 A - solution

Problème A
Corrigé de M.Vienney

3.b)

# 3ai
def G(t):

return 4* np.sqrt (1-t**2)
#3aii
m =50000
s=0
for i in range (m):

s+=G(rd.rand ())
print (s/m)

>>> 3.148838730829666
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Problème B

La première partie est extraite de l’oral ESCP 2012. Les mots
en bleus sont des mots clefs attendus dans la rédaction.

10. Les deux fonctions à intégrer étant de classe C 1 sur [0,π],
une intégration par parties donne :

In =
[
− 1

n
f (t )cos(nt )

]π
0
+ 1

n

∫ π

0
f ′(t )cos(nt )dt .

Les fonctions f et f ′ sont continues et bornées sur le seg-
ment [0,π] par M0 et M1 respectivement. Si on pose M =
max(M0;M1), on obtient par inégalité triangulaire

|In | É 2M

n
+ πM

n
.

Cette dernière expression tend vers 0 lorsque n tend vers
l’infini. Donc par encadrement

lim
n→+∞ In = 0.

11. On sait que

cos(a −b) = cos a cosb + sin a sinb

cos(a +b) = cos a cosb − sin a sinb.

Par différence, on en déduit que

cos(a −b)−cos(a +b) = 2sin a sinb.

En particulier, on obtient ici

sinkt sin`t = 1

2
cos(k −`)t − 1

2
cos(k +`)t ,

il vient par intégration∫ π

0
sin(kt )sin(`t )dt =

{
0 si k 6= `
π/2 si k = l

12. On développe l’intégrande, il vient

F(a1, . . . , an )

= 2

π

∫ π

0
f 2(t )dt −2

n∑
k=1

ak bk ( f )+ 2

π

∫ π

0

(
n∑

k=1
ak sin(kt )

)2

dt
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Lorsqu’on développe le carré de la dernière expression,
tous les termes des doubles produits ont une intégrale
nulle, alors que l’intégrale des autres termes vaut π

2 . On
obtient ainsi :

F(a1, a2, . . . , an ) =
n∑

k=1
a2

k −2
n∑

k=1
ak bk ( f )+ 2

π

∫ π

0
f 2(t )dt

13. Vérifier que

F(a1, . . . , an )−F
(
b1( f ), . . . ,bn ( f )

)= n∑
k=1

[
ak −bk ( f )

]2 Ê 0

en tant que somme de termes positifs.
Il en résulte que F admet un minimum global atteint en(
b1( f ), . . . ,bn ( f )

)
.

14. Comme F est à valeurs positives, son minimum est positif
ou nul, c’est-à-dire :

n∑
k=1

bk ( f )2 −2
n∑

k=1
bk ( f )bk ( f )+ 2

π

∫ π

0
f (t )2 dt Ê 0

ce qui est équivalent à

n∑
k=1

bk ( f )2 É 2

π

∫ π

0
f (t )2 dt .

La suite des sommes partielles
∑

bk ( f )2 est croissante car
les termes de la séries sont positifs et elle est majorée.
D’après le théorème de convergence monotone, la suite
des sommes partielles est convergente. Dit autrement, la
série converge et on a la majoration :

+∞∑
k=1

bk ( f )2 É 2

π

∫ π

0
f (t )2 dt .

15. La série converge, donc son terme général tend vers 0,
c’est-à-dire :

lim
k→+∞

bk ( f ) = 0.
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16. Extrait corrigé M. Vienney

17.

18.
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19. La fonction f étant continue, d’après la première partie, on a

lim
m→+∞

∫ π

0
f (t )sin

(2m +1)t

2
dt = 0

Puis

lim
m→+∞

m∑
n=1

1

n2
= π2

6
.

C’est-à-dire
+∞∑
n=1

1

n2
= π2

6
.

20.

21. Pour tout réel t ,

at 2 +bt + c = a

[(
t + b

2a

)2
− b2 −4ac

4a2

]
.

En introduisant le discriminant ∆, on obtient la forme canonique

at 2 +bt + c = a

[(
t + b

2a

)2
− ∆

4a2

]
.

Ce qui donne

e−
(
at 2+bt+c

)
= e

∆
4a e

−a
(
t+ b

2a

)2

=
√
π

a
e
∆

4a × 1
1p
2a

p
2π

e

−
(
t−

(
− b

2a

))2

2× 1
2a

=
√
π

a
e
∆

4a f (t )

où f est la densité de la loi normale N
(
− b

2a , 1
2a

)
. En particulier, on a la convergence et l’égalité

∫ +∞

−∞
f (t )dt = 1.
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On en déduit la convergence par linéarité et l’égalité∫ +∞

−∞
e−

(
at 2+bt+c

)
dt =

√
π

a
e
∆

4a .

22. Éffectuer une intégration par parties sur le segment [ε,1].
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ECG 2

DS 11* - solution

Problème A

Voir sujet A.

Problème B

La première partie est extraite de l’oral ESCP 2012. Les mots
en bleus sont des mots clefs attendus dans la rédaction.

10. Les deux fonctions à intégrer étant de classe C 1 sur [0,π],
une intégration par parties donne :

In =
[
− 1

n
f (t )cos(nt )

]π
0
+ 1

n

∫ π

0
f ′(t )cos(nt )d t

Les fonctions f et f ′ sont continues et bornées sur le seg-
ment [0,π] par M0 et M1 respectivement. Si on pose M =
max(M0;M1), on obtient :

|In | É 2M

n
+ πM

n
.

cette dernière expression tend vers 0 lorsque n tend vers
l’infini. Donc par encadrement

lim
n→+∞ In = 0.

11. On sait que

cos(a −b) = cos a cosb + sin a sinb

cos(a +b) = cos a cosb − sin a sinb.

Par différence, on en déduit que

cos(a −b)−cos(a +b) = 2sin a sinb.

En particulier, on obtient ici

sinkt sin`t = 1

2
cos(k −`)t − 1

2
cos(k +`)t ,

il vient par intégration∫ π

0
sin(kt )sin(`t )dt =

{
0 si k 6= `
π/2 si k = l

12. On développe l’intégrande, il vient

F(a1, . . . , an )

= 2

π

∫ π

0
f 2(t )d t −2

n∑
k=1

ak bk ( f )+ 2

π

∫ π

0

(
n∑

k=1
ak sin(kt )

)2

dt

Lorsqu’on développe le carré de la dernière expression,
tous les termes des doubles produits ont une intégrale

nulle, alors que l’intégrale des autres termes vaut π
2 . On

obtient ainsi :

F(a1, a2, . . . , an ) =
n∑

k=1
a2

k −2
n∑

k=1
ak bk ( f )+ 2

π

∫ π

0
f 2(t )dt

13. Vérifier que

F(a1, . . . , an )−F
(
b1( f ), . . . ,bn ( f )

)= n∑
k=1

[
ak −bk ( f )

]2 Ê 0

en tant que somme de termes positifs.
Il en résulte que F admet un minimum global atteint en(
b1( f ), . . . ,bn ( f )

)
.

14.Comme F est à valeurs positives, son minimum est positif
ou nul, c’est-à-dire :

n∑
k=1

bk ( f )2 −2
n∑

k=1
bk ( f )bk ( f )+ 2

π

∫ π

0
f (t )2 dt Ê 0

ce qui est équivalent à

n∑
k=1

bk ( f )2 É 2

π

∫ π

0
f (t )2 dt .

La suite des sommes partielles
∑

bk ( f )2 est croissante car
les termes de la séries sont positifs et elle est majorée.
D’après le théorème de convergence monotone, la suite
des sommes partielles est convergente. Dit autrement, la
série converge et on a la majoration :

+∞∑
k=1

bk ( f )2 É 2

π

∫ π

0
f (t )2 dt .

15. La série converge, donc son terme général tend vers 0,
c’est-à-dire :

lim
k→+∞

bk ( f ) = 0.

16. Soient f ∈ E0 et x ∈R. Pour tout t ∈ [0,+∞[,∣∣∣∣arctan(t x)
f (t )

1+ t 2

∣∣∣∣É π

2

N0( f )

1+ t 2
.

Car la fonction arctangente est minorée et majorée par
−π/2 et π/2. Or, pour A ∈R+∗ ,∫ A

0

dt

1+ t 2
= [

arctan(t )
]1

0 −→
A→+∞

π

2
.

En particulier,
∫ +∞

0

dt

1+ t 2
est convergente. Par le critère

de comparaison, on en déduit la convergence de∫ +∞

0

∣∣∣∣arctan(t x)
f (t )

1+ t 2

∣∣∣∣ dt .

Par conséquent ∫ +∞

0
arctan(t x)

f (t )

1+ t 2
dt
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est absolument convergente.

17. Soit x ∈R. À l’aide de l’inégalité triangulaire

|Φ( f )(x)| =
∣∣∣∣∫ +∞

0
arctan(t x)

f (t )

1+ t 2
dt

∣∣∣∣
É

∫ +∞

0

∣∣∣∣arctan(t x)
f (t )

1+ t 2

∣∣∣∣ dt

É π

2
N0( f )

∫ +∞

0

dt

1+ t 2

|Φ( f )(x)| É π2

4
N0( f ).

En reprenant le calcul de la question précédente.

18.a) Soit x ∈R Comme la fonction arctangente est impaire :

g (−x) =
∫ +∞

0

arctan(−t x)

1+ t 2
dt =

∫ +∞

0
−arctan(t x)

1+ t 2
dt =−g (x)

La fonction g est impaire.

De plus, la question précédente donne la majoration par
π2/4.

18.b) Soit x ∈R+∗

π2

4
− g (x) = π

2

∫ +∞

0

1

1+ t 2
dt −

∫ +∞

0

arctan(t x)

1+ t 2
dt

=
∫ +∞

0

1

1+ t 2

(π
2
−arctan(t x)

)
dt

=
∫ +∞

0

1

1+ t 2
arctan

(
1

t x

)
dt .

Par une étude fonction, on prouve :

∀α ∈R+ |arctan(α)| É α.

Enfin par croissance de l’intégrale∣∣∣∣∣π2

4
− g (x)

∣∣∣∣∣É
∫ +∞

0

1

t x
· 1

1+ t 2
dt

É 1

x
· Cste.

Par le théorème d’encadrement

g (x) −→
x→+∞

π2

4
.

19. L’intégrande est continue.
• En +∞, on dispose par les croissances comparées de

ln t

1− t 2
= o+∞(t−3/2).

Par les critères de Riemann et de comparaison, l’intégrale
est convergente en +∞.

• En O+, on dispose de l’équivalent

ln(t )

1− t 2
∼ ln(t )

Or l’intégrale
∫ 1

0 ln t dt est convergente, par le critère
d’équivalence des intégrales de fonctions négatives, l’inté-
grale est convergente.

Ce qui conclut.

20. Comme indiqué, on effectue le changement de variable
u = 1/t strictement décroissant de [1;+∞[ dans ]0;1] et de
classe C 1. L’intégrale obtenue est convergente et∫ +∞

1

ln t

1− t 2
dt =

∫ 0

1

ln 1
u

1− 1
u2

(
− 1

u2

)
du

=
∫ 1

0

− lnu

u2 −1
du

=
∫ 1

0

lnu

1−u2
du

On conclut à l’aide de la relation de Chasles∫ +∞

0

ln t

1− t 2
dt =

∫ 1

0

ln t

1− t 2
dt +

∫ +∞

1

ln t

1− t 2
dt

=
∫ 1

0

ln t

1− t 2
dt +

∫ 1

0

lnu

1−u2
du

= 2
∫ 1

0

ln t

1− t 2
dt .

21. Soit t ∈R\ {1}
n∑

k=0
t 2k = 1− t 2n+2

1− t 2
⇔ 1

1− t 2
=

n∑
k=0

t 2k + t 2n+2

1− t 2

En effet, on reconnaît une somme géométrique de raison
t 2 6= 1. D’où

ln t

1− t 2
=

n∑
k=0

(ln t )t 2k + ln t

1− t 2
t 2n+2.

Par intégration, on obtient le résultat demandé.

22. Soient A, B ∈]0;1[. Procédons par une intégration par par-
ties en considérant les fonctions u et v (de classe C 1) dé-
finies sur [A;B] par

u(t ) = ln(t ) et v(t ) = t 2n+1

2n +1
.

On obtient∫ B

A
(ln t )t 2n d t

=
[

ln t
t 2n+1

2n +1

]B

A

−
∫ B

A

t 2n+1

t (2n +1)
d t

= 1

2n +1

(
ln(B)B2n+1 − ln(A)A2n+1

)
−

∫ B

A

t 2n

2n +1
d t

= 1

2n +1

(
ln(B)(B)2n+1 − ln(A)A2n+1

)
−

[
t 2n+1

(2n +1)2

]B

A

= 1

2n +1

(
ln(B)B2n+1 − ln(A)A2n+1

)
− 1

(2n +1)2

(
B2n+1 −A2n+1

)
Lorsque A → 0+ et B → 1−, il vient∫ 1

0
(ln t )t 2n d t =− 1

(2n +1)2
.

23. Posons pour tout t ∈ ]0;1[

h(t ) = t 2 ln(t )

1− t 2
.
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Par les croissances comparées

h(t ) −→
t→0+

0.

De plus, en reprenant l’équivalent de la question 33

h(t ) −→
t→1

1

2
.

La fonction h est continue sur ]0;1[ et prolongeable par
continuité en 0 et 1. La fonction est donc bornée sur [0;1] :
il existe K ∈R+tel que

∀ t ∈]0;1[, |h(t )| É K.

Puis

∀ t ∈]0;1[,

∣∣∣∣ ln(t )

1− t 2
t 2n+2

∣∣∣∣É Kt 2n .

Par croissance de l’intégrale∣∣∣∣∫ 1

0

ln(t )

1− t 2
t 2n+2d t

∣∣∣∣É K
∫ 1

0
t 2n d t = K

2n +1
.

Comme K/(2n +1) −→
n→+∞ 0, on termine par encadrement

∫ 1

0

ln(t )

1− t 2
t 2n+2d t −→

n→+∞ 0.

24. En passant à la limite n → +∞ dans la question 21, on
obtient ∫ 1

0

ln(t )dt

1− t 2
=−

+∞∑
k=0

1

(2n +1)2
.

En reprenant ensuite la question 20

1

2

∫ +∞

0

ln(t )dt

1− t 2
=−

+∞∑
k=0

1

(2n +1)2
.

25. À l’aide de la question 18 b, on a

1

2

∫ +∞

0

ln(t )dt

t 2 −1
= 1

2
lim

x→+∞g (x) = π2

8
.

On en déduit
+∞∑
n=0

1

(2n +1)2
= π2

8
.

• En distinguant les indices pairs et impairs

+∞∑
n=1

1

n2
=

+∞∑
n=0

1

(2n +1)2
+

+∞∑
n=1

1

(2n)2

=
+∞∑
n=0

1

(2n +1)2
+ 1

4

+∞∑
n=1

1

n2

D’où
3

4

+∞∑
n=1

1

n2
=

+∞∑
n=0

1

(2n +1)2
.

• Et l’on conclut ce sujet par

+∞∑
n=1

1

n2
= 4

3

+∞∑
n=0

1

(2n +1)2
= 4

3

π2

8
= π2

6
.
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