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CHAPITRE 5

Déterminants

La science consiste a passer d’'un étonnement a un autre.

Aristote
Philosophe grec de I'’Antiquité (384-322 av. J.-C), disciple de Platon.

— Déterminant d’une matrice

,—[Déﬁnition 1 (Application multilinéaire, antisymétrique)] N\

Soit f: #,,(K) — K, une application. On dit que :

— f est multilinéaire si pour tout i € [1, n], toute famille de matrices colonnes (Cl, ..,Ci,..o, Cn),
toute colonne C; de .4, (K) et pour tout A €K, ona

flleir1 ACi+G 1G]] =Af([Cul - 1Cil 1G]+ F[Cal - 1Tl -+ 1Ca )
i-ieme colonne

— f est antisymétrique si le signe est inversé quand on permute deux colonnes.
Autrement dit, si pour tout (i, j) € [1, n)? avec i # j, toute famille de colonnes C,...,C, € K", ona:

flleur-1cit-1cit 1)) ==f([ il 1C;1 - 1CiT -+ 1Ca ).

Remarques. Soit f: 4,(K) — K.
* Si f est antisymétrique et si A € .4, (R) contient deux colonnes identiques, alors f(A) = 0.
* Si f est multilinéaire et antisymétrique et si A € .4, (R) est non inversible, alors f(A) = 0.

Exemple. On vérifie que I'application f: € > (R) — ad — bc € R est multilinéaire et antisymétrique.

a ¢
b d

On peut montrer que 'ensemble des formes multilinéaires antisymétriques sur .4, (R) constitue une droite vec-
torielle. On en déduit la proposition/définition suivante :

,—[Théoréme 2 (définition du déterminant)} <

Il existe une unique application f : 4, (K) — K vérifiant :
i) f est multilinéaire; ii) f est antisymétrique; iii) f(I,)=1.

Cette application est appelée déterminant sur .4/, (I<). On note alors det(A), le déterminant de la ma-
trice A.




Exemple. Par unicité, on retrouve bien que 'application déterminant est donnée par :

det =ad - bc.

a c
b d
Remarques.

¢ Le déterminant se note fréquemment avec des barres verticales :

agr o din (5 IR S W)

det : : =

ap,1 - Qnn apy -t Apn

e On peut donner une formule générale :

det(d) = Y €[] aoq,i

eSS, i=1

ol &,, désigne 'ensemble des permutations de [[1; n]], et €(0) € {—1; 1}, la signature d’'une permutation. Notons surtout
que le déterminant est une fonction polynomiale en les coefficients de la matrice. On peut expliciter ce produit pour
n =3, on obtient alors la régle de Sarrus :

= ae] +bfg+cdh—ceg—afh—-bdj
v
diagonales descendantes diagonales montantes

n Propriétés du déterminant

2.1 Les opérations élémentaires

o S Q
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,—[Théoréme 3 (opérations élémentaires et déterminant)] \

Soient A e K, A€ 4, (K) et i, j € [1,n] distincts.

—  Léchange des colonnes C; < C; dans A change le déterminant en son opposé.
—  SiA#0,'opération élémentaire C; — AC; dans A multiplie le déterminant par A.

—  Lopération élémentaire C; — C; + AC; dans A ne change pas le déterminant.

Remarque. Ces opérations élémentaires peuvent s’obtenir par des produits matriciels :
— Sionnote A, la matrice obtenue a partir de A en effectuant I'opération C; — C; (échange), alors

A=P;jA ou P;;=1,-E;;—Ej;+E;;j+Ej;.
— Sion note A, la matrice obtenue a partir de A en effectuant I'opération C; — AC; (dilatation), alors
A= D;(MA ou D;(A)=Diag(l,...,1,A,1,...1) =1, +AE; ;.
— Si on note A, la matrice obtenue 2 partir de A en effectuant I'opération C; — C; + AC; (transvection), alors
A=T;;(MA ou T;;(A)=I,+AE;;.

e Conséquences: Soient A € K, A € 4, (K).
— Si An’est pas inversible, alors det(A) =



— det(AA) = A" det(A).
— Le déterminant d'une matrice diagonale est le produit de ses coefficients diagonaux.

Rappels : méthode de Gauss pour des matrices inversibles
* Alaide du pivot de Gauss, on montre que toute matrice inversible A peut étre transformée, par une suite de trans-
vections sur les colonnes, en une matrice diagonale.
e Side plus A est triangulaire inférieure ou supérieure, alors on peut choisir ces transvections de maniére a laisser la
diagonale de A inchangée.

Le deuxiéme point donne directement :

Proposition 4 (déterminant d'une matrice triangulaire)}

Le déterminant d'une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

2.2 Déterminant : produit et inversibilité

,—[Théoréme 5 (caractérisation des matrices inversibles)j N\

Une matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

\.

,—[Théoréme 6 (déterminant et produit matriciel)} .

Soient A, B, C € ., (K) avec C inversible.

1
" det(C)’

det(AB) = det(A)-det(B) et det(C™')

On en déduit que pour tout p € N et toute matrice P de .4, (K) inversible

det(A”) = (detA)” et det(P 'AP)=detA.

A Attention. Lapplication déterminant n’est pas linéaire. En général : det(A + B) # det(A) + det(B).

2.3 Invariance par transposition

Notation. En ECG, la transposée d’'une matrice A est notée ‘A. Dans la suite, on utilisera plutot la notation des
filieres plus scientifiques : AT.

Proposition 7 (déterminant et transposée)]

Soit A € 4y (R).
det(A) = det (A").
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