CHAPITRE 5

Déterminants

La science consiste a passer d’'un étonnement a un autre.

Aristote
Philosophe grec de I'’Antiquité (384-322 av. J.-C), disciple de Platon.

— Déterminant d’une matrice

DEFINITION Application multilinéaire, alternée

Soit f: M, (K) — K, une application.

Onditque | — [ est multilinéaire si pour tout i € [1, n], toute famille de matrices colonnes (Cy,...,Cj,...,Cy),
toute colonne C; de 4(y,1 (K) et pour tout A\ €K, ona

flleur-1 MG+ 1G] =Af([Cil - ICil - 1Ca ]|+ f([Cal - 1Til -+ 1Ca ).

i-ieme colonne

— f estalternée si le signe est inversé quand on permute deux colonnes.
Autrement dit, si pour tout (i, j) € [1, nl? aveci # Jj, toute famille de colonnes Cy,...,C,e K", ona:

flleut = 1Cit 1G5 1 1Ca])==F([Cal -+ 1Cj1 -+ 1Ci | -+ 1Cn ).

Remarques. Soit f: 4,(K) — K.
¢ Si f estalternée et si A € .4, (R) contient deux colonnes identiques, alors f(A) = 0.
* Si f est multilinéaire et alternée et si A € .4, (R) est non inversible, alors f(A) = 0.

€ M>(R) — ad — bc € R est multilinéaire et alternée. En effet, f est alternée car

]) =(a+d)d—c(b+b)=ad—bc+dd-b'c

Jorll o al)

Comme f est alternée, on a la linéarité par rapport a deuxieme colonne. D’ou la multilinéarité.

Exemple. Lapplication f :

a c
b d
pourtous @, b, ¢, d €R

a c a

f( b 2]):ad—bc=—(bc—ad)=—f([d b

De plus, f est linéaire par rapport a la premiére colonne. Pour a, b, ¢, d€R, @, b’ € R

|

a+d ¢
b+b d

a c a c
b d b d

v

1



On peut montrer que I'ensemble des formes multilinéaires alternées sur ., (R) constitue une droite vectorielle.
On en déduit la proposition/définition suivante :

THEOREME définition du déterminant
Il existe une unique application f : 4, (K) — K vérifiant :

i)  f est multilinéaire;
ii)  f estalternée;
jii) fdy)=1.

Cette application est appelée déterminant sur 4/, (K). On note alors det(A), le déterminant de la matrice A.

Résultat admis.

Exemple. Par unicité, on retrouve bien que I'application déterminant est donnée par :

det =ad - bc.

NV o

a
b

En effet, on a vu que I'application est linéaire, alternée et det(I) =1x1-0x0=1.

Remarques.
¢ Le déterminant se note fréquemment avec des barres verticales :

a, o Ain a o Qin
det : : =

ap,1 ** Qpn ap1 - Qnn

* On peut donner une formule générale :

detd) = Y €@ [] avw),
i=1

0eS,

ol &, désigne '’ensemble des permutations de [[1; n]], et €(0) € {—1; 1}, la signature d’'une permutation. Notons surtout
que le déterminant est une fonction polynomiale en les coefficients de la matrice. On peut expliciter ce produit pour
n =3, on obtient alors la regle de Sarrus :

= ae] +bfg+cdh—ceg—afh—-bdj
v
dlagonales descendantes diagonales montantes

n Propriétés du déterminant

2.1 Les opérations élémentaires

o S Q
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THEOREME opérations élémentaires et déterminant
Soient A €K, A€ M, (K) eti, j € [1,n] distincts.
—  Léchange des colonnes C; — C; dans A change le déterminant en son opposé.

—  SiA#0, lopération élémentaire C; — AC; dans A multiplie le déterminant par \.

—  Lopération élémentaire C; — C; + AC; dans A ne change pas le déterminant.

Remarque. Ces opérations élémentaires peuvent s’obtenir par des produits matriciels. Si on note (E; ;), la base cano-
nique de .4, (R) constituée des matrices élémentaires, on a:
— Sionnote A, la matrice obtenue a partir de A en effectuant I'opération C; < C; (échange), alors

A=AP;; ou P;;=1,-E;;—E;;+E;;+Ej,.
— Sion note A, la matrice obtenue a partir de A en effectuant 'opération C; — AC; (dilatation), alors
A=AD;(A\) ou D;Q\)= Diag(l1,...,1,A,1,...1) =1, + A - 1E; ;.
— Sion note A, la matrice obtenue a partir de A en effectuant I'opération C; — C; + AC; (transvection), alors
A=AT;j(A) ou T;jA)=I,+AE;;.

Précisons que P; j, D;(A) (avec A # 0) et T; j(A) sont inversibles. Elles ne changent donc pas le rang de la matrice.

* Conséquences. Soient A e K, A e 4, (K).

— SiAn’est pas inversible, alors det(A) = 0.

— det(AA) = A" det(A).

— Le déterminant d’'une matrice diagonale est le produit de ses coefficients diagonaux.

Preuve. Soit A = Diag(ds,---,dy,) une matrice diagonale. Procédons par disjonctions des cas.
— Sil'un des coefficients diagonales de A est nul, alors A n’est pas inversible. On sait alors que det(A) =0 = ﬁ dj.
j=1
— Si tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls. A I'aide des opérations élémentaires C i %C j @A, pour jallantde 1 a
j

n,ona
det(A)zdl"dndet(In) =d1"'dn-

Ce qui conclut.

Rappels : méthode du pivot de Gauss pour des matrices inversibles

(%) On montre que toute matrice inversible A peut étre transformée, par une suite de transvections sur les colonnes,
en une matrice diagonale.
(%) Si de plus A est triangulaire inférieure ou supérieure, alors on peut choisir ces transvections de maniere a laisser
la diagonale de A inchangée.

Le deuxiéme point donne directement :

THEOREME déterminant d’'une matrice triangulaire

Le déterminant d'une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

Preuve. — Si A est non inversible. Dans le cas triangulaire, il y a au moins un coefficient diagonal non nul et le produit des
coefficients diagonaux est nul. Or on a vu que det(A) = 0 pour A non inversible. L'énoncé est vérifié dans ce cas.

— SiAestinversible, on peut par des transvections se ramener a une matrice D diagonale avec les mémes coefficients diagonaux
de A. Donc

n = n
detA =detD = [][DI;;(x*) [][Al;1.
i=1 i=1

Ce qui conclut.




Exemples. OnadetD;(A) = A etdet(T; ;(A) = 1.

2.2 Déterminant : produit et inversibilité

THEOREME caractérisation des matrices inversibles

Une matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Preuve. On a déja établi que si la matrice A est non inversible alors det(A) = 0.
Réciproquement, supposons A inversible. D’apres (%), A se transforme par transvections en une matrice diagonale D. On a donc

n
det(A) = detD = ] [D];;.
i=1

(ici A et D n'ont pas nécessairement les mémes coefficients diagonaux). Or on a remarqué que les transvections ne changent pas
lerang:
rgD=rgA=n (carAinversible).

Donc D est inversible. D’apres ce qui précede, detD # 0. On a bien la réciproque.

]
THEOREME déterminant et produit matriciel
SoientA, B, C € 4, (K) avec C inversible.
det(AB) = det(A) - det(B) det(C™) !
et = det(A) -det et dadet = 5
det(C)
Preuve. « SiAn'est pas inversible, alors le produit AB non plus. Dans ce cas, on a bien
det(AB) = 0 = det(A) - det(B).
¢ Supposons maintenant que A est inversible. Son déterminant est non nul et on peut considérer I’application
Me At (R det(AM)
:Me ——¢€
® n® @
On montre que ¢ est multilinéaire et alternée avec ¢ (I;) = 1. Par unicité, on a ¢ = det. On retrouve alors
det(AB) = det(A)@(B) = det(A) det(B).
Le second point est direct car CC™! =1, donc
1= det(I,,) = det(C) - det (C_l).
]

Remarque. On en déduit que pour tout p € N et toute matrice P de .4, (K) inversible
det(A”) = (detA)” et det(P 'AP)=detA.
On traduit la seconde propriété en disant que le déterminant est un invariant de similitude.

A Attention. Lapplication déterminant n’est pas linéaire. En général : det(A + B) # det(A) + det(B).

2.3 Invariance par transposition

Notation. En ECG, la transposée d’une matrice A est notée ‘A. Dans la suite, on utilisera plutdt la notation AT des
filieres plus scientifiques.



THEOREME déterminant et transposée

SoitA € My(R).
det(A) = det (A").

Preuve. Raisonnons par disjonction des cas.
— SiAn'est pas inversible, alors AT non plus. On a donc

det(A") = 0= det(a).
— SiAestinversible. D’apres (%), il existe une matrice M, produit de matrices de transvections (correspondants a des opérations
élémentaires effectuées sur les colonnes de A), telle que A-M = diag(dy,-- -, dy). Dans ce cas, det(A) = ﬁ dj.. Transposons cette
k=1

relation, il vient :
MT-AT = diag(dy, -+, dn)" = diag(ds, -+, dn)

donc det (MT ~AT) = Z:l oy = det(A). Or la transposée d'une matrice de transvection est aussi une matrice de transvection,

donc MT est un produit de matrices de transvection. En particulier det (MT) =1.Donc

det(A) = det (MTAT) = det (MT) det [AT) = det (AT)

24 Développement selon une ligne ou une colonne

DEFINITION Les mineurs, cofacteurs

SoientAe 4, R) eti, j € [[1;n].
— Le déterminant de la matrice oit on a barré la i-éme ligne et la j-eme colonne est le mineur du couple (i, j), on le

notem;,;.
— Le cofacteur du couple (i, j) est leréel A; j = (=1)"" ' m; ;.

développement selon une ligne ou une colonne

THEOREME
Soit A= (ai,j); jeqim € An®) €t (Aij); icq,y 1aliste de ses cofacteurs.
Alors :

i) Ledéveloppement par rapport a la j-eme colonne :
n
det(A) = Z ai il j.
i=1

ii) Ledéveloppement par rapport a la i-eme ligne est :
n
det(A) = Z a; il ;.
j=1

Exemple. Sion développe suivant la seconde ligne :

2 2
4 3

-1 2
5 3

+3 =-6(-13)+3(-2)-14 =58.

-k 5]

La preuve se fait en deux temps. On commence par un premier lemme :



mi mi,n-1 mi,n
mi mi,n-1
V(miji,j : : : =
Mp-1,n ... Mp-1n-1 Mp-1,n

My — oo Mpy_1pn-
0 0 1 n-1,n n-1,n-1

Preuve. Considérons I'application :
Mp-1K)  — K
f: A A *
On—l,l 1

Alors f est multilinéaire, antisymétrique et vérifie f (I,—1) = 1. Par unicité d’'une telle application, on obtient f = det. Ce qui

conclut sur ce premier point.
|

On peut maintenant enchainer pour démontrer I'énoncé sur les colonnes. Précisons tout de suite que par inva-
riance par transposition, on a I’énoncé sur les lignes.

Preuve.
my1 ... mMpj ... M myp ... 0 ... myp mi ... ... mypu O
— — n—
Mmiy e My My =Y m| min o 1o myy | =Y D" m | ompy e my, 1
i= i=1 .
Mpl ... Mpj ... Mpn muy1 ... 0 ... mpp mup1 ... ... MmMpp 0
mi,1 myp 0
=Y D" ED"  m | ; =Y DT my A
i=1 : : |
Mp,1 e oo Mpon 0
mip ... ... My 1
]

n Pratique du calcul du déterminant

Exemple. Calculons, en fonction du parametre x et sous forme factorisée, le déterminant :

1 -1
x 2
X X

d(x) =

— -

La premiere idée est d’utiliser la régle de Sarrus. On obtient alors d(x) = x> — 2x? — x + 2. Mais on obtient alors une
forme développée et il peut étre compliqué (voir impossible si la taille de la matrice excéde 5) de trouver les racines
de d. On privilégiera donc dans la suite de passer par les opérations élémentaires.

x 1 -1 e x+1 1 -1 iZ‘_iz_El x+1 1 -1
dxo=]1 x 2 |72 1+x x 2 |72 0 x-1 3 |=@x+DEx-Dx-2).
1 x x 1+4x x x 0 0 x—-2
<> Soit A € C. Calculer, sous forme factorisée, le déterminant de la matrice d’ordre »n :
E)cf:rc1ce 1 A1 e 1
Ty
&y a=| !
) & o
- 1 1 A

# CeDetl



+4 Soient P(X) = X" + ap_1 X" L+ + a1 X+ ag € RIX] et la matrice

A 0 0 - 0 -a
Exercice 2 1 0 0 —aq
v, c=| 01 0 -a
—
]\J v N - .
4 0 0 - 1 =—ay

1. Justifier que det(C) = (—1)"ayp.

2. Généraliser en montrant que det(C — Al,;) s’exprime a l'aide de P(A).
# CeDet2

n Déterminants d’une famille de vecteurs, d’'un endomorphisme

41 Déterminant d’une famille de vecteurs

DEFINITION déterminant d’'une famille de vecteurs dans une base

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie n dont 98 est une base et & = (uy,--- , u,) une famille de n vecteurs de
E.

Le déterminant de la matrice de la famille & dans la base 2 est appelé déterminant de la famille & dans la base 23,
noté detgg (uy, -, Up).

A Attention. Le nombre de vecteurs de la famille doit étre égal a dim(E).

Exemple. detg(2A) =1.

THEOREME caractérisation des bases

Une famille de n vecteurs deE est une base si et seulement si son déterminant (dans n'importe quelle base) est non nul.

Preuve. C’est une conséquence directe de la formule de changement de bases. -

Exemple. Dans R3[X], on pose % = (1,X,X?,X3), la base canonique et on considére la famille

P =X+X2+X3, P=1+X°+X>, P3=1+X+X> et P,=1+X+X%

En reprenant I'exercice précédent detg (P1,P2,P3,Py) = =-3#0.

—_— -
—_ -0
— O
O =

Ainsi, la famille (P, P, P3,P,4) est une base de R3[X].

+ Les questions sont indépendantes

Exercice 3 1. Soit % = (ey,...,en), une base de E. Pour tout i € [[1;n]], on pose u; = Y ey.. Bst-ce que la
k=1

v ( famille (uy,..., u,) est une base de E?
¥ J/ 2. Justifier que si 98 et € sont deux bases orthonormées de E, alors pour toute famille & a n
I . vecteurs de E, on a

detgg (F) = idet<g (F).

# CeDet3
Interprétation géométrique
— Soit &, la base canonique de R2. Soient u, v € R?, et &y,p 'aire du parallélogramme engendré par u et v, alors

-Q{u,v =|detg(u, v)|.



— De méme qu’en dimension 2, on montre que pour 23, la base canonique de R3

|detg (u, v, )| =7 (u, v, w)

ol ¥ (u, v, w) désigne le volume du parallélépipede formé par u, v et w trois vecteurs de R3.

4.2 Déterminant d’'un endomorphisme

DEFINITION déterminant d'un endomorphisme

Soit @, un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension finie n.
Le déterminant de la matrice Mg (@) de ¢ dans la base 2 est indépendant de la base % choisie.

Ce nombre est appelé le déterminant de 'endomorphisme ¢, noté det(yp).

Exercice 4
~ a . . | M ©) — RO
VL!L, / 4 SoientneN* et@: { M _ MT . Donner det(¢p).

# CeDet4

Quelques regles de calculs
A partir des relations vues précédemment sur le déterminant de matrices et des formules de changement de bases,

on montrer que :

Si | — (u1,---,uy) estune famille de n vecteurs de E;
— f, g sont des endomorphismes de Eet A € K;

Alors:
i) det(Og(E)) =0, det(Idg) = 1.

ii) detg (f(w1),-, f(up)) = det(f) detgg (w1, -+, un).
iii) det(fog) =det(f)- det(g).
iv)  f estbijectif si et seulement si det(f) # 0. Dans ce cas, det(f~!) = 1/det(f).
Remarque. Soient f € Z(E) et & = (ey,...,e,) une base de E. La famille (ey, es,...,e;,) engendre un parallélépipede

en dimension n de volume 1, et det(f) = dety ((f (e1),..., f (ex)) estle volume du parallélépipede f (e1),..., f (en).



4 f‘ ° - "
4 \\I /-
\ 2 Exercices (5
1 & 4
Exercice 5. 4 Déterminer I'ensemble des x € R tels que la matrice My ci-dessous soit inversible : # CeDet5
2 4
Me=| 1 x x* |ez®.
5 25
Exercice 6. 4 Soient sp,...,s, € R. Calculer le déterminant suivant : # CeDet6
ST e . S1
S2 ... $o
S1 S22 ... Sp
Exercice 7. 4 Soit A le déterminant de taille n suivant : # CeDet7
3 1 0 0
2 3 1
An=lo 2 3 0
: . . |
0o ... O 2 3

1. Démontrer que, pourtout n=1,0onaAy4+2 =3A,41 —2A4.
2. En déduire la valeur de Aj, pour tout n = 1.

Exercice 8. 4 Calculer le déterminant de la matrice # CeDet8
a+b ab 0 e 0

1 a+b ab

Mp(a,b) = 0 1 0
: . a+b ab
0 ‘e 0 1 a+b
Exercice 9. 44 SoitA= (a,-’j) € My (®). On note A(x) la matrice dont le terme général est a; j + x. # CeDet9

1. Montrer que la fonction x — det(A(x)) est une fonction polynémiale de degré inférieur ou égal a 1.
2. Applications.

a) Pour a et b deux réels distincts et ay, ..., a, € R, en déduire la valeur du déterminant suivant

ap a ... a
b (0]

a
b b ap

b) Soit A € 4>, (R) une matrice alternée et soit ] € 4>, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Démontrer que, pour tout
x € R, det(A + xJ) = det(A).



Exercice 10. ¢4 Pour a, b, c € R, on pose # CeDet10

a ¢ c
b a
d(a,b,c) =
: c
b b b a
De plus, pour x € R, on pose P(x)=d(a+x,b+x,c+ x).
1. Justifier que P est une fonction polynomiale de degré au plus 1.
2. En déduire, pour b # ¢, la valeur de d(a, b, ¢).
3. Traiterle casou b =c.
Exercice 11. 44 Déterminant de Vandermonde # CeDetl1
Soit n € N*. Pour tout ay,..., an € K, on considére le déterminant :
a ap an
a? as? a
V(ay,...,an) = det 1 2 n
aln—l azn—l a n-1
Le but de I'exercice est de d’établir la formule : V(ay,...,an) = H (aj - ai) .
1<i<js<n

1. Preuvel
a) Vérifier que la formule est vraie si deux des a; sont égaux. Dans la suite, on les supposera donc distincts.

b) En faisant des opérations élémentaires, montrer la formule suivante avant de conclure.
n
V(ai,...,an) =V(az,...,an) [[ (@i —a1)  (»)
i=2

2. Preuve?2
a) Soit X une indéterminée, vérifier que V(X, ay, ..., ap) est un polynome en X de degré n — 1.
b) Calculer son coefficient dominant et préciser ses racines évidentes.

c) Retrouver la formule (e).
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