CHAPITRE ].

Valeurs propres et vecteurs propres

Une idée qui ne peut servir qu'une seule fois est une astuce. Sinon,
elle devient une méthode.

GEORGE POLYA
Mathématicien américain d’origine hongroise
et suisse (1887-1985).

Ce chapitre est un préliminaire a la réduction des matrices et endomorphismes de dimension finie qui est un des
objectifs du programme de deuxiéme année. Il sera complété par le chapitre « diagonalisation ».
Le chapitre commence par des rappels de premiére année sur des polyndmes d’endomorphismes et de matrices pour
ensuite définir la notion de valeur propre et de vecteur propre.

n Rappels : polyndmes d’endomorphismes et de matrices

Rappelons que pour un endomorphisme ¢ de E, les applications ¢? = @ o @, ¢> = po@o ... sont parfaitement
définies et linéaires. Les puissances de ¢ sont les applications :

@’=idg et pourtoutneN*, @"= @o---0@ .
——

n compositions

Remarque. Comme pour les matrices, il existe une version de la formule du bin6me de Newton dans le cas des
endomorphismes. Soient ¢, W € Z(E) qui commutent (¢ oW = o ). Alors pour tout entier naturel p,

p
p . .
@+y)P =(@+y)o(@+y)o-o(p+y)=} (i)(plowp i
i=0
Exemple. Calculons les puissances de 'endomorphisme de R? :
RZ — R?
i { X)) — @x+y2y).

Remarquons que ¢ = 2idg2 +, o1 Y est 'endomorphisme défini par y(x, y) = (3,0) pour tout (x, y) € R2.
Or, 1|12 est 'application nulle. En effet, pour tout (x, y) € R2,

¥ (00 1) = w(wx ) = w((,0) = 0,0).
Puis, pour tout k€N, k > 2, yk =y oyk 2 =04 q.
Comme les endomorphismes 2idg2 et  commutent, la formule du binéme de Newton permet d’écrire :

n

2
" = Qidg+y)" =) (Z)(zidw)"kowk =y (Z)(Zidmzz)"’“ow"

k=0 k=0

n n
(0)2”idR2 oy + (1)2"—1 idge oy = 2" idge +n2" 1y

1



Autrement dit, pour tout (x, y) € R? et tout n € N,

90" ((x, ) =2""12x+ny,2y).

DEFINITIONS polynéme de matrice, d’endomorphisme

SoientP(x) = ‘)E a; x'eR[x], A€ M (R) et e Z(E).

i=0

* Le polynome de matrice P(A) est définipar  P(A) = E a;Al € My(R).
i=0
Un polynémeP est annulateur de A siP(A) =0,,.

* Le polynome d’endomorphisme P() est défini par P(p) = f a; ' € £L(E).
i=0
Un polynémeP est annulateur de ¢ siP(¢p) = 0 ).

Regles de calculs
On démontre que pour tous A € R, P,Q € R[x],
(AP)(A) =APA) et (P+Q)(A)=P(A)+Q(A).
Retenons également la propriété de commutativité :
(PQ)(A) =P(A)Q(A) = QA)P(A) = (QP)(A).

On a de méme avec des endomorphismes

(AP)(@ =AP(¢),  (P+Q)(®) =P(@)+Q(p) et (PQ)(®)=P(¢)oQ(¢) = Qp)oP(¢) = (QP)(y).

Exemple. Reprenons!'exemple de ¢ € & (R?%) défini par (p((x, y)) =(2x+y,x).
Vérifions que le polynome P défini par P(f) = t? — 2t — 1 est annulateur de . Soit (x, y) € R?,

¢*((x,y) = tP(tp((x, y))) = ¢(2x+y,x)
= (2@x+y)+x2x+y) = Gx+2y,2x+Y);
-2¢((x,y)) = (—4x-2y,-2x);
—idg(x,y) = (=x,-Y).
¢*((5,1) -20((x, ) —ide(x, ) = (©0,0).

Comme ceci est valable pour tout (x, y) € R?, on écrit simplement ¢? — 2¢ —idg = 0 P[®2)-

Exercice 1
P 4+ % & Existence d’'un polynéme annulateur
;L\‘, Y, Soit A € 4, (R). En étudiant la famille (I,,A,...,AP) pour un entier p bien choisi, montrer que

| & A admet un polyndme annulateur.

o

Ex}(,ermce 2 44 Exemples Les questions sont indépendantes.

1. Donner un polynéme annulateur 4 'endomorphisme ¢ : P € Ry, [x] — P’ € Ry, [x].
\ 2. Méme question avec Y : P € R, [x] — P(x +7) € Ry [x].

On pourra remarquer que Y (P) —P € Ry 1 [x].

g
&

p-23]

P-4
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Exemples. Polynomes d'une matrice diagonale, triangulaire.

dl 0 0 n % *

0o . :
Posons: D= et T=

: ) 0 *

0 0 d, 0 0 tn

P(d)) O 0 P(ry) = *
Alors PD) = 0 - : et P(T)= 0
0 -« 0 P(dy) 0 -~ 0 P(tp)

Remarque. Noter que si tous les coefficients diagonaux d; sont racines du polyndéme P, alors P est un polyndme

annulateur de D.
Les questions sont indépendantes.

. +4
Exercice 3
1. & Soient A, B, deux matrices carrées semblables.
v L‘f/ Montrer que tout polynome annulateur de A est annulateur de B. p.23
1 = 2. & Soient Ae.#,(R) et P € R[x] annulateur de A.
- Montrer que si P(0) # 0 alors A est inversible.
#VP3
PROPOSITION polynéme d’endomorphisme, de matrice
Soient E un espace vectoriel de dimension finie dont 98 est une base et ¢ un endomorphisme deE.
Pour tout ke N,
Matg ()~ = Matg (¢").
Plus généralement, pour tout P € R[x],
P(Matgg ((p)) = Matg (P(¢)).
Preuve. * Le premier point s’'obtient par un raisonnement par récurrence sur k a partir de la formule
Matgg (9% 1) = Matgg (9 0 ) = Matg () - Mat g (¢).
¢ Le second point découle du premier et de la linéarité de 'application ¢ — Matgg (). -

n Valeurs propres, vecteurs propres, cas matriciel

2.1 Premiéres définitions

DEFINITIONS valeurs propre, vecteur propre

SoientA€ Mp(R), \eR etX € Mp,1(R).
On dit que \ est une valeur propre de A et queX est un vecteur propre pour A associé a la valeur propre A si

AX=AX et X#0,).

Exemple. Posons 1 3 o0 0 1 2
A= -2 0 et X=[0/|, Y= , Z=| 2 |,
-1 -2 0 1 -1 1



de sorte que

AX=0-X, AY=Y et AZ=-27.

Comme X, Y et Z sont des matrices colonnes non nuls, 0, 1 et —2 sont valeurs propres de A.

A Attention. Un vecteur propre est toujours non nul.

Editeur

DEFINITION spectre
SoitA € My, (R).
Le spectre de A, noté Sp(A) est l'ensemble des valeurs propres de A.
Exemple. En reprenantl’exemple précédent, {0;1; -2} < Sp (A).
Python. Voici le code pour obtenir une approxima-
tion des valeurs propres.
% >>> # script ezecuted
(7]
import numpy.linalg as al g [ o 1 -2.]
# On importe la sous-bibliothéque o : : :
linalg
A=np.array([[1,3,0],[0,-2,0],[-1,-2,0]1)
# On défintt la matrice A
print (al.eigvals (A)) Selon ce calcul, -2, 0 et 1 sont toutes les valeurs
propres de la matrice A. On conjecture donc
que Sp (A) = {-2;0;1}.
2.2 Caractérisations des valeurs propres
THEOREME caractérisation avec P'inversibilité

Soient A € 4, (R) et A € R. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) Leréel A est une valeur propre deA.

i) La matrice A— A1, n'est pas inversible.
Autrement dit, Sp(A) est l'ensemble des réels A pour lesquels la matrice A— A1,, n'est pas inversible.

Preuve. Soit A € R.
3IX€ Mu 1R\ {0y,1), AX=AX

—
—  IXedy1®\ {041}, A-A)X=0,
<  Ker(A-Alp) #{0p,1}

< A-Al, nestpasinversible.

A€ Sp(A)

La derniere équivalence est une conséquence de la formule du rang.

Remarque. En particulier, 0 est valeur propre si et seulement si, la matrice A n’est pas inversible.

COROLLAIRE matrices triangulaires

SoitA € M, (R).
Si A est une matrice triangulaire,

alors les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux de A.




Preuve. Notons A = (a;}) ;, el ny2 Soit AeR. La matrice A — Al est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont les réels a;; — A
ou i€ [[1;n].
11 suffit ensuite de rappeler qu'une matrice triangulaire n’est pas inversible si et seulement si au moins 1'un de ses coefficients

diagonaux est nul. -

A Attention. C’est grossierement faux si la matrice n’est pas triangulaire.
0 1

On pourra par exemple, vérifier que [1 0

l n'admet aucune valeur propre réelle.

2.3 Les sous-espaces propres E) (A)

DEFINITION Ex(A)

Soit A € M, (R). Pour tout réel A, on pose

Ex(A) = {X€ M, R) | AX=AX}.

En remarquant que E, (A) = Ker (A—Al,;), on en déduit que :

PROPOSITION structure de E) (A)

SoitA € M, (R). Pour tout A € R,
* E)(A) est un sous-espace vectoriel de 1 (R).

*  Ex(A) #1{0y,1} si et seulement si A est une valeur propre deA.

Remarque. La formule du rang donne alors dim (Ej (A)) +1g(A—AlL,) = n.
Vocabulaire. SiE)(A) # {0,,1} alors on parle de Pespace propre associé a la valeur propre A. Dans ce cas,

1<dim(Ey(A) < n.

Exercice 4
4+ & Soient A, Be 4, ([R).
Y J Montrer que si A et B sont semblables alors Sp(A) = Sp(B) et les sous-espaces propres sont de P-4
1 - méme dimension.

# VP4

Exemple. Le cas diagonal.
Si A est une matrice diagonale, alors les valeurs propres de A sont exactement les coefficients diagonaux de A et pour
A € Sp(A), la dimension de E) (A) est égale au nombre de fois o1 A apparait sur la diagonale de A.

44 % Vrai ou Faux?
Pour tous A€ 4, (R) et A\ eR,
Exercice 5 1. SiAe€Sp(A)alors A? € Sp(A?).
~ 2. Si A% € Sp(A2) alors A € Sp(A).
,\f 3. Sp(a) =Sp(‘A).
- 4. Ey(A) =E, (“A).
5. dim (Ey (A)) = dim (E) (“A)).
6. SiAestinversible, A € Sp(A) ssiA~! € Sp(A~1h).

X p'@

NN YR NEN
X

# VP5
Exercice 6 + & & SoitAc #y(R).

Na 1. Montrer que sila somme des coefficients de A sur chaque ligne vaut 1 alors 1 est valeur
ka/ propre de A. p-29

L > 2. Est-ce encore vrai sila somme des coefficients de A sur chaque colonne vaut 1?
#VP6



n Valeurs propres, vecteurs propres, cas des endomorphismes

3.1 Définitions et exemples

Reprenons et adaptons les définitions au cas des endomorphismes d'un espace vectoriel E.

DEFINITIONS valeur propre, vecteur propre, spectre

Soitp € Z(E).
e Soient A € R et u € E. On dit que \ est une valeur propre de @ et que u est un vecteur propre pour @ associé a la
valeur propre \ si

@) =Au et u#0g.

e Lensemble des valeurs propres de @ est le spectre de @, il est noté Sp(¢).

Exemple. Posons u=(1,0,-2,), v=(0,0,1), w=(1,1,-2) et
RP - R
(p:{ (x,3,2) — (x+2y,3y,2x—4y+22)

On a () = u, p(v) =2v et 9(w) = 3w. Comme u, v et w sont non nuls, 1, 2 et 3 sont trois valeurs propres de ¢.
C’est-a-dire, {1;2;3} = Sp(¢).

Remarque. Le vecteur u (non nul) est un vecteur propre de ¢ si et seulement si la droite vectorielle Vect(u) est stable
par ¢.

Preuve. Raisonnons par double implication.
Si u est vecteur propre de ¢ alors pour tout v = pu € Vect(u),

@) = e(uu) = pe(u) = pAu € Vect(u).

La sous-espace Vect(u) est stable par ¢.
Réciproquement, si Vect(u) est stable par ¢ alors ¢(u) € Vect(u). Autrement dit, il existe A € R tel que ¢ (u) = Au. C'est-a-dire
u (non nul) est vecteur propre de .

[ ]
4+ Exemples Les questions sont indépendantes.
Exercice 7

On pose ) Rplxl  —  Rplx] ot ] €CRR — ECRR)

o & P 1 P — P2p : f — f.

\. &7 p.@
1 -~ 1. & Ftudier les valeurs propres de I’endomorphisme .
2. & Montrer que tout réel est valeur propre de .

Remarque. Soit A € .4, (R). Considérons I'endomorphisme

. -/%n,l(R) - n,l(R)
PA: X - AX

Les valeurs propres (et vecteurs propres) de @, correspondent exactement aux valeurs propres (et vecteurs propres)
de la matrice A.

DEFINITION - PROPOSITION Ex (@)

Soient @ € £(E) et A € R. On définit le sous-espace vectoriel E) (p) deE par

Ex(p) ={u€El@u) = Au} =Ker (¢ —Aidg).




Remarques.

e Pour tout A € R, E) () est un espace stable par ¢.

* E) () est bien un s.e.v de E puisque c’est le noyau d'une application linéaire.

e Si A est une valeur propre, on dit que E, () est 'espace propre associé a la valeur propre A.

3.2 Précision en dimension finie

THEOREME lien matrice et endomorphisme

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, p € £ (E), u € E et 28, une base deE.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base 9.
— A =Matg(y), la matrice de l'endomorphisme ¢ dans la base 2.

Alors, u est vecteur propre de l'endomorphisme ¢ pour la valeur propre A si et seulement si U est vecteur propre de la
matrice A pour la valeur propre A.

Preuve. Nous avons vu (théoreme page 22) que AU est la matrice colonne des coordonnées de ¢(u) dans la base 28. Ainsi

AU=AU < ¢ =Au.

Application. Soient A et B deux matrices semblables. Elle représente le méme endomorphisme ¢ dans des bases
différentes. On retrouve alors

Sp(A) = Sp(y) = Sp(B) (voir exercice[d).

PROPOSITION caractérisations en dimension finie

Soient ¢ € £ (E) avecE de dimension finie et A € R. On a l'équivalence entre les énoncés suivants.

i)  Leréel A est valeur propre de .
ii) Lendomorphisme ¢ — Aidg n'est pas injectif.
iiliy Lendomorphisme @ — \idg n'est pas bijectif.

iv) rg(¢—Aidg) <dimE.

Preuve. Raisonnons par équivalences. Soit A € R.

JueE\{Og}, @) =Au
JueE\ {OE}, ((p—)\idE) (u) =0g
Ker (¢ — Aidg) # {Op}
¢ — Aidg n'est pas injective
@ — Aidg n’est pas bijective car ¢p — Aidg est un endomorphisme de dimension finie
¢ — Aidg n'est pas surjective
Im (¢ - Aidg) #E
rg (¢ — Aidg) < dim(E) car Im (¢ — Aidg) < E avec égalité si et seulement si
il y a égalité des dimensions.

A€ Sp(¢)

pgpoognne




3.3 Précisions pour des endomorphismes remarquables

Les homothéties

Pour rappel, une homothétie de E de rapport A € R* est I'application

E—>

)\ldE:{ u - A

* Le polyndme P d’expression P(x) = x — A est un polyndme annulateur de 'homothétie de rapport A.

¢ Tout vecteur non nul de E est vecteur propre pour la valeur propre A.

Exercice 8
P 444 % Laréciproque
;L\', / Soit ¢ € Z(E) non nul tel que tout vecteur non nul est vecteur propre de ¢. p.25]
| & Montrer que ¢ est une homothétie.
#VP8
Les projecteurs
DEFINITION (RAPPEL) projecteur
Soient E un espace vectoriel etF, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.
UG u - oo . s .
““““ o Ainsi, pour tout u € E, il existe une unique décomposition
U = Ug + ug ot (ug, ug) € F x G. On pose
E ugp JE — E
p: U — Up
/G
Cette application est linéaire, elle est appelée le projecteur sur F parallelement a G.
Remarque. On montre que p est un projecteur sur F = Im(p) parallelement a G = Ker(p). En particulier, le noyau et
I'image d'un projecteur sont supplémentaires dans E.
Im(p) ® Ker(p) =E.
Exercice 9 R
< ( 1. Savez-vous prouver cette remarque? ")
\. & p-
| & 2. Vérifier que idg —p est un projecteur. Préciser ces éléments caractéristiques.
#VP9
THEOREME caractérisation d’un projecteur

Soit p : E — E une application. Les énoncés suivants sont équivalents.

i)  p estun projecteur.

ii) pestlinéaireetpop=p.

Résultat admis.
Spectre d’un projecteur.
Soit p € Z(E) un projecteur. Soient F,G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E de sorte que p soit le
projecteur sur F parallélement sur G. Afin que F et G ne soient pas réduit a {Og}, on suppose dans la suite que p # 0. ¢ ()
et p #idg.



e Pour tout u € Fnon nul, p(u) = u. Le vecteur u est donc vecteur propre pour la valeur propre 1.
Pour tout © € G non nul, p(u) = 0. Le vecteur u est donc vecteur propre pour la valeur propre 0. On a donc

{0;1} = Sp(p).
Réciproquement, supposons que p admet une valeur propre A associée a un vecteur propre u
pw=Au puis p(pw)= ANu.
Oronaaussi p(p(w) = po p(u) = p(w) = Au. Comme u est non nul, \> =X et A =0 ou A = 1.On adonc
Sp(p) < {0;1}.

En résumé, par double-inclusion Sp(p) = {0;1}.

 Le polynome d’expression x? — x = x(x — 1) est un polynéme annulateur de p. Notons que les valeurs propres de

p sont des racines du polynomes.

e D’apres les résultats précédents sur les projecteurs,
F=Im(p) =E;(p) et G=Ker(p)=Ey(p).
D’olu E=FeG=E;(p)®Eo(p).
Autrement dit, E se décompose suivant les espaces propres de p.

<> Soit @ € R*. On définit les applications :

Exercice 10

1 1
pa:(x,y)E[RZZH (x+ay,ax+a2y)E[R2 et q:(x,y)e[RZH—(x+y,x+y)E[R2.
1+ a? 2

il

A ‘ - : p-E9
\\ g 1. Justifier que les applications p, et g sont des projecteurs.

h - 2. Vérifier que (1, a) est vecteur propre de pg o q.

3. En déduire I'unique valeur a pour laquelle p, o g est un projecteur.

Les symétries

Reprenons E, un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Pour tout u € E, il existe un unique couple (ur, ug) € F x G tel que u = up + ug. On définit alors la symétrie par rapport

a F parallelement a G comme I'application :
s:u€eE— ug—ug€E.

On montre que s est une application linéaire.

4 Les symétries

Exercice 11 1. Faire un dessin similaire au cas des projecteurs pour illustrer la situation.
( 2. Préciser sos. En déduire un polynéme annulateur.

Le 3. On suppose que s # +idg. .4
Etudier les valeurs propres de s et préciser les espaces propres 4 'aide de F et G.

- 4. Soit p le projecteur sur F parallelement a G.
Vérifier que s = 2p —idg. Retrouver les résultats de la question 3.

n Polyndmes et valeurs propres

#VP10

# VP11



THEOREME polynomes et valeurs propres
SoientQ e R[x] etp € Z(E).

Si u est un vecteur propre de @ associé a la valeur propre A,

alors Q@) (1) = Q) - u.

Preuve. Par récurrence, on traite le cas des mondmes P(x) = x¥. Puis, par linéarité, on étend la relation a tous les polynomes.

Exercice 12

¥ v 4 Rédiger cette preuve précisément. p.[25

L &

#VP12

COROLLAIRE valeurs propres et racines
Soientp € £(E),PeR[x] et A eR.

Si | — A estvaleur proprede .
— P est un polynéme annulateur de ¢.

Alors A est une racine du polynémeP.

Preuve. Soit u, un vecteur propre associé a la valeur propre A. D’apres 1'énoncé précédent
P(p)(w) =P\ u.

Or, P est un polynéme annulateur de ¢,
P(@) (1) =0 ) (1) = Og.

Ainsi P(A) u = Og, puis P(A) = 0 car u est non nul (c’est un vecteur propre). En conclusion, A est une racine de P.

Exemple. Soit ¢ € Z(E) nilpotent, c’est-a-dire qu'il existe p € N* tel que ¢” =02 ).
Le polynéme d’expression x” est annulateur de . Il ne peut avoir d’autre valeur propre que 0. De plus, ¢ ne peut étre
injectif, 0 est bien une valeur propre de ¢. Finalement

Sp(¢) = {0}.
Remarques.

e On a des énoncés équivalents avec les matrices.
SiAe 4, R), Qe R[x] et X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors

QX =QMX.
De plus, si Q est annulateur de A, A est une racine de Q.

* Laréciproque du corollaire est fausse. Une racine d'un polynéme annulateur n’est pas nécessairement une valeur
propre. En effet, si P est annulateur de ¢ et a ¢ Sp(y), le polynéme d’expression (x — a)P(x) est encore un polynéme
annulateur. Pour en savoir plus, on pourra consulter I'exercice[35} p.[20]

e Notons que le nombre de valeurs propres d'un endomorphisme de dimension finie est fini. En effet, nous avons
vu en exercice qu'il existe toujours un polynéme annulateur P non nul a 'endomorphisme, il y a alors au plus deg(P)

racines, au plus deg(P) valeurs propres.

10



Exercice 13

{ 4 Soient n € N\ {0;1} et ¢ : M € 4y, (R) — M.
— 1. Donner un polynéme annulateur de ¢ de degré 2. p-7
A\
) & 2. En déduire les valeurs propres de .

# VP13

“ Somme directe de sous-espaces propres

THEOREME somme directe des espaces propres
Soit ¢ un endomorphisme d’'un espace vectoriel E.
Si A1,...,Ap désignent p valeurs propres deux a deux distinctes de @,

alors  lasomme ¥ E), (@) est directe.
i=1

Preuve par récurrence

Preuve. Justifions par récurrence que la propriété

pour tout (u1, U, ..., ug) € Ex, (@) xEy, () x... x Ey, (¢)

. k
P2(k): Yuj=0g = wup=..=u;=0g.
j=1

— Initialisation. La propriété 22(1) est directement vraie.

— Heérédité. Soit k € [[1; p — 1] et supposons £ (k). Soit (u1, U, ..., Uy 1) € Ep (@) x Ep, (@) x... xEy | (@) tels que
k+1
> uj=0g (L.
j=1

Par linéarité de ¢, on obtient
k+1 ) k+1 k+1

0E=(P(0E)=<P(Z uj|=3 (P[uj)z 2 Ajuj
i=1 =1 j=1
k
=2 Njuj At (12)
j=

On effectue ensuite Aj,1L; — Lo pour éliminer le terme en uj,; et obtenir

k
()\k+1 —)\]) u] = OE-
Jj=le————
€E; ()
D’apres & (k), on a
Vj e (L, ()\k+1 —)\j) uj =Og.

Par construction Ay, # Aj, donc uj = Og pour tout j € [[1; k]l. Puis en reprenant Ly, uyq = Og. Dés lors, 2 (k + 1) est vraie si
2 (k) l'est.

— Conclusion. Pour tout k € [[1; pll, 22(k) est vraie. En particulier, on obtient'énoncé avec 2 (p).

Preuve les polynomes de Lagrange
Soient p, n € N*. Soient A1, Ap,---, A, des réels deux a deux distincts, il existe p polynémes, notés L;, tels que
.. s )0 sii#]
Vl)]e [[lrp]]) LI(A])_ﬁl,] _{ 1 Sinon.

11



44 & Existence des polynomes de Lagrange
1. & Prouver cet énoncé avec 'application linéaire

(p:{ Rp-1lx] — RP

Exercice 14 P —  (PA1),PA2),..., P(Ap)).

o
i\ J 2. a) Exemples p-E7
1 — On suppose dans cette question uniquement que p =3 etA; = -1, Ap =0et Az =1.

Préciser les trois polyndmes de Lagrange.

b) Donner I'expression de L; dans le cas général.

3. Justifier que pour tout P € Ry, [x], P(x) = § P(A)L;.
i=1

#VP14

Preuve. Soit (uy, uz, ..., up) € Ex | () x By, () x... x Ej, (@) tel que

p
Z LLjZOE (%)
=1

Montrons que chaque u; vaut Og pour justifier que la somme est directe.
Par définition des espaces propres, pour tout i € [1; pll, ¢ (u;) = Aju;.
Soient Lj, Lo, ..., Lp, les polynémes de Lagrange associés a A1, Ao, ..., )\p (distincts deux a deux). Soit i € [[1; p]l. Pour tout
j €[1; pll, d’apres le théoréme précédent
Li@up)=LiApu;=8;; uj.

Puis par linéarité de I'application L; (),

p p p
L,-up)(Z u;) =Y Lil@p =) 8, j-uj=u;.
j=1 j=1 j=1

Or, par application de I'endomorphisme L ; (¢) sur chaque membre de I'égalité (), on a aussi

p
L; () ( > uj) =L;(¢) (0g) = Og.
=

p
Il vient u; = Og. Finalement, pour tout i € [[1; pll, u; = Og. Lasomme ¥ Ej, () est directe.
i=1

|
COROLLAIRE en dimension finie
Si on suppose de plus queE est de dimension finie, alors
p
Y dim (Ey, () < dim(E).
i=1
Preuve. On sait que
p p
Y E\,(@cE puis dim|}) Ey, (¢)|<dimE.
i=1 i=1
Or la somme des sous-espaces propres est directe,
p p
Y dim(Ey, (@) =dim| )" Ey, (¢)].
i=1 i=1
Le résultat s’en déduit. -

12



COROLLAIRE famille libre de vecteurs propres

Soit @ un endomorphisme deE.

Si les vecteurs uy, uy, ..., u, sont des vecteurs propres de p associés a des valeurs propres distinctes,

alors lafamille (u,, ..., u,) est une famille libre de E.

Preuve. Soient uy, p2, ..., p € Rtels que
M1Uy +H2u2 + ...+ PpUp = OE.

Pour tout i € [[1; pl], W;u; € Ey, (). Comme la somme f E), () est directe, par définition,
i=1

Viell,pl, M;u; =O0g.

Or, pour tout i € [[1; pll, u; est un vecteur propre. Il est donc non nul et y; = 0. Finalement, la famille (u1, uz, ..., up) est libre.

COROLLAIRE majoration du nombre de valeurs propres

Soit @ un endomorphisme deE de dimension finie. Alors le nombre de valeurs propres de @ est inférieur a la dimension
de l'espace :
Card (Sp(¢)) < dim(B).

Preuve. Si X est valeur propre de ¢, dim (E) (¢)) = 1. On a donc la minoration

Y dim(Ex(¢)= Y 1=Card(Sp(y)).
AeSp(e) AeSp(y)

D’ou le résultat d’apres le corollaire précédent en dimension finie.

Remarque. Matriciellement, si A € 4, (R),
Card(Sp(&)) < n.

On a vu, au début du cours, que 0, 1 et —2 sont trois valeurs propres de la matrice

1 3 0
A= 0 -2 0 |edM).
-1 -2 0

On peut donc en déduire qu’il n'y a pas d’autres valeurs propres. D’ou1 I'égalité Sp(A) = {—2;0; 1}.

n Recherche de valeurs propres et vecteurs propres

Cette section détaille les différentes méthodes pour calculer les valeurs propres et les vecteurs propres d'une ma-
trice. Elles sont essentiellement basées sur la méthode du pivot de Gauss.

6.1 Recherche des valeurs propres

Rappelons que :
e Leréel A est valeur propre de A si et seulement sirg(A—Al,) < n.

e Lerang est invariant par transposition et opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.

0 2 -1
Exemple. OnposeA=| 3 -2 0
-2 2 1

13



Soit A € R. Procédons par opérations élémentaires pour se ramener a un systéme triangulaire.

-A 2 -1
rg(A—Alg) = rg|f 3 -2-A 0 L3—1L,;
-2 2 1-A
—32 22 \ 167\ Ls — 2L — AL
= rg —Z —
Y 2 -1 L2<—2L2+3L1
_02 2 22)\ 31 _3):\ L Laf2
= T —_ —
& 0 4-2\ A2—A_2 (et factorisation)
-2 1 1-A
= rg|] 0 1-A 3-3A L, — L3
0 2-A A+DHA-2)
-2 1 1-A
= 1g 0 2-A A+DA-2) Cy —3Cy—-Cs
0 1-A 3(1-A)
-2 * *
1l est inutile de calculer
©gA-Al) = rg| 0 (=2+MA+4) * les coefficients =
0 0 3(1-N) '

Ainsi A est valeur propre si et seulement si rg (A — Alg) < 3. C'est équivalent a

A-2)(A+4)=0 ou 3(1-A)=0.

Finalement Sp(A) ={-4;1;2}.

Remarques.

* Noter bien I'échange I3 — L; au début du pivot de Gauss. C’est particulierement utile pour avoir un pivot qui ne
dépend pas de A.

* Sion dispose d'un polynéme annulateur de petit degré, on peut se limiter a regarder le rang sur les quelques racines
du polynéme pour déterminer les valeurs propres.

6.2 Recherche des vecteurs propres

Expliquons maintenant comment calculer les vecteurs propres de la matrice A connaissant les valeurs propres.

X
° SoitX= | y | €43,(R). Raisonnons par équivalences.
z
XeE(A) —
2y—-z = X -x+2y-z = 0
AX=X — 3x-2y =y — 3x-3y = 0 L3=-20,
—2x+2y+z = z —2x+2y = 0
— { -x+2y-z = 0 — { y=x
x-y = 0 zZ=Xx
X 1 1
— X=| x|=x|1 — X € Vect 1 .
X 1 1
1
Finalement E1(A) = Vect 1 .
1

Déterminons les autres sous-espaces propres.

14



X
e SoitX=| y | €51 (R).
z

-2x+2y-z = 0 35 = 4 X 1
AX=2X = 3x—4y = 0 { . z(y L X=| 3x/4 |=x| 3/4
—2x+2y-z = 0 Y —x/2 ~1/2
1 4
Donc E, = Vect 3/4 = Vect 3
-1/2 -2
X
e SoitX=| y | €31 (R).
z
4x+2y-z = 0 _
AX=-4X < 3x+2y = 0 { Sx+2y =0
X =
—-2x+2y+5z = 0
2
On trouve E_4 =Vect -3
2
E ice 15 7 3 -9
xcir01ce 4 SoientA=| -2 -1 2 [etP(x)=x3-2x*—-5x+6.0nadmet que P(A) = 03.
- 2 -1 -4
o bl
] \ _ 1. & Donner les racines de P. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de A? ’
J & 2. Déterminer les valeurs propres de A et, pour chaque valeur propre, déterminer une base
- du sous-espace propre associé.
> Pour un autre exemple de calcul, voir[30, p.[1§
6.3 Cas particulier de la dimension 2
PROPOSITION lien avec le déterminant

SoientA€ Mr(R) et AeR.Ona:

AeSp(A) < det(A—-AL)=0.
Preuve. Raisonnons par équivalence
AeSp@A) — A — I n'est pas inversible
= det(A—-Alp) =0.

Exercice 16

ol
v\b/

l &

<> Donner, en fonction de a € R, le nombre de valeurs propres réelles de

sin(a)
cos(a) |’

cos(a)
—sin(a)

15
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. Exercices P

Révisions, puissances et polyndmes de matrices et d’endomorphismes
Exercice 17. 44 & % SoientneN* etdy,...,dy, nréels deux a deux distincts. Posons #VP17
D =diag(dy,...,dn).

Montrer que la famille (Dk ) est une base de I'espace vectoriel 2, des matrices diagonales.

kell0;n—-1]]
> Solution p.

Exercice 18. ¢4 Soit ¢ € Z(E) dont un polynéme annulateur a pour expression P(x) = Z+x-2. #VP18

1

1. Justifier que ¢ est un isomorphisme et exprimer ¢~ en fonction de ¢ et idg.

2. & Démontrer |'existence de deux suites (d) en €t (bn) nen telles que

vneN, ¢"=an@+byidg.

3. Soit 7 € N. Enoncer la division euclidienne du polynome x” par x? + x — 2.
Retrouver le résultat de la question précédente.
> Solution p.[2§]
Exercice 19. ¢ Posons ¢: (x,y,2) € R3 — (y+z,x+z,x+y) € R3. # VP19

1. Ecrire la matrice B de ¢ dans la base canonique de R3.
2. a) Montrer que le polynome défini par P(x) = x? — x — 2 annule B.
b) En déduire que la matrice B est inversible et calculer B~!.
3. Justifier la bijectivité de ¢ et expliciter I'application ¢! & I'aide de B.
>> Solution p.

Exercice 20. ¢+ 44 Vecteur cyclique et polyndme annulateur # VP20
Soient E un espace vectoriel de dimension finie 7 et ¢ un endomorphisme de E.

On dit qu'un vecteur u € E est cyclique pour ¢ 'il existe £ € N* tel que la famille 28,, ¢ = (u,(p(u), . .,(pe’l (u)) soit génératrice de E.
1. & Soit u, un vecteur cyclique pour . Montrer que %y, est une base de E.

n-1 :
2. Justifier qu'il existe n réels notés ay, ai, dz, ..., an tels que @ (1) = ¥ a; @' (u).
i=0
n-1 .
3. Justifier que le polyndéme d’expression P(x) = x” — ¥ a;x" est annulateur de .
i=0
> Solution p.[29]

Exercice 21. ¢ & Soient ¢, ¢ deux endomorphismes nilpotents de E. # VP21
Montrer que si ¢, Y commutent, alors la somme ¢ + W est nilpotente.
Un endomorphisme @ est dit nilpotent s'il existe un entier p tel que 9P = 0 o) (composée p-ieme).

> Solution p.
Exercice 22. ¢4 Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E, admettant un polyndme annulateur de degré m. On note # VP22
G = Vect ((fMie(o,m-17)-

1. Vérifier que pour tout entier k = m, fk eG.
2. Soient (g, h) € G2. Montrer que go h € G. En déduire, pour tout k € N, g’C eG.

3. Montrer que g admet un polynéme annulateur de degré inférieur ou égal a m.

> Solution p.[30]

Exercice 23. 44 d’apres EDHEC 2016 +# VP23
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Editeur

1. Dans cette question, f est un endomorphisme de R” qui vérifie f o (f —id)% = 0, ot id est 'endomorphisme identité de R”.

a) Déterminer (f —id)? + f o (2id—f).

b) Endéduire que:VxeR"?, x=(f- id)z(x) +(fo(2id—f)(x).
¢) Utiliser ce dernier résultat pour établir que R” = Ker(f) ® Im(f).
2. Dans cette question, f est un endomorphisme de R” et P est un polyndéme annulateur de f, dont le degré est égal a p (avec

p =2), et tel que P(0) = 0 et P'(0) #0.

a) Montrer qu'il existe p réels ay, ..., ap avec a) # 0, tels que P(x) = aj x +... + apx”.
b) En déduire que Ker(f) nIm(f) = {0}, puis établir que R” = Ker(f) ® Im(f).
¢) En quoi cette question est-elle une généralisation de la premiére question?

Exercice 24. 444 % Commutant d’'un endomorphisme cyclique, matrice compagnon

> Solution p.[B1]

Soit ¢p un endomorphisme d'un un espace vectoriel E de dimension 7. On note 6 (¢) 'ensemble des endomorphismes de E qui
commutent avec ¢ et R(¢) 'ensemble des polynomes en ¢. Dit autrement

C@)={we LE) |yop=qgoy} et

Enfin, on dit qu'un endomorphisme & de E est cyclique s'il existe un vecteur ug € E tel que la famille

(uo, h (ug),...,h"" 1 (up)) soit une base de E.

1. Montrer que 6 (¢) et R(¢p) sont des sous-espaces vectoriels de £ (E), puis que R(¢p) < € ().
2. Montrer que ¢ est cyclique si et seulement s’il existe une base 98 de E et des réels ag, ..., ;-1 tels que :

0 0
1 0

Matg(@)=| 0 1
0

R(¢) = {P(¢) | P € R[x]}.

20
a1

1 ap-1

Pour les questions suivantes, on suppose que 'endomorphisme ¢ est cyclique, et on fixe un vecteur ug € E tel que la famille

B = (ug, ¢ (Ug) ..., " ! (1)) soit une base de E.

3. SoitP(gp) =" — niltxk(pk. Montrer que P(¢p) =0.
k=0

Indication : remarquer que P(@) (1) = 0, puis montrer que P(¢p) ((pe (uo)) =0 pour tout £ € N.

4. a) Montrer que la famille (idg, @, ..., " 1) est une base de R(¢p).

Indication : utiliser la division euclidienne.

b) En déduire que € () = R(y), puis la dimension du commutant € (¢).

Indication : si f € € (@), exprimer f (ugy) dans la base B, puis calculerf[tpi (uo)) pourieN.

Valeurs propres, vecteurs propres

Exercice 25. < Expliquez I'intérét de la fonction Python suivante.

import numpy as np
import numpy.linalg as al

def bidule(A,x) : # A est une matrice carrée et =z,
[n,pl=np.shape (A)
if n!=p

print (’Non, la matrice n est pas carrée
elif np.linalg.matrix_rank (A-x*np.eye(n))<n
print (’0ui !°)
else
print (’Non !°)

Exercice 26. 4 Vrai ou faux?
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#VP24
> Solution p.[B]]

# VP25
> Solution p.[33]
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1. S'il existe une matrice carrée J telle que A = JZ alors Sp(A) c R*. v ox

2. Soit A€ R™. Si A € Sp (A?) alors VA € Sp(A) ou —v/A € Sp(A). v o ox
> Solution p.[3|
Exercice 27. ¢ % Un exemple détaillé : la matrice Attila # VP27
Soient n € N\ {0; 1}. Notons J € .45 (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1 et X € .4, 1 (R) la matrice colonne dont tous
les coefficients sont égaux a 1.
1. a) Préciser le rang de J. En déduire que 0 est valeur propre dont on précisera la dimension de I'espace propre associé.
Préciser une base ¢ de I’espace propre associé a la valeur propre 0.
b) Calculer JX. Que peut-on en déduire?
2. En déduire que J ne posséde que deux valeurs propres.
3. Montrer que J est semblable a une matrice diagonale dont on précisera les coefficients diagonaux.
4. Conclure en donnant tous les polyndmes annulateur de J.
> Solution p.[33]
# VP28

Exercice 28. ¢ % Transformation affine et spectre
Soient n € N\ {0;1}, ] € .4}, (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1. Pour tous a, b € N, on pose

a b eee e b 1

b a . - b
M(a, b) =

: i . a b

b b - b a ]

1. & Exprimer M(a, b) al’aide de I, et]J. En déduire le lien entre le spectre de ] et celui de M(a, b).
2. On a vu a l'exercice ?? qu'il y a exactement 105 matrices non inversibles lorsque a, b € [[-50;50]] et n = 25. Retrouver ce

résultat sachant que ] admet deux valeurs propres 0 et n (voir exercice précédent).
> Solution p.[34]

Exercice 29. 4 Soit ¢ 'endomorphisme de R3 défini dans la base canonique (e, e3, e3) par # VP29
@p(e1) = 6ep—4ey+4es
P(e) = e]+2ey+2e3
@ples) = —ej;+2ey+2es.

Déterminer le sous-espace propre de ¢ associé a la valeur propre 4.
> Solution p.[34]

Exercice 30. ¢ & D'aprés EDHEC 2019 # VP30

On note id I'endomorphisme identité de R? et on considére I'endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

1 0 0
A=) -2 3 =2
-1 1 0
1. a) Déterminer un polyndme annulateur de A qui soit de degré 2.

b) En déduire les deux valeurs propres possibles A et A de A (avec A1 <Ay ).
En Python, la commande linalg.matrix_rank (M) de la bibliothéque numpy renvoie le rang de la matrice M. On a

<)

saisi

Python a répondu

import numpy as np
= - - - -
5| A = np.array(Ll1, 0, 01,[-2, 3, -21,[-1,1,01D) 8| 55> # script ececutes
2| ri=np.linalg.matrix_rank(A-np.eye(3)) 2
E r2=np.linalg.matrix_rank (A-2*np.eye(3)) g ri= 1 r2= 92

print (’ri=’,r1,’r2=",1r2) O

Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de f et a la dimension des sous-espaces propres associés?
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d) Donner une base de chacun des noyaux Ker (f — A1 id) et Ker (f — A2id). En déduire qu'il existe une base %8 dans la-
quelle la matrice de f est diagonale.
2. a) Justifier qu’il existe une base (u1, v, v2) deR3, o1 (1, v7) estune base de Ker (f —A1id) et (v2) une base de Ker (f — A2id).
On choisira ces vecteurs de facon que leurs composantes soient des entiers naturels les plus petits possible, la derniere
composante de uy et la premiere de vy étant nulles.

b) On note x = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de R3. Déterminer, en fonction de a, b et ¢ les coordonnées de x dans la
base (u1, vy, v2).

Exercice 31. 4 % Matrices stochastiques # VP31
Une matrice carrée P = (p; j)1<;, j<n st dite stochastique si elle vérifie les deux conditions :

i) Pourtouti € [[1,n]], ipijzl,
=
ii) Tous les coefficients de la matrice P sont positifs.

1. & Traduire la condition i) en terme de vecteur propre.
On pourra poserX = '(1,...,1).

2. Montrer que 'ensemble & des matrices stochastiques est une partie convexe stable par produit.
Une partie A est convexe si pour tous a, b€ A, tout A€ [0,1], Aa+ (1 —-A)beA.
Une partie A est stable par produit si pour tous a, be A, ab € A.

3. Démontrer que les valeurs propres réelles d'une matrice stochastique sont comprises entre —1 et 1.

>> Pour aller plus loin, on pourra consulter le sujet EM Lyon 2010 ECS, probleme L.
> Solution p.Bj

Exercice 32. 4 Projecteurs et vecteurs propres D'aprés Ecricome 2018 # VP32

Soit a € R. On suppose dans cette partie uniquement que n = 2 et que les matrices de u et v dans la base canonique sont respecti-
vement :

1 1 a 1171 1
:m a a® et Bzi[l 1
1. Vérifier que u et v sont des projecteurs.
2. a) Vérifier que les endomorphismes u, v et uo v sont tous de rang 1 .
b) Vérifier que le vecteur xp = (1, a) est un vecteur propre de uo v.
c¢) Déterminer le spectre de uov.
3. a) Montrer que les valeurs propres de uo v appartiennent a I'intervalle [0, 1].
b) Pour quelle(s) valeur(s) de a, u o v est-il un projecteur?
> Solution p.
Exercice 33. ¢ % Crochet de Lie et nilpotence # VP33

Soient n € N* et A,B € .4, (R) telles que AB—BA = A.
1. & Montrer que pour tout k€N, on a A*B —BAK = kaAk,

2. On considere
| M B — My [R)
B M — MB-BM.

Vérifier que @p est un endomorphisme de .4, (R).
3. Traduire la question 1 en terme de vecteur propre et valeur propre.

4. & En déduire I'existence d’un entier k non nul tel que Ak =0 n-
>> Solution p.

Exercice 34. +4 . Soit n € N*. On note ¢ 'application définie sur Ry, [x] par ¢ (P) = (x — 1)P' (x). #VP34
1. Montrer que @ est un endomorphisme de R [x]. Préciser sa matrice dans la base canonique de Ry [x].
2. & En déduire le spectre de ¢.
3. Soit P un vecteur propre de ¢ associé a une valeur propre A non nulle.
a) @ Justifier que 1 est une racine de P.
b) & En étudiant la multiplicité de 1 en tant que racine de P, exprimer P en fonction de A.

4. Conclure en donnant tous les espaces propres de ¢.
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> Solution p.

Exercice 35. ¢4 % Polyndéme annulateur minimal Questions sans préparation HEC 2015 # VP35
Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et f un endomorphisme de E.

1. & Etablir I'existence d’un polynome P non nul tel que P(f) = 0 & (g).

2. & Soit Q un polynome tel que Q(f) = 0 (g et de degré minimal parmi les polynomes non nuls tels que P(f) = 0 ¢ g).
Montrer que toute racine de Q est valeur propre de f.

>> Solution p.

Exercice 36. ¢4 % @& SoientA,Be 4, (R) et AeR. #VP36
Montrer que A est valeur propre de AB si et seulement si A est valeur propre de BA.
> Solution p.[B7]

Exercice 37. 44 Soient E un espace vectoriel et ¢, & deux endomorphismes de E. # VP37

1. Montrer que
Sp(@ow)U{0} =Sp(yoy)uU{0}

2. Vérifier que si E est dimension finie, on a directement 1’égalité
Sp(@oy) =Sp(yoy).
X
3. En considérant ¢ : P € R[x] — P' € R[x] et Vv PeRx] — f P(1)dt, tester si I'égalité précédente est encore vérifiée en
0

dimension infinie.

> Solution p.[3g|

Exercice 38. ¢4 Exemple d’'une matrice de rang 2 d’apres ESCP 2001 # VP38
Soient n un entier naturel tel que n = 3 et A € .4, (R) définie par :
1 1 1 1
1 0 0
A=11
1 0 0

et ¢ I'endomorphisme associé a A sur la base canonique de R”.
1. Déterminer une base du noyau de ¢ et une base de I'image de .
2. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
> Solution p.[3§]

Exercice 39. 444 Matrice a diagonale dominante, localisation des valeurs propres réelles # VP39

Une matrice carrée A = [ est dite a diagonale dominante si pour tout i € [[1, n]],

%) 1<ij<n
|ﬂi,i| > |ai,1|+'“+ |ai,i—1| +|ai,i+1| teeet |ﬂi,n|~

1. Montrer qu'une matrice a diagonale dominante est inversible.
Indication. On pourra s'intéresser au noyau de la matrice.

2. SoitB= (b,-,j) € My (R). Montrer que

1<i,j<n

n n
Sp(B) c U[bil-—ri,bi,-+r,~] ou r;= 'lebi’jl.
i=1 J=

Jj#i
) . L. o1 o0 .. O
3. Exemple d’'une matrice tridiagonale
Soient n € N\ {0; 1} et A la matrice : 1 0 1
A= ¢ . - " 9
: -1 0 1
o ... 0 1 0

Montrer que si A est une valeur propre réelle de A, alors il existe 6 € [0, ] tel que A =2cos(0).
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> Solution p.

Exercice 40. 44 & D'apres Oraux HEC 2018 # VP40
Soient A€ 4y, (R) et pp : M € My (R) — AM.

1. Démontrer que A et ¢ ont le méme spectre.
2. Justifier que pour toute valeur propre A commune, dimE) (ga) = ndimE, (A).
> Solution p.[39]

Exercice 41. 4+ 44 On considere les deux matrices Question sans préparation, HEC 2018 # VP41
0 1 0 O 0 1 0 O
0 01 O 0 0 0 O
A=lo 00 o B0 001
0 0 0 O 0 0 0 O

1. Comparer leurs spectres, leurs traces, leurs rangs, ainsi que les dimensions de leurs sous-espaces propres.
2. & Sont-elles semblables?
> Solution p.[9|

Sujet(s) de concours

Exercice 42. ¢4 % Exemple dans un espace fonctionnel D'apres EMLyon 2014 ECS  # VP42
On note E I'espace vectoriel des applications de R dans R continues, E; le sous-espace vectoriel des applications de R dans R de
classe €. On note, pour tout élément f de E, T(f) I'application de R dans R définie, pour tout x € R, par

X+

1 1
T(f)(x) = 3 fndte.

x-1

1. Etablir que, pour tout élément f de E, T(f) appartient a E1 et que, pour tout x € R :

(T(H) (x) = %(f(x+ D-flx-1).

On note T: E — E I'application qui, a f, associe T(f).
2. Montrer que T est un endomorphisme de E. Est-il surjectif?
3. Soit s: R — R définie par s(¢) = sin(s#). Calculer T(s). Est-ce que T est injectif?
4. Soit ¢ : R — R, définie par
el et
o=9 2t
1 sit=0.

Sit#0

Pour tout a € R, on pose de plus f; : x € R— e®* € R. Vérifier que pour tout a € R, T (fz) = ¢(@) fa.
5. Justifier que [1;+oo[c Sp(T). A-t-on égalité?
> Solution p.[d0]

Exercice 43. ¢ 44 Autour des matrices stochastiques D'aprés HEC 1993, partie III  # VP43
On se propose d’étudier 'ensemble %}, des matrices stochastiques d’ordre n, c’est-a-dire des éléments M = (ml- j) de 4, (R) dont
les coefficients sont réels positifs ou nuls et tels que, pour tout nombre entier i appartenanta [1,n] :

miy+mip+--+mj, =1

(Ces matrices jouent un role important, notamment en calcul des probabilités.) Dans la suite, 98 désigne la base canonique de R"
et on note v le vecteur de R” dont les composantes dans la base 98 sont toutes égales a 1.

Partie A : un exemple

Dans cette partie, on suppose que 7 est un entier supérieur a 3. On considére I’endomorphisme f de R” dont la matrice dans
la base 28 est la matrice stochastique :

1 1
0 7T oW
1

M= n-1 0

|H
|H.

(=2 ]
—

21



1. Déterminer une base du noyau de f —id.

. Montrer que (e] —e2,e1 —e3,...,e1 — ey) est une famille libre d’éléments de I'image de f —id, puis établir que c’en est une
base.

3. Etablir que R” = Ker(f —id) ® Im(f —id).

. Soit p le projecteur sur le sous-espace vectoriel Ker(f —id) parallelement a Im(f—id). Déterminer p (v), puis p (e1),p(€2),...,p(en).
Expliciter la matrice P associée a p dans la base 2.

5. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés. Lendomorphisme f est-il diagonalisable?

. Exprimer M comme combinaison linéaire de P et Q.
. . . (k) . e .
Soit (Ap) ken Une suite de matrices. Notons a; i le coeffcient de Ay en position (i, j). On dit que (Ay) pen COnvVerge vers une
(k)

matrice A = (a,-,j) si, pour tout couple d’indices (i, j), la suite de réels [al. i )k converge vers a;,j .

Déduire, de la question précédente, I’expression de la matrice MF, ainsi que sa limite lorsque k tend vers +oo en fonction
des matrices P et Q. Exprimer de méme 'inverse de M en fonction de P et Q.

Partie B : cas général

. Soit Vla matrice colonne d’ordre n dont les coefficients sont tous égauxal.
a) Montrer qu'une matrice M de .45, (R) a coefficients réels positifs ou nuls est stochastique si et seulement si MV = V.

b) En déduire que, pour tout couple (A,B) d’éléments de %, le produit AB appartient encore a .%,;, de méme que les
puissances positives de A et B.

. Soient E un espace vectoriel de dimension 7 et u# un endomorphisme de E dont le noyau n’est pas réduit au vecteur nul.
Soit (e1, e, ..., e;) une base de Ker(u), que 'on compléte en une base (e1, eo,. .., e,) de E. Etablir que (1 (e; 1), (er+2),...,u(en))
est une base de Im(u). Retrouver la formule du rang :

dimIm(u) + dimKer(u) = n.

Dans la suite, on désigne par f un endomorphisme deR" dont la matrice M = (mi j) dans la base canonique 9 est stochas-
tique. Pour tout vecteur x = (x1, X2,...,Xn) deR", on convient de noter :

I xll = max{|x1|,x2],...,1xnl}.

a) Etablir que, pour tout élément x de R”, || f(x)| < |l x]|.
b) En déduire que toutes les valeurs propres de f sont comprise dans [—1;1]. Montrer que 1 est valeur propre de f.

a) Soit y un élément de Im(f —id) nKer(f —id), écrit sous la forme f(x) — x. Pour tout nombre entier naturel non nul k,
exprimer fk(x) en fonction de k, x et y. Déduire du 3. a) que k|| y|l < 2|/ x|, puis prouver que y est nul.

b) Déduire des questions précédentes que Ker(f —id) ® Im(f —Id) = R".

c) Montrer que, pour tout élément x de Im(f —id), f(x) appartient 2 Im(f — id). Etablir que tout sous-espace propre de f
associé a une valeur propre autre que 1 est inclus dans Im(f —id).

> Solution p. 22
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Indications et solutions

&; Indication de l'exercice[l] p.B
1. Que dire de la liberté de la famille si p > dim .45, (R) ?
&, Indication de l'exerciceEl p.

1.SiA= Q_IBQ, montrer que pour P € R[x], P(A) = Q_IP(B)Q.
2. Ecrire P(x) = f a,-xi. Isoler I;, dans P(A) = 0, pour détermi-
k=0
ner B e 4, (R) telle que AB=BA =1;,.

&, Indication de l’exerciceEl p.

Si A = P~IBP alors montrer que X € Ey (A) si et seulement si
PX € E), (B).

&, Indication de l’exercice p-
1. Vrai, 2. Faux, 3. Vrai, 4. Faux, 5. Vrai.
& Indication de l'exercice@ p-

1. Calculer AX o1 X € /5,1 (R) est la matrice constituée de 1.
2. Pensez a la transposée.

&; Indication de l'exercice[7] p.[d
1. Montrer que 2 est la seule valeur propre de .
2. Calculer y (fy) ot fy : xR — e,

&, Indication de l’exercice p-

[

. L'application ¢ est un isomorphisme. Pour le prouver, com-
mencer par montrer que Ker¢ = {0}.

&, Indication de l’exercice p-

1. Vérifier que 1 est une racine évidente. Factoriser ensuite par
(x-1).

&; Indication de I'exercice[l7] p.[14]
Soient Ag, A1, ..., Ay—1 € Rtels que
nf ADF =0,
i=0
Que dire de P € R;;,_1 [x] défini par P(x) = Zg;)\kxk?
&, Indication de l’exercice@ p.
Prouver par récurrence que la propriété
P(k): B, i estlibre
est vraie pour tout k € [[1; n]].
&, Indication de l'exercice p.

Justifier qu’il existe n € N tel que

" =0pm et Y'=0gm.
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Calculer ensuite (¢ +)2".

& Indication de I'exercice[28] p.
1. Exprimer M(a, b) avec a, b, J et I;;. En déduire que
AeSp() < (b—a)A+beSp(M(a,b)).
&; Indication de I'exercice[31] p.
1. Calculer PX.
&, Indication de l’exercice p.

1. Procéder par récurrence sur la propriété

@(k): AFB-BAF = KAk,

4. En dimension finie, tout endomorphisme a un nombre fini
de valeurs propres.

&; Indication de I'exercice[34] p.[19]

2. La matrice de ¢ dans la base canonique est triangulaire. Le
spectre se lit sur la diagonale.

3.a) Evaluer en 1 la relation @(P) = AP.

3.b) Chercher P sous la forme P(x) = (x — 1) Q(x).

&; Indication de l’exercice p.

1. Etudier la liberté de la famille (idg, @, ..., P) pour un entier
p bien choisi.

2. Raisonner par I'absurde en supposant qu’il existe o € R tel
que Q(a) = 0 et a ¢ Sp(f). Introduire ensuite Q par Q(x)(x —
a) = Q(x).

&; Indication de I'exercice[4]] p.2]]

2. Non. Calculer AZ et B2.

Exercice[l]

p-2

VP1

On sait que dim (., (R)) = n?.
Or, la famille (In,A,Az, .. ,A"z) contient n2 + 1 éléments. La
famille est donc liée. Dit autrement, il existe Ag,---,A 2 tels
que

n2
Y MAF =0, et (Ao,e,Aj2) # (0,0,
k=0



2
n

On constate que le polynéme P(x) = Z )\kxk est un poly-
k=0

ndéme annulateur non nul de A. Résumons :

Toute matrice admet un
polyndme annulateur non nul.

Remarque. Le raisonnement précédent permet aussi de jus-
tifier que tout endomorphisme de dimension finie admet un
polynéme annulateur. Par contre, c’est faux en dimension
infinie. On montre que ¢ : P € R[x] — P’ € R[x] n'admer pas
de polynéme annulateur.

Exercice[2] p-

VP2

1. Si P € R, [x], on sait que
degP’ <degP-1.
Par récurrence immédiate,
(pn+1 P) = P(n+1) — O[R[x]-
C’est-a-dire @l = 0@, [x))-

Un polynéme annulateur de ¢ est donné par le mondme

xn+1.

2. Vérifier que (x —1)"*1 convient.

Exercice[3] p-Bl

VP3

1. Soit Q € .4, (R), inversible telle que A = QBQ™L. Par récur-
rence, on prouve

vkeN, Ak=qQBkQ L.
Puis, par linéarité, pour tout P € Ry, [x]
P(A)=QP(B)Q .
Ensuite, Q étant inversible
P(A)=0, <> P[B)=0,.

Les matrices A et B ont le méme polynéme annulateur.

P .
2. Posons P(x) = ¥, a;x". La condition P(0) # 0 donne ag # 0.
i=0
Comme P est annulateur

P P
0, =P@A) = Y A" = aA+ Y a;A!
i=0 i=1

P .
=aply +A| Y a;A™!
i=1

=apl, +A

1 P! r
- aj1A
a0 Z k+1

Puis A
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Par définition de I'inversibilité,

‘ La matrice A est inversible.

Exercice[q] p-

VP4

* Posons P € .4, (R), inversible telle que A = P"1BP. Soient
AeRetXe My [R).

XeE\(A) < AX=AX
< P 'BPX=AX
< BPX) =APX)
< PX€eE,(B)

Lapplication suivante est alors bien définie :

R -
@.{ W

Or, on vérifie que cette application est linéaire et méme bi-
jective avec pour application réciproque :

EA(B)
PX.

-1.] Ex(B) —
SN

En particulier, les dimensions de I'espace de départ et d’ar-
rivée coincident

Ex(A)
P IX.

dimE, (A) = dimE, (B).

* Puis, pour tout A € R,

AeSpA) < dimEjA)=1

< dimE\(B)=1
< AeSp@®B).

C’est-a-dire Sp(A) = Sp(B).

Exercice

1 [t

Soit A € Sp(A), il existe donc X € 4,1 (R) non nulle telle que
AX=AX.D'ou

p-B

VP5

AZX = A(AX) = A(AX) = AAX = A%X.

Comme X # 05,1, X est vecteur propre de AZ pour la valeur
propre A%. On a bien A2 € Sp(A?).

2. [T

On abien (-1)? = 1 € Sp (1,%) mais —1 ¢ Sp (I,).

o [vra]

Raisonnons par équivalence. Soit A € R.

AeSp(A) < A-Al, estnoninversible
— HA-AI n) est non inversible
< 'A—AI, estnon inversible
< Aesp(‘a).

Ainsi Sp(A) =Sp('A).



o [Fawe

5.

Vérifier que la matrice

0 0

A=11 o

pour la valeur propre 0 donne un contre-exemple.

Vrai.

Le rang est invariant par transposition donc
rg(A—Alp) =1g(‘A—Alp).
Par la formule du rang
dimKer (A - Al,) = dimKer (A - Al,,).

C’est-a-dire dimE, (A) = dimE, (A).

o[V

ot

Nous avons précédemment vu que si A est inversible, 0 ne
peut étre valeur propre.

AeSp(A) < e 1R®\{0} AX=AX

= ey ®\{0} AIX=ATIX
en multipliant par %A‘l. Finalement

AeSpd) < A lesp [A_l).

Exercice[f]

p-H

VP6

. Posons X la matrice colonne constituée de n "1"

La condition sur A donne
AX=X (avecX#0p,1).

Donc 1 € Sp(A).

. On a maintenant ‘AX = X, puis, en reprenant l'exercice pré-

cédent (question 3),

1eSp('A) =Sp(A).

Exercice[7] p.

VP7

. Supposons que ¢ admet une valeur propre A. Soit P un vec-

teur propre.
@P)=AP et P# OR,, [x]-

D’oi1 P/ +2P = AP et P/ = (A —2)P. Le cas A # 2 est impossible
pour des questions de degré des polyndmes :

degP’ < degP.
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Donc A = 2 et les polynémes constants sont solutions. En
résumé
Sp(g) = {2}.

2.Pour)\€[R{,posonsf)\:xERHeAxeR.Ona

‘Ij(f)\) = )\f)\ et

Tout réel est valeur propre de V.

M #0.

Exercice p-

VP8

Donnons une preuve dans le cas de la dimension finie. Pour
le cas général, voir exercice[9 p[g

Soit B = (e, €2, ..., ep) une base de E. Par hypotheése sur
I'application ¢, il existe A1, Ag, ..., Ay € R tels que

Viell;nll, ¢(e)=2A;e;.
De plus, pour i, j € [[1; n]] fixés, il existe p € R tels que
(p(e,- +ejJ = p(ei +ej) = ue; + pej.
Or par linéarité de ¢, on a aussi
(p(ei+ej] =(p(ei)+cp(ej) =Ajej+Aje;.
D’ou I'égalité
ue; + pej = )\,-e,- +)\jej

Puis (p—)\i)ei+(p—)\j)ej:0E.
La famille 98 étant une base de E, (e;, ¢) est une famille libre

pL—A; =0, p—)\j =0 dou A; :)\j,

On démontre ainsi que A; est indépendant de i, soit A cette
valeur commune.

Viel;nll, ¢(e)=2Ae;.
Comme cette égalité est vraie sur une base de E et ¢ est li-

néaire, on a bien
@ =Aidg.

Précisons que A # 0 car ¢ n’est pas I'application nulle.

Exercice[]

p-

VP9

. * Justifions I'égalité sur le noyau. Soit u = ug + ug € E avec

(up, ug) € F x G. On a les équivalences :
uekKer(p) = pw)=0p <= up=0g <= u=ug <= uecG.

Ainsi, G = Ker(p).

e Justifions 1'égalité sur 'image par double inclusion. Soit
velIm(p). ll existe u € E tel que p(u) = v. Notons u = up+ug
avec ug € F,ug € G. Or, p(u) = ug € F, donc v € F. Récipro-
quement, soit v € F. On a p(v) = v, donc v € Im(p). Enfin,
F=Im(p).

 Finalement, 'égalité F @ G = E donne

Ker(p) @ Im(p) =E.



Remarque. On aurait pu procéder par analyse-syntheése a
partir de la relation :

x=(x-px)+px).
—_— —~—

eKerp €lmp

2. Soit p le projecteur sur F parallelement a G. Montrons que
g = idg —p est le projecteur sur G parallelement a F. Lappli-
cation q est linéaire et comme idg et p commutent,

qz = (idg —p)2 = idEZ—ZpOidE +p2 =idg-2p+p=idg-p=4.

Soit u € E.

u € F si et seulement si p(u) = u, c'est-a-dire q(u) = u—
pu) =u—-u=0g.

u € G si et seulement si p(u) = O, c’'est-a-dire g(u) = u—

pu) =u.
Par suite, Im(q) =G et Ker(q)=F.

Exercice[I0] p-Bl

VP10

1. On vérifie que p, est bien une application linéaire.
Vérifions que pg o pg = pa- Soit (x,y) € R?,

(Pa o Pa) (x,)

T+ a2 pa(x+ay,ux+ azy]

(x+ ay+ a(ax+a2y),a(x+ay) +a? (ax+a2y))
((l + az)x+ (1 + az) ay, (1 + azJ (ax+ azy))

= (x+ ay,ax+ azy] =palx, y).

T1+a?

T1+a2

En conclusion, p, est un projecteur.
Comme ¢ = pj, g est aussi un projecteur.

2. Soit a € R. Calculons :
(Pacq),a)

1
=quUﬂU:§pdl+%l+m

:m (1+a+ “(1+“)'“(1+a)+a2(1+a))

—Z(Ij—az) (1+2a+a2,a(1+2a+a2))
1

_20+aﬂ(
_ (1+a)?
“2(1+a?)

u+aﬁ41+m2@

1+ a)?

1, —_—.
L 2(1+a?)

donc A =

3. Si p4 0 g est un projecteur, on sait que

1+a)?
A= —-€{0;1}
2(1+a?) on
Le cas A = 0 est impossible puisqu’on se limite a a positif.
Pour le second cas,
1+ a)?

A=1 — =1
- 2(1+a?)

— 0=1-2a+a

— u+aF=2@+aﬂ

2 = Oz(l—a)z.
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On constate que seul a = 1 est un candidat.
Orpoura=1,pg=qetpgoq=gqgoq=q.En conclusion,
Pa © g est un projecteur si et seulement si a = 1.

Exercice

p-B

VP11

UG

Up

UG s(u)

2.0nasos=idg.
Le polynéme P(x) = x2 — 1 est annulateur de s.

3. Soit A € Sp(s). Il existe x € E\ {0g} tel que s(x) = Ax. Puis
s(s(0) = sAx) = As(x) = A%x.

Or on a aussi s(s(x)) = x. Comme x est non nul, A2 = 1 et
A = +1. Ainsi

Sp(s) c{-1;1}.
Réciproquement, pour tout x € F\ {0}, s(x) = x et 1 € Sp(s)
et pour x € G\ {0g}, s(x) = —x et —1 € Sp(s). On a donc

{—1;1} c Sp(s).

En résumé Sp(s) ={-1;1}.
On a aussi Ei(s)=F et E_1(s)=G.
4. Soit u € E.

(2p-idg) W) =2pw) - u
=2 (ug) — (ug + ug)
= ufp —ug = s(u).
Ce calcul étant valable pour u arbitrairement choisi
2p—idg =s.
On a alors
AeSp(p) < 2X-1€Sp(s).

Comme Sp(p) = {0; 1}, on retrouve Sp(s) = {—1;1}.

Exercice p.
VP12

* Prouvons par récurrence que la propriété :

P(k): cpk(u) =Aky



est vraie pour tout k € N*,
— Initialisation. Par convention ¢° = idg et

(po(u) =idg(w)=u= AOu.

2(0) est vraie.
— Hérédité. Soit k € N. Supposons £ (k) vraie.
o W = oF (pw) = p* Aw)
=A@Fw) =1 AFu
(pkﬂ(u) _ )\kﬂu.

Ainsi 2 (k + 1) est vraie si 22 (k) l'est.
— Conclusion. Pour tout k € N, 2 (k) est vraie.

e Traitons le cas général d'un polynéme Q(x) = f akxk .
k=0

n
meh(Zawﬂm)
k=0

n
=) aofw
k=0

n
=) ap\* - u
k=0

n
= ( Y ak)\k) ‘u
k=0
Q) (1) =Q) - u.

Ce qu’il fallait démontrer.

Exercice[I3] p-
VP13

. Le polynéme x% — 1 convient car pour tout M € 45 (R)
{('™M) - M = 0,,.

. D’aprés ce qui précede, —1 et 1 sont racines du polynéme
annulateur x — 1 et donc potentielles valeurs propres. Or,
on constate que le sous-espace propre associé a la valeur
propre 1 (resp .—1) correspond a I’ensemble non réduit a {0}
des matrices symétriques (resp. antisymétrique). Ainsi 1 et
—1 sont bien valeurs propres :

{=1;+1} = Sp(y).

Exercice[l4] p-
VP14

. Vérifier que ¢ est linéaire.
Soit P € Ker .

(PO, P(A2),...,P(Ap)) = (0,0,....,0).

Autrement dit, lesréels A1, Ag,..., )\p sont racines de P. Or ce
dernier est de degré au plus p — 1. Avec au moins p racines,
c’est le polyndme nul. Ainsi

Ker(p = {O[Rp,l[x]}-
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Lapplication ¢ est injective. De plus
dimR),_1 [x] = dimRP.

On peut affirmer que c’est un isomorphisme.

2.a) On trouve

x(x—l)) Lg(x)z—x2+l, Lg(x)=X(x+D.

L == 2

2.b) Pour i € [[0; n]],

1 n n
Li)=— [] (x=Ax) ottag =[] (Ai=Ag).
A k=1 k=
k#i k#i

~—

3. Plusieurs rédactions possibles :

Rédaction 1
Soit P e Rp_1[x]. On pose

n
Q) =Y PA)L;(x).
i=1
En remarquant que pour tout indice 7,
|1 sii=j
LiA)) _{ 0 sinon,
On montre que @(P) = ¢(Q). Par injectivité de ¢, P = Q. Ce
qui conclut.

Rédaction 2
Soit Pe Ry [x]. On pose

n
Q) = Y P(A)L;(x).
i=1
On vérifie que P — Q admet p racines données par les A;. Or
ce polyndme a un degré qui n’excede pas p — 1, c’est donc le
polynéme nul. D’ou P =Q.

Exercice p-
VP15

1. Leréel 1 est une racine évidente. Effectuons une division eu-

clidienne pour obtenir la factorisation.

x—1
-x—-6

3 -2x2-5x+6 ‘
x2(x—1) X
—x*2-5x+6
-x(x-1)
—6x+6

2

D'oit P(x) = (x—1) (x> —x—6).

En remarquant que —2 est aussi racine ou avec un calcul de
discriminant, on obtient finalement

Px)=(x-1D(x+2)(x—-3).
Les racines de P sont -2, 1 et 2. On a donc

Sp(A) c {-2;1;3}.

2. Vérifier par le calcul qu’'on sil’on pose

2




Alors E1(A) =Vect(X), E_2(A) =Vect(Y)

et E3z(A) = Vect(Z).

En particulier Sp(A) = {-2;1;3}.
Exercice[I6] p.[15]
VP16
Soit A e R
_ cos(a) — A sin(a)
det(Ry — Al) = det( — sin(a) os(0) — A l)

= (cos(@) = A)? +sin(a)?.
La matrice Ry — Al est non inversible si et seulement si

(cos(a) — )\)2 + sin(O()2 =0.
—_———— ——
=0 =0

Chaque terme est nul

cos(@)-A = 0 — A =cos(a) =+1
sinf@) = 0 a=kn, keZ
Finalement,

o siaZkmkeZ
SpRa) =1 1
-1 sia=Q2k+1)m.

sia=2km

Exercice[I7] p-

VP17

Soient Ag,A1,...,Ap—1 € Rtels que
n-1
Y ADF =0,
k=0

En regardant le coefficient en position (i, i), il vient
n-1 k
Z Ardi® =0.
k=0

On introduit le polynéme P(x) = "il)\kxk de sorte que
k=0

dy,d,...,dy soient racines de P. Or P est de degré au plus
n—1, P estle polynéme nul. Ses coefficients sont nuls

Vkell0;n—1], Ap=0.

La famille (D) ke[i0;n—17 est libre. Comme elle contient n =
dim(2;,) vecteurs, c’est une base de 9;,.

Exercice[I8] p-

VP18

1. Par définition du polynéme annulateur,
(pz +¢—2idg =0 ().

Des lors po+¢=2idg

28

On obtient :

1 1
@o (5(1dE +(p)] =idg, (E(ldE +(p]) o =idg.
Par la caractérisation des applications bijectives, ¢ est bi-
1

jective avec ¢! = E(idE +¢).
2. Essayons au brouillon de trouver ces suites (an)n, (by)p. Side

telles suites existent alors, pour tout n € N,

¢" = ap@+byidg.
En particulier, pour n =0,
idg = <p0 =apyp+ byidg.

On s'attend a ag =0 et bg = 1. De plus, pourneN,

n+l1

e"" = @o@" =¢o(anp+bpidg)

= an(pz +bpy = ay(2idg —@) + by

= (bp—ap)P+2anidg.

Cela suggere ap+1 = bn— an et by =2ay.
Rédigeons :

On définit les suites a et b par les relations de récurrence :

ap=0
bp=1"

Démontrons par récurrence que la propriété :

an+1=bp—an
bn+1 =2ap.

VneN, {
Pn): " =ane+byidg

est vraie pour tout n € N.
Initialisation. Par définition de ag, by,

app+boidg =idg et ¢°=idg.

2(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons £ (n) vraie.

e = @o@" = @o(ane+byidg)
P(n)
= an(p2+bn(p=an(21dE —-@)+bpe
= (bn—an)cp+2anidE
O™ = ap 1@+ byidg.

La propriété 2 (n+ 1) est vraie si (n) l'est.
Conclusion. Pour tout n € N, 22(n) est vraie.

3. Soit n €N, il existe Q, R € R[x] tels que
(x): x"=(2+x-2)Qx) +R(x)

avec deg(R) < deg(x2 +x-2)=2.

Le polynéme R est donc de degré au plus 1. Il existe ay, by, €
R tels que :
R(x) = anx+ by.

En évaluant en ¢, la relation (%)
@" = (9% + ¢ - 2idp) oQ(¢) + R(¢).
s —

0



Finalement, il existe bien deux réels ay, by, tels que

¢" =R(@) = an + byidg.

Exercice[T9] p-[16]
VP19
1.0na
¢0(1,0,00) = (0,1,1)
¢(0,1,00) = (@1,0,1)
¢((0,0,1)) (1,1,0).
On en déduit :
0 1 1
B=(1 0 1].
1 1 0
2.a) Ona
B%= -B= -2I3 =
1 1 0 -1 -1 -2 0 0
2 1], |[-1 o -1f, |0 -2 o0o].
1 2 -1 -1 0 0 0 -2
On a bien B2 -B-2I3 =03.
‘xz—x—z est annulateur de B.‘

2.b) On a aussi:
B(B-13) =B2—B=2I3.
Donc B(E(B—Ig))zlg et (1(3—13)]13:13.
2 2

B est donc inversible et

., 1 1 -1 1 1
B =§(B—13)=§ 1 -1 1].
1 1 -1

3. Comme B est inversible, ¢ est un isomorphisme. On lit sur
la matrice B!,

1

¢ 1(1,00) = ;L1
1

0 1(0,1,0) = 50L-1D)
1

¢~ (0,01) = S1,1,-D.

Pour tout (x, y, z) € R3,
¢ (%2
= ¢ H(x(1,0,0)+ y(0,1,0) + 2(0,0,1))
=x¢1(1,0,0) + yp~1(0,1,0)) + zp~1(0,0, 1).

Apres simplifications, on trouve :

1
(p_l(x,y,z) = z(—x+y+z,x—y+z,x+y—z).

Exercice[20]

p.[[6]
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1. Prouvons par récurrence que la propriété
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P(k) : « lafamille 8, . est une famille libre »
est vraie pour tout k € [[1; n]].
— Initialisation. 22(1) est vraie car u ne peut étre nul.

— Hérédité. Soit k € [[1,n—1]], supposons £ (k) vraie, mon-
trons 2 (k + 1). C’est-a-dire, montrons que la famille

(o)., ¢" w)

est libre. Soient Ag, A1, ..., Ay € Rtels que

k .
Y Ao’ (w) = 0.
i=0

Prouvons que A = 0 en raisonnant par 'absurde. Si A #0,

alors
k A
rw=-3 )\—cp’(u)EVect(QBu,k).
i=0 'k

En appliquant ¢, on a aussi

k-1 , X
(pk“(u) — Z (_ﬁ) (le(u)

i=0 Ak
= I:;_:(—;\—I’C) o)+ —)\I;—;l)(pk(u).
W eVect(%,, 1)
Puis (pk+1(u) € Vect (%, 1)
Par récurrence, pour tout p = k
P (u) € Vect (B, 1) .-

Or, le vecteur u est cyclique, on montre alors que
E = Vect(%,,¢) = Vect(%B, i) -

Absurde, on a trouvé une famille génératrice de E avec stric-
tement moins d’éléments que la dimension de E. Donc
A;=0.

Enfin, par liberté de la famille 98,, . pour tout i € [[0; k- 1]],
Ak =0.Lafamille 8, . estlibre. Ce qui prouve 2 (k +1).

— Conclusion. Pour tout k € [[1; n]], 22 (k) est vraie.

En particulier, la famille 9, ,, est libre. Comme est contient
autant de vecteurs que la dimension de E, c’est une base
deE.

2. C’est une conséquence du fait que ¢" () € E et la famille
PBu,n estune base de E (donc génératrice de E).

3. Par définition

n—-1 X
"W =) a;¢'Ww.
i=0



Soit j € [[0;n—1]]
0" (07 @) = ¢/ (9" w)

(=1
=¢/ (Z aitp’(u))

i=0
n-1 A .
=Y a;¢’ ((p’(u)) (linearité)
i=0
n-1 . )
=Y a;¢ [(pf(u)) (commutativité).
i=0

En résumé, I'égalité
n-1 X
"W =) a;jp'w)
i=0

a été vérifiée pour tout vecteur d'une base de E. Par linéarité,
elle s’étend a tout vecteur de E. D’olt

n—1 . n-1 .
o"=) aj9', puis ¢"-) a9’ =0g@.
i=0 i=0

-1 .
Le polynome P(x) = x" — rfz x' est annulateur de .

i=l

Exercice p-
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e Par définition, il existe py, p2 € N* tels que
O =0pm et Y2 =0gg.
Pour tout entier k = p;
@F =P ok PI =04 m 0 P =04 .
De méme, pour k = po, wk =0 F)-
En particulier pour n = max{p1, p2},
P"=0gpm et Y'=0gEg.

* Ensuite, d’apres la formule du bindme de Newton avec ¢
ety qui commutent

2n
2n _ 2n k_. 2n—k
(@+y) —kgo( i )tp oy
n(2n n 2n _
=Z( . )(pkowZn ey ( )@k oy2nk
k=0 N~~~ k=n+1 N~
0z@®) 02

En effet, pour k€ [[0;nll,2n—k=net

2n—k
v = 0gE),

pour k € [[1+1;2n]] 9F =04

Des lors @+¥)?" =0gF).

La somme ¢ + est nilpotente.
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Remarque. Si @ ety ne commutent pas, le résultat n'est plus
valable. Donnons un contre-exemple matriciel

0 1 + 0 0| [0 1

0 0 1 0] [1 0]
—_— Y Y
nilpotente nilpotente inversible

Or, une matrice nilpotente ne peut étre inversible.

Exercice[22] p-
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1. Démontrons par récurrence que la propriété f k ¢ G estvraie

pour tout entier k = m.

k

— Initialisation. Soit P(x) = )% apx" un polynéme annu-
k=0

lateur de f de degré m. Alors

m—1
P(f)=0g® donc amf™=-3 ap fr.
k=0

-1 m—1

P étant de degré m, am #0, donc = — Y a;f*eG.
am k=0

La propriété est vraie au rang m.

—  Hérédité. Soit k = m. On suppose que fk € G. Donc il

m—1 ,
existe (&;) jef0,m—1] tel que fk="% «;f Alors,
i=0

k k m—1 , m—2 ,
f +1 :f Of: Z (xifl+1 :am—lfm + Z Cli l+1.
i=0 V(‘ i=0 VC
eG eG

On en déduit que f k+l e g puisque G est stable par combi-
naison linéaire en tant que sous-espace vectoriel. Donc, si
fkeG, alors fF1lea.

— Conclusion. ’ Vk=m, f]C eG. ‘

. Considérons (;) jef0,m-17 €t Bi)iefo,m—1y tels que

m—1 i m—1 R
g= ) oaif et h=) B;if".
i=0 i=0

Par linéarité de g goh= Z O‘iﬁj fi+j )
(i, )€llo,m—1112 :E’

D’ou1 go h € E car E est stable par combinaison linéaire.
On en déduit alors, par récurrence que,

pour tout k€N, gk eG. ‘

.(fH iell0,m—1] est une famille génératrice de G, donc G est de

dimension finie et

dim(G) < m.
Alors (gi) ie[o,m) est une famille d’éléments de G et
Card((g’)ie[[o,m]]) > dim(G). Donc cette famille est liée. Il
existe des réels (B;) je([0,m) non tous nuls tels que

mo
Zﬁig' =0g(E)-

i=0

m .
Q(x) = Y. B;x! est annulateur de g avec deg(Q) < m.
i=0




Exercice

p-1§

1.a) Comme f et id commutent
(f —id)? = f2 - 2idof +id?
=f2-2f+id
=—fo(2id—-f) +id.
Ainsi (f —id)? + fo(2id—f) =id.
1.b) Soit x € R", on a d’apres la relation précédente
(f —id)? () + (f o 2id - ) (x) = id(x)

=X.

1.c) Soit x € R2.
Comme fO(f—id)2 =0,ona

(f —id)?(x) € Ker f.
De plus en posant y = (2id—f)(x), on a
(feid—N)x) = f(y elmf.
En reprenant la relation de la question 1.a), on a bien

xeKer f+Im f
puis  R™=Kerf+Imf.
Or, par la formule du rang

dimKer f + dimIm f = dimR”".

Ce qui donne bien le résultat.

2.a) D’apres la formule de Taylor dans le cas polynomial

P pk) o
P(x)= ) %xk
k=0 :

P P(k) (0)
k=1 :

le résultat s’en déduit en posant

car P(0) =0.

P(i) (0)
a; =

Viel[1;pll, A

avec a; =P'(0) #0.
2.b) Soit x € Ker f nIm f. 1l existe donc z € R” tel que
x=f(2).
Or P est annulateur
a1f+a2f2+~--+apfp =0.
Evalué en z, il vient
a1f(@+axf2(@) +-+apfP(2) =0gn (o)
Or f(z) = x, etpour i =2
fl@=f"2ef(f(2)
= F172(F () = 172 (0pn) = Ogn.

VP23
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La relation (e) se réduit a a; x = Ogn puis x = Ogn car aj # 0.
Finalement
Ker fnIm f < {Ogn}

et I'égalité est automatique car l'intersection est un sous-
espace vectoriel de R”, il contient Ogn.

e La suite
R" =KerfoIm f

est une conséquence directe de I'égalité précédente et de la
formule du rang.

2.c) 1l suffit de prendre
P(x) = x(x - 1)?

car P(0) =0 et P'(0) # 0.

Exercice p-
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1. Ona € () c Z(E).
Lapplication nulle 0, commute avec tout endomor-
phisme de E donc en particulier avec ¢. Ainsi € () # <.
Soient f, g€ € () et A, peR.

Af+ugle@=Afop+ugop

=Apof+upog (car f, gE B ()
Af+pgo@=@oAf+png).
Dés lors Af+upge€().

* OnaR(p) c Z(E).

Si P désigne le polynéme P(x) = x, alors ¢ = P(¢) puis R(¢p) #
J.

Enfin pour P(¢), Q(¢) e R(p), A, pER.

AP(¢) + pQ(¢) = AP+ Q) (¢) € R(¢p).
N——
eR([x]

On en déduit que £ () et R(¢p) sont bien des sous-espaces
de Z(E).

* Comme tout polyndme en ¢ commute avec ¢.

R(p) =€ ().

Plus précisément si P(¢) € R(¢) avec P = § akxk
k=0

L k L k
P(@op=) arp cp=) appoy
k=0 k=0

L k
=¢o ) axp )=@°P(tp)-
k=0

2. Si ¢ est cyclique, alors dans une base

B = (uo,cp(uO)....,cp”’l (uO)) =(e1,...,en),
ona
vielLn-11, o(e;) =00 () =o' o) = €1

et @len) =" (up) €E



donc il existe g, ...,a,—1 € R tels que
n
Qlen) =) a;_1e;.
i=1

On constate que la base 28 donne bien :

[ T o
1 0 AN o

Matg(@)=] 0 1

0 e 1 Ap—1

Réciproquement, supposons qu’il existe une base
(e1,...,en) telle que Matg(p) soit de la forme proposée.
Alors pour tout i € [[1; n]]

oler) = errr.
Par récurrence, on a

e1

e2=¢(e1)

e3 =@ (e2) = 9 (e1)
_ _ k-1
er=9(ex_1) =" (e1)

en=¢(en—1)=¢" 1 (e1)

La base 2 est bien de la forme
(e1,0(en), 92 (en),... 0" en).

Lendomorphisme ¢ est cyclique.

3. Par construction P(¢) (¢g) = Og car

n-1

©" (o) = Y ¥ (up).
k=0

e Soiti € [[1;nll

P(p) (o (1) = P(@) o' (1)
= (pi oP(¢) (up) (question 1)
=o' (P(p) (o))
= (pi (0g) =0g ((.pi est linéaire).
e L'endomorphisme P(¢p) s’annule sur tout vecteur d'une

base (ici 2 = (ug, @ (o), ...,¢" ! (up)), c’est donc I'endo-
morphisme nul. Le polynéme P est bien annulateur de ¢.

4.a) Famille génératrice
Soit g € R(y). 1l existe A € R[x] tel que g = A(gp). D’apres le
théoréme de la division euclidienne, il existe Q, R € R[x] tels
que
A=PQ+Ravec degR < degA = n.

En particulier
A(p) =P(9)-Q(p) + R(yp)
= Of(E) + R((.p)
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Ainsi g = R(¢p). Comme degR < n, on peut écrire R =

”ilakxk et
k=0
n-1 k 1
g=R@) =) arp EVect(idE,cp,...,cp”_ )
k=0

On en déduit I'inclusion
R(¢p) < Vect (idE, @,..., Lp”_l) .

Comme l'inclusion réciproque est claire, on a méme éga-
lité entre ces deux espaces. Dit autrement, la famille
(idg, @, @2,..., " 1) est génératrice de R(yp).

e Liberté
Soient Ag, ..., Ap—1 € R tels que
n-1 .
Aig' = 0.
i=0
On évalue en ug pour obtenir
n-1 .
Y Ai¢ (up) = Og.
i=0
Or on a supposé que la famille

B = (ug, p(ug),..., 0" (ug))

est une base de E. En particulier, la famille & est libre et
chaque coefficient A; est nul. On en déduit que la famille

(idg, @, ..., " 1) est libre.
En conclusion, la famille (idg,@,...,¢" 1) est une base de
R(g).

4.b) On a déja une premiére inclusion

R(p) =€ (@)
Justifions 'inclusion réciproque.
Soit f € € (). Il existe ag, ..., ap—1 tels que
n-1 X
fug) =Y i (up)
i=0

car B = (ug, 9 (ug),++, 9" ! (up)) est une base de E. Pour
tout k € [[0; n]].

£ (0F o)) = oF (f (o) (car feE i)

Il
s
N
S
M7
2
-ew
=
o
-

i=0
n-1 i
=2« tPHk(uo)
i=1
n—-1 X
o*wo) = ¥ aio’ (o o).
i=0

1 .
Si on introduit le polynéme A = ¥ «;x’, on constate que
i=0

pour tout k € [[0; 12— 1]]

£ (0" wo)) = A (o o).



Cette égalité est vraie pour tout vecteur d'une base, elle
s’étend a tout vecteur de E. En effet pour u € E, il existe
Mo, ---MUn—1 tels que
n-1 .
u= 3 wie' (ug)
i=0

puis

n-1 3
A@ = 3 wiA@ (o' )
i=0

n-1 i n-1 R
=) Hif(ﬂpl(uo)) =f(z HitPl(uo))
i=0 i=0
A(p)(u) = f(uw).

Ainsi f = A(p) € R(¢). Linclusion réciproque est prouvée.
Finalement

€ () =R(p).
En particulier
dim € () = dimR(p) = n.
Exercice[25] p-[[7
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La fonction bidule prend en argument une matrice car-
rée A et un réel x et teste si x est une valeur propre pour A.

Exercice p-
VP26

La premiere assertion est fausse. Considérer la matrice

0 1

I=121 o

pour un contre-exemple.

2. C’est vrai. Soit X un vecteur propre de A2 pour A
AZX=AX et X#0y;.

D’ou
(A— \/Xln) (A+ \/Xln)X: (A2 - Mn)xz 0

Comme X est non nul, (A - \/Xln) (A + \/Xln) n’est pas inver-

sible. Nécessairement A— VAl ou A+ VAL, 7 "est pas inver-
sible. Autrement dit vA € Sp(A) ou —V/A € Sp(A).

Exercice[27] p.[1§
vPp27
1.a) Comme
C1=Ca=--=Cp#{0pn,1}.
Ona
rg(J) = dimVect (Cy,...,Cp)
=dimVect(Cy)
rgd)=1.

La matrice J n’est pas inversible, 0 est valeur propre et la for-
mule du rang donne :

rg(J) +dimEy(J) = n.
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D’ou dimEg(J) =n-1.

Une base de Eg(J) est donnée par

1 1 1
-1 0 0
0 -1 0
N 0 || .

: 0
0 0 -1

En effet, ces vecteurs forment une famille libre de vecteurs
de Eo(J) etil y en a autant que la dimension.

1.b) OnaX#0y, et

1 ... 1 1 n
N N R R RS
1 ... 1 1 n

On en déduit que n est une valeur propre deJ.

JX=

2. Rédaction 1. On a vu a la question 1 que
{0;n} = Sp().

Prouvons I'égalité en raisonnant par 'absurde. Soit A une
troisiéme valeur propre de J (A # 0,A # n). On sait alors que
Eo(), En(J) et E1 (J) sont en somme directe et

EoMeEn(d) @ Ex() € 4,1 (R)
implique
dimEg(J) +dimE; (J) + dimE) (J) < n.
=n-1 =1 =1

Absurde. Il y a exactement deux valeurs propres aJ.

Rédaction 2. Le polyndme

xz—nx:x(x—n)

est annulateur de J. Comme le spectre est inclus dans l'en-
semble des racines
Sp() < {0; n}.

On a méme égalité d’apres la question précédente.

3. Comme E(J) et Ej; (J) sont en somme directe et

dimEy(J) +dimE, () = n,

ona
Eo() @ En()) = MnR).

Soit ¢, 'endomorphisme canoniquement associé a J et 93,
une base associée ala décomposition

Eo(p) ®Ep(@) =R"™.
Sionnote # = (e1,::+,ep), onapour touti € [[1;n—1]]

@(e))=0g et @(ey) =ney.



On en déduit que

K = Matg () = :
0 0
0 0 n

Les matrices J et K représentent le méme endomorphisme

dans deux bases différentes, par la formule de changement
de bases, J et K sont semblables.

. On constate que K? -K = 0,,. Comme K et ] ont méme poly-
ndme annulateur (détail a question 1 de 'exercice 22) :

J? - nJ=0.

Notons 27 'ensemble des polyndomes annulateur de J. On
prouve par double inclusion que

@]:{( 2—nx)Q(x)|Qe[Ra[x]}.

Exercice p-
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1.0na

M(a, b) = b] + (a— b)1,.

Justifions que
AeSp()

— Ab+(a-b)eSp(M(a,b).

Rédaction 1.
Soit A € R. Le résultat est clair pour b = 0. Pour b # 0

rg(J—Alp) =1g(b(J - Alp))
=rg(b] — Ably)
=1g(b]+ (a—Db)ly+—-Ab+(a-b)ly)
=1g(M(a,b)— (Ab+(a—Db)1y).

En particulier
rg(J—Al,) < nssi rig(M(a, b) — (Ab+ (a—b))1y) < n.

d’ot le résultat.

Rédaction 2.
Soit A € Spp(l). Soit X € 4y, (R) telle que

JX=AX et X#O0p1.

1l vient
M(a, b)X = bJX+ (a— b)X
= bAX+ (a—b)X
M(a, b)X = (bA + (a— Db))X.
D’olu bA + (a—b) € Sp().

On procéde de méme pour la réciproque en isolant le cas
b=0.

2. La matrice M(a, b) est non inversible si et seulement si

0€e SpM(a, b)).
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Or le calcul précédent donne deux valeurs propres a
M(a, b) :
a-b et bn+(a-Db).
Donc M(a, b) est non inversible si et seulement si :
a=b ou -a=(n-1)b=24b.
e Ilyal0l couples (a,b) € [[50;50]]2 telsque a = b.
e Ilyab5 couples qui vérifient la seconde condition :
0;0, (=24;1), (-482), (24;-1), (48;-2).

e Seul (0;0) vérifie les deux conditions en méme temps.

Au total, on compte 105 couples solutions distincts.

Exercice p-
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Notons A la matrice de ¢ dans la base canonique :

6 1 -1
A=Matcan(p)=| -4 2 2 ] .
4 2 2
2 1 -1
Puis A-14l3 = [ -4 -2 2 ] .
4 2 -2

On constate
C1—2C2=0 et Cp+Cz=0.

Le rang de la matrice A—4I3 est 1, la dimension du noyau est

donc 2 et
1 0
-2 1,11 .
0 1

En revenant a 'endomorphisme ¢ :

E4(A) = Vect (

E4(¢) = Vect(u, v)

avec u=(01,-2,00 et v=(0,1,1).
Exercice[30} p.[18]
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1.a) Vérifier que A2 = 3A — 2I3. Un polynéme annulateur est
alors

‘ P(x) = x% -3x+2. ‘
1.b) Toute valeur propre de A est racine de P. Or, le polyndome
P de degré 2 admet deux racines.

Sp(A) c {1;2}.

1.c) Le code Python donne
rg(A-I3)=1<3 et rg(A—2I3)=2<3.

Ce calcul confirme que 1 et 2 sont bien valeurs propres de
A:
Sp(A) = {1;2}.

Par l'intermédiaire de la formule du rang,
dimE;(A) =3-rg(A-13) =2 et dimE(A)=3-rg(A-2I3)=1.
D’ou

dimE;(f)=2 et dimEx(f)=1.
La résolution du systeme AX = X donne

E1(f)={(y—22) | y,z € R} = Vect(uy, up)



avec u; =(1,1,0), up=(-1,0,1).

Comme u; et up sont non colinéaires, ils forment une base
de Eq (f).
De méme, on trouve

Ex(f) ={(0,22,2) | z€ R} = Vect(w), w=1(0,2,1).

Le vecteur w étant non nul, (w) est une base de Ex(f).

1.d) Les calculs précédents donnent
dimE; (f) +dimEz (f) =3 = dimR3.
De plus, les espaces propres sont en somme directe. D’ol1
E1(f) @ Ex(f) =R>.

Si 9 désigne une base adaptée a la décomposition précé-
dente, la matrice de f dans cette base est diagonale.

2.a) Une solution est donnée par
(u1,v1,v2) =((1,1,0),(0,1,1),(0,2,1)).
On a bien
u; € E1(f),
vy =up+uz €Ea(f) et w2 €Ea(f).

2.b) Notons A, Ao, A3, les coordonnées de x dans la base
(u1,v1, v2). Par définition,

X=A1-up+A2-v1+A3-19

A
<A +A2+2A3=D
Ao+A3=c
)\1 =a
<13 =—a+b-clp—Ly-L;-L3
A2+A3 =c
)\1=6l
<< Ar=a-b+2c
A3=—a+b-c.
Exercice[3]] p-[I9
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1. La condition i) se traduit par PX=X.

‘ X est vecteur propre pour la valeur propre 1. ‘

2.e Soient P71, P» deux matrices stochastiques
(P1P2)X=P; (P2X) =P1X =X,

donc le produit P; P, vérifie la condition i).

Prouvons la condition ii). Notons [M];; le coefficient de la
matrice M en position (i, j). Par définition du produit ma-
triciel

n
[P1P2];j = 3 [P1lik [P2ly; = 0.
k=1~ ——

=0 =0
La matrice PP, vérifie la seconde condition.
La matrice Py P2 qui est donc une matrice stochastique.
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‘ & est stable par produit.

 Soient Pj, P, stochastiques et A € [0;1]

(AP + (1 - M)P2)X = AP X+ (1 - A)P2X
=AX+(1-MX=X

AP7 +(1-A)Py vérifie la condition i). De plus, la condition ii)
est claire puisque :

[AP1+(1=N)P2];; =A[P1]jj+(1=A) [P2];; >0

car A € [0;1]. Ainsi la matrice AP; +(1—-A)P; est stochastique.
Concluons

& est une partie convexe.

3. Soit A € R, une valeur propre associée a une matrice sto-
chastique P. Notons Y, un vecteur propre. Précisons les co-
efficients avec

p= (pij)i,je[[l;n]] Y= [yf)je[u;nu'

Larelation PY = AY donne

n
Viell;nll, Y pijyj=Ayi
j=1

D’apres I'inégalité triangulaire et la condition i)
n n
AVl < e < ( ..+ max )
il ];|p”y" ,; Pij j€[[1;n]]‘y]‘

1yl
o] jell;n) Vi

lyjl= max
Yi'= st

En particulier, pour un indice iy réalisant le maximum

|y"°|:jgu11a;)r§n yf"
ona N [vio] < [Vio |-

Comme la matrice Y est non nulle (c’est un vecteur propre)
|¥io| # 0 et par division, il vient |A| < 1. On obtient le résultat
demandé.

Exercice p.
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1. Vérifier par le calcul que
A’=A et B*=B.
Des lors, les applications linéaires u et v vérifient
uou=u et

vov=1".

On sait alors que

u et v sont des projecteurs.




2.a) Notons Cj et Cp les deux colonnes de A. On a

Ca=aC; et Cp#027.

La matrice A est de rang 1.

Comme B est un cas particulier de A (prendre a = 1), B est
ausside rang 1.

De plus, on calcule

1+a
a+ a?

1 1+a
AB= ——
2(1+a?) | a+a®

Les deux colonnes sont identiques et non nulles
rg(uov) =rg(AB) =1.

2.b) Posons le calcul matriciel

Al ! |= 1 l+a+a+a®
al| 200+a?)| a+a*+a*+a’
_1+2a+a’ [ 1
C2(1+a?) | a
_a+a? [ 1
2(1+a?)| a
C’est-a-dire xp # (0,0) et
1+a)?
(wov)(xg) =Agxg avec )\azg.
2(1+a?)

2.c) Comme 1o v est un endomorphisme de B2, de dimension
2, il ne peut avoir plus de deux valeurs propres.
— 0O estvaleur propre puisque uo v n’est pas bijectif (de rang
1).
— A est aussi valeur propre d’apres le calcul précédent.
Sia# -1, As #0 etil y a exactement deux valeurs propres
distinctes

Sp(uov) ={0; A4}

Sia=-1, on constate que uo v =0 g pz) et
Sp(uov) ={0}.

Remarque. Comme on peut répéter les éléments dans un en-
semble, on peut regrouper les résultats avec

VaeR,  Sp(uov)={0;A4}.

3.a) On définit la fonction f sur R par f

La fonction est rationnelle, dérivable sur R avec pour tout

x€eR
1-x)(1+x)

(1 +x2]2

On en déduit le tableau de variations et la courbe

o=

36

Surtout, on vérifie que
Aa = f(a) e Im(f) < [0;1].
D’ot1 le résultat.

3.b) Si uo v est un projecteur alors son spectre est inclus dans
{0;1}. On impose donc

Aa=0 ou Agz=1.
En reprenant I'étude de fonction,
a=-1 ou a=1.
Si a = —1, uo v est I'application nulle. C’est un projecteur

(sur {0}) parallelement a R2.
Sia=1, u=vetuov=u?=uestun projecteur. En résumé

‘ uo v est un projecteur si et seulement si a = +1. ‘

Exercice p.
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1. Raisonnons par récurrence sur la propriété
Pk): AFB-BAF = kak.

— Initialisation. 22(0) est clairement vraie.

— Heérédité. Soit k € N, supposons (k) vraie, démontrons
Pk+1)

AR+Ig _ppk+l _ A(AkB) — (BA)AK
:A(kAk +BAk) — (AB—A)AF

Ak+1B_BAk+1 — kAk+1 +Ak+1
= (k+ DAFFL,

P (k+1) estvraie si 22(k) 'est.
— Conclusion. Pour tout k € N, 22(k) est vraie.
2.Soient A, p€R, M1, My € 45, (R).

¢p (AM1 + pM3) = (AM] + pM2) B—B (AM + uMz)
=A(M;B-BMj) + . (M2B - BMy)
= App (M) + uop (Mp).

Lapplication @p est linéaire. Comme l'espace de départ
s’identifie a celui d’arrivée, on a un endomorphisme.

3. Si AF est non nul, A¥ est un vecteur propre de ¢g pour la
valeur propre k.

4. Raisonnons par I'absurde. Supposons donc que pour tout
keN, AR £ 0,. D’apres la question précédente, tout k €



N est valeur propre de @g. Absurde, ¢y est un endomor-
phisme de dimension finie, le nombre de valeur propre est
fini. Concluons : il existe k € N* tel que Ak =0,

Exercice p-
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1. » La dérivation étant linéaire, ¢ I'est aussi. Pour tout P €
Ry [x], @(P) reste un polynéme et

degP’ < degP, deg((x— 1)’P(x)) <degP+1,
ona

deg(p(P)) < deg(P) < n.

On a bien @(P) € Ry [x].
Lapplication ¢ est un endomorphisme de Ry, [x].

* De plus ¢(1) =0 et pour k € [[1; n]]
(p(xk) =(x- 1)kxk*1 = kx — kxk1,

La matrice de ¢ dans la base canonique est alors

0 -1 0 - 0
0 1 -2 - 0
0 0 2 - 0

A= € Mp1®R).
0 0 - . -n
0 0 - .. n

2. La matrice A est triangulaire avec une diagonale constituée
de {0,1,2,...n}. Ainsi

Sp(y) =Sp(A) = [[0; n]].
3.a) On a @(P) = AP, c’est-a-dire
(x—1DP'(x) =AP(x) (+)

En évaluant en 1, on obtient 0 = AP(1) puis P(1) = 0 puis-
qu'on a supposé A #0. Le réel 1 est racine de P.

3.b) Soit m € N*, la multiplicité de 1 comme racine de P. Il
existe Q € R[x] tels que

P(x)=(x-1)"Qx) et Q) #O0.
La relation (e) devient

(e=1) (mx-1"1QE) + (- D™Q'(0)] = Ax - D™ Q)
puis

(x—=D"(mQ) + (x- Q' (1) = Ax - )" Q(x).

Comme le polynome (x — 1) est non nul, on a simplement
mQ(x) + (x = 1Q'(x) = AQ().

A-m)Qx) = (x-1)Q(x).

1l vient
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Comme Q(1) # 0, en évaluant en x = 1, on obtient m = A €
[[1; n]l et Q est le polyndme constant. En résumé

P(x) =Cste- (x— 1))‘ avec Cste #0.

On vérifie que tout polynéme de ce type est vecteur propre
pour la valeur propre A.

4. D’apres ce qui précede, pour tout A € [[1; n]]
Ey () = {(x(x— DM ae [Re} :Vect((x— 1)").

Notons que cette égalité s’étend a A = 0. Il y a n+ 1 sous-
espaces propres, tous de dimension 1.

Exercice p-
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. Lespace Z(E) est de dimension p = dim(E)2. La famille
(idg, f, f?,..., fP) contenant p + 1 éléments est donc liée. 1l
existe donc ag, ai, ay, ..., ap tels que

]

p .
Z aif’ =0¢E et (ao,...,up) # Opp+1.
i=0
p .
Le polyndme non nul P(x) = ¥ a;x" est un polyndme annu-
i=0
lateur de f.

2. Raisonnons par 'absurde on supposant que Q admet une
racine réelle a qui ne soit pas une valeur propre de f. Soit
Q e R[x] tel que Q(x)(x — a) = Q(x). On a donc

Q(f) o (f —aidg) =Q(f) = 0(p).-

Comme « ¢ Sp(f), f —aidg est un endomorphisme de di-
mension finie bijectif. (f — aidg) ' a un sens et

- o1
Q(f):();f(E)O(f—(deE) =0%)-
On en déduit que Q est annulateur de f. Absurde, car

degQ < degQ

et Q est, par hypotheése, un polynéme annulateur de degré
minimal. En conclusion, toute racine de Q est valeur propre
de f.

Exercice p-
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Soit A € R. Si A € Sp(AB), il existe X € .41 (R), non nulle

telle que ABX = AX. En multipliant a gauche par B, on ob-
tient

(BA)(BX) = B(ABX) = B(AX) = A(BX).

— Si BX est non nulle, BX est vecteur propre pour la valeur
propre A et A € Sp(BA).

— SiBXestnulle, on a alors AX=A-0 = 0. Comme X est non
nulle, A = 0. Dans ce cas la matrice AB n’est pas inversible.
On montre* que BA ne I'est pas non plus, A = 0 € Sp(BA). En
résumé, pour A € Sp(AB), A € Sp(BA) c’est-a-dire

Sp(AB) < Sp(BA).



Par symétrie, on a I'inclusion dans I'autre sens, puis I'égalité
par double-inclusion.

* Détaillons ce passage.
Montrons par 'absurde que BA ne peut étre inversible. En
effet, si BA est inversible, il existe une matrice C telle que

(BA)C=1, et C(BA)=I,.

On peut réécrire ces relations sous la forme

BAC) =1, et (CBA=I,.

La matrice B est donc inversible a droite et A, inversible a
gauche. Or, les notions d’inversibilité a gauche et a droite
pour des matrices carrées sont équivalentes a l'inversibilité.
Donc A et B sont inversibles. Par produit AB est aussi inver-
sible, ce qui est exclu.

Exercice

p-20
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1. Soit A € Sp(¢ o) \ {0}. Il existe donc x € E\ {0} tel que

@oy(x)=Ax ()
En appliquant v, il vient
Yoo(y(x)=wopoy(x)=Ay(x)

Précisons que y(x) # Og. En effet si w(x) = 0, on en dédui-
rait avec (¢) que A = 0. Cas exclu par hypothése. On a donc
vérifié que y(x) est vecteur propre de W o ¢ pour la valeur
propre A. D’ot

AeSp(woy).

En rajoutant 0,
Sp(poy) U {0} =Sp(wo ) U {0}
Par symétrie, on a l'inclusion réciproque
Sp(@ow) U {0} > Sp(w o) u{0}.
Puis I'égalité

Sp(pow) U {0} =Sp(wop)U{0}.

2. Voir exercice[36]

3. Soit P e R[x].

=y (P)
X

:f P () dt =P(x) — P(0).
0

wo(P)(x)

On vérifie que 0 est valeur propre de W o ¢ car
Eo(wo@) =Rolx].

De plus, pour P € R[x], y(P) est le polynéme primitive (qui
s’annule en 0) de P. D’ou

@ow(P)(x) = P(x).

C’est-a-dire
Qo =idgy)
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et 0 n’est pas valeur propre.
Cet exemple montre que I'égalité

Sp(pow) =Sp(wo)

n’est pas toujours vérifiée en dimension infinie.

Exercice[38] p.
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. On remarque que la matrice A (donc I'endomorphisme as-

socié ¢ ) est de rang 2 (les deux premieres colonnes sont
indépendantes, les autres étant proportionnelles a la se-
conde).

Limage Im ¢ est de dimension 2; une base est, par exemple :

(ely f ei)-
i=1

Par le théoréme du rang, le noyau Kery est de dimen-
sion (n — 2). En utilisant les colonnes de A, la famille
(e2—e3,e2 —ey,...,e2 — ey) forme une base de ce noyau.

2. Ainsi 0 est valeur propre de A, et le sous-espace propre qui

lui est associé est Ker A de dimension (n —2).
Les vecteurs propres de ¢ associés aux valeurs propres
non nulles sont dans Im(p (puisque @(x) = Ax,A #0).

Soit (e, v), avec v = Z e; labase de Im ¢ précédemment dé-

terminée, et l’endomorphlsme de Im ¢ induit par .
Onaw(e;)=v,y()=v+(n—-1)e;. Donc

0 n-1
M:M(el,,,)(w)=(1 1 )

Les valeurs propres de v sont

1+v4n-3 1-v4n-3
Al=———F et Apg=——F7
2 2
et on peut prendre pour vecteurs propres associés
()\i - l) el +v.

Ces valeurs propres et ces vecteurs propres sont les élé-
ments propres de ¢ manquants.

Exercice p-20]
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. Soit X = ¥(x1,..., %) une matrice colonne appartenant au

noyau de A. Montrons que X = 0,1 en raisonnant par I'ab-
surde. Léquation AX = 05,1 donne

n
Vielll;nl, ) a;jjxj=0.
j=1
Puis, par I'inégalité triangulaire

% aijxj| < ¥ faipx| <
j#i J#i

IkIZ

|aiixi|: aijl-

kE[[l nll
Soit ip un indice réalisant le maximum :

X | = X

b = max (1)

Comme X est non nulle,

Xj, | >0, et on obtient

|ai0i0| |xio| < |xi0| Z.|aif"
J#



En simplifiant par |x;,| # 0, on obtient une contradiction
avec 'hypothese de diagonale dominante de A. En conclu-
sion,

Ker(A) = {0511,

puis la matrice

A est inversible.

. Soit A € R. Posons A =B — Al,. Si

A¢

T

[bij —1i3bjj+ 1]

i=1

alors pour tout indice i
|)\ - bii | >Ti.

Comme |a; ;| = |\ = bj;| et b;j = a;; pour i # j, la relation
précédente se réécrit

n
laii|> "

J#i

al-j

La matrice A est a diagonale dominante. D’apres la question
1, la matrice A est inversible et A ¢ Sp(B). Il vient

n
U [bj; —1i;bij + 11 <Sp(B)
i=1

C’est-a-dire

n
Sp®B) < | [by; — 1y, by + 14l
izl

. D’apres ce qui précede
SpA) c[-2;2].

Si A €Sp(A), A/2 € [-1;1] et d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe 0 € [0; ] tel que cos(B) = A/2. D’ou
le résultat.

Exercice[40] p.
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1. Justifions, par double inclusion, que

Sp(A) = Sp(pa)-

Soit A € Sp(A). Il existe donc e € .#p,1 (R)\{0,,1} telle que
Ae = \e. Posons ensuite, la matrice E définie par concaténa-
tion

E= [eron,lvon,l’ -~-v0n,1] € MnR).

de sorte que

@AE) =AE = [Ae, A0y, 1,..., A0, ]
= [}\e,On'l;u-;On,l]
=AE.

CommeE # 0, c’est un vecteur propre pour la valeur propre
A de @p. D'ou
AeSp(pa)-

39

2

[e—

Réciproquement, soit A € Sp (¢4 ). Il existe Me#, (R) \
{05} telle que

@AM) = AM.
Lamatrice M est non nulle, elle admet donc une colonne C;,
non nulle.

@aM) =[ AC; AC ACjo ACp |
AM = [ AC; ACy ACj, ACy, ] .
D’ou ACiO S )\Cio'

Cj, est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
Ainsi A € Sp(A).

Finalement
Sp(A) = Sp(¢a)-

. Soit A une valeur propre commune de A et ¢ . Lapplication

E)(8)" -
(CI’CZM'-rCn) —

Ex (¢a)
[C1>C2v--~vcn] .

o

est bien définie, linéaire et bijective. C’est un isomorphisme
et on a égalité des dimensions :

dim (E)\(A)n) = dimE)\ ((PA) .

Par la formule sur la dimension d'un produit cartésien

| ndimE, () = dimF (). |

Exercice p-
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. Vérifier que A% = 0,4. Autrement dit, P(x) = x3 est un poly-

ndéme annulateur de A. Comme 0 est I'unique racine de P
Sp(A) < {0}.
Comme A n’est pas inversible, 0 est une valeur propre de A.
D’ou
Sp(A) = {0}.

Le raisonnement est identique pour B.
Sp(B) = {0}.

Tr(A) =0="Tr(B).

Notons (Cj,Cp,C3,C4) la base canonique de .#4,1 (R). On
montre que

On a aussi

Ker(A) = Vect(C1,Cq) et Ker(B) =Vect(Cy,Cgz).

En particulier

] dimEg(A) = dimEo(B).

Les espaces propres ont méme dimension.

T

Raisonnons par 'absurde en supposant les matrices sem-
blables. Il existe P € .4 (R), inversible telle que

A=pP71BP

puis A% =p~1B2p.



Absurde, B2 = 04 mais A% # 0.

Exercice p-
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1. Soient f € E et F une primitive de f. Par définition de I'inté-
grale, pour tout x € R,

x+1

1 1
T(f)(x) = - f(ndt==(F(x+1)-Fx-1).
2 x—1 2

Comme F et les fonctions affines x — x+1 et x — x — 1 sont
de classe €' sur R et a valeurs dans R, par composition et
combinaisons linéaires, T(f) est de classe ¢! sur R.

T(f) € E1.

De plus, pour tout x € R

1 1
T(f)(x) = E(l-F’(JH—l)—l-F’(x—l)) = E(f(x+1)—f(x—1)).

2.Soient f, g€ E, A eR. pour tout x € R,

x+1

1
T(Af+g)(x)=5f S0+ gw)dr
N

x+1 x+1

f(t)dt+1f g(ndt
x—1 2 Jx-1

= AT(f) (x) + T(g) (x).

1
==
2

C’est-a-dire

TAf+g) =AT(f) +T(g).
Lapplication est linéaire et son ensemble de départ s’iden-
tifie a son ensemble d’arrivé :

T est un endomorphisme de E.

* La question 1 précise que I'image de T est incluse dans E;
et donc strictement incluse dans E. Par exemple, la fonction
valeur absolue qui appartient a E mais pas E; ne peut avoir
d’antécédent par T. En résumé

T n'est pas surjective.

3. On trouve que T(s) = 0 ('application nulle). Le noyau de T
n’étant pas réduit a {0},

T n'est pas injective.

4. Procédons par disjonction des cas :
* Sia=0.Soitx€R,

()= [

x-1

x+1

ldr= %(x+l—(x—1)) =1=¢(0)- fo(x).
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On retrouve bien
T(fo) = ¢ (0 fo.

* SiaeR*.SoitxeR.

1
T(fa) (%) = —f e’ dt
2Jx-1
1 at 1x+1
2l a i
eax+a eax—a ax ed_e—d
= =e
2a 2a

=p(@e™ = ¢(a) fa(x).
Ce calcul étant valable pour tout réel x arbitrairement choisi
T(fa) = 9(@ fa.
5. Une étude de fonction donne ¢ continue sur R et d'image

Im = [1; +ool.

Des lors, pour tout A € [1; 400, il existe a € R tel que
@(a)=A.

C’est le théoreme des valeurs intermédiaires. D’apres le cal-

cul précédent, ¢(a) est valeur propre avec comme vecteur

propre f, # 0. Donc A est valeur propre et

[1; +oo[< Sp(T).

e Linclusion est stricte, T n’étant pas injective, 0 est aussi
valeur propre.



CHAPITRE 2

Diagonalisation

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen : redet man zu ihnen, so iibersetzen sie es
in ihre Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anderesﬂ
GOETHE
Ecrivain allemand (1749-1832)

a. Les mathématiciens sont comme les Francais : quoi que vous leur disiez, ils le tra-
duisent dans leur propre langue et le transforment en quelque chose de totalement différent.

— Définitions

DEFINITION endomorphisme diagonalisable

Soitp e Z(E).
On dit que @ est diagonalisable s'il existe une base de E qui soit composée de vecteurs propres de .

Exemples.
* Dans R?. Posons u = (1,—1), v = (0,2) et ¢ : R? — R? définie par @(x,y) = (-x,3x+2y). On vérifie que ¢(u) = —u et
@(v) =2v. Résumons :

— u et vsont deux vecteurs propres de .

— uet v sont deux vecteurs non colinéaires. Ils forment une famille libre de R?. (i, v) est donc une base de R?.

Lendomorphisme ¢ est un endomorphisme diagonalisable de R?.

* Lendomorphismey : P € R, [x] — (x—1)P'(x) € R,,[x] est diagonalisable. En effet, si on pose P;(x) = (x—1) pour tout
i € [[0; n]l, on calcule y(P;) = iP;. De plus, la famille (P;) est libre (de degré échelonné) et contient autant de vecteurs
que la dimension de R,[x]. On a donc une base de vecteurs propres. Lendomorphisme y est un endomorphisme
diagonalisable de R, [x].

4 Soient ¢, s € Z(E) avec E de dimension finie. Les questions sont indépendantes.
Exercice 44 1

3

. Justifier que si ¢ est diagonalisable et bijectif, ¢ ™! est aussi diagonalisable.

. Que dire de ¢ si ce dernier est diagonalisable et n’admet qu'une seule valeur propre?

A p-

’f
I &

2

3. Que dire de ¢ si ce dernier est diagonalisable et rg ((pz) =0?

4. 44 & Sig est diagonalisable et s bijective. Justifier que so@os™! est aussi un endo-
morphisme diagonalisable.

#DA1
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[l
.
HE 4 Interprétation géométrique
. “
H . Posons de plus w = (-3,5). Ona w = —3u+v. Comme
{\ ™. 3 @ est linéaire.
2° Pw) = =3¢ w) + (V)
(W) =3u+v=3,1).
s\ 1 a
) Ce court calcul illustre un fait important. Les calculs
i i i i i 2 i % dans une base de vecteurs propres sont beaucoup
n i e \ 9 plus faciles puisque les restrictions de ¢ aux sous-
Ea “ 2 espaces propres sont des homothéties.
-2 £ @k, () U A
3u
-3+
DEFINITION matrice diagonalisable

SoitA € M, (R).
On dit que A est diagonalisable s'il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D € 4, (R) telles que

A=P-D-P7L.

Autrement dit, une matrice est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a une matrice diagonale. Dans ce
cas, P est la matrice de passage de la base canonique de 43,1 (R) a une base de vecteurs propres deA.

Remarque. Silamatrice A est diagonalisable, alors les colonnes de P forment une base de .4/, 1 (R) constituée de vec-
teurs propres de A. De plus, le spectre de A s’identifie au spectre de D qui correspond donc aux coefficients diagonaux
de D.

Preuve. Eneffet, sionnoteP=[C; Cy ... Cp],D=diag(d),dz, -, dp) et E; estla matrice colonne constituée de zéro sauf
un 1 en position (7,1). On a donc PE; = C;, DE; = d;E; et

AC; = (PDP™Y)PE; = PDE,; = P(d;E;) = d;PE; =d;C; et C;#0,].

La matrice colonne C; est vecteur propre de A pour la valeur propre A. Comme P est inversible, la famille des colonnes de P est
une base de .#5,1 (R). D’ol1 le résultat.

|
Exemples.
0o 2 -1
* Reprenons I'exemple page|l3|avec A = 3 -2 0 [.Onamontré que
-2 2 1
1 4 2
Sp(A) ={1,2,-4} avec E;(A)=Vect 1 , E»=Vect 3 et E_4=Vect| -3
1 -2 2
1 4 2
On pose P=]11 3 -3
1 -2 2

On vérifie numériquement :
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Editeur

D = np.array(([1, 0, 0], [0, 2,

#attoe:!'L;t'LzE(:L,do,L’oi]d)e) des >>> print(P o o)
R B [[-2.22044605e-16 2.00000000e+00 -1.00000000e+00]

. (1. 4. 2], [1, 3 [ 3.00000000e+00 -2.00000000e+00 0.00000000e+00]
np-array o o o Ldo e [-2.00000000e+00 2.00000000e+00 1.00000000e+001]
-3], [1, -2, 2]1))

P_inv = np.linalg.inv(P)

Editeur

print(P @ D @ P_inv)
On retrouve bien A = PDP~! (attention aux arrondis pres).

* Lamatrice T = n'est pas diagonalisable.

1

0 1

Preuve. Raisonnons par I'absurde en la supposant diagonalisable. Elle est donc semblable a une matrice diagonale dont les co-
efficients diagonaux sont les valeurs propres de T. Or, T est triangulaire avec seulement 1 sur la diagonale. 1 est la seule valeur

propre et T serait semblable a la matrice identité. Absurde, la seule matrice semblable a I'identité est I'identité. -
Exercice 45 4 % Vrai ou faux?
(. 1. SiA est diagonalisable alors A% est diagonalisable. voox
— 2. SiA? est diagonalisable alors A est diagonalisable. v X p-[E0]
W = 3. SiAestinversible, A est diagonalisable si et seulement si A~! est diagonalisable. v X
- @ 4. La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable. voox
#DA2
Exercice 46
vl . 2 R . .
N 44 & Montrer que sirg(A*) <rg(A), alors A ne peut-étre diagonalisable. p.[60]
L &
#DA3
PROPOSITION lien en dimension finie

Soit E, un espace vectoriel de dimension finie.
Soient @ € £ (E) etA € 4, (R), la matrice de ¢ dans une base % de E. On a l'équivalence entre les énoncés.

i)  Lendomorphisme @ est diagonalisable.

ii) La matriceA est diagonalisable.

Preuve. Raisonnons par double implication.
Supposons I'endomorphisme ¢ diagonalisable. 1l existe donc une base € = (e;)je[i1;,) de vecteurs propres. Chaque i €
[[1; n]l, il existe A; € R tel que

®(e;) =Aje;.
La matrice Mate () est alors diagonale
@(e1) @lez) @(en)
A1 0 e ees 0 el
0 A . .0 e

0 0 0 0 Ap | o
D’apres la formule de changement de base

A =Matg(¢p) = Pge Mate (¢)P@%_l.

La matrice A est donc diagonalisable.
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Réciproquement, si A est diagonalisable, il existe P € .4, (R) inversible et D diagonale telles que
A=PDPL.

Il existe une base € de E telle que P = Pg et dans ce cas D = Mate (). On constate alors que € est une base de vecteurs
propres de ¢ qui est donc un endomorphisme diagonalisable.

[ |
n Caractérisations
Version « endomorphisme »
PROPOSITION caractérisation avec les s.e.p

Soit ¢ € £ (E). On a l'équivalence entre les énoncés suivants.

i) Lespace vectoriel E est somme directe des sous-espaces propres de .

ii) Lendomorphisme @ est diagonalisable.

Preuve. Raisonnons par double implication.
Supposons i). C’est-a-dire
E= @ E\(¢.
AeSp(g)
Chaque vecteur de E) (¢) non nul est un vecteur propre associé a la valeur propre A. Fixons, pour tout A € Sp(¢), %8), une
base de E) (). Cette base est donc constituée de vecteur propre de ¢. Si 98 est la famille obtenue par concaténation des
bases 28), de E) (¢) pour A € Sp(¢), alors 28 est une base de E constituée de vecteurs propres de ¢ (voir théoréme page ?22).
Lendomorphisme ¢ est donc diagonalisable.
Supposons ii) et soit 8 une base de vecteurs propres de ¢. Notons 98, la famille obtenue en regroupant tous les vecteurs

propres de 98 associées a la valeur propre A. Comme E) (¢) est un sous-espace vectoriel, il est stable par combinaisons
linéaires et

Vect(28)) cE)(¢).
Par somme Y Vect(®)\)c Y Exlp)cE
AeSp(y) AESp()

Comme % (concaténation des familles 98) ) est une base de E, on a aussi

Y Vect(%)) = Vect(%) =E.

AESp(p)
Nécessairement Y Ex(¢)=E
AESp(y)
On conclut en rappelant que la somme des sous-espaces propres est toujours directe.
]
4 Exemple
Soit n € N\ {0; 1}. Posons pour tout polynome P € R, [x], le polyndme ¢ (P) défini par
Exercice 47 n
C @(P)(x) =P()S(x)~P(x) ou S)= Y xk.
r k=0
\’r »El
N < On vérifie que ¢ est un endomorphisme de R, [x]. Montrer que :
N Rplx] = Ker(¢p +idg,, [x]) ® vect(S).
En en déduire que ¢ est diagonalisable.
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COROLLAIRE caractérisation avec les dimensions
Soit @ € £ (E) avecE de dimension finie. On a l'équivalence entre les énoncés suivants.

) ¢ dim(Ex(¢)=dim(E).
AeSp(¢)

ii) Lendomorphisme @ est diagonalisable.

Preuve. C’est une conséquence directe du théoréeme précédent et du théoreme page 22 qui affirme I’équivalence entre :

i) dim(fpi) = ¥ dim(F;).
i=1 i=1
ii) Lasomme f F; est directe.
i=1

OukFy,...,F p sont des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. -

Remarque. Comme dim (E)\((p)) = 1, on retrouve le fait qu'un endomorphisme de dimension finie a au plus dim(E)
valeurs propres.

Exemple. Posons’endomorphisme ¢ : 4y, (R) — ./, (R) défini par (M) = ‘M. On remarque que E; (¢) et E_; (¢) cor-
respondent respectivement aux sous-espaces vectoriels des matrices symétriques et antisymétriques. Or, un exercice
classique donne

. nn+1) . nn-1)
dim (B (¢)) = ———— et dim(E_1(g)) = —
En particulier dim (E; () +dim (E_; () = n? = dim (4, (R)).
Nécessairement, ¢ n’'a pas d’autre valeur propre et est diagonalisable.
COROLLAIRE cas particulier

Soit p € L (E) avecE de dimension finie.

Si ¢ possede dim(E) valeurs propres distinctes,

alors ¢ est diagonalisable et les sous-espaces propres sont tous de dimension 1.

Preuve. Supposons que ¢ posseéde n = dim(E) valeurs propres Aj,A2,...,A, deux a deux distinctes. Par définition d’'une valeur

propre
Viell;nl,  dim(Ey,(@)=>1.
n n
Par somme : Y. dim(Ey, (@) = Y 1=n=dim(E).
i=1 i=1
n n n
Or, on a aussi @ E)(p)cE puis Z dim (E;\i (¢)) =dim (@ E), ((p)) < dim(E).
i=1 i=1 i=1
Par encadrement Z dim (E) (¢)) = dim(E)
AeSp(g)
et d’apres la caractérisation précédente, ¢ est diagonalisable. -

A Attention. Laréciproque est fausse. Par exemple, pour E de dimension 7 = 2, 'endomorphisme idg est diago-
nalisable avec seulement une valeur propre (1).
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4+ % Exemple

Soit n € N\ {0; 1}. Posons pour tout polynome P € R, [x], le polyndme ¢ (P) défini par
Exercice 48

1
@) (x) = ;x(l —x)P'(x) + xP(x).

— p.07]
/) J, g 1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de Ry, [x].
2. Pour tout k € [[0; n]], on pose Py (x) = xk(l - x)”_k. Calculer @(Pp).
3. Justifier que ¢ est diagonalisable.
# DAS
2.2 Version « matricielle »

Commencons par une remarque. On introduit 'endomorphisme

. /ﬂn,l(R) - -fﬂn,l(R)
Pa: X - AX

Ainsi, pour V € 4,1 (R), pa(V) = AV et on a I'équivalence : V est vecteur propre de A si et seulement si V est vecteur
propre de @4. Plus généralement,
ker(A) = ker(gpa).

Justifions maintenant que la matrice A est diagonalisable si et seulement si 5 est un endomorphisme diagonalisable.
Preuve. Raisonnons par double implication.

Supposons la matrice A diagonalisable. Soient P inversible et D diagonale telles que A = P~ DP. Nous avons vu que les co-
lonnes de P forment une base de .41 (R) composée de vecteurs propres de A. C’est aussi une base de .#,1 (R) composée
de vecteurs propres de @ qui est donc diagonalisable.

Réciproquement, si 4 est un endomorphisme diagonalisable, ¢4 (et donc A) admet une base de vecteurs propres. Notons
(Ci)e[1;n))» une telle base. Pour tout indice i, il existe A; € R tel que AC; = A;C;. Sion pose P =[Cy,Cp,...,Cp]
AP =A[Cq,Cy,...,Cyl
=[AC1,ACy,...,ACy]
=[A1C1,A2C2,...,AnCy1=PD avec D =diag(Ag,...,An).

Comme la famille (C;) ;e[1,5 est une base, P est inversible et A = PDP~!. La matrice A est diagonalisable.

Regroupons et traduisons les résultats précédents dans le cadre matriciel.

THEOREME caractérisations

SoitA € M, (R). Les énoncés suivants sont équivalents.

i)  La matriceA est diagonalisable.
ii) Il existe une base de /1 (R) formée de vecteurs propres de A.
iii) 5,1 (R) est somme directe des sous-espaces propres deA.

ivv ¥ dim(Ex@)=n.

AeSp(A)

Preuve. C’est une conséquence directe des résultats précédents appliqué a I'endomorphisme ¢, car nous avons vu que la matrice
| A est diagonalisable si et seulement si pp est un endomorphisme diagonalisable. -

Exemple. La matrice Attila

Soit n € N\ {0; 1} et J la matrice de taille (1, n) constituée uniquement de 1. Il est clair que J est de rang 1, la formule du
rang donne

dim (Ey(J)) =dim (ker]) = n—-rg(J) =n—1.
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Si (Ey,...,Ep) désigne la base canonique de .4, 1 (R), on vérifie que les vecteurs

W;=E;—-E; avec jEel2;n]]
donnent une base du noyau de J. De plus, si on pose

n
V=) E; alors JV=nV et V#0,:.
j=1

Il vient dim (E; (J)) = 1 et méme égalité.

Vérifions séparément chacun des énoncés :
iv) dimEy(J) +dimE,(J)=(n-D+1=n
iii) On sait déja que E((J) et E;,,—; (J) sont en somme directe et

dim (Eo() ® E,—1 () = dim (Eo () + dim (E,—1 ) = 12 = dim 42,1 (R).

Eo()@En-1() = Mn, 1 R).

W) estlibre. Comme elle contient autant de vecteurs que .41 (R), c’est

D’ou

ii) On montre que la famille (V,W,,Ws, ...,
une base de .#,,1 (R) constituée de vecteurs propres de J.

i) Sion pose
P=[V W, ... W,] et D=diag([n,0,...,0]).

On vérifie que P est inversible et AP = PD, puis A = PDP L.

PROPOSITION n valeurs propres

SoitA e M, (R).
Si A admet n valeurs propres distinctes,

alors A est diagonalisable et les sous-espaces propres sont tous de dimension 1.

Python. La commande eigvals permet le calcul de
valeurs propres. Par exemple :

>>> # script ezxzecuted

Console

import numpy.linalg as al
# On importe la sous-bibliothéque

linalg
A=np.array([[1,3,0],[0,-2,0],[-1,-2,0]1)
# On défintt la matrice A
rint (al.eigvals(A))
P = Selon ce calcul, 0, 1 et —2 sont toutes les valeurs

propres de A. La matrice A est diagonalisable.

[ 0. 1. -2.]

Editeur

n Compléments

Cas particuliers

Cas des matrices de taille 2
Rappelons que pour A € /> (R) et A € R.
AeSp(A) < det(A-AlL)=0
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+
Soit A € /> (R) diagonalisable. Notons Aj et Ay, les deux valeurs propres éventuellement

Exercice 49 confondues de la matrice A.
v
v 1. Mont A1+ A2 =tr(A) et A1 Ao = det(A).
6 ontrer que A1 + Az = tr(A) et A A2 = det(A) p.[1]
— 0
1 w 2. En minimisant le nombre de calculs, montrer que la matrice A = [ _1 n’est pas
diagonalisable dans R.
# DA6
Exercice 50
179 + soitA=| ¢ ¢ |e®).Dé Acest diagonalisabl
N oitA=| =, |€.4(R). Démontrer que A est diagonalisable. p.[62
#DA7
Cas des matrices triangulaires
Limitons I'étude a des exemples.
+ Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1. & Est-ce que les matrices suivantes sont diagonalisables?
Exercice 51
C 1 0 1 1 10 1 0 1
4 Ti=[0 2 0], To=[0 1 o0 et T3=[0 1 0. .7
2 0 0 3 0 0 2 0 0 2
J
S 5 o . o 1 . .
2. & A quelle condition sur a € R, la matrice My = 0 « est diagonalisable?
#DA8
Cas des matrices symétriques réelles
Anticipons sur un théoréme dont on donnera un énoncé plus complet au second semestre.
THEOREME cas symétrique, premiére version
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable.
Résultat admis.
+ Les questions sont indépendantes.
Exercice 52 1. Montrer que 'endomorphisme suivant est diagonalisable.
3 3
e ) R - R
I\f/ ¢ { (x,,2) — (2x+y+z,x+3z,x+3y—2z). rE
— 2. Soient n € N* et A une matrice symétrique appartenant a .4, (R) vérifiant A" =1,,.
Calculer A%.
#DA9

Cas des projecteurs et symétries

* Soit p, un projecteur de E (avec p # 0, et p #idg). En reprenant I'étude effectué a la page ona

E=Eo(p)®E1(p).
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Les projecteurs sont des endomorphismes diagonalisables. Si 98 est une base adaptée a la décomposition en sous-
espaces propres, on a

1 0 0 0
0 1 0 0
Matz(p)=| 0 0 0
0 0 0 0
dimE; (p) dimEy(p)

En particulier, on constate que Tr (Matg(p)) = rg(Matg(p)) = 18(p).

 Soit s, une symétrie (s # +idg). Grace a la décomposition E = E_; (s) @ E; (s), on vérifie que toutes les symétries sont
diagonalisables et

1 0 0 0
0 1 0 0
Matg(s) = 0 1 0
|0 - 0 0 - -1 |
dimEl (p) dimE_ (p)
3.2 Pratique de la diagonalisation

En reprenant les méthodes étudiées page([13] traiter les exercices suivants.

4 % Sipossible, diagonaliser les matrices suivantes :
E ice 53
xercice 11 1 4 § -3
vi A= 0 2 2 et B=| -1 3 -1
\ 0 0 3 4 -4 3 b
[ o
—_— Diagonaliser la matrice A signifie : donner, si possible, une matrice diagonale D et une matrice
inversible P telles que A =PDP L.
#DA10
Ex?rcice 54 4 % Considérons I'application ¢ défini sur Ry [x] par @(P)(x) = x(1 — x)P’ (x) + 2xP(x).
x 1. Montrer que ¢ définit un endomorphisme de Ra[x].
‘- , , . . . p.
1\~ 2. Exprimer la matrice de ¢ dans la base canonique. La diagonaliser.
~ 3. Conclure en donnant une base de vecteurs propres de .
#DA11
Astuce. Dans la recherche des valeurs, il ne faut pas oublier que pour une matrice diagonalisable
TrA) = ), Axdim(Ey().
A€Sp(A)
+
Exercice 55
m 1. % Prouver la remarque précédente.
o« 1 -3 3
z p:
i~ 2. Application. SoitA définiepar| 3 -5 3 ] . ]
6 -6 4
- Sachant que rg(A + 2I,;) = 1, que peut-on en déduire sur la diagonalisation de A?
#DA12
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3.3

Exercice 56

Quelques applications de la diagonalisation

<> Calcul des puissances

D.[67
Calculer pour tout p € N, AP ol1 la matrice A est étudiée a l'exercice !
4 Polyndme de matrices et racine carrée d'une matrice
2 1 1
On pose A=|1 2 1
1 1 2
1. Vérifier que A est diagonalisable et la diagonaliser. p.

2. En déduire l'inversibilité de A et AL,

3. Expliquer comment calculer Q(A) ou Q € R[x]. Préciser un polynéme annulateur non
nul de A.

4. Déterminer une matrice B telle que BZ = A.

Les applications sont nombreuses. Citons par exemple :
— Larecherche du commutant (voir exercice[82} p/55).

N . . . ) . Voir exerci '
La résolution des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (voir exercice (83} pl56)

— Larésolution de systemes différentiels linéaires (voir exercice[84} p[56).
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L r\ ° "J
Y Exercices ]\,’
1 J "
6 10 11
Exercice 58. <~ Montrer que la matriceA=| 2 6 5 | n'est pas diagonalisable. #DA15
-4 -8 -8
> Solution p.[64]
Exercice 59. ¢ @ Parmi les matrices élémentaires E;j j de 4, (R), lesquelles sont diagonalisables? #DA16
> Solution p.[64]
Exercice 60. < % Soit ¢ définipar: VPeRs[x], ¢(P)(x)=(2x+1)P(x)- (x2 -1)P'(x). #DA17

Vérifier que ¢ est un endomorphisme de Ry [x]. Est-il diagonalisable?
> Solution p.

Exercice 61. <- ® Montrer que les matrices suivantes sont semblables #DA18
1 4 6 3 0 0
A= 0 2 5 et B=4 2 0
0 0 3 5 6 1
> Solution p.[64]
Exercice 62. ¢ % Soit ¢ un endomorphisme de E de dimension finie. #DA19

Montrer que ¢ est un projecteur si et seulement si ¢ est diagonalisable et Sp(¢p) < {0; 1}.
> Solution p.[64]

Exercice 63. ¢4 Diagonalisation avec un parameétre #DA20
Pour tout réel a, on pose a+2 -Qa+1) a
M, = 1 0 0
0 1 0

On vérifie par le calcul que Q(x) = x% — (@ +2)x2 + (2a + 1) x — a est annulateur de M.
1. Justifier que pour a = 1, M, ne peut étre diagonalisable.

2. Déterminer les réels a pour lesquels M, est diagonalisable.
> Solution p.[65]

Exercice 64. 4 Pour tout n entier non nul, on considére la matrice #DA21
1 1/n 1/n
Ap=| -1/In (n+2)In 1/n
1/n -1/n 1

1. Montrer sans calculs superflus que 1 et 1+ 1/ sont les valeurs propres de Aj,.
2. La matrice A;, est-elle diagonalisable? inversible?

3. Pour tout n € N*, on note B, la matrice produit: B, =A1Az...Ay.
La matrice B, est-elle diagonalisable? inversible? Si oui, déterminer B, 1.

> Solution p.[65]
Exercice 65. 4 Soit A € .4, (R). Montrer que A est diagonalisable si et seulementsi ¥ rg(A—Al,) = (card(Sp(d))-1)n. # DA22
AeSp)
> Solution p.[66]

Exercice 66. 4 On considére I'application ¢, qui a tout polynome P de R, [x] associe ¢(P) = f P&, ou P désigne la dérivée # DA23
k=0
k-ieme de P avec la convention P© =P,
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R [x].

2. & Est-ce que @ est diagonalisable?
> Solution p.[66]

€ 4 (R) et 'endomorphisme ¢ de .#> (R) défini par ¢ (M) = AM. #DA24

Exercice 67. 4 Posons A = [ 1 1
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1. a) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique.
b) Trouver un polynéme annulateur de ¢.
¢) Lendomorphisme ¢ est-il diagonalisable?
2. On définit maintenant les endomorphismes et s de .4 (R) défini par y(M) = MA et s(M) = ‘M.
a) Vérifier que y = so@osL.
b) En déduire un polynéme annulateur de . Est-ce que 'endomorphisme  est diagonalisable?

> Solution p.

Exercice 68. ¢4 & D’apres EDHEC 2014 # DA24
Soient n € N\ {0;1} et A une matrice non nulle donnée de .4, (R). On considére 'application f qui a toute matrice M de .45 (R)
associe :

M) =Tr(AM-Tr(M) A.

==

. Montrer que f est un endomorphisme de .4 (R).
2. a) Pour toute matrice M de .4, (R), exprimer (f o f)(M) al’aide de Tr(A) et f(M).
b) En déduire un polyndme annulateur de f. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de f?
3. a) & Montrer que 0 est valeur propre de f.
b) Montrer que, si Tr(A) = 0, alors f n’est pas diagonalisable.
4. On suppose dans cette question que la trace de A est non nulle.
a) & Préciser la dimension de Ker(Tr).

b) En déduire que f est diagonalisable.
> Solution p.
Exercice 69. ¢4 % Diagonalisation des matrices de rang 1 #DA26

1. & Soit n € N\ {0;1}. Montrer que M € #,,(R) est de rang 1 si et seulement si il existe deux matrices colonnes non nulles U, V
telles que M = UV.

2. Soit A € 4 (R) une matrice de rang 1. On note U et V deux matrices colonnes non nulles de .4, 1 (R) telles que A = UV et on
note a =Tr(A).

a) & Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.

b) Vérifier que 'VU = a, puis que A2 = gA.

c) & Justifier que si a = 0 alors A n’est pas diagonalisable dans .4, (R).

d) On suppose dans la suite a # 0. Calculer AU. Déduire des questions précédentes que A est diagonalisable.

e) Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de .4, (R) de rang 1 soit diagonalisable.
>> Solution p.

Exercice 70. 44 Soit ¢ un endomorphisme de E admettant un polyné6me annulateur P. # DA27

1. On suppose qu'il existe o € R* tel que P(x) = x(x— ). Vérifier que les sous-espaces propres Eq () et E¢ () sont supplémentaires
dans E. En déduire que ¢ est diagonalisable.

2. On suppose maintenant que P est de degré 2 avec deux racines distinctes. Montrer que ¢ est diagonalisable.
> Solution p.[68]

Exercice 71. ¢ 44 D'apres Oraux HEC 2014 # DA28
Soit ¢ 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique 2 = (e, e, e3) est

2 0 0
A=1 3 =2
1 1 O
Montrer que ¢ —idps est un projecteur.
En déduire les valeurs propres de ¢ ?

Combien existe-t-il de droites vectorielles de R3 stables par @?

ow o=

Combien existe-t-il de plans vectoriels de R3 stables par ¢?
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> Solution p.

Exercice 72. ¢4 % Soient n e N\ {0;1}, a et b deux réels tels que ab # 0. On note M(a, b) la matrice de .#,+1 (R) donnée par: #DA29

0 a a a
b 0 O 0
M(a, b) = b 0 O 0
b 0 O 0

1. a) Calculer M(a, b)2.

b) Montrer que M(a, b)? est diagonalisable et trouver ses deux valeurs propres.

0 ¢c ¢ - ¢

d 0 0 --- 0
2. Soient ¢, d e R* et M(c,d) =

d 0 0 --- 0

a) & Montrer que si M(c, d) est semblable a M(a, b) alors ab = cd.
b) Etablir la réciproque en considérant une matrice P = diag(e, 1,...,1) € 41 (R).
3. a) Est-ce que la matrice M(a, b) est semblable a sa transposée?
b) & Alaide de la trace, montrer que si la matrice M(a, b) est diagonalisable alors ab > 0.

¢) & On suppose que ab > 0, vérifier que M(a, b) est semblable & une matrice du type M(a, @). En déduire que M(a, b) est

diagonalisable.
> Solution p.[69]
Exercice 73. ¢ “. Meélange algébre et probabilité # DA30
1. Pour (a, b) € R%, dans quel(s) cas la matrice
a 1
Mab =10 b]

est-elle diagonalisable ?

2. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme univers, indépendantes et de méme loi binomiale %8(n,1/2).
a) Rappeler laloi de X +Y et en déduire la valeur de 3 (Z)2
k=0

b) Calculer la probabilité pour que la matrice My y soit diagonalisable.
> Solution p.[70]

Exercice 74. 4 Exemple avec deux valeurs propres #DA31
Soient E un espace vectoriel et ¢p un endomorphisme de E diagonalisable avec exactement deux valeurs propres A et . Notons Ey
et B, les sous-espaces propres associés respectivement aux valeurs propres A et p.
1. Justifier que E) et B, sont supplémentaires dans E.
On peut donc considérer le projecteur p (respectivement g) sur E) parallelement a Ey, (respectivement sur Ey, parallelement
aE)).
2. Préciser p+q, poqgetqop.
3. Vérifier que ¢ = Ap + pq et plus généralement, pour tout n € N*, " = A" p+ u"q.
> Solution p.[70]

Exercice 75. 444 Caractérisation de la diagonalisabilité via des projecteurs #DA32

1. Préliminaires
Soient Ej, ..., E; des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que Ej @ --- ® E;; = E. On note p; le projecteur sur E; paralle-
lement a eaj#iEj'
Montrer que p;jop;=0sii# jetque py +---+ py =idg.
2. Application
Soit E, un espace de dimension finie et ¢, un endomorphisme de E.

a) On suppose que ¢ est diagonalisable. Montrer qu'il existe des projecteurs (p;) jep Vérifiant p;op; = §; ;p; et des réels
A; tels que
=) Aipi.

i€l
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b) Etudier la réciproque.
> Solution p.[70]

Exercice 76. ¢+44 . Soit E un espace vectoriel de dimension finie et ¢ un endomorphisme de E. Lobjectif de I'exercice est # DA33
de prouver I'équivalence entre les énoncés :

i) Lendomorphisme ¢ est diagonalisable.

ii) L'endomorphisme ¢ admet un polyndéme annulateur scindé a racines simples.
Pour rappel, un polyndme P est scindé a racines simples s’il existe r réels aj, ..., ar deux a deux distincts tels que P(x) =

ﬁ (x—a;).

i=1
1. Montrer que i) = ii).
2. Prouvons la réciproque. Supposons donc que ¢ admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

a) Soient f, g€ Z(E). Justifier que I'application suivante est bien posée, linéaire et injective

H — K
D: { erf avec H un supplémentaire de Ker g dans Ker fo g.

u — g
En déduire que dimKer(f o g) < dim (Ker(f)) + dim (Ker(g)).
b) Montrer plus généralement que pour fi, f2, ..., fr € Z(B),

;
dim (Ker (fyo---0 fr)) < Y dim(Ker(f}).
j=1
c¢) En déduire la réciproque ii) = i).

3. Application
En déduire que si ¢ est diagonalisable et F est un sous-espace stable par ¢, alors la restriction de ¢ a F est un endomorphisme
diagonalisable.

> Solution p.[70]
Exercice 77. 44 Soient a € R*, b € R et ¢ 'endomorphisme de E = Ry, [x] défini par : #DA34
@P): xeR—P(ax+Db).

. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de E. En déduire le spectre de ¢.
. Justifier que si a ¢ {—1;1}, 'endomorphisme ¢ est diagonalisable.

. & Est-ce que ¢ est diagonalisable si a = 1?

=W Ny -

a) & Apres avoir justifié que tout polyndme peut s’écrire comme somme d’un polyndéme pair et d'un polyndéme impair, justi-
fier que ¢ est diagonalisable pour a=—-1et b=0.

b) Généraliseraa=-1etb#0.
> Solution p.[7]]
Exercice 78. ¢4 Soient f et g deux endomorphismes de E qui commutent. On suppose qu'il existe p € N* tel que g¥ =0 (). #DA35
Soit A € Sp(f) et x un vecteur propre associé.
1. Montrer que E) (f) est un espace stable par g.
2. Justifier I'existence de k € N tel que gk(x) #0g et gk+1 (x) =0g.
3. Vérifier que gk (x) est un vecteur propre de f + g et préciser la valeur propre associée.
4. En déduire que Sp(f) < Sp(f + g).
> Solution p.[72]

Exercice 79. 44 Soit ¢ 'application définie sur Rz [x] qui a tout polyndme P € Ry [x], associe le polyndme ¢(P) obtenu comme # DA36
le reste de la division euclidienne de P par (x — 1)2.

1. Vérifier que ¢ est bien un endomorphisme de Ra [x].

2. Donner M, la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry [x].
3. & Calculer M2. Qu’en déduire sur (2
4

. Est-ce que ¢ est diagonalisable? Si oui, précisez les sous-espaces propres.
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> Solution p.

Probléeme 80. ¢4 4 Exemple de convergence de matrices de Hessenberg # DA43
On dit qu'une suite de matrices (Mp) peny converge vers une matrice L si pour tout couple d’indice (i, ), la suite des coefficients

Myl; i converge vers le coefficient L; ;. OnnoteM,, — L
(I p]t,])peN g i,j pp__+oo

On admet le résultat suivant : Si P, Q sont deux matrices fixéeset M, — LalorsPM,Q — PLQ.
p—+oo p—+oo

Soit a un réel strictement positif. On note H(a) et J(a) les deux matrices de .#3(R) définies par

a a 0 a a a
H(a) = 1 a 0 et Ja=]| -1 a a
0 0 a+va 0 0 a

1.  a) Trouver les valeurs propres de la matrice H(a) et montrer qu’elle est diagonalisable.
b) Soitre [R{i. Démontrer que la suite de matrices (ri,, (H(a)]p ] N est convergente si, et seulement si, le réel r est supé-
pe

rieur ou égal a a + v/a.

1
¢) SoitQ(a)= lim ———— (H(a)P.
) Q(a) p—~+oo(a+\/E)P( (@)

Justifier que 'endomorphisme ¢, canoniquement associé a Q(a), est un projecteur, dont on précisera le rang, 'image

etle noyau.

2. Soit r € R} . Démontrer que la suite de matrices (rLP (J@)? ) |, est convergente si, et seulement si, le réel r est strictement
pe

supérieur a va(l + a).
> Solution p. 22
Exercice 81. ¢ 44 & d'apres ESCP 2012 # DA45

Soit n € N*, et posons E = R[x]. Pour tout P € R, [x] et tout x € R, on pose :

+

(o)
u(P)(x) = exf P(re tdr.

X

Enfin, on pose e : x — xk pour tout k € N.

1. Montrer que u(P) est bien défini, puis calculer u (e;) pour tout k € N.

2. Montrer que u est un endomorphisme de R[x].

3. Soit n € N. On note R, [x] 'ensemble des polynémes réels de degré < n.
a) Montrer que Ry [x] est stable par u, c’est-a-dire u (R [x]) < Ry [x].
b) Soit v 'endomorphisme de R, [x] induit par u. Montrer que v est bijectif de Ry, [x] sur Ry [x].
c) Calculer la matrice A de v dans la base canonique de Ry, [x].
d) Lendomorphisme v est-il diagonalisable? Justifier.

e) Déterminer 'inverse A ldeA.

4. Soit P e R[x] tel que : Vx € R,P(x) = 0. Montrer que :
+00
vieR, Y P®=o.
k=0
> Solution p. 22
Quelques applications de la diagonalisation
Exercice 82. ¢44 % Recherche du commutant #DA37

Soit A € .45 (R) admettant n valeurs propres distinctes. On définit le commutant de A par
€ ={Me.ly® | AM=MA}.

. & Justifier que la famille (I,,A,A?,...,A""1) est libre.
. Vérifier que € est un sous-espace vectoriel de .45, (R) avec dim € = n.

. Montrer I'existence d'une matrice P de .4/, (R) inversible telle que P~1AP soit diagonale.

=W N -

. & Soit M € €. Montrer que tout vecteur propre de A est un vecteur propre de M. En déduire que la matrice P"1MP est diagonale.
En déduire que % est de dimension inférieure ou égale a n.
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5. Conclure en montrant que (I, A, ...,A” 1) est une base de 6.

>> Solution p..

Exercice 83. 44 Suite récurrente linéaire d’ordre 2 # DA38
Soit a € R\ {1}. On note E I'espace vectoriel des suites réelles (1) ,en telles que

VneN, Up+2 = 1+ a)up4+1 — auy.

Un

Soit u, une suite de E. On pose Uy, =
Un+1

1. & Déterminer une matrice A telle que U417 = AUj,.

2. a) Montrer que la matrice A est diagonalisable. Puis, préciser une matrice inversible et une matrice D diagonale telles que
A=PDPL.

b) En déduire A", pour tout n € N.
3. A partir des questions précédentes, donner I’expression de u;,, en fonction de n, a, ug et u;.

4. Donner une base de E. Comparer les résultats obtenus avec la méthode classique des suites récurrentes linéaires d’ordre 2.
> Solution p.

Exercice 84. 44 Systeme différentiel linéaire #DA39

1. Préliminaires
Soient I intervalle de R et a, une fonction continue sur I. On considére I'équation différentielle

vxel, y(x)=axyx).

Soit A, une primitive de a sur I. Montrer qu’il existe C € R tel que pour tout x€ I, y(x) =C e,

2. On considere le systeme différentiel suivant :

x'=8x-18y+27z
(#): y'=-3x+%y-62z
7 =-4x+7y-11z

avec les conditions initiales : x(0)=1, y0)=0, z(0)=0.

a) Ecrire le systéme () ci-dessus sous la forme X’ = AX, pour une certaine matrice A de taille 3 x 3 a coefficients réels
qu’on déterminera ol on a posé :

x(t) X0
X =| y@ et X(n=| y®
z(1) k40

b) Vérifier que la matrice A est diagonalisable et déterminer une matrice inversible Q et une matrice diagonale D telles
que A=Q~1DQ.
Pour commencer, on pourra calculer AXy, AXp oit :

X1 = 1 et Xo=

=W O

On admet dans la suite que pour toute matrice Q a coefficients constants, siY=Q-X alorsY' = Q-X'.

c) Pour tout £ € R, on pose Y(¢) = QX(?). Montrer que X est solution du systeme (E) si et seulement si les coordonnées u,
v et w de Y sont solutions d'un systeme différentiel diagonal.
d) Donner I'expression de Y(¢) puis les expressions de x, y et z.
> Solution p.[74]
Sujets de révision
Probleme 85. 444 % Diagonalisation simultanée D’apres Oraux ESCP 2016 # DA40

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E diagonalisable. On note {Aj,...,A p} I'ensemble de
ses valeurs propres et Ey, ..., Ep les sous-espaces propres associés. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f, tel que F # {0}
et F #E. Soit x un vecteur de F.

1. Montrer qu'il existe un unique p-uplet (xl,...,xp) €E) x---xEp telque x = x1 + -+ + xp.
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2. On suppose désormais x # 0. Montrer que, quitte a modifier 'ordre, on peut supposer qu'il existe r € [1, p] tel que x; =0
pour i >retx; #0pouris<r.Onaalors x=xj +-:-+ xr. On note Vy le sous-espace vectoriel engendré par (xi,...,xr).

3. a) Montrer que (x1,...,Xr) est une base de Vy.
b) Montrer que pour tout j €N, fj (x) € Vy.

¢) Déterminer la matrice A de la famille (x, f(x),..., f"~!(x)) dans la base (x1,..., ;) de Vy.

d) Notons Cy,...,Cr les colonnes de A et ay,...,a des réels tels que i a;C;=0.
j=1

Montrer que le polynéme P(x) = )E a;j x/Lestle polyndme nul. En déduire que A est inversible.
j=1

p
e) Montrer que pour tout i € [[1, p]], x; € F, puis que F = @ (FNE;).
i=1
4. Soit g un endomorphisme de E, diagonalisable et commutant avec f (i.e. tel que fog=go f).
Montrer qu'il existe une base de E formée de vecteurs propres communs a f et g.

> Solution p.

Probleme 86. 44 % Réduction du crochet de Lie D'apres EMLyon 2014 ECS # DA41

Soit n € N\ {0;1}. Pour tout i de [[1; n]], on note V; la matrice colonne de ./, 1 (R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui de
la i-iéme ligne qui est égal a 1. On admet que la famille (Vi)ie[[tl-n]] est une base de .41 (R). Pour tout (i, j) de [[1; nll?, on note
Ei,j =V; [Vj. Ainsi, pour tout (i, j) de [[1; n]]z, la matrice Ei,j est la matrice carrée de .4 (R) dont tous les coefficients sont nuls,
sauf celui a 'intersection de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne qui est égal a 1. On admet que la famille (El-, j]

une base de .4, (R).
Soit A une matrice quelconque de .4, (R) telle que, pour tout A de R, A # Al;;. On considére I'application @5 de .4 (R) dans .45 (R)
définie par:

t
(i, el1;nl? e

VM e 4yR), ®p (M) =AM — MA.
Montrer que @4 est un endomorphisme de .4, (R).
Calculer @ (I). Lendomorphisme @4 est-il injectif? surjectif?

Montrer que A et ‘A ont les mémes valeurs propres.

> ® b=

Soient X,Y € .4, 1 (R) tels que X (resp. Y) est un vecteur propre de A (resp. de ‘A).
Montrer que XY est un vecteur propre de ®,.

5. Soient (X1,Xp,...,Xp) et (Y1,Y2,...,Y,) deux bases de .#;,1 (R). On note & la famille & = (Xith)(, T
i,j in

Montrer que, pour tout (i, j) de [[1; n]]z, V; th appartient au sous-espace vectoriel de .4, (R) engendré par %, et en déduire
que la famille & est une base de .45 (R).

6. Montrer que 1'ensemble des valeurs propres de @5 est 'ensemble des différences A — [t lorsque A et p décrivent les valeurs
propres de A.

> Solution p.

Probleme 87. 44 Matrices compagnons
Soient n e N* et ay, ..., an—1 € R des nombres réels. Soit P le polyndme défini par I'expression

P()=ap+arx+-+ap_1x" L +x"

On note .45 (R) 'ensemble des matrices n x n a coefficients réels. La matrice Cp € .4, (R), appelée matrice compagnon de P, est
définie par

0 - 0 0 -ap
1 0 0 0 -a
0 1
Cp= .
0 . 0 0 -ap3
Do 1 0 -ap-2
00 - 0 1 -an
e Exemple
. N . 3
1. a) Déterminer le polyndme R dont la matrice compagnon est Cg = _2

b) Quelles sont les racines de R? Quelles sont les valeurs propres de Cgr ? Que constatez-vous?
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(52 B L)

. Lamatrice Cp est-elle diagonalisable? Justifiez votre réponse.

Retour au cas général

. Déterminer le rang de Cp. Indication. On pourra distinguer deux cas : le cas oit ap = 0 et le cas oit ap # 0.
. Justifier que 0 est valeur propre de Cp si et seulement si ag = P(0) = 0.

. Pour tout A € R, montrer que dim (Ker (Cp — Al,)) < 1.

La matrice Mp
Dans la suite, on considere Mp € ., (R) définie par Mp = agl,, + a1 Cp + azCp2 + -+ + a1 Cp™ 1 + Cp™.

1 0 0
0 1 0
On note BB B =[ | O[] O ||
: : 0
0 0 1

les n vecteurs de la base canonique de .4 1 (R). Lobjectif est de montrer que Mp est la matrice nulle.

. Retour sur l'exemple

Vérifier que My est la matrice nulle, ou1 R est le polyndme trouvé a la premiére question.

. Retour sur le cas général

a) Montrer que pour tout k € [[1,n]], Ej. = Cpk_lEl.
b) En déduire qu'il existe un vecteur X € .4y, 1 (R) telle que (X, CpX, ..., Cp"~'X) soit une base de .4y, (R).

. Montrer que MpE; =0.

9. En déduire que Mp est la matrice nulle.

10.
11.

12.

13.

Lien entre spectre et racines de P
Soit A € R une valeur propre de Cp et X € .4, 1 (R) un vecteur propre associé. Montrer que A est racine de P.
Soit A € R tel que P(A) =0.

a) On suppose uniquement dans cette question qu'il existe X = ¢ [ x1 -+ xn | €41 (R telle que CpX = AX. Expliciter un

systeme linéaire vérifiée par (x,..., x;). Montrer ensuite par récurrence que :
— k-1 k
Vkell,n-1ll, Xp_r=|an-r+Aay_fs1+-+A"" ap—1+A"|xp.

b) Montrer que A est valeur propre de Cp et exhiber un vecteur propre associé.

Soit k € N*. On considere A1,...,A; des nombres réels tous distincts et ay,..., a5 des entiers positifs ou nuls, puis on définit le

N L4 o
polynéme S par S(x) = [T (x—A;)“.
i=1

Déduire de toute cette étude que la matrice compagnon Cg de S est diagonalisable si et seulement si les entiers a; valent tous 1.

0 0 6
Est-ce que lamatriceA=| 1 0 -11 | estdiagonalisable?
0 1 6
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A\ Indications et solutions

&, Indication de l’exercice@

p.

Si (ei)iel est une base de vecteurs propres de ¢, poser pour
tout indice 7, €; = s(e;). Que dire de soos™(g;)?

& Indication de I'exercice[d5] p.[43]
2. v
4. v

& Indication de I'exercice[46] p.[43]

Raisonner par une contraposée. Montrer que si A est diago-
nalisable alors rg(A) = rg(A?).

&, Indication de l’exercice@

p-[a8]

Introduire le polynéme de degré 2 et utiliser les relations co-
efficients/racines.

Q: AeR— det(A—Al).

&, Indication de l’exercice p-

. T2 n'est pas diagonalisable alors que T3 'est. Préciser la di-
mension de I'espace propre pour la valeur propre 1.

[

2. Distinguer troiscasa =1, a=-1leta # +1.

&, Indication de l’exercice p.

Elles sont toutes triangulaires et pour i = j, elles sont méme
diagonale (donc diagonalisable).

&, Indication de l’exercice@

p.

2. Vérifier que la matrice de ¢ dans la base canonique est tri-
angulaire. En déduire le spectre.

&, Indication de l’exercice@ p-

[&)]
[\

3.a) Calculer f(A).

4.a) La trace est une forme linéaire non nulle, son noyau est
un hyperplan.

&, Indication de l'exercice@

2]

1. La matrice est de rang 1 si et seulement si toutes les co-
lonnes sont proportionnelles a une méme colonne non
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nulle. 11 existe un indice ig et des réels A; tels que pour
tout i € [[1; n]], C; = A;Cj,.

2.a) C’est la formule du rang.

2.c) La question précédente donne un polynéme annulateur et
donc une condition sur le spectre. Est-ce que la somme des
dimensions des sous-espaces propres vaut n?

&, Indication de l'exercice p.

2.a) Si M(a,b) et M(c,d) sont semblables alors M(a, b)? et
M(c, d)?. Utiliser 1.b).

3.b) Dans le cas diagonalisable, la somme des valeurs propres
vaut la trace. Que dire de la trace de M(a, b)%?

3.c) La matrice M(a, o) est symétrique.

&; Indication de I'exercice[77] p.

3. Dans ce cas, seule 1 est valeur propre. Un endomorphisme
diagonalisable avec une seule valeur propre est du type Aid.

4.a) Partir de I'égalité

P(x)+P(-x) P(x)-P(-x)

P(x) 5 + )

&; Indication de I'exercice[79] p.lp4
3. Vérifier que M2 = M. Donc @ o = .
&; Indication de I'exercice[82] p.[55]

1. Le début de la preuve : Soient po, \1, 12, ..., in € R tels que
n-1 .
Z piAl =0p.
i=0
Si on introduit le polynéme
n-1 i
Q)= Y px.
i=0

alors Q est annulateur de A. Montrons que Q est nul.



4. Utiliser le fait que les sous-espaces propres sont de di-
mension 1. Ainsi, deux vecteurs colonnes d'un méme sous-
espace propre sont colinéaires.

&, Indication de l'exercice p-
0 1
1. Poser A=
-a l+a
Exercice[d4] p-[]]
DA1

1. Si ¢ est bijectif, 0 ne peut étre valeur propre de ¢. Soit (e;) ieD
une base de vecteurs propres et ()‘i)iel les valeurs propres
associées.

Viel, (p(ei):)\iei et e; #0g.
Par application de ¢!, on obtient
) -1 1
Viel, ¢ (ei):)\—ei et e; #O0g.
i

Autrement dit, (e;) ;. est aussi une base de vecteurs propres
pour ¢~ ! qui est donc diagonalisable.

2. Soit (e;) ;e une base de vecteurs propres. Comme la valeur
propre est unique, il existe A € R tel que

Viel, ¢(e;)=Ae;.

Soit u € E, il existe des réels (1;);; tels que

u=>y p;e;.

i€l
Par linéarité de ¢
e =) u;p(e;) = u;-e;
i€l i€l
= )\Z uie; = Au.

i€l

Le résultat étant valable pour tout vecteur u de E, il vient

(pz)\idE.

Autrement dit, ¢ est une homothétie ou I'application nulle
(siA=0).

3. Comme ¢ n'est pas injective, 0 est valeur propre de ¢. Le
polyndme x? est annulateur de ¢ car ¢ =0 <) 0 estdonc
I'unique valeur propre. En reprenant le raisonnement pré-
cédent

¢ =02@F).
4. Soit [e,-)l.€I une base de vecteurs propres de . Ainsi, pour
tout i €1, il existe A; € R tel que
(p(ei) =\je; et e;#0g.
Posons pour tout i €1, €; = s(e;).
— Comme s est un isomorphisme de E, la famille (g;) ;¢ est
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une base de E.
— Pouriel
sopos !(e;)=sopost(s(e;))
=s(p(e:))
=s(Aje;)
=A;is(e;)
so@os ! (e;) = Aje;.

Comme ¢; # Og, c'est un vecteur propre.

En conclusion, (g;) ;1 €st une base de E constituée de vec-
teurs propres de so@o s~1 qui est donc diagonalisable.

Exercice p.
DA2

L
Si A =PDP~! alors A% = PD?P~! avec P inversible, D diago-
nale.

2 [P

La matrice

o | est un contre exemple. La matrice

n'est pas diagonalisable (voir I'exemple précédent), mais
son carré est la matrice nulle qui est trivialement diagonali-
sable.

o [V

Si A est diagonalisable, alors il existe P € .4}, (R), inversible
et D, diagonale telles que

A=PDpP L.

Comme A est inversible, D = P~1AP est inversible par pro-
duit et
Al=pplp7L

Ainsi A™! est diagonalisable. La réciproque se prouve de la
méme maniere mais il est plus judicieux d'utiliser le résultat
précédent avec A~ : Si A7 est diagonalisable, d’apres ce
qui précede, A = (A‘l]_1 est aussi diagonalisable. D’ou la
conclusion.

o [Fouc ]

Donnons un contre-exemple :

1 0 0o 1] [1 1
0 0 0 1] [0 1
—_— —— Y——
A B T

La matrice A est diagonale donc diagonalisable. De plus, on
vérifie que B est diagonalisable, pourtant la somme T n’est
pas diagonalisable (adapter I'exemple p.[43).

Exercice p-
DA3

Raisonnons par contraposée en montrant que si A est
diagonalisable alors rg(AZ) =1g(A).



Si A est diagonalisable, alors A est semblable a une matrice
diagonale D. Il existe Pe.#/; (R) inversible telle que

A=P-D-pL
En particulier
A?=pDP!.PDP ! =pPD?P L.
A2 est semblable 2 D2. On a donc
g (AZ) = rg(Dz) et rg(A) =rg(D)

Or le rang d'une matrice diagonale correspond au nombre
de coefficients diagonaux non nuls. Comme

D=diag(dy,....dn) = D?=diag(di?....dn?).

On constate que rg(D) = rg(D?) et par extension rg(A) =
rg(A%). Dol le résultat.

Exercice[d7] p-
DA4
Exercice[48] p-

DA5

1. Lalinéarité de ¢ découle de la linéarité de la dérivation. Pour
tous P, Qe Ry [x], A, peR

1
QAP+ pQ) = —x(1-» AP+Q) (%) + X(A\P + uQ) (x)

=A (%x(l - x)P(x) + xP(x))

1
+ u(;x(l -0Q'(x) +xQ(x))

@AP+pQ) = Ap(P) + pep(Q).

Pour justifier que ¢ est un endomorphisme, il suffit de véri-
fier que

VPERy(x], @(P)€Rylx].

Rédaction 1
Tout d’abord, par les regles de calculs sur les degrés,

VQEeRp-1[x],  @(Q) ERp[x].
Car deg(x(1-x)Q'(x)) <2+degQ-1<n
et deg(xQ(x)) < 1+degQ<n.
De plus
o (x") = %x(l —x)-nx"L g ]
=x"— " T = M e Ry [,

Ainsi pour P € Ry [x], il existe A € R, Q € R;,—1[x] tels que
P(x) = Ax™ + Q(x). Par linéarité de ¢

¢®) = A (x")+ ¢(Q) €Ry[x].
— =

ER,([x] €Ry, [x]
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En conclusion, ¢ est un endomorphisme de Ry, [x].

Rédaction 2%
On a ¢(1)(x) = x. Puis, pour k € [[1; n]], on calcule :

1
cp(xk)(x) = ;x(l —-X)- kb=l 4 x. xk
n—k 1
— [P S o
n n

En distinguant bien k # n et k = n, on constate que
(p(xk) €Rylx].

Par linéarité de ¢, on a bien

VPeRy[x], ¢@P)eRylx].

En conclusion, ¢ est un endomorphisme de R;, [x].

2. Vérifier que pour tout k € [[0; n]]

P kP
@Pp) = W k-
3. Le calcul précédent montre que ¢ admet
n+1=dim(Rp[x])

valeurs propres distinctes. D’aprés la proposition du cours,
¢ est diagonalisable.

Exercice p.

DA6

1. On introduit la fonction
Q: AeR— det(A-Al).

La fonction Q est une fonction polynomiale de degré 2, en
effet, si on pose

on a alors
Q) =(a—MN(d-N)-cb=A>-(a+d)+ad-bc
= A2 —Tr(A)A + det(A).

Or, A1 et A2 sont les racines de ce polynéme Q. D’apres les
relations coefficients/racines

A1 +A2=Tr(A) et AjAp =det(A).
2. Raisonnons par I'absurde. Si A est diagonalisable alors ses
valeurs propres vérifient
Al+A2=0 et Aj-Ap=1.
La premiéere condition impose que A; et Ap soient de signes
opposés alors que la seconde impose qu’elles soient de
meéme signe. Elles sont donc nulles. En contradiction avec la



condition A1 -Ap = 1. Finalement, A n’est pas diagonalisable.

Exercice p.
DA7

Pour tout A € R, on vérifie par le calcul que
det(A—A) = (=N (d =N —c? =22 —(a+d)A+ad - c?.
Déterminons ses racines avec le discriminant :

A:(a+d)2—4(ad—c‘2)
=a®+d®+2ad—4ad +4c®
=a®+d*-2ad +4c?
=(a-d)?+4c?=0.

Ainsi
A=0 < a-d=0et c=0,

mais, si ¢ = 0, la matrice A est déja diagonale. Sinon A >0
et il y a deux racines réelles distinctes. Avec deux valeurs
propres distinctes pour une matrice de .#>(R), la matrice
est diagonalisable dans R.

Exercice[5]] p-

DA8

1.+ T est diagonalisable puisque :
— Tj est triangulaire, le spectre est

Sp (T1) =1{1;2;3}.

— Ilya 3 valeurs propres distinctes pour une matrice de
taille (3,3).

e T, n'est pas diagonalisable puisque :
— Sp(T2) = {1;2}.
— On calcule (par exemple, par la formule du rang)

dimE; (T2) =1, dimEy(T2) =1

mais dimEj (T2) + dimEy (T2) # 3.
* T3 est diagonalisable, on vérifie que
dimE; (T3) + dimE; (T3) =2+1=3.
2. La matrice Mg est triangulaire. Si o € R\ {0; 1}, alors a # a2 et
Sp Mgq) = {(x; 0(2}.
1l y a deux valeurs propres distinctes pour une matrice de
taille (2,2), My est diagonalisable.
1 1
0 1

En raisonnant par I'absurde (voir exemple p. , on prouve
que M n’est pas diagonalisable.

Sia=1,alors M; =
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Si a = 0, on montre de méme que My n’est pas diagonali-
sable. En résumé My est diagonalisable si et seulement si
a ¢ {0;1}.

Exercice p-
DA9

1. La matrice de ¢ dans la base canonique est symétrique.

2 1 1
A=]1 0 3
1 3 -1

La matrice A est donc diagonalisable et ¢ I'est aussi.

2. La matrice A est symétrique, donc diagonalisable. Il existe
P et D deux matrices respectivement inversible et diagonale
telles que

A=P.D-P!

Par récurrence
VpeN, AP=p.DP.P7L
En particulier I,=A"=pP.D".p71,

D’ott D" =P~1P =1,,. Si d; est un coefficient diagonale de D
alors d; € R et d;" = 1. Nécessairement d; = +1 et d; = 1.
On obtient D? =1,,. Concluons :

A2=p.D%2.pl=p.pl=1,

Exercice p-
DA10

* La matrice A est triangulaire supérieure, donc
Sp(A) =1{1;2;3}.

Comme A € ./3(R) a 3 valeurs propres, la matrice A est dia-
gonalisable. Vérifier que

1
E1(A) = Vect 0 ,
0
1 3
E2(A) = Vect 1 et E3(A) =Vect 4
0 2
Si on pose
1 1 3
P=|0 1 4| et D=diag(1,2,3),
0 2

on abien A=PDP L,

 Vérifier que Sp(B) = {—1;1;2} et

1
E_1(B) =Vect( 0 )

-1

0 1
EI(B):Vect( 1 ])etEg(B):Vect( 1 ])
2 0



Si on pose

1 0 1

Q=0 1 1| et S=diag(-1,1,2),
-1 2 0

onabienB:QSQ_l.

Exercice

p-[A9)

DA1l

. S0it P(x) = ax? + bx + c € Ry [x].
eP)(x) =x(1-x)2ax+b) +2x (ax2 +bx+ c)
=2ax?+bx—2ax> — bx? + 2ax® + 2bx* + 2cx
=@a+b)x* + (b+20)x.

On a bien @(P) € Ry [x]. De plus, on vérifie (par linéarité de
la dérivation) que ¢ est linéaire.

. D’apreés le calcul précédent
p)=2x, @) =x*+x, @ (xz) =2x2.

La matrice de ¢ dans la base canonique est

0 0 O
A=]12 1 0
0 1 2

Lamatrice est triangulaire, donc Sp(A) = {0; 1;2}. Vérifier que

!
o]

La matrice A est diagonalisable et si on pose

Eg(A) = Vect (

E;(A) = Vect (

1 0 0 0 0 O
P=]-2 -1 0 et D=0 1 0
1 1 1 0 0 2
alors A=PDPL
. Posons

P1:1—2x+x2:(1—x)2, P2:x2—x et P3:x2,

de sorte que les matrices colonnes de ces vecteurs corres-
pondent aux vecteurs propres de A donnés précédemment.

AC1=0 ¢P1)=0
AC;=C; = [{¢@P2)=P;
AC3 =2C3 @(P3) =2P3.
Exercice[55] p-[E9]

DA12

1. Sila matrice A est diagonalisable, alors A est semblable a une

matrice diagonale D.

D =diag(A1,...,A1,A2,..., A2, .., Ar oA ).
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Le réel A; est une valeur propre de D (et donc de A) et le
nombre de fois ol il apparait correspond a la dimension du
sous-espace propre associé a la valeur propre A; pour D (et
donc de A). Ensuite

Tr(A) = Tr(D)
SA1+cF A F A2+ A A A,
=\ dimE)\1 (A)+ Ao dimE)\2 A)+--+Ar dimE)\r (A)

= Y AdimE)@A).
A€eSp(A)

2. D’apres la formule du rang

dimE_»(A) = dimKer (A + 213)
=3-1g(A+2I3)=2.

Si A est diagonalisable, il existerait une seconde valeur
propre A. Dans ce cas
A+2x(-2)=Tr(A)=0, puis A=4.

Testons si A = 4. On vérifie par le calcul que

1

1 .
2

dimE_»(A) + dimE4 (A) = 3 = dim.#3 | (R).

AX=4X = XeVect(

Finalement

La matrice A est bien diagonalisable.

Exercice p-
DA13
Exercice[57] p-
DA14

1. Vérifier que Sp(A) = {1,4} avec

1 1 1
El(A)ZVect( -11],] O )etE4(A):Vect( 1 )
0 -1 1

Comme dimE; (A) + dimE4 (A) = 3, la matrice A est diagona-
lisable. Si on pose

1 1 1
P=| -1 0 1 et D=diag(1,1,4)
0 -1 1
alors A=PDPL

2. D est inversible, par produit A est inversible et

ATl (PDP_I)_I =pp lp7L.



On pose le calcul
3 -1 -1
1
A =-1] -1 3 -1 1.
4[ -1 -1 3 ]
.Onavuque
Q) =PQMD)P!
et QD) = diag(Q(1),Q(1),Q(4)).

Un polyndme annulateur est Q(x) = (x —1)(x —4).

. Si on pose S =

oS O
o = O
N OO

], on a $? = D. De plus pour
B= PSP‘I, ona
2
B2 = (PSP‘l) =ps2p!
=PDP ' =A.

Exercice p-
DA15

Vérifier que 0 et 2 sont les valeurs propres de A avec

)
)

dim (Eg) + dim (Ep) = 2.

Eg = Vect (

et que Ey = Vect (

En particulier, on constate que

Or A estd’ordre 3 et 2 # 3, donc la matrice A n’est pas diago-
nalisable.

Exercice p-
DA16

— Sii=j,alors la matrice E; ; est diagonale. Elle est donc
diagonalisable.

— Sii# j,alorslamatrice E; ; est triangulaire avec unique-
ment des zéros sur la diagonale. En particulier

sp(Ei ;) = (0},

SiE;; est diagonalisable, alors elle serait semblable a la ma-
trice nulle. Absurde, seule la matrice nulle est semblable a
la matrice nulle. Ainsi, E; j n’est pas diagonalisable.

En conclusion, E; j est diagonalisable si et seulement si
i=j.

p-B]]

DA17

Exercice[60]

Par linéarité de la dérivation, on montre que ¢ est li-
néaire. Or

pl)=2x+1, (p(x):x2+x+1 et (p(xz):2x+x2.

64

Comme ces polynomes sont dans Rz [x] et ¢ est linéaire, on
en déduit que pour tout P € Ry [x], @(P) € Ra[x]. Lapplica-
tion ¢ est un endomorphisme de Ry [x]. De plus

1 1 0

21 2 1.

0 1 1

Par un calcul du rang, vérifier ensuite que Sp(¢) = {1;-1;3}.

En particulier, ¢ est diagonalisable car il y a 3 valeurs
propres avec 3 = dimRy [x].

Matcan (@) =

Remarque. On peut montrer en plus que :
E1 () = Vect (1 - xz)
E_1(¢p) =Vect (xz -2x+ 1)

E3 () = Vect (x2 +2x+ 1) .

Exercice p-
DA18

Les matrices A et B sont triangulaires. On lit les valeurs
propres sur les diagonales

Sp(A) = {1;2;3} = Sp(B).

Or, les matrices sont de taille 3. Elles sont diagonalisables et
semblables & une méme matrice

1 0 0
0 2 0.
0 0 3

Les matrices A et B sont donc semblables.

Exercice p-
DA19

Raisonnons par double implication.

Soit p un projecteur sur F parallelement a G.
Soit (e1,...,ep), (ep+1,...,en) respectivement une base de F
etde G. Comme

FeG=E.

La famille 98 = (ey, ..., ex) est une base de E. Précisons que,
par construction

vie[L;pll, ¢(ej)=e;, Vielp+1nl, ¢(e;)=0g.

La famille 2 est une base de vecteurs propres dont les va-
leurs propres sont 0 et 1 (il n'y en pas d’autres). Dés lors, p

est diagonalisable et Sp(¢p) = {0; 1}.

Réciproquement, supposons ¢ diagonalisable avec
Sp(g) = {0;1}. On a donc

E1(@)®Eo(¢p) =E.



Ainsi pour tout u € E, il existe v € E1 (¢), w € Eg(¢) tels que
u= v+ w.Puis

ew) =) +e(w)=v+0g=7r.

Lendomorphisme ¢ est le projecteur sur Ej (¢) paralléle-
ment a Eqg (o).

Exercice p-

DA20

1.Si a =1, le polynéme Q se simplifie
Q) =x*-3x*+3x-1=(x-13.

Raisonnons par I'absurde en supposant M; diagonalisable.
Comme Q est annulateur de M; avec une unique racine 1,

Sp (M1) = {1}.

Dans ce cas M est semblable a la matrice identité. Absurde,
seule I3 est semblable a I3. Concluons : M n’est pas diago-
nalisable.

2.0na

Q)=1-(a+2)+Ra+1)-a
=0
Factorisons par x — 1 aI’'aide d'une division euclidienne.

B -(a+2)x%+Qa+x-a x—1

—(a+1)x2+(2a+1)x—a xz—(a+1)x+a
—-ax—a

D'olt Q(x):(x—l)[xz—(a+1)x+ a).

Un calcul de discriminant donne deux racines de Q : 1 et a.
Finalement
QW) = (x - D*(x - a).
On en déduit que Sp M) < {1; a}.
Précisons maintenant E; (M).

X
SoitX= | y | €431 ([R).
z
XeE; Mg)
(a+Dx+(-2a-1)y+az=0
= x—y+0=0
y—z=0
= x=y=z
1
Finalement E1 (M) = Vect 1 .
1
Ona
x 2x-Q2a+1)y+az=0
y | €eEaMg) <= x—ay=0
z y—az=0
2ay—-(2a+1)y+y=0
— x=a’z
y=az

65

La premiere ligne est toujours vraie. Il vient

dimE; (Mg) + dimEq(Mg) < 3.

a?

a

Es(Mg) = Vect(
1

On constate que pour a € R

La matrice M, n’est jamais diagonalisable.

Exercice p-
DA21

. On a immédiatement :

Ap-1=| -1/n  2/n 1/n

1/n  -1/n 0

0 1/n  1/n ]

Cette matrice n’est pas inversible puisque sa troisieme co-
lonne est égale a la somme des deux premieres colonnes.
Ainsi, 1 est valeur propre de A, avec :

dimE; (Ap) = 1.
On a aussi:

—-1/n  1/n 1/n
-1/n  1/n 1/n
1/n -1/n -1/n

An-(1+1/n)l5=

Cette matrice est de rang 1 (toutes les colonnes sont coli-
néaires a la premiere qui est non nulle), elle est donc non
inversible. D’out

(1+1/1m)Sp(Ap).

2. Enfin, avec la deuxiéme équation, il vient :

y=b-x=b-(a-b-c)=-a+2b+c

Ainsi, on aboutit a :

On prendra un instant pour vérifier 'égalité : PP~! =I3. On
aboutitainsia:

1 1 1 0 0
B,=[ 1 1 0 0 1/(n+1) 0 p!
-1 0 1 0 0 1/(n+1)
1 1Um+1) 1/(n+1) 1 -1 -1
= 1 1/(n+1) 0 -1 2 1
-1 0 1/(n+1) 1 -1 0
| 1-1/(n+1) -1+42/(n+1) -1+1U/(n+1)
| -1+U/m+D  1-1/n+D 1 ’
Finalement
n+l -n -n
o1
n = n 1-n  -n
" -n n n+l




Il vient

An =Pdiag(1,1+1/n,1+1/n)P~ L.
La matrice de passage P de la base canonique de ./3 1 (R)
a la base de diagonalisation de A;, est indépendante de n.
Avec ces notations, on peut alors écrire :

By =Pdiag(1,1+1/1,1+1/1)P~'Pdiag(1,1+1/2,1+1/2)P7" ...
~—— ——

=2 =3/2

...Pdiag(1, 1+1/n,1+1/n)P~!
——

=(n+1)/n

. 3 n+
=Pdiag(1,2- 3

N———

[ —
an

=Pdiag(l,n+1,n+ l)P_l.

,ap)P !

On en déduit que By, est diagonalisable avec
SpBn={1,n+1}.

3. On en déduit que la matrice B, est inversible en tant
que produit de matrices inversibles. Pour aller plus loin,
diagonalisons la matrice A,. Commencons par déterminer
E1(Ap).Ona:

o

x=y=-z
Ainsi, il vient :

1/my+(1/n)z=0
(=1/m)x+2/n)y+(1/n)z=0
1/nmx-Q0/n)y

X

y
z

1
-1

E1(Ap) = Vect(

|

Déterminons maintenant Ey 1/, (A;).Ona:

X (-1/mx+1/n)y+Q1/n)z=0

Y | €Eiv1/n(An) = (-1/mx+1/my+Q1/n)z=0

z 1/nx-Q1/ny-1/n)z=0
— x=y+z

Exercice[65] p-B1

DA22

D’apres la formule du rang

Y. rgA-Alp)= Y n-dimEy(A)

AESp(A) AeSp(A)

=nCard(Sp(d))- Y dimE,(A).

A€Sp(A)

On conclut en rappelant que A est diagonalisable si et seule-
ment si

Y dimE)(A) = dim.#p,) R) = n.

A€eSp(A)
Exercice[66] p-B1
DA23

1. Vérifier que :
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@ est linéaire (par linéarité de la dérivation).

Pour tout P € Ry [x], @ (P) € Ry, [x].

2. Explicitons la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [x].
Pour i € [[0; n]]
cp(xi) =xlix T -2

Ainsi la matrice de ¢ dans la base canonique est

11 2 nl
01 2 (n-1)
-2)!

A—| 0 0 1 =2 | ¢ 10w,
0 0 0 1

On obtient une matrice triangulaire. Seule 1 est valeur
propre. Si A était diagonalisable, A serait semblable a I'iden-
tité. Ce qui serait absurde puisque seule la matrice identité
est semblable a 'identité. En conclusion, A et (donc) ¢ ne
sont pas diagonalisables.

Exercice p-
DA24

1.a) Posons ¢ = (Ej11,E12,E21,E22) la base canonique de
A>(R) composée des matrices élémentaires. On vérifie que

¢ (E11) = i 8 =En+Exn

¢ (E12) = 8 } =E12+E2

¢ (E21) = i g =En +E

¢ (E22) = 8 } =E12 +E22.

Il vient 1 0 1 O
vt 040

01 0 1

1.b) On vérifie que B2 = 2B. On en déduit que
2 -
x°=-2x=x(x-2)
est un polynéme annulateur de B et donc de ¢.

1.c) Méthode 1.
La matrice B est symétrique. Elle est donc diagonalisable et
@ aussi.

Meéthode 2.
Le polynome annulateur permet d’affirmer que Sp(¢) c
{0;2} Or rg(¢p) = 1g(B) = 2. Donc par le théoréme du rang

dimEq () =2.
De plus, on vérifie que

¢ (E11 +E21) =@ (E11) + ¢ (E21)
=2(E11 +E21).



On a aussi @ (B12 +Ep2) =2 (B2 + Epo).

On en déduit que la famille composée des deux vecteurs
propres

E11+Ex; et Ejp+Eoo

est libre. D’ol
dimE () = 2.

Nécessairement
dimEq () + dimEp () =4 = dim 4> (R)
et ¢ est diagonalisable.
2.2) Soit M € .44 (R).

soposlovy =1 (AM)
=MA=MA
=yM).

(A est symétrique)

2.b) On en déduit que ¢ et W ont méme polyndme annulateur
et y est diagonalisable (voir exercicepar exemple).

p.p2

DA25

Exercice[68]

1. Soient M, N € .4, (R) et A. Par linéarité de la trace

FM+AN) = Tr(A)(M + AN) - Tr(M + AN)A
=Tr(A)M + A Tr(A)N — Tr(M)A — ATr(N)A
=Tr(AM — Tr(M)A + A(Tr(A)N — Tr(N)A)

FM+AN) = fF(M) +Af(N).

D’ou f estlinéaire. Comme |'espace de départ correspond a
I'espace d’arrivée, f est un endomorphisme de .4, (R).

2.a) Soit M € 4, (R). Par linéarité de f,

(fo HM) = f(f(M)
= f(Tr(AWM - Tr(M)A)
=Tr(A) f(M) - Tr(M) f(A)
(fe HM) =Tr(A)f(M) car f(A) =0.

2.b) Le résultat précédent étant valable pour toute matrice M,

fof=TrA)f.

Autrement dit, le polynéme x% —Tr(A) x est un polynéme an-
nulateur de f. Ainsi, les valeurs propres de f sont parmi les
racines de ce polynéme :

Sp(f) = {0, Tr(A)}.
3.a) Il suffit de constater que
f(A)=0 et A#0p

pour conclure que A est vecteur propre de f associé a la
valeur propre 0.
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3.b) SiTr(A) = 0, alors la seule valeur propre de f est0 et f n'est
diagonalisable que si f est 'endomorphisme nul. Comme
f n'est pas 'endomorphisme nul, on peut conclure que f
n’est pas diagonalisable.

4.a) La trace est une forme linéaire non nulle, son noyau est de
dimension
dim (4, (R)) — 1= n* - 1.

(détails a 'exercice 22, p.2?).

4.b) Pour toute matrice M appartenant au noyau de la trace,
on a, par définition de 'endomorphisme f :

fa) =Tr(AM.

On en déduit que Tr(A) est valeur propre de f et que le sous-
espace propre associé est de dimension au moins n? — 1.
Comme, d’apres la troisieme question, 0 est aussi valeur
propre avec un sous-espace propre associé qui est au moins
de dimension 1, on a bien

dim ETr(A) (f) +dim E() (f) =dim ./ﬂn (R)

et]’endomorphisme f est diagonalisable.

Exercice p-
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1. Soit M € .45, (R). Notons Cq, Cy, ..., C, ses colonnes. La ma-
trice M est de rang 1 si, et seulement si, il existe une colonne
C,-0 non nulle telle que pour tout i € [[1; n]] la colonne C; est

colinéaire a C;,. C’est-a-dire, il existe A1, Az, ..., Ap tels que
Ci =A;Cyy.
A1
Sionpose U =C;, etV= . | onabien
An
Nu=[ MCy,  A2Cj, AnCiy |
:[ C Co Cn ]:M.

2.a) D’apres la formule du rang
dimEg(A) = dimKerA
=n-r1gA)=n-1.

Comme n =2
dimEg(A) >0
Le réel 0 est bien valeur propre de A.

2.b)Ona
Tr(A) = Tr (U'V) = Tr ('VU) = VU
en identifiant .4/ 1 (R) et R. D’ol1
NU=a.
De plus, par associativité du produit matriciel
A% =(u'v)(u'v)=u(vu)'v
=U-a-V=aU'V caracR
A% = aA.

2.¢) Si a = 0 alors A2 = 0. Le polynéme x? est annulateur de A
et seul 0 est valeur propre (question 2.(a)).



Si A est diagonalisable, alors A est semblable a la matrice
nulle. A est donc la matrice nulle. Absurde, la matrice A est
derang 1.

2.d)Ona:
AU=UVU=U-a=aU.

Comme U # 0, U est vecteur propre pour la valeur propre a
et
dimE,(A) = 1.

D’apres 2.(a), on a aussi
dimEy(A) +dimE4A) = (n—-1)+1=n.
Or on a toujours
dimEg(A) + dimE,4(A) < dim (4,1 ®)) < n.

On a donc égalité et la matrice A est diagonalisable.

2.e) Finalement, comme a = Tr(A), A est diagonalisable si et
seulement si Tr(A) # 0.

Exercice[70] p-
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— Rédaction 1 par analyse synthese.

Montrons que E = Eq () @ Eg(¢) par analyse-synthese.

Soit u € E.

* Analyse.

Supposons qu’il existe v € Eq(p), w € Eg(p) tels que u =
v+ w. Par linéarité de ¢ :

e =) +¢pw)=av+0g =av.

Comme o # 0, on a
1
V= &(p(u)

et dans ce cas
1 1
w=u-v=u- &(p(u) = a(au—cp(u)).
On prouve ainsi l'unicité de la décomposition.

* Synthese.

Posons v = éq)(u) et w = = (au— @(u)). On a directement

1
o4
v+w=u.

De plus, @o (¢ —aidg) = 0 d'otl p? = ag et

L
@)= oL (W) =@ =av.

1
«
On a donc v € Eq(g) et w € Eg(¢p). La décomposition de u
existe.

1
o(w) = (mp(u) —cpz(u)) =05 =0p.

e Conclusion.

Tout vecteur de E se décompose de maniére unique comme
somme d’'un vecteur de Eq () et d'un vecteur de Eg(¢p). Au-
trement dit, Eg () et Eq () sont supplémentaires. En parti-
culier ¢ est diagonalisable.
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— Rédaction 2 : via la formule du rang
De I'égalité @2 = agp, on déduit I'inclusion

Imy cEg(g)
puis rg@ =dimIme < dimE4(¢).
Notons aussi que

Eo(®) = Ker.
Ainsi par la formule du rang

rg@ +dimKer = dimE.
Ona
dimE, (@) + dimEg(¢) = dimE.

On a méme égalité et on sait alors que dans ce cas, ¢ est
diagonalisable.

2. Traitons le cas ot P est annulateur a racines simples. On peut

supposer P unitaire.
P(x)=(x—-a1)(x—ap) avec aj #y.
On constate que si on pose
v=@-ajidg et a=oa2—-0
alors Yy admet comme polynéme annulateur
P=x(x—a) avec a#0.

On en déduit par la question 1 que W est diagonalisable.
Comme ¢ = Wy + a7 idg, on en déduit que ¢ est aussi dia-
gonalisable (¢ et v admettent la méme base de vecteurs
propres).

Une généralisation est démontrée a l'exercice[76, p.

Exercice p.
DA28

1. Uapplication ¢ —id est linéaire et vérifier que

(A-13)% = (A-13),

c’est-a-dire
(q)—id)2 =¢p-id

Ainsi p = ¢ —id est un projecteur.

2. D’apres ce qui précede

x-D?-(x-1=x-1(x-2)
est annulateur de ¢. D’out
Sp(¢) = {1;2}.
De plus, on vérifie que
rg(p—id) =rg(p) <3, rglp—2id) =rg(p—id) <3.

On a donc égalité
Sple) =1{1,2}.

0
1 ” et Ex(A) :Vect(
1

On en déduit que Ep () est un plan vectoriel.

. On peut préciser

E1(A) = Vect (

1H)



Tout vecteur non nul de E (¢) donne une droite vectorielle
stable par ¢. Il en existe donc une infinité.

4. Le sous-espace E () est un exemple de plan stable par ¢.

Mais on peut aussi considérer
E1(p) @ Vect(u) ou ucEx(p)uio}

Et on obtient une infinité de plans vectoriels stables par .

p.53
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Exercice[72]

1.a) Calculons

M(a, b)?
0 a a -+ a 0 a a a
b 0 0 --- 0 b 0 O 0
_| b 0 0 0 b 0 O 0
b 0 0 0 |l b 0 0 0
nab 0 0 0
0 ab ab n 0 0
_ 0 _ ab 1 e 1
0 ab --- ab 01 !
1.b) Posons J de sorte que
M(a, b)? = ab].

Justifions que M(a, b)? est diagonalisable. Dans un premier
temps, on constate que les colonnes 2 a n+1 sontidentiques
(et non nulles), donc

rg(J) = 2.

D’apres la formule du rang, 0 est valeur propre de J et
dimEg(J)=n+1-rgd)=n+1)-2=n-1.

De plus, si on pose

1 0
1

U= et V= € Mn+1,1[R),
0 1

ona JU=nU et JV=nV.
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Remarque. Le choix de ces matrices est inspiré par 'exemple
classique de la matrice Attila.
Comme U, V ne sont pas colinéaires

dimEn (D =2,
Nécessairement,
dimEo(J) + dimE, () = n+1 = dim.#p11 1 (R).

La matrice ] est diagonalisable avec 2 valeurs propres. En
multipliant par ab, on obtient : M(a, b)? est diagonalisable
et

Sp (M(a, h)z) = {abn,0}.

2.a) Si M(a, b) est semblable 2 M(c, d), alors M(a, b)? est sem-
blable a M(c, d)z. Leurs spectres sont donc identiques et
nécessairement ab = cd.

2.b) Réciproquement, Supposons ab = cd. Soit € € R* et
P la matrice de .4, +1(R) diagonale dont la diagonale est
(g,1,1...,1). On vérifie par le calcul que

P! M(a, b)Pg = M(e_la,sb).
Lesréels a, b, ¢, d sont non nuls et le choix

a d
=—=— ibl b=cd
€ p (possible car ab = cd)

donnee™!

a=ceteb=d puis
P."'M(a, b)Pe = M(c, d).

Les matrices M(a, b) et M(c, d) sont donc bien semblables.

30
Comme ‘M(a, b) = M(b, a) et ab = ba, le résultat précédent
prouve que M(a, b) est semblable a sa transposée.

3.b) Supposons M(a, b) diagonalisable et notons Ay, A2, ..., Ap
les valeurs propres de M(a, b) (comptées sans multiplicité).
Autrement dit M(a, b) est semblable a la matrice

D =diag(Ay,...,An).
On sait alors que M(a, b)? est semblable 2 la matrice
D? = diag(A12,...,An2).
En particulier, elles ont méme trace

Tr (M(a, b)?) = Te(D?).

n
C’est-a-dire 2nab=Y \;*>0.

i=1
On aaussi ab # 0 d’out
ab > 0.

3.c) Pour ab > 0, on peut poser

oa=Vab.



Ainsi ab = a-a et d’apres la question 2, M(a, b) est semblable
a M(a, ). Or M(a, o) est symétrique, donc diagonalisable.
Par suite, M(a, b) aussi.

Exercice
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1. Notons que M, j, est triangulaire.

— Sia# b, alors M, 5, est une matrice de .4 (R) avec deux
valeurs propres distinctes. La matrice est diagonalisable.

— Sia=b.1ln'yaqu'une valeur propre. Si M, ;, était dia-
gonalisable, alors elle serait semblable aly, donc égale a aly.
Absurde.

En conclusion, M, j; est diagonalisable si et seulement si
a#b.

2.a) Comme X et Y sont indépendantes
X+Y— AB(2n,1/2).

En particulier, P(X+Y = n) se calcule de deux maniere diffé-
rentes. D’une part

PXAY=m) = —|2"
—n—zn n .

D’autre part, avec la propriété de symétrie des coefficients
binomiaux

n

Y P(X+Y=nln[Y=k])
k=0

n
=) P(X=n-klnlY=k])
k=0

n

=) P(X=n-k)DP(Y=k]) indépendance

£l sl

=Y

PX+Y=n)=

e B

Il existe une généralisation connue sous le nom de formule
de Vandermonde.

2.b) La matrice My y est diagonalisable si et seulement siX # Y.
La probabilité est alors

PX#£Y)=1-PX=Y)
n
=1- Z PX=KkP(Y=k) indépendance

()

n

Z

=
P(X#Y)—l——( )
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1. Supposons que ¢ soit diagonalisable. Notons

:{Alv)\Zv--wAr}
r

[T (x—A;) etjustifions que

i=1

Sp(y) avec r = CardSp(y).

Posons P(x) =

P(¢)

YucekE,

C’est-a-dire P(g)(u) =0g

Soit e, un vecteur propre associé a la valeur propre A;;, on a

donc ¢(e) = A;, e, ou encore
(¢ —Ajyidg) (e) = 0g
Comme
=g
f—’_
P@@)= 0 (®=Aiidg)o (9 Ay ide)

l#lo

on obtient

P(p)(e) = go (¢~ A idE) (e) = g(0p) = Og

car g est un endomorphisme de £ (E).
Attention, noter bien la composition o. On évitera les expres-
sions qui n'ont pas de sens du type

r
P(p) = H(p )\ldE X X X

Or ¢ est diagonalisable, il existe une base de vecteurs

propres. Donc il existe une base (e1, e2,..., ey) telle que
VielLnl, P(g)(e;) = Og.

Justifions que cette égalité s’étend alors a tout vecteur de
E par linéarité. Pour u € E, il existe une famille de réels
(Mi)ie(n;ny telle que

n n
Y HiP(@)(e) =) u;0g =0g.
i=1 i=1

et P(p)(w) =



D’olt P((p) = 0$(E)~

Le polyndme P est scindé a racines simples et annulateur de
I'endomorphisme ¢ diagonalisable.

2.a) On sait que Ker g < Ker f o g, on peut donc considérer H,
un supplémentaire de Ker g dans Ker f o g. C’est-a-dire

HeKerg=Kerfog.
Etudions I'application @ définie dans I'énoncé.
* @ est bien posé.

Comme pe Hc Ker(fog),ona fog(u) =
gw)eKerf.

f(gw) =0g et

e ® est linéaire.
H et Ker f sont des espaces vectoriels et g est linéaire, la
restriction aussi.

* ® estinjective.
Soit u € Ker®. C’est-a-dire g(u) = Og et u € Kerg. Or par
construction, on a

ueH et HnKer(g) = {0g}.
Donc u = 0 et @ est injective.
e Par injectivité, on a

dimH < dimKer f.

Or, on a aussi par les propriétés de dimension des supplé-
mentaires

dim(H) + dimKer g = dimKer f o g.

Ainsi
dimKer f o g —dimKer g < dimKer f.

Le résultat s’en déduit.

2.b) 11 suffit de procéder par récurrence a partir de la question
précédente.

2.c) Supposons que P(x) = (x a;) soitannulateur de ¢. No-

1,

tons
fi=¢—-ajidg
de sorte que
ficfoo..ofr =0g@m).
C’est-a-dire
Ker(fiofao---ofr) =E

La relation précédente donne donc

.
Z dimKer f; = dimE.
i=1

.
Puis Y dimEg; () = dimE.
i=1
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Or, on sait d’apres le cours que les sous-espaces propres
sont en somme directe et

R
Y dimEg; () < dimE.
i=1

On a donc égalité des dimensions et ¢ est diagonalisable.

. Notons g = (p|F la restriction de ¢ a F. Comme F est stable

par ¢, g estun endomorphisme de F.
Soit P un polynéme a racines simples annulateur de ¢ dia-
gonalisable. C’est-a-dire

P(g) =0g )
ou encore
VueE,  Pl)(u)=
En particulier,
YueF, P(g)(u) =P(p)(u) =0g

Lendomorphisme g admet le méme polynéme annulateur
scindé a racines simples. Il est donc diagonalisable.

Exercice[77] p-F4
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1. Posons pour tout k € [[0; n]]

ep(x)=x
Soit k € [[0; n]]. Par la formule du binéme

¢ (er) (x) = (ax+ bk

Bl

k
¢ (ex) = Z( )aebk_eeg

et avec la convention ( e)

oled) =Y. (Ig) ‘¥ ley

=0

sif >k, on améme

Le coefficient en position (i, j) de la matrice de ¢ dans la
base canonique est alors le coefficient devant e;_; dans le
développement de ¢(e;_1), soit

J=1) ji-1pi-i
i—1

Pour i > j, on trouve 0. Donc la matrice est triangulaire su-
périeure et les coefficients diagonaux sont

1, a d, .., a"

IIs constituent le spectre de ¢.

2.Si a ¢ {1}, alors le spectre contient n+1 = dim R, [x] valeurs

propres. On sait alors que 'endomorphisme est diagonali-
sable.

3. On suppose donc a = 1.

Si ¢ est diagonalisable, la matrice A de ¢ dans la base cano-
nique serait semblable a la matrice I;,4+1. Or seule 1,41 est
semblable a I,,+1. Donc A = 1,41 et b = 0. Réciproquement
sia=1etb =0 alors ¢ est 'endomorphisme identité de



Ry [x] qui est bien diagonalisable.

4.a) Considérons :
F = {P e R[x] | P est un polyndme pair }

et G={PeR[x]|P estun polyndme impair }.

Justifions par analyse-synthése que ces deux espaces sont
supplémentaires dans Ry [x]. Soit P € R[x].

— Analyse (recherche des conditions nécessaires).

On suppose que P € F + G, il existe donc P; et P, des poly-
ndémes respectivement impair et pair tels que P(x) = P; (x) +
Pp(x). On a aussi:

P(=x) =P;(=x) +Pp(-x) = —=P; () + Pp(x).

Il vient :

Pi(x) = P(x) - P(-x) ot P(x) +P(—x).

2 2

Ainsi, les seuls candidats pour P; et Pj sont ceux donnés
par ces formules.

Pp(x) =

— Synthese (recherche des conditions suffisantes).
Posons

P(x) -P(-x) P(x) +P(-x)
Pi(x)=—— et P =— .
i(x) ) e p(X) 3
On vérifie :
P}, estun polynome pair car
P(=x)+P(x)
Pp(-x)= ——— =Pp(0).

2

De méme, on montre que P; est un polyndme impair. De
plus

P(x) -P(-x) + P(x) +P(-x)

5 ) =P(x).

Pp(x) +P;(x) =

— Conclusion.

Tout polyndme s’écrit de maniere unique comme somme
d’'un polynoéme pair et d'un polynéme impair. Cela justifie
I'égalité Fe G = R[x].

Pour en revenir a 'endomorphisme ¢, on a vu que Sp(g) =
{=1;1} et on remarque que
Ei(p)=F et E_1(9p)=G.
On a donc la décomposition
Ei1(@)®E_1(p) =Rplx].

Cela suffit a dire que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable.

4.b) Posons :
Fj={PeRI[x]| P(x) = P(b- x)}
et Gp={PeRx]|Px)=-P(b-x)}.

En reprenant la démonstration précédente, tout polynéme
P peut s’écrire sous la forme

P(x)+P(b-x) P(Xx)-P(b-x)
B 2 * 2 ‘
€Gy

P(x)

€Fp
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On a aussi
E1(p)=F;, et E_j(¢p)=Gy.

Finalement, 'endomorphisme ¢ est diagonalisable.

Exercice[78] p.
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Rappelons le théoreme de la division euclidienne.
Pour tous A, B € R[x] avec A # 0, il existe un unique couple de
polynomes (R, Q) tel que

B=AQ+R et degR<degA.
1. Soient P1, P, € Ry [x]. Il existe (Q1,R1), (Q2,R2) tels que

degR; < degA

degRy < degA

P =AQ;+Ry
P> =AQ2 +Ry

Pour tous A, peR
APy + P2 ZA()\Ql + }J.Qz) + ()\RI + pRg)
avec deg (AR + pR2) < degA.

La relation précédente est la division euclidienne de APy +
pP2 par A avec un couple « quotient/reste » donné par

AQ1+pQ2 et ARj+uRo.
Ainsi
{ @PD)=R; et @(AP1+uPy)
¢ ((P2) =R = ARy + pRo.
On a bien

@ (AP1 +pP2) =A@ (P1) + e (P2).

Lapplication ¢ est bien linéaire. Comme ¢(P) € R; [x] pour
tout P € Ry [x], ¢ est un endomorphisme.

2. Explicitons les trois divisions euclidiennes des trois vecteurs
de la base canonique :

1 = 0x@x-12%+1 o) = 1
{ x = O0x@x—12+x :>{ Ppx) = x
X = 1x-D2%+2x+1 (p(xz] = 2x+1.
On obtient
1 0 -1
M=| 0 1 2 ]
0O 0 O

3. On constate que M2 = M. On en déduit que ¢ est un projec-
teur.



4. Un projecteur est diagonalisable et son spectre est {0;1}.
Comme M est de rang 2, le noyau est de dimension 1, on

trouve
1
-2 .
1

Lespace propre associé a la valeur propre 1 est

11770
El(M):Vect( 0|, 1])
o] lo

Ainsi, en traduisant dans Ry [x]

Eo(M) = KerM = Vect

Eo () = Ker ¢ = Vect (x> —2x + 1) = Vect ((x - 1)?)
et E1(¢) = Vect (1, x) = Ry [x].

Remarque. Résultat a posteriori prévisible puisque pour tout
PeRy[x]

P=0-(x>-1) et @@ =P
et o((x-1?) = (x- 12
Exercice[82] p-[55
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1. Soient o, 11, K2, ..., Un € R tels que
n-1 .
Z pl‘Al =0y.
i=0
Si on introduit le polynéme
n-1 .
Q)= ) px'.
i=0

alors Q est annulateur de A. Si 2 désigne I'ensemble des
racines de Q
Sp(A) € Zq.

Or, A admet n valeurs propres distinctes, Q est un polyndme
de degré au plus n—1 avec au moins n racines. Q est donc le
polyndéme nul, les coefficients po, 11, H2, ..., Hn sont donc
nuls et la famille (I, A, ... ,A”_l) est libre.

2. Vérifier que € est non vide et
VA peER, VM,Ne%, AM+uNe%.
Remarque. On peut aussi écrire
€ =Kerp ou @:MeMyR)—AM-MAe 4, (R).

Comme Al € € pour tout i € N et que la famille a n vecteurs
(In,A,..., A1) est libre
dim % = Card (In,A,...,Anfl) =n.

3. Comme A possede n valeurs propres distinctes, A est diago-
nalisable. D’ot1 le résultat.

4. Soient X un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
C’est-a-dire
AX = AX.

Comme M € €, on a aussi

AMX = MAX = M(AX) = A(MX).
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D’olt MX € E) (A).
Or, on sait aussi que A a n valeurs propres distinctes et que
les sous-espaces propres sont tous de dimension 1. Comme
X #0,onaalors

E) (A) = VectX).

Ainsi MX € Vect(X). Il existe p € Rtel que MX = pXetX # 05,1,
X est vecteur propre pour M.

La matrice M admet une base de vecteurs propres qui sont
aussi vecteurs propres pour A. Donc M est diagonalisable
avec la méme matrice de passage P que A. Autrement dit,
P~ MP est diagonale.

Si 9, désigne le sous-espace vectoriel des matrices diago-
nales de taille 7.

Ce résultat permet de définir I'application

.cg_’
U BV

Lapplication est injective donc

Dn
P~lMmP.

dim% <dim9;, = n.

5. On a donc dim% = n et la famille libre a n vecteurs
(In,A,...,A" 1) est une base de 6.

Exercice[83] p-B4
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0 1
1. Posons A = de sorte que pour n € N
-a l+a
0 1 u
AUn = n
—-a l+a Un+1
_ Un+1 Un+1
—aup+(1+a)Up4 Un+2

2.a) Soit AeR.

det(A - Aly) = det (

-A 1
-a (Q+a)—-A
=AA-(1+a)+a
=AM -(+ar+a
On constate que 1 est racine de cette fonction polynomiale
de degré 2. Al'aide des relations coefficients racines, a est la

seconde racine. Comme a # 1, A € /> (R) possede 2 valeurs
propres. La matrice A est diagonalisable. On vérifie que

)

Soit P, la matrice de passage de la base canonique a la base
de vecteurs propres.

E1(A) = Vect( 1

1]) et Ea(A)=Vect(

1 1
P_[ 1 a
. 1 0
Onaalors A=PDP " ouD= 0 a




2.b) Par récurrence, pour tout n € N, on montre que
A" =pD"PL,

Posons ensuite le calcul

A" =pD"p~!
[ 11 1 0 1 a -1
11 a 0 a® | a-1| -1 1
1 1 a" a -1
a-1|1 a™! -1 1
n 1 a-a" a-1
= a—1| a—a™tl antl_q
3. Par récurrence, on a aussi
vrneN, U,=A"U,.
Et si on pose le calcul
U, =A"Ug
1 a-—a" a-1 uy
- a—1 a an+1 an+1_1 u

Dot uy= Ll (up(a—a)+u (a" -1)).

= (aup — uy +a" (w1 - up)).

Expression que I'on peut exprimer sous la forme

up=A-1"+pu-a" ApeR.

4. Les suites (1) yen et (a”),cn, forment une base de E.

Léquation caractéristique est x2 = (1+a)x—a.On re-
trouve I'équation de la question 2.a). Il y a deux racines 1 et
a. On sait alors qu'il existe A, 1 € R tels que

vneN, up=A1"+pa" =A+pa".

On retrouve la méme base : (1) pen et (a),cn -

Exercice[84] p-
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1. Soit y une solution. Posons pour tout x €I,

hx) = y(x)efA(x).

La fonction # est dérivable sur I par produit et composition.

vxel, K@=y @e 4y (—A'(x)e_A(x))

—A(x) —A(x)

=y'(x)e —a(x)y(x)e

= (¥ () - a(x) y(x)) e AP

H(x)=0.

La fonction h est donc constante sur l'intervalle I. Soit C,
cette constante, h(x) = C pour tout x € L. Puis,

vxel, y(x)=Cet™,

Remarque. Réciproquement, on vérifie que les fonctions
x€I— Cet® sont solutions.
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2.a) Il suffit de poser

-3 7/2 -6
-4 7

8 -18 27
-11

On trouve 3 valeurs propres : 2,—1/2 et —1 avec

-3/2 0
= 1 |, Xpo= 3/2]
1 1
1
Xz=| 2 ]
1

Ez(A) =Vect(X1), E_1/2(A)=Vect(X2), E_j(A)=Vect(X3).

La matrice A est donc diagonalisable et

-3/2 0 1
Ql'=| 1 3/2 2| et D=diag? -1/2,-1).
1 11

ATlaide d’un pivot de Gauss (ou de Python)

-2 4 -6
Q=|4 -10 16
-2 6 -9

2.c) On a pour teR

X' (1) = AX(1) = Q' DQX(1),

puis Y'(£) = QX/'(£) = DQX(¢) =D - Y(1).
On en déduit
u'(t) = 2u(t)
V') = —1/2v(0)
w'@ = —w(t)

D’apres la question 1, il existe A, |, v € R tels que

t/2

u(r) = Ae??, v(t)=pe %, w(=ve L.
Enfin X(1)=Q 1Y(»)
X(1) =PY(?)
-3/2 0 1 Ae?!
= 1 3/2 2 pe~ 2 |,
1 11 ve™!
Finalement
x(t)z—%)\e2[+ve_t
y(t)=Ae? + 3pe 2 +2ve”!
2(0) =Ae?l + pe 2 1 vel,
Exercice[85] p-B4
DA40



Exercice[86] p-
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Exercice p-
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l.a)OnaR(x) = —3+2x+x% = (x— 1)(x +3).

1.b) Les réels 1 et —3 sont racines de R. De plus pour A € R

-A 3

det 1 DY

] =A2+AN)-3=A%2+2A-3=R\).

Or A € Sp(R) si et seulement si det (Cg — Al2) = 0, si et seule-
ment si R(A) = 0. Dans ce cas, le spectre de R s’identifie aux
racines de Cg.

2. Oui, car la matrice a deux valeurs propres distinctes et
qu’elle est de taille (2,2).

3. Notons (c;);, les colonnes de Cp.
Les n—1 premiéres colonnes de Cp sont linéairement indé-
pendantes, donc
rg(Cp)=n-1.

— Si ap =0, alors on constate que

n-1

cn+ Z ajc; = Owﬂn,l(R)
i=1

et dans ce cas, la matrice Cp n'est pas inversible.
rg(Cp)=n-1.

— Si ag #0, ¢y, ne peut étre combinaison linéaire des n — 1
premiéres colonnes

rg(Cp) =n.

4. On a la suite d’équivalences.
0 est valeur propre.

siseulementsi 1g(Cp—0-I)<n

siseulementsi rg(Cp)<n
siseulementsi ag=0
siseulementsi P(0) =0.
5.Soit A € R. On
Cp—Al, =
-A 0 0 o0 —ag
1 -A 0 0 —a
0 1
0 -A 0 —an-3
1 -A —ap-2
0 0 1 —ap_1-A
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On constate que les n— 1 premieres colonnes (ou encore les
lignes 2 a n) sont linéairement indépendantes.
Ainsi
rg(Cp—Aly)=n-1
et par la formule du rang
dim (Ker (Cp — AI,)) < 1.
6. Dans cet exemple :

Mg = —3I, + 2Cg + Cg?

10
‘_3[01

0 3

2
el 2

2 7

0 0
0 0

7.a) On constate que pour tout k€ [[1;n—1]]
Ef+1 = CpEg.

Le résultat s'en déduit par récurrence.

7.b) X = E; convient car (Ej,Ey,...,Ey;) est la base canonique
de Ay (R).

8. D’apres ce qui précede :

n . n-1 .
MpE; = Z a,-Cp’El = Z a,-Cp’El + a,CpEy,.
i=0 i=0

n-1
= Z a;E;1+1-CpEy.
i=0

Orona
0 )
0 —-a
1 n-1
CpEn =Cp = =-) aEi.
i=0
—an-2
1 —an-1
Ilvient MpE1=0y.

9. Comme M, et Cp commutent, pour tout i € [1;72—1]]
MpCp'X = Cp'MpX = Cp!MpE;
=Cp'-0p,1=0p,1.
Comme (X,...,Cf}_IX) est une base de .41 (R), Mp est
nulle.
Détaillons ce point. Soit ¢ I'endomorphisme canonique-

ment associé a Mp. Alors il existe 8 = (ey, ..., e,) une base
de R” telle que

Viel;nll, ¢(e;)=0g.

Pour u € R", 9 étant une base de R", il existe A1,...,Ap €R
n

tels que u = ¥ A;e;, puis par linéarité
i=1

n
o) =) A;¢(e;)=0gn.
=0g

On en déduit que ¢ est 'endomorphisme nul, Mp est alors
aussi nulle.



10. Le polynéme P est annulateur de Cp.
toute valeur propre de Cp est racine de P.

On sait alors que

11.a) Ona —agxn
X1 —aixp
X2 —azXxn

Xn-2 —an-2Xp-2
Xn—-1—an-1Xp-1

Ainsi CpX = AX si on a le systeme linéaire :

—apxn Axy
X1—a1xXn = AXx2

R
Xp-1—an-1Xn = AXp

Procédons par récurrence pour établir la propriété
. _ k
Pk): xp_f = (an_k +Aay i1+ A )xn
pour k€ [[1;n—1]].

— Initialisation. pour k = 1, 22(1) est vraie en regardant
directement la derniere ligne de .%.

— Hérédité. Soit k € [1;n —2]. Supposons & (k) vraie. En
regardant la ligne L, , ; _j du systeme ., on a

Xp—(k+1) ~ An—(k+1)Xn = AXp_k-
ATaide de 22 (k)

Xp—(k+1) =@n—(k+1)%n +AXp_k
= (“n—(k+1)xn)

+)\[an_k+)\an_k+1 +...+)\k)xn

2
= (“n—(k+1) +Aap_+A"ap_f41

+...+)\k+1)xn.

2 (k + 1) est ainsi vérifiée.
— Conclusion. Pour tout k € [[1; n—1]], 22(k) est vraie.

11.b) Commencons par poser x, = 1 et définir x,,_j. graceala
relation précédente. C’est-a-dire, pour k€ [[1;n—1]]

Xp—g = (an_k +Aa,_ji1 TR +)\k) x 1.
Ou encore pour tout i € [[1; 12— 1]]

Xi=a;+hajep+- AN g, AT
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— On aalors pour k€ [[1;n—2]]
Xn—k — An—kXn
Nay_jrp +o+ AT g, AR
A @1+ A2 ap + 2157
=Xy (fe+1)-
— etpourk=n-1
Ax] = )\(al +Aag+-—+N"2a,_, +)\”_1)

=g A+ @A+ +ap_ NP4 AT
—PV)-ap

=0—apxn

car x, =1 et A estracine de P.

On vient de vérifier que (xi,...,x5) est solution du systeme
<. Autrement dit X (que est non nul) est un vecteur propre
de Cp.

12. Posons n = degS.
On avu que pour tout A € R

dimKer (Cg—Al,) <1.
De plus, si A € Sp (Cg)
dimKer (Cg —Al,) = 1.
Sachant que Cg est diagonalisable si et seulement si

Z dimKer (Cg —Al,) = n,
AESp(Cs)

on peut affirmer que Cg est diagonalisable si et seulement si
CardSp(Cs) = n.

Autrement dit, Cg est diagonalisable si et seulement si Cg a
exactement n valeurs propres. Or

k
n=degS=) w;
i=1

k= Card(Sp(Cg)) = n.

Nécessairement, Cg est diagonalisable si et seulement si
tous les a; valent 1.

Dit autrement, Cg est diagonalisable si et seulement si S est
scindé sur R a racines simples.

13. Oui, car on vérifie que le polyndéme associé a cette matrice
compagnon a trois racines 1, 2 et 3.



	Valeurs propres et vecteurs propres
	Rappels : polynômes d'endomorphismes et de matrices
	Valeurs propres, vecteurs propres, cas matriciel
	 Premières définitions
	Caractérisations des valeurs propres
	 Les sous-espaces propres E(A)

	Valeurs propres, vecteurs propres, cas des endomorphismes
	Définitions et exemples
	Précision en dimension finie
	Précisions pour des endomorphismes remarquables

	Polynômes et valeurs propres
	Somme directe de sous-espaces propres
	Recherche de valeurs propres et vecteurs propres
	Recherche des valeurs propres
	Recherche des vecteurs propres
	Cas particulier de la dimension 2


	Diagonalisation
	Définitions
	Caractérisations
	Version « endomorphisme »
	Version « matricielle »

	Compléments
	Cas particuliers
	Pratique de la diagonalisation
	Quelques applications de la diagonalisation


	Optimisation sous contraintes linéaires
	Position du problème
	Recherche des extrema sous contraintes d'égalités linéaires
	Par substitution
	Par du calcul différentiel
	Interprétation géométrique avec une seule contrainte linéaire

	Compléments sur les fonctions définies sur des fermés bornés


