CHAPITRE 6

Réduction

La rigueur n'a jamais eu pour objet que de sanctionner et
légitimer les conquétes de lintuition.

Jacques Hadamard Mathématicien frangais (1865-1963).

Ce cours complete le cours d’ECG sur la réduction des matrices et endomorphismes a 'aide des deux nouveaux
outils : les nombres complexes et le déterminant. Plus précisément, on verra les conséquences du théoréeme de Gauss
etla factorisation sur l'existence de valeurs propres. Ensuite, on introduira le polyndme caractéristique, ses propriétés
et son intérét en réduction.

— Polynémes a coefficients complexes

1.1 Théoréme de Gauss, factorisation dans C[X]
On dit qu'un polynéme P est scindé dans K si on peut I’écrire sous la forme
PX)=A lL[(X—(x,-)m" avec AeK*, (ap,--,0) €K, (my,---,m;) eN*".
i=1
On dit qu’il est scindé a racines simples dans K si on peut I'écrire sous la forme
PX) = )\ﬁ(X—(xi) avec AeK®, (ap,---,ap)eK", Vi#j, o#aq;.
i=1

Autrement dit, un polyndme est scindé si le nombre de racines (comptées avec multiplicité) est égal au degré.

Le polyn6me est scindé a racines simples si le nombre de racines (sans multiplicité) est égal exactement au degré.

A Attention. Ces notions dépendent fortement du choix de K. Il est clair qu'un polyndéme scindé (respective-

ment scindé a racines simples) sur R I'est aussi sur C. Linverse est faux. Par exemple
2n

X+X+1=X-j)X-]) ou j=e3,

est scindé a racines simples sur C mais pas sur R.
La situation est particulierement simple sur C a I'aide du résultat suivant :

THEOREME de D’Alembert-Gauss

Toute équation polynomiale complexe de degré n e N* admet au moins une solution.

Dit autrement, pour tout polynéme P non constant, il existe a € C et un polyndéme Q tels que PX) = X - a)QX).
En itérant ce processus, on obtient :



COROLLAIRE du théoreme de D’Alembert-Gauss

Tout polyndme complexe, non constant, est scindé sur C.

Exemples. ¢ Soit0 € R,
(X—exp(i0)) (X - exp(~i0)) = X* — (e + &)X + el% 710 = X2 + 2 cos(B)X + 1.
Le polynome X2 +2 cos(0)X + 1 est scindé sur C mais n’est scindé sur R que pour e’ € R. C’est-a-dire, 8 = krt avec k € Z.

-1
* Pour n € N*, nous avons vu que X" — 1 = H (X — e2ikn/my

k=0

ce dernier est scindé a racines simples. Les racines sont les

racines n-ieme de I'unité.

Factorisation dans R[X]

Il ne faut pas oublier que I'on peut appliquer a un polynéme réel les résultats sur les applications de la variable
réelle.

* Par exemple, on peut prouver I'existence d'une racine réelle d'un polynéme P réel de degré impair par le théoreme
des valeurs intermédiaires.
Supposons sans perte de généralité que son coefficient dominant soit positif. On a alors

lim P(x)=+o00 et lim P(x)=-oc0.
X—+00 X——00

En particulier, il existe deux réels a et p tels que a < f§, P(a) < 0 et P(B) > 0. Un polyndme réel étant continu sur R,
le théoréme des valeurs intermédiaires s’applique, il existe un réel c tel que P(c) = 0. Ce polyndme admet donc une
racine réelle.

¢ On peut aussi reprendre 'exemple de la méthode précédente : le seul polyndme réel vérifiant P(X) + P(X + 1) = Orx
est le polynéme nul. En effet, pour un entier n, comme P(n) + P(n + 1) = 0, on en déduit que P(n) et P(n + 1) sont soit
nuls, soit de signe opposé. Par le théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout entier 7, il existe au moins une racine
dans [n; n+ 1]. On a de nouveau une infinité de racines, le polynome est nul.

LEMME

SoitP un polynéme dont les coefficients sont réels.
Le réel a est une racine complexe de P si et seulement le conjugué o est une racine deP.

n .
reuve. On note P(X) = Z a; X' avec pour tout indice i, a; € R. En particulier, @; = a;. Pour a € C,
i=0

n , | J— ) o
P@=) a;@'=) ajai=) a;al=P).
i=0 i=0 i=0

Ainsi, a est une racine de P si et seulement si P(a) = 0, si et seulement si P(a) = P(a) = 0, c’est-a-dire, a est une racine de P.

Considérons un polyndéme réel P non constant.
En particulier, P est un polynéme complexe. D’apres le théoreme de D’Alembert-Gauss, il existe une racine complexe
a. Distinguons :

* Si a € R, alors on peut factoriser P par (X — ) dans R[X]. Il existe P; € R[X] tel que P = X - a)P;.

e Sinon, a € C\R, ou encore o # . On a vu que dans le cas d'un polynome réel, a est encore une racine de P. On en
déduit que R; (X) = X—a) (X — ) divise P. Or,

RiX) = X-a)X-a) =X? — (a+ %)X - ot = X2 — 2Re(0)X + |af? € R[X].



Autrement dit, il existe R; € R[X] de degré 2 avec deux racines complexes conjuguées (son discriminant est strictement
négatif), P; € R[X] tels que
P=R;P; et deg(P;)<deg(P).

Ensuite, on a une disjonction similaire pour P;. Si P; n’est pas constant, il admet une racine. On distingue ensuite si
cette racine est réelle ou non.

En procédant par récurrence, on montre la proposition suivante. Notons que la récurrence est finie puisque la suite
des degrés est une suite strictement décroissante d’entiers naturels.

PROPOSITION Factorisation dans le cas réel

Tout polyndéme réel P s'écrit sous la forme
PX) =AX-a)X—-0p) - X—as) Ry Ry
avec :
— A lecoefficient dominant deP;

—  (0)ieq;s) les racines réelles deP ;

— Pourtoutindicei, R; est un polynéme réel de degré 2 sans racines réelles (c'est-a-dire de discriminant strictement
négatif).

n Compléments sur les polyn6mes de matrices, d’endomorphismes

2.1 Polynémes annulateurs (rappels)

Soient P(X) = ¥ a;X! € K[X], A € .4, (K) et ¢ € Z(E).
i=0

P .
— Le polynéme de matrice P(A) est défini par: P(A) = Z a; A' € My(K).
i=0
Un polynome P est annulateur de A si P(A) =0,,.

P .
— Le polynéme d’endomorphisme P () est défini par : P(p) = Z aip' € ZE).
i=0
Un polynoéme P est annulateur de ¢ si P(p) = 0 ().
Rappelons aussi deux faits importants : pour P e K[X], ¢ € Z(E) et u € E.
—  Si@(u) = Au, alors P(p) (1) =P(N) u;

— Si P est un polyndme annulateur de ¢, toute valeur propre de ¢ est racine de P.

2.2 Polynome minimal

DEFINITION Polynome minimal

Soit A € M, (K). Il existe un unique polynéme unitaire qui divise tous les polynémes annulateurs de A. Ce polynome
est appelé polynome minimal de A, noté my.

Preuve. Existence )
La famille (In,A,AZ, LA ) contient 12 + 1 > dim .4, (K) éléments. Nécessairement, la famille est liée : il existe (“i)ie[[O‘nZJ] tel
que

(fli)i #(0,...,0) et Z aiAi =0y,



2
. ,
Le polyndme P = Y. q;X* est non nul et annulateur. On peut donc considérer I'ensemble non vide
i=0

I ={Pe KX\ {0kx} | P annulateur de A}
et DAZ{degP|P€JA}.

Lensemble Dy est une partie non vide de N. Il existe un plus petit élément. Soit Py € .#4 dont le degré est bien le minimum.
Comme Pg est non nul, Py admet un coefficient dominant non nul ¢p. Dés lors le polynome

A = i Py convient.
cp
Unicité
Considérons un deuxieme polynome Q vérifiant les mémes conditions. Le polynéme R = ma — Q est annulateur de A dont le
degré est strictement inférieur a celui de Ty car mp —Q ont méme degré, méme coefficient dominant. Par construction, R est
nécessairement le polynéme nul et mp = Q, 'unicité est prouvée.

Divisibilité
Soit P € .#y. Justifions que mp divise P. Pour cela on effectue la division euclidienne.
2 P=Qmp+R
QR e KIXI%, { degR < degmy.
Or R est aussi annulateur de A. Pour des questions de degré, R est nécessairement le polyndme nul. Ce qui conclut. -
Exercice 1 <> On considere la matrice
d 7 10 O
e M=| -3 -4 0
2 0o 0 2

3 ATlaide du code Python suivant, donner le polyn6me minimal pour M. Justifier.

g M = np.array([[7, 10, O], °
3 [-3, -4, ol, <l -2 o a1
2 [0, 0, 211) 2l [o-2 ol
'B 8 [ 0o 0 -2]1]
print(np.dot (M, M) - 3 x M)
# CeR1
Remarques.
— Soient A, B, Q € ./, (K) telles que Q est inversible et A = QBQ~!. On vérifie par récurrence que pour tout k € N,
Ak = QBkQ‘l. On en déduit par linéarité de la somme que pour tout polynéme P, P(A) = QP(B)Q_I. Dés lors, deux
matrices semblables ont méme polyndme minimal.
— Le polyndme minimal ne dépend pas du corps. Dit autrement, le polyné6me minimal d'une matrice A a coefficients
réels est le méme que celui de A vue comme une matrice a coefficients complexes.
Exercice 2 44 Soit ¢, un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimension finie n. On pose
o Klpl = {P(p) |P € KIX]}.
3
) ‘, Justifier que si d désigne le degré du polyndme minimal de ¢, alors la famille ((pk)ke[[od—l]]
- est une base de K[¢]. '
# CeR2

2.3 Lien avec la réduction



PROPOSITION Spectre et polyndme minimal

SoientA € M, (K) et A € K.
Le nombre A est valeur propre de A si et seulement si A est racine de my.

Preuve. — Comme mp est annulateur, on a déja vu que
Sp(A) < Racines (ma) .
— Prouvons l'inclusion réciproque. Soit A une racine de m,. Il existe donc Q € K[X] tel que
A= (x—-NQ
Raisonnons par 'absurde en supposant que A ¢ Sp(A). La matrice (A — Al,) est inversible. La relation
05 =7A(A) = (A= Alp)-Q(A)

multipliée a gauche par (A — Al n)_l donne Q(A) = 05. Absurde car Q est non nul, annulateur de A et de degré strictement inférieur
ama. Ce qui conclut.

COROLLAIRE Existence d’'une valeur propre

Toute matrice admet au moins une valeur propre complexe.

Preuve. 11 suffit de dire que ma, en tant que polynome complexe admet une racine complexe (Théoreme de D’Alembert-Gauss).

| On applique ensuite la proposition précédente. -

THEOREME CNS polynomiale pour la diagonalisabilité
Soit A € M,(K), on a l'équivalence entre les énoncés suivants :

i)  La matrice est diagonalisable dans K.
ii) Il existe un polynéme annulateur scindé dans K a racines simples.

iii) Le polynéme minimal est scindé dans K a racines simples.

Pour une preuve, on pourra regarder I'exercice|[18]

Remarque. On peut faire un théoréme équivalent pour tout endomorphisme défini sur un espace vectoriel de di-
mension finie.

Exemple. Les projecteurs et les symétries sont diagonalisables puisqu’ils admettent un polyndéme annulateur scindé
qui sont respectivement
X2-X=XX-1) et X*-1=X-DEX+1).

Exercice 3 + Les questions sont indépendantes
C 1. Soit F, un sous-espace stable par ¢ € Z(E) avec E de dimension finie. Justifier que si ¢ est
— diagonalisable alors la restriction de ¢ a F, noté (p|F, est aussi diagonalisable.
Y
& 2. Vrai ou faux?
o @ Pour toute matrice A inversible, A2 est diagonalisable si et seulement si A I’est.

n Le polyndme caractéristique

3.1 Définition et exemples

# CeR3



DEFINITION polyndme caractéristique d’'une matrice
SoitA € A, (K). On appelle polynome caractéristique de A, noté xa, le polynome

xa =det(XI,, —A).

Exemple. Vérifier que le polyndme caractéristique de
1 1

A= 0 1 O
1 0

estxa=X-1)(X*-2X+2)=X-DX-1+)X-1-i).

44 Polyn6éme caractéristique d’'une matrice compagnon
Soient n e N* et ay, ..., an—1 € K. Donner le polyndme caractéristique de la matrice
Exercice 4 o - 0 O —ag
" 1 0 --- 0 O —ap
Fia 0 1
J Y~ > C= . )
v 2 D0 - 0 0 -—aps
Lol 1 0 -—-ap
0 0 -+ 0 1 -ap
# CeR4
Remarques.
Dans ce cas, on a directement :
Le nombre A est valeur propre de A si et seulement si A est racine de xx.
— SoitA € ., (K). Le polyndme x5 = det (XI,, — A) est de degré n et unitaire. De plus, on montre en utilisant la formule
explicite du déterminant que
\ Xa =X"—Tr(A)X" 1+ + (=1)" det(A). ‘
— Soient A, Be ., (K).
‘ Si A et B sont semblables, alors xa = XB- ‘
En effet, il existe une matrice inversible P telle que B = P~!AP de sorte que
Xs = det (XI,, — B) = det (XI,, - P"'AP) = det (P™!) det (XI,, — A) det(P) = xa.
Exercice 5 <> Les questions sont indépendantes
- a 1. En utilisant le polyndme caractéristique, montrer que toute matrice symétrique de .4 (R)
Y 2/ est diagonalisable dans R.
1 .« 2. Sixa =xg,a-t-on A semblable a B?
# CeR5
DEFINITION polyndéme caractéristique

Soit p € Z(E), ot E est un K -espace vectoriel de dimension finie.
On appelle polynéme caractéristique de @, notéx, le polynome caractéristique de toute matrice représentative de .

Remarques.
— Précisons que c’est 'invariance par similitude du polynéme caractéristique et la formule de changement de base

qui prouve que le polynéme caractéristique d'un endomorphisme ne dépend pas du choix de la base.



— Les résultats sur les matrices s’étendent aux endomorphismes. Par exemple, le nombre A est valeur propre de ¢ si
et seulement si A est racine de .
— Enreprenant la définition du déterminant d'un endomorphisme, on a aussi

Xo = det(Xidg —¢).

Exercice 6
e 44 Soient ¢, un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie et F un sous-
N espace vectoriel stable par . Justifier que ti| divise X¢.
F

# CeR6

Exemple. Supposons que A soit une matrice diagonale. On note Ay, A, ..., A, les valeurs propres de A deux a deux
distinctes et d; la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre A;. On sait alors que A est semblable a
la matrice

D:diag( )\1,...,A1 yeeey )\r;---rAr )
—— N——
d; répétitions d, répétitions

Par invariance par similitude, on a alors

.
Xa =Xp = det(X, - D) = [[X-Ap%.

i=1

3.2 Théoréme de Cayley-Hamilton

THEOREME Cayley-Hamilton

Le polynéme caractéristique de toute matrice est un polynéome annulateur. Autrement dit,

VA€ Mn(K), Xa(A) =0y.

Avant de faire la preuve, commencons par deux cas particuliers.

e n=2
D’une part, en reprenant le deuxieme encadré de la remarque précédente, on sait que

Xa = X2 — Tr(A)X + det(A).

D’autre part, on peut poser le calcul avec A=

a bona
c d|

A2 a®+bc ab+bd
| ac+dc be+d?

—a*—da -ba-bd
~TrA= [ —ac-dc -ad-d? l
ad - bc 0
det(A)2 = [ 0 ad - bc
Par somme, A? —Tr(A)A + det(A)I, = 0,.
On a donc bien Xa(A) =0o.

» Traitons maintenant le cas ou A est diagonalisable. Si on reprend les résultats précédents, on a

A = l_[ X-A) et xa= H (X_)\)dimE)\(A)'
A€eSp(A) AeSp(A)

En particulier mp divise yxa, il existe Q € K[X] tel que Qma = xa. Sachant que 1, est annulateur de A, on obtient bien

0, = QA)TA(A) = XA (A).



Preuve. Soit ¢, 'endomorphisme canoniquement associé a A. Montrer que ¢ (¢) = 0 (g est équivalent a
VYueE, Xo (@) (1) = Og.
Soit u € E, non nul. Comme E est de dimension finie, on peut considérer
p= max{p eN*| (u,(p(u),...,q)’”_1 (u)) soit libre }

Dans ce cas, (u,(p(u),...,(pp_l(u),(p’”(u)) est liée. Par construction, P (u) s’écrit comme combinaison linéaire de
(wo@),...,oP 1 w).

p-1
Jag,...,ap-1€K, QP =) a;jp'w) (%)
i=0
Notons que dans ce cas
Cu :Vect[u,tp(u),...,tp”fl(u))

est un sous-espace de E stable par ¢ avec une base donnée par

By = [u,tp(u),tpz(u),...,q)""l(u)).

Notons aussi que

0O 0 - aop

M =Matg,_ (¢lc,) = . € Mp(K).
0o - :
0 1 ap

Onavu (exercice que c’est un cas de matrice compagnon
Xy =XP - up_lxp_l - ap_gxp_z = X—agp.

On constate alors que (x) donne Xy (plc,) (1) = 0g. De plus, Cy, étant un espace stable on sait qu'en complétant 9, en une base
P deE,ona
M B

0 C

Dans ce cas, on a a I’aide des résultats sur le déterminant de matrices triangulaires

Matgg () =

Xo = det(XI, — Matg(¢))

_ XIp—Matggu((pk:u) -B
=det [ 0 Xy p—C

Xo = det(XI, —Matg (¢lc,))-det(XI,—p-C).
Dit autrement, il existe un polyndme Q € K[X] tel que
Xo = QX)x 9lc, (car M =Matg, ((p|Cu).

On peut maintenant conclure :
Xo (@) (@) = Q) o Xplc, () (1)
=Q(¢)(0g) =0g Q() estlinéaire.
Ce qui conclut.

Remarque. Une des conséquences directe est que le degré du polyndme minimal est toujours inférieur ou égal a
dim(E).

3.3 Multiplicités d’une valeur propre



DEFINITION multiplicités d’'une valeur propre
Soient A € M, (K) et \, une valeur propre de A.

—  On appelle ordre de multiplicité algébrique de la valeur propre \, 'ordre de multiplicité de \ en tant que racine
du polynome caractéristique de A.

— On appelle ordre de multiplicité géométrique de la valeur propre A, la dimension de l'espace propre associé a la
valeur propre .

210
Exemple. OnposeA=| 0 2 0
0 0 3

La matrice est triangulaire, on a directement x5 (X) = (X —2)?>(X - 3). La multiplicité algébrique de 2 est 2, celle de 3
est 1. Par contre, on montre que

X 0
Ep = 0 |:xek et Ez= 0 |:zeK ;.
0 z

Ces espaces sont de dimension 1, les multiplicités géométriques sont donc, pour 2 et 3, égales a 1.

PROPOSITION comparaison des multiplicités

Soit A une valeur propre de A € ,,(K) d’ordre de multiplicité algébrique m(\). Alors,

1 <dimE, (A) < m(\).

Preuve. Soient ¢ 'endomorphisme canoniquement associé a A et A € Sp(A). On sait que dimE, (A) = dimE, () et E) (¢) est stable
par ¢. En reprenant l'exerciceﬁ Xolg, ) divise . Or dans toute base de E, (), la matrice représentative de la restriction est
A
Al; (avec d = dimE) (¢)). Ce qui donne x ol @ = X—MN4. Comme m(A) est par définition la plus grande puissance p telle que
A

(X— )P divise ¢, on obtient bien d < m. -

Remarque. Six estscindé sur K et n'admet que des racines simples, alors A est diagonalisable. Par contre, s’il existe
A eSp(A) tel que

dimE) (A) < m(\)

alors A n’est pas diagonalisable puisque xa étant de degré n

Y} dimEyA)< ) mQ})<n.
A€eSp(A) AeSp(A)

n Trigonalisation

DEFINITION trigonalisable

On dit qu'une matrice A € 4, (K) est trigonalisable (surK) si la matrice est semblable a une matrice triangulaire.

Exemples.

— La matrice Rg n'est pas trigonalisable dans R mais dans C (elle y est diagonalisable).

— Une matrice non nulle nilpotente d’indice maximal est trigonalisable dans K. Toutefois elle n’est pas diagonali-
sable.



Avant d’énoncer la proposition importante de cette partie, commencons par un lemme sous forme d’exercice :

44 Soit ¢ un endomorphisme de E de dimension 7 tel que x, =X".

1. Vérifier qu'il existe p € N tel que

9P =0gE et @P 1 #0gg,

Exercice 7
_a en déduire les inclusions strictes :
4/
\
| ' Kerg c Ker? c...cKerpP ! cKergP.

2. En utilisant une base de E «adaptée » aux inclusions précédentes, justifier que ¢ admet une
matrice représentative strictement triangulaire.

3. Enoncer un résultat similaire si xo = X—A)".

# CeR19

Remarque. On en déduit que la trace d’'une matrice est aussi la somme des valeurs propres complexes de la matrice
comptées avec multiplicité (algébrique).

PROPOSITION CNS trigonalisable

SoitA € M, (K). On a I'équivalence entre les énoncés suivants :

i) LamatriceA est trigonalisable.

ii) La matrice A admet un polynéme annulateur scindé.

Preuve. Raisonnons par double implication.
Supposons i). Si A est trigonalisable, alors A est semblable a une matrice T triangulaire

17, 0 - 0
T= 0
0 - 0 fon
n
Ainsi xa=xr=]] X-1z;) (scindé).

i=1

Supposons ii) et écrivons le polynéme caractéristique sous la forme

R
xa=xr =[] (X-2;)".
i=1
Soit ¢; I'endomorphisme canoniquement associé a K. On montre ensuite que
I .
K" =Kerxa(9) = @PKer (@ —A;idgn)™ (o)
i=1

Notons pour tout indice i, E; = Ker (¢ — A; idKn)mi. On constate que E; est stable par ¢ et on note ¢; larestriction de ¢ & E;. Dés
lors, (X- )\,-)mi est annulateur de ¢; et en utilisant la conclusion de l’exercice ¢; = Ajidg;. La matrice de ¢ dans une base
adaptée a la décomposition (e) permet de conclure.

Sachant que tout polyndme est scindé sur C, on obtient directement :

COROLLAIRE trigonalisable dans C

Toute matrice a coefficients complexes est trigonalisable.




Exercice 8

'j Y <> Si A est une matrice nilpotente, donner Tr(ak) pour tout k€ N.

# CeR7

Remarque. On en déduit que la trace d’'une matrice est aussi la somme des valeurs propres complexes de la matrice
comptées avec multiplicité (algébrique).



A Exercices

Exercice 9. 44 Soient n € N* et A une matrice de .4 (C) diagonalisable. On note P un polynéme non constant de C[X]. # CeR8

Ftablir I'existence d’une matrice M € .4, (C) telle que P(M) = A.

Exercice 10. ¢4 Soient A, B € .4} (C) telles que AB est diagonalisable. Montrer que si A est inversible alors BA est diagonali- # CeR9

sable.
Exercice 11. 4+ Preuve d’'un lemme du théoréme spectral # CeR10
Soit S € 4 (R), une matrice symétrique. En utilisant le fait que toute matrice admet une valeur propre complexe, justifier que S
admet une valeur propre réelle.
Exercice 12. 44 Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et a, b, deux réels non nuls. On définit la matrice M(a, b) par : # CeR11
0o - 0 0 b
M(a,b)=| g 0 0 b |EMn®.
0 0 0 b
a a a 0
On note x5, le polyndme caractéristique de M(a, b).
1. Préciser le rang de M(a, b). En déduire le polynome X~ divise y,.
2. a) Calculer x».
b) Vérifier que pour tout entier n = 2
Xn+1() = Xxn(X) — abX".
¢) En déduire une expression explicite de x,, en fonction de n, a et b.
3. A quelle condition sur a, b, la matrice M(a, b) est diagonalisable sur R?
4. Donner le polyndme minimal de M(a, b).
Exercice 13. ¢4 Soit n € N*, pour tout a = (ay, az,...,an) € C", on pose # CeR12
al ap e an—1 an 0 0
ap ay a ap-1 0 1 0
Ca= L : et J=Cuo,..,00=| :
as o 0 1
ap as e an al 1 0 0
1. a) Vérifier que X" — 1 est le polyndme minimal de J.

b) Est-ce que ] est diagonalisable dans C? Préciser le spectre dans C de J?
2. Soit a € C". Déterminer un polynome Q tel que C, = Q(J).

3. En déduire que C, est diagonalisable et préciser son déterminant.

Exercice 14. 44 Pour tout z € C, on pose

>

N

1l
— - O
— O N
S N N

1. Justifier que A; est diagonalisable.

2. Pour quelle valeur de z € C, la matrice A, est diagonalisable?

Exercice 15. 44 On considére une matrice diagonalisable A € .4/, (K).

1. Montrer que pour tout p € N, A” est encore diagonalisable.

d’apres Oral Mines-Ponts PSI 2025 +# CeR13

# CeR14



2. On suppose qu'une des valeurs propres de A, notons-la A, a un module strictement supérieur aux modules des autres. Prouver
que Tr (AP*1) /Tr (AP) tend vers A quand p tend vers +oo.

3. a) Proposer un programme python qui prend en argument une matrice A et renvoie une approximation de sa plus grande
valeur propre (en module).

b) Si A estinversible, comment obtenir la plus petite valeur propre en module?

Exercice 16. ¢4 Trace et séries entieres d’apres Centrale MP 2003. # CeR15
1 1 1
On pose A= 1 1 0 |e/53[R).
1 0 0

1. Vérifier que A est diagonalisable et admet trois valeurs propres réelles dont on précisera les parties entiéres.
2. Onpose t;, = Tr(A"). Exprimer t; en fonction de 51, tp—2, ty—3.

3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y. 1, z" et calculer sa somme.

Exercice 17. ¢4 SoientneN* etacC, A€ #,(C) avec # CeR16

vke [1;nl, Tr(Ak) = nak.

1. Prouver que pour tout P € C[X], Tr(P(A)) = nP(a).

2. Prouver que A — alj, est nilpotente.

Exercice 18. 4+ 44 Preuve de la CNS polynomiale sur la diagonalisabilité

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et ¢ un endomorphisme de E. L'objectif de I'exercice est de prouver I'équivalence
entre les énoncés :

# CeR17

i) Lendomorphisme ¢ est diagonalisable sur K.
ii) Lendomorphisme ¢ admet un polyndéme annulateur scindé a racines simples sur K.
iii) Le polyn6me minimal est scindé dans K a racines simples.
1. Montrer que i) = ii).
2. Prouvons la réciproque. Supposons donc que ¢ admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

a) Soient f, g € Z(E). Justifier que I'application suivante est bien posée, linéaire et injective

<I>:{ H — Kerf

u - g avec H un supplémentaire de Ker g dans Ker fo g.

En déduire que dimKer(f o g) < dim (Ker(/)) + dim (Ker(g)).
b) Montrer plus généralement que pour fi, fo, ..., fr € Z(B),

;
dim(Ker(fio---ofy)) < ) dim (Ker(fj)).
j=1
c¢) En déduire la réciproque ii) = i).

d) Vérifier I'équivalence avec I'énoncé iii).

Exercice 19. ¢ 44 Trouver toutes les matrices M € .#3(R) telles que : # CeR18

M2+MT =13 et Tr(M)=0

Exercice 20. 44 Soit A € ./, (R) telle que A2 — A—1,, = 0. Montrer que A est diagonalisable et detA > 0.

Exercice 21. 4 Soit A € ./, (C) telle que xa (0) # 0. Justifier que A est inversible. Exprimer x -1 en fonction de xa.

a 0 ¢
Exercice 22. 4 Soient a,b,ce C,onnoteA=| 0 b 0
c 0 a

Déterminer le spectre de A. Est-ce que la matrice est diagonalisable?



j‘v e e °
ooy p Indications et solutions
=l P |
sl y
Exercice[3] Exercice[d
1. Notons g = (,0|F la restriction de ¢ a F. Comme F est stable 1. Soit A = [ a € >(R), symétrique. On a
par ¢, g estun endomorphisme de F. b
Soit P un polyndme a racines simples annulateur de ¢ dia-
gonalisable. C’est-a-dire _ | X=a -b
Xa =detXI; —A) = b X-c

P(@) =02

ou encore
Vuek, P(¢) (1) = Og.

En particulier,
YueF, P(g)(w) =P(p)(u) = 0.

Lendomorphisme g admet le méme polyndme annulateur
scindé a racines simples. Il est donc diagonalisable.

. Voir la généralisation sur le cahier de prépa.

Exercice[
Ona
X 0 0 ap
-1 X ces 0 a
Xl,-C=|0 -1 . a
: . . X .
0 - 0 -1 X+ap,

Développons le déterminant suivant la premiere ligne :
detXI;, —C) =X-Dy_1 + (=) *"qy - A,

ol :
— Dj—1 estle déterminant de la sous-matrice obtenue en
supprimant la premiere ligne et la premiére colonne;
— A estle déterminant de la matrice triangulaire inférieure
avec des —1 sur la sous-diagonale.
On remarque que :

A=(-D" L

De plus, D;—; a exactement la méme structure que
det(XI,;—1 — C;—-1), ou Cy—1 est la matrice compagnon as-
sociée a ay,...,a,—1. Ainsi, on obtient la relation de récur-
rence :

XnX) =Xxn-1X) + ag.

En poursuivant ce raisonnement par récurrence, on ob-
tient :
—_yh n-1
xcX =X"+ap 1 X"+ + ;1 X+ ag.

= X-a)(X-c) - (-b)?

XA =X?—(a+c)X+a’c— b
Le discriminant est alors

A=(a+c)2—4(ac—b2J

=a?+c®-2ac+ab* = (a—c)2+4b2 =0.

— Si b =0, A est diagonale donc diagonalisable.

— Sib#0, A>0etxa adeux racines réelles distinctes. La
matrice A € /> (K) a donc deux valeurs propres distinctes,
elle est diagonalisable.

. Faux. Prendre par exemple :

0 1
A=0y et B—[O 0].

Exercicel6

Soit G un supplémentaire de F dans E. Ainsi,
E=FeG.

Sil’on considere une base 98 adaptée a cette décomposition,
la matrice de ¢ dans cette base s’écrit sous forme de blocs :

A x N
Mat%((p):[o B]' ol A = Matgg (@|p).

On a alors
Xo X) = det (XI, — Matg ().
D’olt
Xl —-A *
— p
X X) = det Xl p—B|°

Comme il s’agit d'une matrice triangulaire par blocs, on ob-
tient :
X X) = det(XIp — A) det(XI,—p — B).
Ainsi,
X X) = X X) det(XI,—p, — B).



En utilisant les résultats sur les déterminants des matrices
triangulaires par blocs, le résultat s’en déduit.

Exercice[14]
| Solution
‘ Youtube
Exercice[18

1. Supposons que ¢ soit diagonalisable. Notons

Sp(g) ={A1,A2,...,Ar} avec r=CardSp(y).
r
Posons P(x) = [ | (x—A;) etjustifions que
i=1

P((P) = Og(E).
C’est-a-dire VYuceE, P(g)(u) = Og.

Soit e, un vecteur propre associé a la valeur propre A
donc ¢(e) = A;, e, ou encore

ippona

(9= Ay idg) (€) = O.

Comme
=g
—t
r . .
Plp) = igl (p—Ajidg)e(p- A idg)
i#ig
on obtient

P(p)(e) = go (¢ — A, idg) (€) = g(0p) = 0g

car g est un endomorphisme de Z(E).
Attention, noter bien la composition o. On évitera les expres-
sions qui n'ont pas de sens du type

’
P() =[] (p—A;idg) x xx
i=1
Or ¢ est diagonalisable, il existe une base de vecteurs
propres. Donc il existe une base (e1, ez, ..., ey) telle que

Viel(l;n], P(g)(e;) = Og.

Justifions que cette égalité s’étend alors a tout vecteur de
E par linéarité. Pour u € E, il existe une famille de réels
(4i)ieq1;ny telle que

u=) Hje;

™=

1

12

n n
et P@) () =) u;P@)(e;) =) u;0g =0g.
i=1 i=1

D’out P(({)) = 02’(]3)'

Le polynéme P est scindé a racines simples et annulateur de
I'endomorphisme ¢ diagonalisable.

2.a) On sait que Ker g c Ker f o g, on peut donc considérer H,
un supplémentaire de Ker g dans Ker f o g. C’est-a-dire

HeKerg=Kerfog.

Etudions I'application ® définie dans I'énoncé.

o O est bien posé.
Comme p € Hc Ker(fog),ona fog(u) = f(g(u) =0 et
gu)eKerf.

o @ est linéaire.
H et Ker f sont des espaces vectoriels et g est linéaire, la
restriction aussi.

* O est injective.
Soit u € Ker®. C’est-a-dire g(u) = Og et u € Kerg. Or par
construction, on a

ueH et HnKer(g) ={0g}.

Donc u = 0 et @ est injective.

e Par injectivité, on a
dimH < dimKer f.

Or, on a aussi par les propriétés de dimension des supplé-
mentaires
dim(H) + dimKer g = dimKer fo g.
Ainsi
dimKer f o g —dimKer g < dimKer f.
Le résultat s’en déduit.

2.b) 1l suffit de procéder par récurrence a partir de la question
précédente.

2.c) Supposons que P(x) = f[ (x - al-) soit annulateur de ¢. No-
tons i
fi=¢—a;idg
de sorte que
fiofao...ofr =0gp).
C’est-a-dire

Ker(fiofoo---o fr)=E.

La relation précédente donne donc

;
Z dimKer f; = dimE.
i=1

R
Puis )" dimEg, (¢) = dimE.

i=1
Or, on sait d’apres le cours que les sous-espaces propres
sont en somme directe et

,
)" dimEg, () < dimE.
i=1

On a donc égalité des dimensions et ¢ est diagonalisable.

2.d) Le dernier point est direct puisque le polyn6me minimal
divise tout polynéme annulateur.

Exercice[19]

Soit M convenant. Par hypotheése, on a MT =1- M2,
d’oui:

M= (I—MZ)T :I—(MT)Z:I—(I—MZ)Z:ZMZ—M4.


https://www.youtube.com/watch?v=7XTVAwE7dj4

Le polynome P = X4 - 2X? + X € R[X] est donc annulateur de
M. Factorisons P :

P:X(X3—2X+1)
:X(X—l)(X2+X—1)
=XX-DX-a)X-p),

-1-v5 -1+v5
o= p=

T2 2
Puisque P est scindé simple dans R[X], M est diagonalisable
dans M3 (R) et Spr(M) < {0, 1, a, B}. Il existe donc Q € GL3(R)
et D € D3(R) (dont les éléments diagonaux sont parmi
0,1,a,p) telles que M = QDQ_I. Ona:
M2=1-M" < QD?Q'=1-'Q"'DQ"

<= QD*Q'="Q'a-D)Q’

— (QTQ] D? (QTQJ_I =1-D.

)

Ceci montre que D? et I - D sont semblables. Il en résulte
que, si 0 est valeur propre de M, alors 1 I’est aussi et récipro-
quement, et que ni 0 ni 1 ne peuvent étre valeur propre au
moins double de M. En effet, si 0 est valeur propre au moins
double de M, alors, comme I—-D ~ D2, 1 serait aussi valeur
propre au moins double de M, contradiction avec M € M3 (R)
(la somme des ordres de multiplicité serait alors = 4). On en
déduit que les seules possibilités de diagonale pour D sont
les suivantes (a 'ordre pres des trois éléments de la diago-
nale) :

0,1,m),(0,1,), (o, o, ), (e, , B), (e, B, ), B, B, B)

Comme par hypothése tr(M) = tr(D) = 0, on aboutit, dans
chaque cas, a une contradiction. Finalement, il n’existe au-
cune matrice convenant.
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