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CHAPITRE 6

Réduction

La rigueur n'a jamais eu pour objet que de sanctionner et
légitimer les conquétes de lintuition.

Jacques Hadamard Mathématicien frangais (1865-1963).

— Théoreme de Gauss, factorisation dans C[X]

On dit qu'un polynome P est scindé dans K si on peut I'écrire sous la forme

,
PX) =A[[X-a)™ avec AeK*, (ap,--,a) €K', (my,--,my)eN*.
i=1

On dit qu’il est scindé a racines simples dans K si on peut I'écrire sous la forme
n
PX) :)\H(X—(xi) avec AeK", (ap,---,ap)eK", Vi#j, o#aq;.
i=1

Autrement dit, un polyndme est scindé si le nombre de racines (comptées avec multiplicité) est égal au degré.
Le polynéme est scindé a racines simples si le nombre de racines (sans multiplicité) est égal exactement au degré.

Théoréme 1 (de D’Alembert-Gauss)]

Toute équation polynomiale complexe de degré n € N* admet au moins une solution.

Dit autrement, pour tout polynéme P non constant, il existe a € C et un polyndéme Q tels que P(X) = X - a)QX).
En itérant ce processus, on obtient :

Corollaire 2 (du théoréme de D’Alembert-Gauss)}

Tout polyndme complexe, non constant, est scindé sur C.

Exemples. ¢ Soit 0 € R,

(X—exp(i0)) (X —exp(~i0)) = X% — (e + e70)X + e = X% + 2cos(O)X + 1.
Le polynome X? +2cos(0)X + 1 est scindé sur C mais n’est scindé sur R que pour e'® € R. C’est-a-dire, 8 = krt avec k € Z.
e PourneN*,onaX"-1= ’ﬁl (X—eZ*/7) ce dernier est scindé a racines simples. Les racines sont les racines n-iéme

k=0
de I'unité.



n Compléments sur les polynomes de matrices, d’endomorphismes

2.1 Polynémes annulateurs (rappels)
Soient P(X) = ¥ a; X! e K[X], A€ .4, (K) et ¢ € Z(E).
i=0

P .
— Le polyndme de matrice P(A) est défini par : P(A) = Z a; A' € My (K).
i=0
Un polyn6éme P est annulateur de A si P(A) = 0,.

p

— Le polynéme d’endomorphisme P(¢p) est défini par : P(yp) = Z a,-(pi e Z(E).
i=0
Un polyn6éme P est annulateur de ¢ si P(p) = 0.

Rappelons aussi deux faits importants : pour P e K[X], ¢ € Z(E) et u € E.

—  Si@(u) =Au, alors P(@) () =P(A) u;

— SiP estun polyndme annulateur de ¢, toute valeur propre de ¢ est racine de P.

2.2 Polyn6me minimal

Définition 3 (Polyn6me minimal)}

Soit A € /4, (K). Il existe un unique polyndéme unitaire qui divise tous les polynémes annulateurs de A. Ce
polynéme est appelé polyndme minimal de A, noté ma.

Exercice 1 <> On consideére la matrice
d 7 10 0
e M=| -3 -4 0
5y 0o o0 2

-

|
A Al'aide du code Python suivant, donner le polynme minimal pour M. Justifier.

M = np.array([[7, 10, 0],
[-3, -4, 0],
[o, o, 211)

[[-2 o o]
[ 0 -2 0]
[ o o -2]]

Editeur
Console

print (np.dot (M, M) - 3 * M)

# CeR1

Remarques.
— Deux matrices semblables ont méme polyndme minimal.
— Le polynéme minimal ne dépend pas du corps. Dit autrement, le polyn6me minimal d'une matrice A a coefficients

réels est le méme que celui de A vue comme une matrice a coefficients complexes.

Exercice 2 44 Soit ¢, un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimension finie n. On pose
g Klgl = {P(¢) IP € K[XI}.

' =
' Justifier que si d désigne le degré du polyndme minimal de ¢, alors la famille ((pk)k€ [0:d—1]

- est une base de K[p].
# CeR2



2.3 Lien avec la réduction

Proposition 4 (Spectre et polynéme minimal)]

Soient A€ ./, (K) et A € K.
Le nombre A est valeur propre de A si et seulement si A est racine de ma.

Comme tout polynéme non constant admet au moins une racine complexe, on en déduit que toute matrice admet

au moins une valeur propre complexe.

,—[Théoréme 5 (CNS polynomiale pour la diagonalisabilité)}

Soit A € 4, (K), on al’équivalence entre les énoncés suivants :

i) Lamatrice est diagonalisable dans K.
ii) Il existe un polyndme annulateur scindé dans K a racines simples.

iii) Le polyndme minimal est scindé dans K a racines simples.

Pour une preuve, on pourra regarder I'exercice

Remarque. On peut faire un théoreme équivalent pour tout endomorphisme défini sur un espace vectoriel de di-

mension finie.

Exemple. Les projecteurs et les symétries sont diagonalisables puisqu’ils admettent un polyndme annulateur scindé

qui sont respectivement
XP-X=XX-1) et X*-1=X-1DX+1).

Exercice 3 + Les questions sont indépendantes

1. Soit F, un sous-espace stable par ¢ € Z(E) avec E de dimension finie. Justifier que si ¢ est
- diagonalisable alors la restriction de ¢ a F, noté (p|F, est aussi diagonalisable.

2. Vrai ou faux?
& Pour toute matrice A inversible, A2 est diagonalisable si et seulement si A l'est.

n Le polyndome caractéristique

3.1 Définition et exemples

Définition 6 (polynome caractéristique d'une matrice)]

Soit A € #,(K). On appelle polynéme caractéristique de A, noté x,, le polynéme

xa =det(XI,, —A).

Exemple. Vérifier que le polyndme caractéristique de

11 -1
A=|0 1 0 est xa=X-1(X*-2X+2)=X-DX-1+)X~-1-1).
1 0 1

# CeR3



44 Polyndme caractéristique d’'une matrice compagnon
Soient n € N* et ay, ..., an—1 € K. Donner le polyndme caractéristique de la matrice

Exercice 4 00 -+ 0 0 -—ao
. 1 0 « 0 0 -a

is 0 1

| C=

Lol 1 0 -ap-2
0o 0 -+ 0 1 -ap

# CeR4
Remarques.
Dans ce cas, on a directement :

Le nombre A est valeur propre de A si et seulement si A est racine de xa.

— SoitA € ., (K). Le polyndme x5 = det (XI,, — A) est de degré n et unitaire. De plus, on montre en utilisant la formule
explicite du déterminant que

\ Xa =X"=Tr(A)X" 1+ + (=1)" det(A). ‘

— Soient A, Be ., (K).

‘ Si A et B sont semblables, alors xa = XB- ‘

Exercice 5 <& Les questions sont indépendantes

' 1. En utilisant le polynéme caractéristique, montrer que toute matrice symétrique de .#> (R)
est diagonalisable dans R.

& 2. Sixa =xg,a-t-on A semblable a B?

# CeRb5

Définition 7 (polyndome caractéristique)]

Soit ¢ € Z(E), ou E est un K-espace vectoriel de dimension finie.

On appelle polyndome caractéristique de ¢, noté X, le polyndme caractéristique de toute matrice repré-
sentative de .

Remarques.

— Précisons que c’est 'invariance par similitude du polynéme caractéristique et la formule de changement de base
qui prouve que le polynéme caractéristique d'un endomorphisme ne dépend pas du choix de la base.

— Les résultats sur les matrices s’étendent aux endomorphismes. Par exemple, le nombre A est valeur propre de ¢ si
et seulement si A est racine de .

Exercice 6

7 44 Soient ¢, un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie et F un sous-
espace vectoriel stable par . Justifier que XLPl divise X¢.
F

# CeR6

3.2 Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoreme 8 (Cayley—Hamilton)]

Le polynome caractéristique de toute matrice est un polynéme annulateur. Autrement dit,

VAe Mn(K),  Xa(A) =0p.

Remarque. Une des conséquences directe est que le degré du polyndme minimal est toujours inférieur ou égal a
dim(E).



3.3 Multiplicités d’une valeur propre

,—[Déﬁnition 9 (multiplicités d'une valeur propre)} N\

Soient A € ./, (K) et A, une valeur propre de A.

— On appelle ordre de multiplicité algébrique de la valeur propre A, I'ordre de multiplicité de A en tant
que racine du polyndme caractéristique de A.

— On appelle ordre de multiplicité géométrique de la valeur propre A, la dimension de ’espace propre
associé a la valeur propre A.

210
0 2 0
0 0 3
La matrice est triangulaire, on a directement x5 (X) = (X —2)?(X - 3). La multiplicité algébrique de 2 est 2, celle de 3
est 1. Par contre, on montre que les sous-espaces propres sont de dimension 1. Les multiplicités géométriques sont

donc, pour 2 et 3, égales a 1.

Exemple. On pose A =

Proposition 10 (comparaison des multiplicités)]

Soit A une valeur propre de A € .4, (K) d’ordre de multiplicité algébrique m(A). Alors,

1 <dimE,(A) < m(\).

Remarque. Six est scindé et n'admet que des racines simples, alors A est diagonalisable.

n Trigonalisation

Définition 11 (trigonalisable)]

On dit qu'une matrice A € 4, (K) est trigonalisable (sur ) si la matrice est semblable & une matrice
triangulaire.

Exemples.

— La matrice Rg n'est pas trigonalisable dans R mais dans C (elle y est diagonalisable).

— Une matrice non nulle nilpotente d’indice maximal est trigonalisable dans K. Toutefois elle n’est pas diagonali-
sable.

,—[Proposition 12 (CNS trigonalisable)] <

Soit A € 4, (K). On al’équivalence entre les énoncés suivants :

i) Lamatrice A est trigonalisable.

ii) La matrice A admet un polynéme annulateur scindé.

\. J

,—[Proposition 13 (trigonalisable dans C)} <

Toute matrice a coefficients complexes est trigonalisable.




Exercice 7

G <> Si A est une matrice nilpotente, donner Tr(ak) pour tout k € N.

Remarque. On en déduit que la trace d’'une matrice est aussi la somme des valeurs propres complexes de la matrice
comptées avec multiplicité (algébrique).

CeR

-



Y Exercices L9

Exercice 8. ¢4 Soient n € N* et A une matrice de .#(C) diagonalisable. On note P un polynéme non constant de C[X]. # CeR8
Etablir I'existence d'une matrice M € .4, (C) telle que P(M) = A.

Exercice 9. ¢4 Soient A, B € .#},(C) telles que AB est diagonalisable. Montrer que si A est inversible alors BA est diagonali- # CeR9
sable.

Exercice 10. 4 Preuve d'unlemme du théoréme spectral # CeR10
Soit S € 41 (R), une matrice symétrique. En utilisant le fait que toute matrice admet une valeur propre complexe, justifier que S
admet une valeur propre réelle.

Exercice 11. 44 Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et a, b, deux réels non nuls. On définit la matrice M(a, b) par : # CeR11
o -~ 0 0 b
Mab)=| 0 0 b |EHnn®.
0 0 0 b
a a a 0

On note x5, le polyndme caractéristique de M(a, b).
1. Préciser le rang de M(a, b). En déduire le polynome X~ divise y,.
2. a) Calculer x».
b) Vérifier que pour tout entier n =2
Xn+1(X) =Xxn(X) — abX".
¢) En déduire une expression explicite de x,, en fonction de n, a et b.
3. A quelle condition sur a, b, la matrice M(a, b) est diagonalisable sur R?

4. Donner le polyndme minimal de M(a, b).

Exercice 12. 44 Soit n € N*, pour tout a = (a1, ay, ..., an) € C", on pose # CeR12
al ap an—-1 ap 0 1 0 0
anp ay a ap-1 0 0 1 0
Ca = : . .. a .. . : et ] = C(I,O,...,O) =
as a 0 - 1
ap as an al 1 0 0

1.  a) Vérifier que X" — 1 est le polyndme minimal de J.
b) Est-ce que J est diagonalisable dans C? Préciser le spectre dans C de J?
2. Soit a € C". Déterminer un polynéme Q tel que C, = Q(J).

3. En déduire que C, est diagonalisable et préciser son déterminant.

Exercice 13. 44 Pour tout z € C, on pose d’apres Oral Mines-Ponts PSI 2025 +# CeR13

A=

—_— - O
— O N
O N N

1. Justifier que A; est diagonalisable.

2. Pour quelle valeur de z € C, la matrice A, est diagonalisable?

Exercice 14. ¢4 On considére une matrice diagonalisable A € .4/, (K). # CeR14
1. Montrer que pour tout p € N, AP est encore diagonalisable.

2. On suppose qu'une des valeurs propres de A, notons-la A, a un module strictement supérieur aux modules des autres. Prouver
que Tr (AP*1) /Tr (AP) tend vers A quand p tend vers +oo.

3. a) Proposer un programme python qui prend en argument une matrice A et renvoie une approximation de sa plus grande
valeur propre (en module).

b) Si A estinversible, comment obtenir la plus petite valeur propre en module?



Exercice 15. ¢4 Trace et séries entieres d’apres Centrale MP 2003. # CeR15

1 1 1
On pose A= 1 1 0 |e/53[R).
1 0 0

1. Vérifier que A est diagonalisable et admet trois valeurs propres réelles dont on précisera les parties entiéres.
2. Onpose t;, = Tr(A"). Exprimer t; en fonction de 1, tp—2, ty—3.

3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y ¢,z et calculer sa somme.

Exercice 16. ¢4 SoientneN* etacC, A€ 4, (C) avec # CeR16
vke [1;nl, Tr(Ak) = na*.

1. Prouver que pour tout P € C[X], Tr(P(A)) = nP(a).

2. Prouver que A — al,, est nilpotente.

Exercice 17. 4+4+4 Preuve de la CNS polynomiale sur la diagonalisabilité # CeR17
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et ¢p un endomorphisme de E. L'objectif de 1'exercice est de prouver I'équivalence
entre les énoncés :

i) Lendomorphisme ¢ est diagonalisable sur K.
ii) Lendomorphisme ¢ admet un polynéme annulateur scindé a racines simples sur K.
iii) Le polyn6me minimal est scindé dans K a racines simples.
1. Montrer que i) = ii).
2. Prouvons la réciproque. Supposons donc que ¢ admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

a) Soient f, g € Z(E). Justifier que I'application suivante est bien posée, linéaire et injective

H — K
D: { erf avec H un supplémentaire de Ker g dans Ker fo g.

u — g

En déduire que dimKer(f o g) < dim (Ker(f)) + dim (Ker(g)).
b) Montrer plus généralement que pour fi, fo, ..., fr € Z(B),

dim (Ker(fio---o fr)) < Xr: dim (Ker(f})).
im1

c¢) En déduire la réciproque ii) = i).

d) Vérifier I'équivalence avec I'énoncé iii).

Exercice 18. ¢ 44 Trouver toutes les matrices M € .43 (R) telles que :

MZ+MT =13 et Tr(M)=0

10
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