Solutions des QSPs du cours

Endomorphisme
nilpotent

+ & Exercice 1.
Soit ¢ un endomorphisme de R? tel que ¢* = Ozgs) et ©? # Oz (rs).

Calculer le rang de ¢.
> Solution p.408
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Exercice 1 . p-4

Comme ¢ est un endomorphisme de R?, son rang ne peut excéder 3. Si ce dernier vaut exactement 3, on aurait
Imey C R® et dimImy =rgep = 3.

D’otr I’égalité Im ¢ = R? et endomorphisme ¢ serait donc surjectif. En tant qu’endomorphisme de dimension finie, ¢
serait bijectif. La composée p> = @ o o ¢ le serait aussi. Or p> = 0, (r3), donc ¢ ne peut étre bijectif. On a donc une
contradiction : le rang ne peut valoir 3.

Soit 2 € R tel que ¢?(x) # Ogs. Justifions que la famille (go(:v), ©? (x)) est libre. Soient A1, A2 € R tels que

Ops = Aip() + Aa® ().

En appliquant ¢, linéaire,
Ozs = ¢ (Ops) = Aip”(2) + Ao’ (&) = M’ ().

Comme @?(z) # Ogs, A1 = 0. Ensuite A2 = 0. Dés lors (go(w), @? (:r)) est une famille libre de Im ¢ qui est donc de dimension
au moins 2. Finalement

rge = 2.
Commentaires. Dans le cas d’un endomorphisme nilpotent ¢ d’indice p, il est souvent utile d’introduire la famille :

Fo = (x,cp(a:), .. .,cpp_l(m)) ot ¢ (z) # Og.

Cette famille est libre. Pour s’en convaincre, on part du test de liberté

p—1
Z Aip'(z) = 0g
1=0

p—2

Pl P72 . on obtient A1 =0, o =0, ... (voir la solution de l’exercice 7 pour

et en composant successivement par @
les détails).
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d’apres 'oral

* 7 Exercice 11. HEC 2014

& Soit M une matrice de M3(R) non nulle telle que M? = 0. Montrer que M est semblable & la matrice

A:

o O O
o O O
O O =

> Solution p.419
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Exercice 11 . p-14

On va commencer par prouver que M est de rang 1.
L’égalité MM = 0,, donne 'inclusion Im(M) C Ker(M), donc

rg(M) < dim (Ker(M)).
Or d’apres la formule du rang, la somme des deux vaut 3 et comme M # 0,, rg(M) > 1, donc nécessairement rg(M) = 1

et dim(Ker(M)) = 2.
On note ensuite v ’endomorphisme de R? canoniquement associé & M. On cherche donc une base (e1, e2,e3) telle que

u(er) = Ogs
u(ez) = Ogs
u(es) = e1.

Donnons nous pour commencer un vecteur non nul noté e; dans I'image de u (cela est possible car Im(u) # {Ogs }). D’apres
I'inclusion notée au début, e; est donc aussi dans le noyau de w.

Notons e3 un antécédent de e par wu.

On compléte enfin la famille libre (e1) en une base (e1, e2) du noyau de u en utilisant le théoréme de la base incompléte.
Nos trois vecteurs vérifient les égalités voulues, il reste & vérifier que (e1, ez, e3) est une base de R®.

I1 suffit de vérifier la liberté de la famille. Soient trois réels a, b, ¢ tels que :

aey + bea + ces = Ogs.

On compose par u pour obtenir ce; = Ogs donc ¢ = 0 car ey est choisi non nul. Il vient alors que aei + bez = Ogs. Comme
(e1,e2) est libre, a et b sont nuls. Finalement, la famille (e1, e2, e3) est libre et c’est une base de R3. Par construction, la
matrice de u dans cette base est A. Et par la formule de changement de bases, A et M sont semblables car elles représentent
le méme endomorphisme.
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d’apres 'oral

e Exercice 17. HEC 2015

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. On note
A ={(u,v) € (LE)*|luov=0}.

Déterminer sup (rg(u) +rg(v)).

(u,v)EA > Solution p.425

Saint-Louis 2025/2026



Exercice 17 . p-20

Pour (u,v) € A, nous avons Im(v) C Ker(u), donc par passage aux dimensions
rg(v) = dim (Im(v)) < dim (Ker(u)).

De plus par le théoreme du rang
dim (Ker(u)) +rg(u) =n

Dot rg(u) +rg(v) < n
De plus, le couple (idg, 0. (r)) appartient a A et vérifie
rg(idg) +rg(0z(g)) =n+0 = n.

Finalement, la valeur cherchée est n.

Commentaires. Il est conseillé, lorsque l’on cherche la borne supérieure d’un ensemble, de commencer par chercher d
magjorer cet ensemble, puis se demander si ’'on peut trouver un élément proche ou égal a ce majorant. Il faut commencer,
a oral, par donner des exemples trés simples comme ci-dessus, déja pour y voir plus clair, et aussi parce que parfois les
exemples les plus simples donnent les solutions recherchées.
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d’apres 'oral
HEC 2016
Soit n un nombre entier supérieur ou égal & 2 et M la matrice de M, (R) dont les coefficients sont donnés par :

+4 Exercice 20.

V(Zm]) € [[17”’]]27 mi,j - ij_l'

Démontrer que M est inversible.
> Solution p.428
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Exercice 20 . P-23

C’est un cas particulier d’'une matrice de Vandermonde.
Justifions que la famille des colonnes de M = [Cy, ..., Cy] est libre. Soient A1, A2,..., An € R tels que

Z 2G5 =041,
j=1
En regardant la i-eme ligne, il vient

i)\jij71 = i)\jmij = 0
j=1 i=1

Si on pose P(z) = ZAj$j71 pour z € R, P est un polynoéme réel de degré au plus n—1 avec 1,2,...,n comme racines. Il y
j=1

a au moins n racines, P est en réalité le polynéme nul. Ces coeflicients, les A;, sont donc tous nuls. La famille (Cq,...,C,)
est libre, la matrice M est inversible.
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Oral HEC
2025 (Rayan)

Exercice 35.

oo
Soit A € M5(R). On dit que A est d’ordre n si A™ = I.
Pour tout 8 € R, on pose
Ry — cosf —sinf
= | sin@ cosf |

Pour quelles valeurs de 6, la matrice Ry est d’ordre n.
> Solution p.440
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Exercice 35 .

p-38

Soient 0,0’ € R. On a

[cos6 —sind| [cos® —sing’
RoRe = sind  cosf ] [sin 0 cosd’ ]
 [cosbcos@’ —sinfsing’  —sin@’ cosd — sin f cos 0’
" |sinfcos® +cosfOsinf —sinfsinf + cosOcosl’
_ [cos(046") —sin(6+ )
T |sin(@+6")  cos(+0") |’
Ainsi R9+9/ = RgRgl.

Par récurrence, on établit que pour tout n € N,
Rno = Re™.

Ainsi Ry est d’ordre n si Rp9 = L2, soit

cos(nf) =1 nf = 2rk 0= 2mk
— — n
sin(nf) = 0 keZ keZ.
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+ & Exercice 41.

Soient A et B dans M,,(R) telles que A2 = A, BZ2=B et TrA = TrB.
Montrer que A est semblable a B.
> Solution p.443
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Exercice 41 . p-46

La matrice A est la matrice d’'un projecteur, elle est diagonalisable et semblable & la matrice diagonale

D, = diag(1,1,...,1,0,...,0)
————
r fois

o r = rg A. Notons que r = Tr(D,) = Tr(A) car la trace est invariante par similitude. Comme A et B ont méme trace,
on montre que B est aussi semblable & D,.. Ainsi A et B sont semblables & une méme matrice, elles sont semblables.

Commentaires. Retenons que dans la trace de la matrice d’un projecteur dans une base correspond au rang du projecteur.
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+4 Exercice 52. Oral 2024

0 0
2. Que dire d’'une matrice M diagonalisable et semblable & 2M 7

1. On pose M = [0 1]. Montrer que M est semblable a 2M.

> Solution p.454
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Exercice 52 . pP-57

1.Commentaires. Deux matrices différentes sont semblables si elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases
différentes. Soit ¢ I’endomorphisme canoniquement associé @ M. Si B = (e1,e2) est la base canonique de R?, on a

pler) =0r2 et @(e2) =e1
On cherche une base C = (g1,¢€2) telle que
p(e1) =02 et @(e2) = 2¢.

On constate que €1 = ey et €2 = 2e2 conviennent. La matrice de passage est alors
10
P=P = .
B,C 0 ]

Rédigeons la solution.

[1 0 . o o [1oo o
Posons P = [ 0 2 :|.La matrice P est inversible et P7" = 0 1/2 :|,A1n51
1 10 0 1 1 0
= {5 0,10 o6 8]
0 1 1 0 0 2
IR

Ce qui conclut.

2. Deux matrices semblables ont méme spectre. Dés lors si A € Sp(M) alors 2X € Sp(2M) = Sp(M). Par récurrence immédiate,
on a donc
Vp € N, 2°X € Sp(M).

Si A # 0, le spectre de M contiendrait une infinité de valeurs propres. Absurde, le spectre d’une matrice de M, (R) contient
au plus n valeurs propres. Ainsi A = 0, ou encore Sp(M) C {0}. Comme M est diagonalisable, on a seulement 0 comme
valeur propre et il existe une matrice P inversible telle que

M = P diag(0,...,0)P"' = P0,P~" = 0,.

De plus, la matrice nulle est bien semblable & son double.
En conclusion, la seule matrice solution est la matrice nulle.
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+4 Exercice 53. Oral 2024

Soit ¢ un endomorphisme d’un espace vectoriel E qui commute avec tous les projecteurs de E.
1. Montrer que pour tout u € E\ {Og} est vecteur propre de ¢.

2. En déduire que ¢ est une homothétie ou 'application nulle.
s duew bp > Solution p.455
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Exercice 53 . p-58

1. Soit w € E\ {Og}. Soient H un supplémentaire de Vect(u) et p le projecteur sur Vect(u) parallélement & H. On a donc
p(u) = u. Par hypothese sur ¢, po ¢ = p o p. Clest-a-dire

Ve €E, pop(x) =pop(x).

En particulier pour x < wu, il vient
p(u) = p(p(u)) = pop(u) € Vect(u).
11 existe donc A € R tel que p(u) = Au. Ce qui conclut.

2. On a donc pour tout u € E, 'existence de A, € R tel que p(u) = Ayu. Ce réel A\, est méme unique pour tout vecteur u
non nul. Justifions que pour tous u, v € E (non nuls) A, = A,. Par linéarité de ¢

1+ v) = () + 9(0) = At + Ao,
Or, on a aussi (U +v) = Augo(u 4+ v) = Augott + Augov.
o Si les vecteurs u et v sont non colinéaires, la famille (u,v) est libre. L’égalité
At 4+ AU = Aygot + Ayt

impose Ay = Ayto = Ao.
o Siles vecteurs u et v sont colinéaires (il existe p € R tel que w = pv). Dans ce cas,

At = p(u) = p(pv) = pp(v) = prov = Ay - (1) = Avu.

Pour u # Og, Ay = As.
o En résumé, le réel \, est indépendant de u € E\ {Og}, on le note simplement A. Comme ¢ (Og) = Og = AOg, on a bien

VueE, o(u) = Au.

L’endomorphisme ¢ est une homothétie.
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+4+4 Exercice 55.

Soit A € M,,(R) admettant n valeurs propres distinctes. Justifier que ’application linéaire suivante est diagona-
lisable.
o, { M) = M, (R)
' M —  AM.
> Solution p.457
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Exercice 55 . p-60

Comme la matrice A a n valeurs propres distinctes, A est diagonalisable. Notons (c1, ¢z, ..., cn) une base de matrices
colonnes propres de A. Notons A1, ..., A, les valeurs propres telles que pour tout ¢ € [1,n], Ac; = A\ic.
Posons maintenant pour tous 4,5 € [1,n]

Cij = [071715071,17 .. -7071,1761'70”,17' . -aon,l] € Mn(R)

ou on a placé la matrice colonne ¢; en j-éme position. Avec ce choix :

— En s’appuyant sur la liberté de la famille (¢;)ic1;n], on montre que la famille (C;;)
base de M., (R) puisqu’elle contient n? = dim M, (R) éléments.

— Les matrices C;; sont des vecteurs propres de ® car C; ; # 0, et

. , «
i je[tin] est libre. C’est méme une

[} (C”) = AC” = [AOn, . ,AOnJ,ACi,AOn’l, .. ,A()n,ﬂ
=[0n,1,--,00,1,ACi,0n,1, ..., 0n 1] = AiCyj.

Résumons, il y a une base de M, (R) composée de vecteurs propres, ® est diagonalisable.

Commentaires. On peut affiner la démonstration en montrant que A est diagonalisable si et seulement si @ [’est.
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+4 Exercice 61.

Soient A, B € M,,(R) diagonalisables et ayant chacune n valeurs propres distinctes. Montrer que les matrices
A et B commutent si et seulement si elles sont diagonalisables avec la méme matrice de passage.
> Solution p.462
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Exercice 61 . p-66

Raisonnons par double implication :
Soient f, g les endomorphismes de R" canoniquement associés a A et B.

Si A et B commutent. Notons (eq, ..., e,) une base de vecteurs propres de f associés aux valeurs propres A1, ..., An
(2 & 2 distinctes par hypothése). Comme f et g, commutent

flg(ei) =g (f(e)) = g (Nies) = Aig (ei) -

Ainsi g (e;) € ker (f — \;idg). Or tous les espaces propres de f sont de dimension 1 (car il y a n valeurs propres distinctes)
et e; € ker (f — \;idg) donc g(e;) € Vect (e;). Il existe pu; € R tel que g(e;) = pse;. Autrement dit, e; est un vecteur
propre pour g. On a ainsi une base commune de diagonalisation de f et g.

Réciproquement, s’il existe P une matrice inversible, Do, Dg diagonales telles que
A=PDsP' et B=PDgP '

alors
AB = PDsDgP !

= PDgDaP ! car diagonales
= BA.

D’ou la conclusion.
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Oral ENSAE

+4 Exercice 75. 2025 Noah

On note S;' I'ensemble des matrices symétriques dont le spectre est dans RT.
1. a) Soit M € S}, justifier qu’il existe R € S} telle que

R? =M.
b) En déduire un programme qui teste si une matrice M appartient a S,* et renvoie la matrice R

construite a la question précédente.
On pourra s’appuyer sur le code ci-dessous qui explique comment obtenir le spectre d’une matrice A.

import numpy as np

A = np.array([[4, -21,

[1, 111) >>>
- Spectre
Sp, P = np.linalg.eig(A) [3. 2.1
print ("- Spectre :") - Calcul de P~ (-1)AP
print (Sp) [[3. 0.1
[0o. 2.1]

print ("- Calcul de P~ (-1)AP")
P_inv = np.linalg.inv(P)
print (np.dot(np.dot (P_inv,A),P))

2. Soit A € M, (R) telle que A +*A € S}. Vérifier que
Ker A C Ker (A +"A).

A-t-on une égalité ?

> Solution p.478
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Exercice 75 .

p.-82

1.a) Classique.

1.b) Un code possible :

def Racine(M):
n,p=np.shape (M)
if nl=p:
return None
for i in range(n):
for j in range(i-1):
if M[i,jl1!=M[j,il:
return None
Sp, P = np.linalg.eig(A)
for i in range(n):
if Splil<0:
return None
D=np.zeros([n,n])
for i in range(n):
D[i,il=np.sqrt(Splil)
R=np.dot(np.dot(P,D),P_inv)
return R

2. Soit X € Ker A. Considérons le produit scalaire canonique sur M, 1(R) et la norme associée

VX, Y € Mn,1(R), (X,Y) =XY, |IX||*="%XX.

On a Pexistence de R € S} telle que A + ‘A = R? = ‘RR.

IRX|* =X (A+A)X
="XAX +'X'AX
= "X(AX) + “(AX)X
IRX]|* = 0.

Ainsi RX = 0. D’ou (A + tA) X = R2X =0, puis X € Ker (A + tA). Ce qui conclut.

e Non, il n’y a en général pas égalité. On peut par exemple considérer une matrice antisymétrique inversible.
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> Exercice 78. Matrice Atilla

Soit un entier n > 2.
1. Préciser le spectre et une base de vecteurs propres de la matrice J € M,,(R) ne contenant que des < 1 .
2. Méme question pour la matrice J, 5 = al,, + 8J ot (o, 8) € R%
> Solution p.480
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Exercice 78 . p-87

1. La matrice J est symétrique réelle, la matrice est diagonalisable. On constate que 0 est valeur propre car J est de rang 1

et par la formule du rang
dimEo(J)=n—-rg(J)=n—1.

Une base de I’espace propre pour la valeur propre 0 est donnée par

1 1 1
-1 0 0

0 -1 0

0 ) 0 ) ) :

: : 0
0 0 -1

Commentaires. Dans le cas d’une matrice diagonalisable, on montre que

Tr(A) = ) A-dimEx(A).

AESP(A)
Ce qui permet de vérifier que la seconde valeur propre A de J est solution de

n=Tr(J)=Ax14+0x(n—1)=A.

Posons Xg = ¢ [ 1 1 ... 1 } de sorte que
JXo=nXo et Xo#On.1.
Par conséquent, n € Sp(J) et Vect(Xo) C E,,(J). Par un compte des dimensions, dim E,,(J) = 1 et on a égalité
Vect(X) = E,(J).
La famille constituée de I'unique vecteur Xg est une base de E, (J).

Résumons, le spectre de J est {0;n} et une base de vecteurs propres de J est obtenue en concatenant une base de
Eo(J) avec une base de E, (J).

2. Soit X un vecteur propre de J pour la valeur propre .
JX=XX et X#O0n1.
Dés lors JopX = (alp, + ) X = aX + IX = (a+ BA)X.
Ainsi o + B est valeur propre de J, g avec le méme vecteur propre X. On en déduit que
Sp (Ja,6) = {a;a+ pn} car  Sp(J) = {0;n}

et une base de vecteurs propres est identique a celle donnée pour J dans la question précédente.
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Encadrement

+ 7 Exercice 80. de Rayleigh

Soit A une matrice symétrique de M,,(R). Justifier que
VX e M, 1(R), [XI? - min Sp(A) < ‘XAX < ||X||* - max Sp(A),

ou || - || désigne la norme euclidienne canonique sur M,, 1(R).
> Solution p.482
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Exercice 80 . p-89

D’aprées le théoréme spectral, il existe (X1, ...,X,) une base orthonormée de M, 1(R) pour le produit scalaire cano-
nique constituée de vecteurs propres de A. Il existe aussi A1, ..., An € R tels que

Vi € [1;n], AX, =X, et X; #0p1.
Rappelons que le produit scalaire de My, 1(R) est donné par
VX, Y € My1(R), (X,Y) ="'XY.
On a donc pour tous indices i, j

1sii=j

tXin = (X, Xy) =dij = { 0 sinon.

Soit XeM,, 1 (R). Par décomposition dans une base orthonormée

X = zn: (X, X;) X;.
i=1

D’ou AX = i <X, X~L> AX»L = i <X, Xl> AZXZ

i=1 i=1

Puis par bilinéarité du produit scalaire

XAX = (X,AX) = <zn: (X, X;)X;, zn: (X, X;) )\iXi>

=1
=D ) N XXG) (XX (X5, Xa) = YA (XX
j=1 i=1 — O

5ij

Si on note Amin (resp. Amax), la plus petite (resp. plus grande) valeur propre de A, on a pour tout ¢ € [1;n], Amin < i <
Amax. A partir de

n

IX]? = (X,X) =) (X, X0)?%,

i=1

on peut conclure : >\min||X||2 <'XAX < )\maXHXHQ.
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+4+4 Exercice 91.

Soit ¢ un endomorphisme symétrique de R™ muni d’un produit scalaire (-,-). On note A1, ..., A, les valeurs
y ) b bl
propres de ¢ ordonnées dans l'ordre décroissant et e, es deux vecteurs propres unitaires (de norme 1) associés

respectivement a A; et As.
1. Justifier que pour tout vecteur x unitaire
(z,0(x)) < A1
Que dire de x dans le cas d’égalité?
2. On note S;, l'ensemble des vecteurs unitaires de R™ de la forme (0, x2,23,...,2,). Justifier qu’il existe «,
B € R tels que aey 4+ feg € S1. En déduire

M > Ag.
Max (2, () > Ao

On pourra admettre l'existence du maximum.
> Solution p.495

(o0)
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Exercice 91 . p-100

1. Notons (e1, €2, ..., e,) une base orthonormée constituée de vecteurs propres de ¢ telle que pour tout indice 4, ¢ (e;) = Ase;
(théoréme spectral).

Soit x € R™ unitaire. Il existe (xi)ie[[rn]] € R"™ tel que x = inei. Comme le vecteur est unitaire
=1

1=/ E xzez,g zTje; E E TiTj el,e] E :cl.

i=1 1
Jj= 5”

De plus, par linéarité de ¢ et bilinéarité du produit scalaire

n n n n
(z,p(2)) = Zmiei,ijgo(ej) = Z$i6i7zx]’)\j€j
=1 j=1 =1 Jj=1
D’ou (z, o(z ZZIL’ZSL’] ez,e] Z)\ﬂ:l .

i=1 1
Jj= 5”

Comme chaque réel \; est majoré par A1, on a

(2, 0(@) < Y 2 <M
=1

Commentaires. Cette premiére question est la traduction avec les endomorphismes de l’encadrement de Rayleigh (exer-
cice 80).

o Le cas d’égalité (z,p(x)) = A1 n’est possible que si pour tout indice j tel que A; < A1, alors z; = 0. Dit autrement

x = Y x;e; ol pour tout ¢ € I, e; est un vecteur propre pour la valeur propre A;. Comme les vecteurs e; pour i € I
1€l

appartiennent a l’espace propre Ey, (¢) et que ce dernier est stable par combinaison linéaire, z € Ex, (¢).

Finalement, il y a égalité si et seulement si x est un vecteur propre pour la valeur propre A;.

2. Posons e; = (e%7 e2,e3 ..., e?) et ea = (e%, €2, e3, ..., 63) de sorte que la premiére coordonnée de ae; + PBez est nulle si
et seulement si
1 1
ae; + Pe; = 0.

De plus, le vecteur ae; 4+ Bez est unitaire si et seulement si
1= |laer + Bes|* = o [ler||* + B° |lez|” = @® + 52

puisque, par construction, e; et ez sont unitaires et orthogonaux.
Des lors ae; + Bez € Sy si et seulement si
1 1
ae;+Pe; = 0

a?+ B8 = 1.
— Siel =0, alors @ =1, 8 =0 est solution.

—  Siel #0, alors le systéme devient

a = —fey/er
ﬁ2<(e§/e})2+1) = 1.

On en déduit 8 puis a. Il y a bien au moins une solution.
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+ Exercice 92.

Soit v un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien (E, (-, -)) vérifiant
Vz € E, (u(z),x) = 0.

Montrer que si (u(x),z) = 0 alors u(z) = Og.
> Solution p.497
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Exercice 92 .

p.101

D’apreés le théoréme spectral, il existe (e1,...,e,) une base orthonormée composée de vecteurs propres de u. Soient

AL, ..., An les réels tels que
Vi € [1;n], u(ei) = \i€;.

La condition de I’énoncé impose que pour tout indice i, A; > 0.

—  Rédaction 1.
Soit s 'endomorphisme de E défini par

Vi € [1;n], s(e) = Ve
= u. Précisons que s est aussi un endomorphisme symétrique. Ainsi pour x € E

s(@)|” = (s(z), s(x)) = (s*(z), ) = 0.

D’ou s(z) = Og et u(z) = s(s(z)) = Og. Ce qui conclut.

de sorte que s>

(u(z),x) =0 = |

—  Rédaction 2.
Soit z € E. Notons (z;) € R" tel que z = > x;e;

i=1

(u(z), z)

n n
D wile), > e
i=1 j=1

= Z Tk (u (61‘),6]’> = Z AiZi T <€i,6j> .

i,j=1 ,j=1

Comme la famille (e;);e[1;n] est orthonormée, on obtient

(u(z),z) = Z i

Quitte a réordonner, il existe r € [1;n] tel que e1,..., e, solent tous les vecteurs propres de la base associés a la valeur

propre 0. Ainsi

n

(u(z), z) = Z \izi2  avec )\ > 0.

i=r41

Dés lors, (u(x),z) = 0 si et seulement si z,41 = ... =z, = 0 (somme & termes positifs). Dans ce cas

n ™

x:E xieizg x; e; € Keru.
- - ~~~
=1 1=1

€Keru

Ce qui conclut.
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+4 Exercice 96.

Soit A une matrice symétrique non nulle. Montrer que

Tr(A)?
W <rg(A).

Préciser le cas d’égalité.
> Solution p.501
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Exercice 96 . p-105

Soit A € M, (R) symétrique.
Notons que un calcul classique donne :

tr (A%) = tr('AA) =Y Y [A] #0
i=1 j=1
car A n’est pas la matrice nulle.
D’apreés le théoréme spectral, il existe deux matrices : P inversible (méme orthogonale) et D = diag (dy,...,dn) telles que
A =PDP "

En distinguant la valeur propre 0 , on peut supposer I'existence de r € N* tel que
Vi € [1;7], di #0 et Vie[r+1;n], di=0.

Par invariance par similitude de la trace et le fait que A? = (PDPfl) (PDPfl) =PD?P~! ona
n T
r(A) =tr(D) =Y di=Y di
i=1 i=1
(A% =t (D) =Y a2 =Y a
1=1 =1

Notons que r = rg(A) car par la formule du rang
n—r=dmKerA =n—rgA.

De plus, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne dans la cadre d’un espace euclidien (E, (- ))

Ve,y € B,  [(z,y)| < |zl - Iyl
avec égalité si et seulement si la famille (z,y) est liée.
Dans notre cas, E = R” muni du produit scalaire canonique et x = (d1,...,d,), y = (1,...,1), on obtient
” " 1/2
Zdl < (Zd12> ~7‘1/2.
i=1 i=1
5 N 2\1/2 1/2
D’ou [tr(A)] < tr (A ) rg(A) /7.

On obtient le résultat par passage au carré (les quantités sont positives).

Noter que le résultat vaut pour toute matrice A diagonalisable.
Le cas d’égalité est vérifié si et seulement si

Vi € [1;7], di=X Cclest-a-dire di=dy=---=d,.
Dans ce cas D = Adiag(1,...,1,0,...,0).
A = APaing(1,...,1,0,...,0)P7".
Comme A\ # 0, A/ est la matrice d’un projecteur (orthogonal car A symétrique).
Remarque. On retrouve le fait que pour un projecteur de matrice p dans une base

tr(p) = rg(p)-
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Oral ESCP 2025
Félicie

+4 Exercice 97.

Soit B = (e1,ea,...,e,) une base orthonormée de E un espace euclidien. Et soit u un endomorphisme. On
note A la matrice associée a u dans la base B. Donnez une condition nécessaire et suffisante sur A afin que pour
tout x appartenant a E,

(u(z),z) = 0.

> Solution p.502
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Exercice 97 . p-106

Soit z € E. Notons X = mat(z). On a AX = matg(u(z)) et comme B est une base orthonormée, on sait que
(u(z), =) = "XAX.

On décompose ensuite A sous la forme
A=S+T,

ou S et T sont respectivement symétrique et antisymétrique. Alors
XAX = 'XSX + 'XTX = 'XSX,

car
IXTX = '('XTX) = 'XT'X = —-'XTX,

et donc ‘XTX = 0. De plus, pour X vecteur propre de S associé & une valeur propre A, on a SX = \X, puis
0 ='XSX = "X(AX) = \|X]|]°.

Ainsi A = 0. Résumons : S est symétrique réelle donc diagonalisable, avec 0 comme unique valeur propre. La matrice S
est donc nulle et A = T est antisymétrique.
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+. Exercice 98. Mathilde

Soit A € M,, ,(R).
1. Montrer que si rg(A) = r alors rg (fAA) = r. La réciproque est-elle vraie ?
2. Est-il possible que AA soit inversible sans que AA le soit ?
> Solution p.503
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Exercice 98 . p-107

1. Justifions que
Ker(A) = Ker(*AA).
On a déja l'inclusion
Ker(A) C Ker(*AA).

Réciproquement, si X € Ker(*AA), alors, en considérant la norme canonique,
[AX]]? = “(AX)AX = "X(*AAX) = "X0,,: = 0.
D’ott AX = 0,1, puis X € Ker(A). L’égalité est prouvée. Ensuite, la formule du rang donne, avec *AA € M, (R),
rg(*AA) = p — dim Ker(*AA) = p — dim Ker(A) = rg(A).
Pour rappel, dans le cas matriciel, si B € M,, ,(R), alors
rg(B) + dim Ker(B) = p,

ou p est le nombre de colonnes de B. La réciproque est donc vraie.

2. Posons
1 0
A=|0 1‘|.
0 O
. 10 . 1 0 0
Alors AA_[O 1], A'A=1(0 1 0f.
0 0 O

Ainsi, il est bien possible que AA soit inversible sans que A*A le soit.
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*e Exercice 108. 2025 Emeric

Montrer 'existence et calculer :

1
inf(avb)e]R2 [/ (et —(a+ bt))2 dt| .
-1

> Solution p.511
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Exercice 108 . p-119

Sur E = C°([~1,1]), on considére le produit scalaire

(f,9) €E> > [ f(t)g(t)dt.

-1

Par la caractérisation du projeté orthogonal par minimisation de la norme, la borne inférieure est un minimum atteint
pour le projeté p: t — at +b de f: t +— e’ sur Rq[z]. Dans ce cas

(f—=pt)=0 et (f—p,1)=0.

Par calcul, on trouve

a—e_; et b=3e"
! 2
Puis inf / (et —(a+ bt)) dt=1-7e"2
(a,b)ER2 1
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+4 Exercice 115.

Soit f : R — R, une application continue. Montrer que si tout réel possede un ou deux antécédents par f, alors
f est une bijection.
> Solution p.520
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Exercice 115 . p-129

Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe un réel avec deux antécédents. On suppose donc 'existence de x1
et z2 tels que z1 < @2 et f(x1) = f(x2). Par continuité de f sur le segment [z1, 2], on peut définir

m= min f et M= max f.
[z1,22] [z1,72]
Notons que m < f(x1) = f(z2) < M. Il n’est pas possible d’avoir m = M sans contredire ’hypothése sur le nombre
d’antécédents. Traitons le cas m < f(x1), le cas M > f(z1) étant symétrique. Par définition du minimum, il existe
t €)z1,z2] tel que m = f(t).

/.
N

x1 T2

Le réel m — 1 admet au moins un antécédent par f, notons x3 un antécédent. Par symétrie, on peut supposer, comme
dans la figure ci-apres, que 2 < x3. On constate alors que tout réel strictement compris entre | f(x1), m[ admet au moins
trois antécédents : un dans |z1,t[, un dans ]¢, z2[ et un troisiéme dans ]zo, z3[. C’est une conséquence du théoréme des
valeurs intermédiaires. On a donc une contradiction, le réel ne peut avoir qu’au plus deux antécédents.

Finalement, tout réel admet un unique antécédent par f, c’est la définition de la bijection de f.

x3

AN YA\

< Le jury attend des candidats qu’ils sachent tracer rapidement l’allure du graphe d’une fonction ou soient capables d’illus-
trer un raisonnement par un petit schéma. > (Rapport de jury HEC 2023).
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+4 Exercice 120.

Pour tout x € RT, on pose
x
F) = / | sin(t)] dt.
0

1. Montrer que pour tout n € N
F(z + nm) = nF(xr) + F(z).

2. En déduire un équivalent de F(x) lorsque  — +oo0.

> Solution p.525
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Exercice 120 . p-134

1. Soient = € Rf, n € N. Par la relation de Chasles,

T+nm nm T+nm
F(z +nm) = / |sin(t)|dt = / | sin(t)|dt + / | sin(¢)|dt
0 0 n

™

Comme la fonction z € R — |sin(x)| est m-périodique

T+nm T
in dt = in dt = F(x
/n |sin(t)]dt / |sin(t)|dt = F(z)

™

(k+1)m T
et pour tout k € N / | sin(t)| dt = / |sin(t)| d¢t = F ().
k 0

™

Par la relation de Chasles une nouvelle fois

nmw nol (kD)7 n-1
/ | sin(¢)| dt = Z/ |sin(t)|dt =Y F(r) = nF(r)
0 k=0 "k k=0

™

Ce qui conclut.
Remarque. On peut faire le calcul de F(r).

F(r) :/ | sin(t)| dt :/ sin(t) dt = [— cos(z)]g = 2.
0 0
2. En particulier, pour x = 0, on a pour tout entier naturel n,
F(nr) = nF(r) (o)
Notons aussi que, l'intégrande étant positive, F est une fonction croissante. Soit € RY, on a
F<z<5]+
™ ™ ™

puis

T x
Tr{fJ < W{*J +
™ 7r
et par croissance de F
¥ (r 7)) <r@<r (=[2]+n)
™ T
Avec (o),
F(r) FJ < F(z) < F(m) Q*J ¥ 1)
™ ™
En multipliant par 7/x > 0, il vient
mri 2] < 0 < 2o 12 1)
x ™ T T T
par encadrement TFFx(x) —+> F(m) # 0.
xr—r-+o00
2
Dot F(z) ~ s 2
“+ oo ™ ™
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Transformation

+4 Exercice 140. d’Abel

Soient (), cn €t (Un),cy deux suites. On suppose que (v,), oy est décroissante de limite nulle et que la suite

de terme général S,, = > uy est bornée.
k=0

1. a) Justifier que pour tout n € N
n n—1
Zukvk = Z Sk (Vg — Vk41) + Spvn — Sou.
k=1 k=1

b) En déduire la convergence de la série > UpUp.

2. Etudier la nature de la série S (=1)"/n.
> Solution p.544
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Exercice 140 . p-156

1.a) On rappelle que pour tout k € N*, uy, = S — Sg—1. D’ott

Zukvk ES Z(Sk — Sk*l)’uk
k=1

k=1

= i Skvk — i Sk—1Vk
k=1 k=1
n n—1
= ZSkvk - Zskvkﬂ (k—1<«k)
k=1 k=0

n n—1
E UV, = E Sk(vk — Vkt1) + Snvn — Sovi.
k=1 k=1

1.b) Notons dans la suite M un majorant de la suite (Sy).
—  On a |Syv,| < Mv, — 0 par hypotheése.

n—oo
—  Comme (vy,) est décroissante vy, — vg+1 > 0 donc :

n—1

n—1
> I8k(wr = vkg1)[ <Y M(vk — vs1) = M(vo — va) < Moo
k=1 k=1

n

La suite des sommes sommes partielles (Z [Sk (vie —vk+1)|) est donc majorée. Comme les termes de la sommes sont

neN*

k=1
positifs, elle est aussi croissante. D’apres le théoreme de convergence monotone, la suite des sommes sommes partielles
converge. Dit autrement, la série Z |Sk(ve — vi41)| converge. Cette convergence absolue entraine la convergence de

Z Sk (v — Vk+1) -

Ces deux points permettent d’affirmer que la suite de terme général

n n—1
E URVg = E Sk(vk — Vk11) + Snvn — Sovs
k=1 k=1

admet une limite finie. Finalement, Y  uxvj converge.

2. On applique le résultat précédent avec les suites u v définie par

1/n sin>1

Vn €N, up = (—=1)" et ”n_{ 0 sin=0.

Il reste a vérifier que ces suites satisfont aux hypothéses de la 1.

- vpy=1/n — Oetvpp1 —vn=1/(n+1)—1/n>0.

n—00

— A l'aide des résultats sur les sommes géométriques
> wl = 1>V = =g
1-(-1
k=1 k=1 ( (=1)

Concluons : la série Y (—1)"/n converge donc bien.

<1

Commentaires. La réécriture de la question 1 s’appelle une transformation d’Abel. Elle est l’analogue discret d’une
intégration par parties. En effet la < dérivée > d’une suite (v,)n est la suite de terme général (V41 —vn)/(n+1—n) =

n
Un+1 — Un et la < primitive > d’une suite (un)n est la suite (Zuk)n
k=1
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+4+4 Exercice 144. Oral 2024

On définit la suite (uy,)nen par

1
up €R et VneN, wu = ——e "
0 n+1 n+1

1. & Etudier la convergence de la série Y u,.

2. Justifier qu’a partir d’un certain rang, la suite (u,)nen est décroissante.

> Solution p.549
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Exercice 144 . p-160

1. Par récurrence immédiate, on montre que la suite (un),, en+ st positive. De plus, pour tout entier n avec n > 2

Par encadrement Uy — 0
et par continuité de la fonction exponentielle en 0

—u, —0
e — e =1.

n—oo
D’ou Un _gmun1 4
1/1’L n—oo
< g 1
C’est-a-dire Up ~  —.
n—oo 1

Par le critére d’équivalence des séries & termes positifs et le critére de Riemann, la série Y u, diverge.

2. On pose pour n € N*
1

Up = Up — —
n

de sorte que la relation de récurrence sur la suite (un)nen devient

1 1 ef(mﬁ%) _ 1 e U e~/

U"+1+n+1:n+1 n+1

Comme u, ~ %, Up = 0 (%) et avec le développement limité de la fonction exponentielle en 0 (1/n — 0, v, — 0),
n— oo n—oo

vt g =g (00 () (=50 (3)
n-ll-l (“%J“O(%))'

11 vient 1 " ( 1 )
vien Up41 =———— +0(— ).
v n(n+ 1) n?
o () = (2)
ou Untl — Up = — ol=)=o0 .
i nn+1) n(n-1) n? n?
Ensuite 1
un+1_un:1}n+1+n+1 _vn_g
N S
— Un+41 n TL(TL+ 1)
()
T on(n+1) n?
Un+1 — Un ~ 7?
Or fl/nz < 0 pour n € N*, on sait alors qu’a partir d’un certain rang N
vneN, n>=N, Un+1 — Un < 0.

Ce qui conclut.
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Oral ESCP

e Exercice 147. 2025 (Pérette,/Alexis)

Soit (¢n),en+ OU ¢, désigne le nombre de chiffres de I'entier n.
Cn

n(n+1)

2. Calculer la somme de cette série.

1. Justifier la convergence de Z

> Solution p.554

Saint-Louis 2025/2026



Exercice 147 . p-164

1. Le plus petit nombre contenant ¢ chiffres est 10°~1. D’otl

Vn €N, 10" ' <n
puis In (10°*71) = (cn — 1) In(10) < In(n)
In(n)
n < 1
et e S o)

On en déduit ’encadrement du terme général

Cn < 1+ 1In(n)/In(10)
nn+1) = n(n+1) '

Par les croissances comparées (et par encadrement), on obtient

Cn Y ( 1 )
nn+1)  ~\n3/2/)"
La série de Riemann 1/713/2 est & termes positifs et convergente. Par le critére de négligeabilité, la série > ¢, /(n(n+1))
converge.

2. Posons pour tout p € N, a, = 107 — 1 de sorte que tous les entiers entre a, + 1 et ap4+1 contiennent exactement p + 1

chiffres. Posons aussi
ap

Cn
sp_z_‘;wﬂ).

Comme la série est convergente, on a une suite extraite convergent vers la méme limite

—+oo
Cn
lim S, = _.
prboo Zl n(n+ 1)
De plus, pour tout k € N
Ak+1 Ak+1
Cn (k+1)
S — Sk = — = -
TRk Z n(n+1) Z n(n+1)
n=ap+1 n=ap+1
A1 1
=(k+1 —_—
(k+1) Z n(n+1)
n=ap+1
Q41
1 1
=k+1) Z (ﬁ_ n+1)
n=ajp+1
(k+1) ! télescopage
ak+1  app +1 pag
1
= (k+1) (1 R 10k+1)
9k +1)
Sk+1 — Sk = 10k+1

puis pour p € N, par télescopage une nouvelle fois et a 'aide des résultats sur les séries géométriques dérivées

9(k+1)
p—so+Zsk+1—sk—so+Z Luss)

9 &
i1 R

= — =1/1

O—|—10 iq ou q /10

=1
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+ Exercice 171. Oral 2023

Soit f : [0;1] — R, une fonction de classe C* avec f(0) = 0.

1
Mountrer de deux maniéres différentes que 'intégrale / f(x)/(z*?) dz est convergente.
0

> Solution p.581
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Exercice 171 . p-190

o Méthode 1. Le théoréme des accroissements finis.
Soit M un majorant de |f’| sur [0;1]. M est bien défini par continuité de |f’| sur le segment [0; 1]. Pour tout = € [0;1]

|[f(x) = £(0)| < M|z — 0

Ainsi |f(z)| < M|z|, puis
M
S pl/2

f(z)

2372

Par le critére de Riemann f 01 M/z'/? dz: est convergente, on en déduit ensuite par le critére de majoration que f 01 f(x)/z%? dz
est absolument convergente, donc convergente.

o Méthode 2. Intégration par parties.
Soit € €]0;1]. Les fonctions considérées sont C* sur [g; 1] et

' (@) f@)]' (@)
i 2372 dx = [—2\/5:|5+2/5 de.

Comme f est de classe C*, le développement & 'ordre 1 en 0 existe et
f(z) = f(0) + zf'(0) + oo ()

avec f(0) =0, il vient L\/? = vzf'(0) + 00 (v/) :cj0>+ 0.

on en déduit la convergence du crochet. De plus, en reprenant la définition de M, on a

F@l M
VT S VE

Comme précédemment, on a prouve la convergence absolue de [ 01 f'(z)/v/x dz et finalement la convergence de | 01 f(z)/a3? de.

Saint-Louis 2025/2026



+4 Exercice 187.

Soient a € R et f définie sur (Rj)2 par f(z,y) =22 +y> + e
Ty
1. Déterminer les extrema locaux de f.

2. Justifier que f admet un minimum global et préciser sa valeur.
On pourra utiliser linégalité arithmético-géométrique :

a1+a2+a3+a4

+
Vai,az,az,a4 €RT, 1 > y/aiazazay.

> Solution p.600
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Exercice 187 . p-209

1. La fonction f est de classe C? en tant que fonction rationnelle

a a .
01 f(z,y) =2z — 2y O2f(z,y) =2y — 7z (symétrie)

2 2a 2

Ohaf(@.y) = O fley) =2+ 5.

« Etude du ou des points critiques.
(z,y) est point critique si et seulement si

{ 2z —a/z’y =0 { 2%y =a

2y —a/y’r =0 2y =a
— 2133?/ =a — 2x3y =a
st = a? 2272 =a
— 2x3y =a — 2x3y =a
22%y? = 223y y==x
{ 2t =a
<~
y=x

on obtient un unique point critique avec
((a/2)"*,(a/2)'").
La matrice hessienne est ) )
V2 f(a,y) = 24 2a/ (:vdy) 2+ 2a/ (xsy)

’ 2+a/ (m2y2) 2+a((x2y2))

Au niveau de point critique
2 |6 4| 3 2
On vérifie que que V?g est symétrique avec deux valeurs propres positives, on a un minimum local (et pas de maximum).

2.0n a
22y 24 0
f(z,y) v Y 20y 2xy 4 a a a
— 2 T

4 4 ‘2zy 2zy 2
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+4+ A Exercice 205.

Soient A et B deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes avec A de loi de
Poisson de parameétre A et B de loi géométrique de parametre p € ]0; 1[. On définit de plus la matrice aléatoire

1 A
wam=[1 ]
1. & Calculer la probabilité de 'événement <« M(A, B) est inversible .

2. & Calculer la probabilité de « M(A, B) est diagonalisable .
> Solution p.618
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Exercice 205 . p-232

1. La matrice M(A, B) est inversible si et seulement si son déterminant est non nul si et seulement si A # B. Or par passage

a I’événement contraire
P(A#B)=1—-P(A=B).

D’apres la formule des probabilités totales avec ([A = k])ken+ comme systéme complet d’événements, on obtient

—+oo —+oo
P(A=B)=> P(A=B|n[A=k)=) P(B=kn[A=k)
k=1 k=1
oo
= Z P(A=k)P(B=k) indépendance
k=1
o <= k—1 )\ke
N k!
k=1
~+o0 k
_ P - 2]
P(A=B)= Pe2 (e — 1) =2 (efA(lf‘” efA)
q
Finalement PA#B)=1- g (e_’\p — e_)‘) .
2. Soit A € R.

X € Sp(M(a, b)) <= det(M(a,b) — Als) =0 <= \> — (1 +b)A+b—a = 0.

Ce trinéme en A a pour discriminant (14 b)? — 4(b —a) = (b — 1)? + 4a.

Comme a € N et b € N*, deux cas se produisent.

— Ce discriminant est nul si et seulement si b =1 et a = 0. Dans ce cas, M(0, 1) posséde une unique valeur propre. Elle
n’est donc pas diagonalisable car M(0, 1) n’est pas scalaire.

—  Sinon, ce discriminant est strictement positif, donc M(a,b) posséde deux valeurs propres distinctes, donc elle est
diagonalisable.

Finalement, par indépendance de A et B

P(M(A,B) diagonalisable) =1- P([B =1Nn[A= O]) =1-—pe .
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+4 Exercice 215.

Soient Xy, Xa,...,X,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes toutes de loi de Bernoulli B(p). On
définit la matrice aléatoire M = (M, ;) € M, (R) par
VZ,_] S [[1,77,]]7 Mi,j = XZXJ

1. & Donner la loi de rg(M) et Tr(M).

2. Quelle est la probabilité que M soit la matrice d’un projecteur ?
> Solution p.628
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Exercice 215 . p-242

X1

1. « Sion note C la colonne alors :

Vje ﬂl;n]], Cj:XjC.

ou C; désigne la j-éme colonne de M. Donc ImM = Vect(C).
—  Si C # 0p,1, alors M est de rang 1.
—  Si C=04,1, M est de rang 0.

Dés lors rg(M) est & valeurs dans {0;1} et

P(rg(M) =0) =P(C=0) =P ([X; =0]N[X2 =0]N--- N [X, = 0])

= H P (X; =0) indépendance
i=1
P(rg(M)=0)=(1—-p)"” égalité en loi
puis PhgM)=1)=1-P@rgM)=0)=1—-(1—-p)".

Le rang suit une loi de Bernoulli de paramétre 1 — (1 — p)™.

« Pour tout i € [1;n], X; est & valeurs dans {0;1}, on a X;> = X;. Ainsi

Tr(M) = ixﬁ = znjx
=1 =1

Les variables (X;) ie[1;n] SONt indépendantes, on sait alors que Tr(M) suit une loi binomiale de paramétres n, p.

2. Un exercice classique permet de montrer que si M est la matrice d’un projecteur alors
Tr(M) = rg(M).

Comme le rang de M n’exceéde pas 1, dés que Tr(M) > 2, M ne peut étre la matrice d’un projecteur.

—  Si Tr(M) = 1, une seule des variables X; prend la valeur 1 et M est alors diagonale avec un unique < 1 > sur la
diagonale. La matrice M est une matrice de projecteur.

—  Si Tr(M) = 0, M est la matrice nulle, c’est la matrice d’un projecteur.

Finalement la probabilité recherchée est :

P(Tr(M) <1) = P(Tr(M) =0) + P( Tr(M)

Il
—
S—
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Oral HEC 2025

+. Exercice 227. Pérette

Montrer que, pour tous événements A et B, on a

IP(ANB) — P(A)P(B)| <

PN

> Solution p.640
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Exercice 227 . p-254

On pose X = 14 et Y = 1, de sorte que

P(A)=E(1x) =E(X), P(B)=E(1s)=E(Y)
et P(ANB) =E(1ans) = E(1a15) = E(XY).

On cherche donc a majorer

IE(XY) — E(X)E(Y)| = |Cov(X, Y)|.

[Cov(X,Y)| < /V(X)/V(Y).

Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

De plus, pour X < B(p),

V(X)=p(l-p) <

N

De méme pour Y, et donc

Cov(X, V)| <

N =
N =
S
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Oral ESCP 2025
Félicie

+4 Exercice 228.

Soit la suite des (A,,) des événements 2 & 2 disjoints, montrer que

P(A,) — 0.

n—oo

Donner un exemple de suite d’événements 2 a 2 disjoints qui ne soient pas un systéme complet d’événements.
> Solution p.641
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Exercice 228 . pP-255

Dans ce cas, on sait par la propriété de o-additivité qu’on a convergence de la série Z P(A,) avec :

400
P( Uan =Y P

neN

La convergence de la série suffit pour avoir P(A,) — 0.
n—oo

Notons que €2 est nécessairement un ensemble infini sinon on ne pourrait construire une suite d’événements 2 a 2 disjoints.
Soit @ € Q fixé et (wn)n une suite d’éléments de 2\ {©} tels que wy # wm dés que n # m. Dans ce cas, on peut choisir

VneN, A, ={wn}.
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+ 7 Exercice 237.

Soient U une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0,1] et ¢ €]0,1[. Reconnaitre la loi de la variable aléatoire
définie par
InU
X=1+ {J .
Ing
ou |-| désigne la fonction partie entiére.
> Solution p.650
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Exercice 237 .

p.266

On a U(Q2) =]0,1[ donc (InU/Inq)(2) =]0, +oo[. D’out

InU "
{lan (=N e X(Q)=N"

La variable X est donc une variable discréte. Soit n € N*.

P(X:n)zP(l—i—{ﬂ?}EJ =n>
1

U
=P <n —-1< Y < n) définition de la partie entiére
nq

= P(nlnq <InU<L (n— 1)lnq) car Ing <0

=P(" <UL par stricte croissance de exp.

=Fu(q"' —Fu(< q")

=q¢" ' —¢" car U=U(j0,1]) et ¢" ", ¢" €0;1]
P(X=n)=¢"""(1-q).

On reconnait finalement que X < G(1 — q).
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Oral HEC

+4 Exercice 267. 2025 (Sylvain)

Soit X une variable aléatoire & densité dont une densité f est de classe C? sur R et vérifie

V(z,y) R fla+y)flz—y) = (f@)f(y)

Montrer que X suit une loi normale, dont on précisera les parametres.
> Solution p.674
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Exercice 267 . p-296

En prenant y = 0 dans la relation, on obtient
VeeR,  f(z)" = f(x)’f(0)"

Comme f est une densité, elle n’est pas identiquement nulle, donc £(0)? = 1, puis f(0) = 1 car f est positive (4 densité).
Vérifions que f est strictement positive. En prenant ensuite y = x, il vient

Vz €R, f@2z) = f(x)* puis f(z)=f (2> .

S’il existe zg € R tel que f(xzo) = 0, on a par récurrence immédiate :

o
Vn €N, f<2n> =0.

Puis par passage a la limite avec f continue, f(0) = 0. Absurde.
On peut donc poser

g=1Inf.
Alors g est de classe C? car f I’est par hypothése et vérifie

VeeR, yeR,  gle+y)+glr—y)=29(x)+29(y)
En dérivant deux fois par rapport a ¥, on obtient
g"(@+y)+ 9" (@ —y) =2¢"(y).
En prenant y =0 : VreR, 2g"(x) = 29" (0),

donc g” est constante. Ainsi g € Ra[x], il existe a, b et ¢, trois réels tels que pour tout = € R, g(x) = ax? + bz 4 c. Comme
f(0) =1, on a g(0) =0, donc ¢ = 0.
En prenant x = 0 dans 1’équation initiale :

et comme f(y) > 0, on obtient

Donc g est paire, d’ou b = 0. Ainsi
VIGR7 f(x):eaw'

2

L avec o > 0. Ainsi f(z) = e 202. Comme f

Comme f est une densité sur R, on doit avoir a < 0. On pose alors a = —5

est une densité,
+o0 22
1= / e 202 dx.
— 00

+o0 2
Or / e 202 dx = oV 2m.

oo

Donc o271 =1, d’ott 0 = . Finalement,

1
V2
Vz € R, flx)y=eT""".
Donc X suit une loi normale :

X%N(O,%).
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+ Exercice 271.

Soient X1, Xa, ..., X,, n variables aléatoires admettant une méme variance o2. On définit la matrice M € M,, (R)

par
Vi,j S [[1;71]], Mij = Cov (Xi,Xj).

1. Justifier que pour tout X € M, 1(R), *XMX > 0.
2. On suppose que pour tous ¢, j € [1;n] avec ¢ # j, Cov (X;,X,) = a. En déduire que

> Solution p.680
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Exercice 271 . p-302

1. Posons "X = [z1, %2, ..., %] de sorte que

tXMX = Z miMijIj = Z TiZyj COV (Xi, X]’)

1,5€[1;n] i,j€[1;n]
= COV (Z IiXi, Z CL‘ij)
i=1 j=1

n
par bilinéarité de la covariance. Si on pose Z = 3 x;X;, on a donc

i=1

*XMX = Var(Z) > 0.

2. Dans le cas particulier ou X = ‘[1,1,...,1],on a
XMX = ) My= Y Cov(X;X;)
i,j€[Ln] i,j€[L;n]
=) Cov(Xi,Xi)+ D Cov(X,X;)
i=1 1<i#j<n

=no’ + (n2 — n) Q.
D’aprés ce qui précede "XMX > 0 et no? 4+ n(n — 1)a > 0. On en déduit le résultat.

Commentaires. La matrice M s’appelle la matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire (X1,...X,). Cette notion
n’est plus au programme depuis 2014. 1l est intéressant de savoir refaire la question 1.
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+4 Exercice 286.

Proposer une expression de la fonction dont la courbe représentative est tracée en rouge.

On rappelle que la commande np.sort() prend en argument une matrice ligne et renvoie la méme matrice
ligne mais avec les coefficients dans l’ordre croissant.

m=10000

Ech=np.zeros (m)

for i in range(m):
A=np.sort(rd.exponential(1,3))
Ech[i]=A[1]

classe=np.linspace (0,5,80)
plt.hist (Ech,classe,density=True)
plt.show ()

> Solution p.699
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Exercice 286 . p-317

Soient X1, X2, X3 trois variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et de lois
exponentielle de parameétre 1. Notons Y1, Y2, Y3 les trois variables définies sur (€2, .4, P) par : pour tout w € Q2

{Xi(w), Xz (w), Xs(w)} = {Y1(w), Ya(w), Ys(w)}
et Y1 (UJ) g Yz(w) S Yg(w).

La courbe en rouge serait une densité continue sur ]Ri de Ys. Justifions donc que Y2 est une variable & densité et

déterminons une densité.
Notons F, la fonction de répartition de (1) et f, une densité continue sur R*.
Soit € R. Avec le systéme complet d’événements

Xoe<z]N[Xs <], [Xo<a]N[Xs> a]
[X2>$]Q[X3<1’], [X2>$]Q[X3>JJ].

On a
PY:<2)=P(Y2<2,X2<2,X5<1)
+P (Yo <2,Xe <2,X3 > 1x)
+P (Y <2,Xo>2,X5 <1x)
+P (Yo <2, Xo>2,X5 >1).

L’événement [Y2 < z] correspond & ’événement : "au moins deux variables X; sur les trois prennent une valeur inférieure
a x”. D’ou
<z,X3< 1)
+P(X: <2,Xo <2,X3 > x)
(X1 €2,X2 > 2,X3 < x)

Par indépendance des variables
P (Y2 < ) = F(z)® 4+ 2F(2)?(1 — F(z)) = F(2)?(3 — 2F(x)).

Par produit, la fonction de répartition de Yy est continue sur R et C' sur R*, Yy est une variable & densité et une densité

est

fo(z) = 2f (2)F(2)(3 - 2F (2)) + F(2)*(=2f (z))
= 2f(2)F(2) (3 - 3F(x)) = 6/(x)F(x)(1 — F(x)).
Si on explicite : fa(z) =0 pour = < 0 et pour = > 0

fo(z) = 6e " (1 - efz) .
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Oral ESCP

¢ Exercice 289. 2025 (Emeric)

Les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, .4, P). On dit qu'une
variable aléatoire X est symétrique si X est discréte et si X et —X sont égales en loi.

1. Soit X symétrique. Montrer que E(cos(X)) et E(sin(X)) existent et calculer E(sin(X)).
2. Soient X et Y symétriques et indépendantes. Montrer que X+Y est symétrique et que

E(cos(X+7Y)) = E(cos(X))E(cos(Y)).

> Solution p.701
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Exercice 289 . p-320

1. On a |cos(X)| < 1 et |sin(X)| < 1. Par le théoréme de domination, les espérances E(cos(X)) et E(sin(X)) existent.
Comme la fonction sinus est continue et X, —X ont méme loi, les variables sin(—X) et sin(X) ont méme loi. En particulier,
elles ont méme espérance. Il vient ensuite par imparité de la fonction sinus et linéarité de ’espérance

E(sin(X)) = E(sin(—X)) = E(—sin(X)) = —E(sin(X)).
Doit E(sin(X)) = 0.

2. Justifions que les couples (X,Y) et (=X, —Y) ont méme loi. Pour (¢1,t2) € R?, on a par indépendance des variables X, Y
et les égalités en loi entre X, —X et Y, =Y

F(X’y)(tl,tg) = P([X < tl] N [Y

N

ol

M
=

=P(X <t1)P(Y < t2)
=P(-X <t1)P(-Y < t2)
=P([-X <t]N[-Y < 1))

Fexvy(t1,t2) = Fox, -y (t1, t2).

Ensuite, la fonction g : (z,y) € R? — x 4 y est continue sur R? donc les variables g(X,Y) et g(—X, —Y) ont méme loi.
On en déduit que X + Y est symétrique. Ensuite

E(cos(X+Y)) = E(cos(X) cos(Y)) + E(sin(X) sin(Y)).
Par le lemme des coalitions, cos(X) et cos(Y) sont indépendantes et sin(X), sin(Y) aussi. D’ou
E(cos(X) cos(Y)) = E(cos(X))E(cos(Y)) et E(sin(X)sin(Y)) = E(sin(X))E(sin(Y)) = 0.

Le résultat s’en déduit.
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Oral ESCP

¢ Exercice 290. 2025 (Clémence)

On se place dans R™ muni du produit scalaire canonique.
Soient X = (X, ...,X,) un vecteur aléatoire constitué de variables mutuellement indépendantes et de méme loi.
On pose aussi u = (1,...,1).

1. a) Donner la probabilité que X soit orthogonal a u dans le cas ou X; < B(p).
b) Méme question mais avec X; — £(1).

2. Soit H un hyperplan de R™. On suppose maintenant que les X; suivent des lois normales. Quelle est la
probabilité que X appartienne & H?

> Solution p.702
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Exercice 290 . p-321

l.a) On a
PX Lu)=P((X,u)=0)=P <in—o>.

Or les X; étant mutuellement indépendantes et de loi B(p), on sait que

z": X; < B(n,p).
i=1

Puis PX Lu)= <g>p0(1 —p)" =1 -p)"

1.b) Dans ce cas, on sait que la variable ZXi est a densité. En particulier, la variable somme est a densité et

i=1
P(X Lu)=0.
2. Soit u € HY. Ainsi, pour « non nul,
PXeH)=PXLu)=P(X,u) =0).

Si on note u = (u1,uz2,...,u,) € R" on a
n
<X, U> = Z’thXi
i=1

Comme u est non nul, les X; mutuellement indépendantes et de loi normale, la variable ZuiXi suit une loi normale. Elle
i=1
est donc a densité, et on retrouve
P(XeH)=0.
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+ Exercice 291.

Soient (X;),cy~ une suite de variables mutuellement indépendantes telles que
VieN, P(X;=1)=P(X; =—1)
YneN* S, = i:Xi.
i=1
Soient t € R, n € N*

1. Montrer que sin (tS,,) et cos (tS,,) admettent des espérances.

2. Les calculer.

Oral HEC
2025 (Raphaél)

> Solution p.703
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Exercice 291 . p-322

1. Les variables sont bornées. Elles admettent donc une espérance.

2. On raisonne par récurrence sur n.
—  Initialisation. Pour n = 1, on a par la formule de transfert

E(cos(tXy)) = écos(t) + %cos(—t) = cos(t),

ot E(sin(£X,)) = %sin(t) + %sin(—t) —o0.

—  Hérédité. Supposons que
E(cos(tS,)) = (cost)™ et E(sin(tS.)) = 0.

Comme S;+1 = Sp + Xnt1, On a
cos(tSn+1) = cos(tSyn + tXn41) puis  cos(tSpi1) = cos(tSy) cos(tXn41) — sin(tSy) sin(tXpn41).
Par indépendance de S, et X, 41 (lemme des coalitions), on obtient
E(cos(tSn+1)) = E(cos(tSn))E(cos(tXn+1)) — E(sin(tS,))E(sin(tXn41)).
Or E(cos(tXn+1)) = cost et E(sin(tX,+1)) = 0.
Ainsi E(cos(tSn+1)) = (cost)™ cost = (cost)™ .
De méme, sin(tSp+1) = sin(tS, + tXp+1) donc
Sin(tSn+1) = sin(tSy) cos(tXn41) + cos(tSy) sin(tXn41).

Par indépendance,
E(sin(tSn+1)) = E(sin(tSy))E(cos(tXn+1)) + E(cos(tSy))E(sin(tXn41)).

Donc E(sin(tSp+1)) = 0.

—  Conclusion. Pour tout n € N*,

E(cos(tS,)) = (cost)” et E(sin(tS,)) =0.
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Oral ESCP

+ Exercice 292. 2025 (Noah)

On considére une suite de variables aléatoires (X,,)
moment d’ordre 2. On pose

neN® indépendantes et de méme loi avec X; admettant un

n k
Sn=>_[[Xi et p=E(Xi]).

k=1i=1
On suppose que p < 1.
1. Ecrire un programme python qui simule S,, dans le cas particulier o X; — #(]0; 1]).

2. Justifier que

p
vt € R, PS,>t) < ———.
( ) t(1 —p)

3. Pour aller plus loin. Donner la loi de S,, si X1 < B(p). Justifier que si X1 admet un moment d’ordre 2, la
suite de terme général V(S,) est bornée.

> Solution p.675
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Exercice 292 . p-323

1.
2. Par inégalité triangulaire

Ensuite par croissance de l'espérance

k
H X1|> (linéarité de l'espérance)
n k
= Z H E (X;) (indépendance)
=) Ex) =) (égalité en loi)
E (|Sn]) < pr = L (somme géométrique).

Ensuite, avec I'inégalité de Markov appliquée a la variable positive |S,,]|

E ([Sx|) p
>1) < >1) < S :
P(Sn>1) SP(ISa| 2 1) < — S i1 -p)
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Oral ESCP

+4 Exercice 293. 2025 (Sylvain)

Soient (X;) i€[1in] des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant une loi exponentielle de pa-
rametre 1. On pose

1. Montrer que e * admet une espérance et la calculer.
n
2. Montrer que P (S,, < In(n)) < o

> Solution p.676
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Exercice 293 . p-324

1. Comme X; est & valeurs dans Ry, e” %% est & valeurs dans [0,1]. La variable est bornée, elle admet une espérance. La

formule de transfert, qui aurait aussi pu prouver l'existence de I’espérance, donne

—+oo —+oo 1
E(e ™) = / e ' fx, () dt = / e ?tdt = .
0 0 2

2. Notons que 'indépendance des X; impose

Appliquons maintenant ’inégalité de Markov & la variable positive exp(—S,,) :

P(S, <In(n)) = P (exp(—Sn) = exp(—1In(n))) (exp. est strict. croissante)
E(e ") n
= exp(—In(n)) 27’
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+ Exercice 297.

Soit (Xk)ken+, une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre A. Pour tout
n € N*) on pose
my, = min(Xy,Xo,...,X,) et M, =max(X;,Xs,...,X,).

1. Donner la loi de m,,.
2. Justifier que les suites de variables (m,/n)nens et (M, /n?),en+ convergent en probabilité vers la variable

constante égale a 0.
> Solution p.707
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Exercice 297 .

p.330

1. En passant par la fonction de répartition, on vérifie que m,, suit une loi exponentielle de parametre nA. Voir exercice 251,

2.

p-280 pour les détails.

o Rédaction 1.
Soit € € R
n n—o0
n n n—oo

o Rédaction 2. La variable m,,/n est positive, 'inégalité de Markov s’applique

p(&>€)<E(mn/n):E(mn): 1,

n € ne n2\e n—oo
mn
Par encadrement Pl|——-0/>2¢) — 0.
n n—oo

La suite de variables (m., /n),en+ converge en probabilité vers la variable constante égale & 0.

On a aussi M,, < X3 + X2 + -+ X,, puis
M 1 — A
n —
E(n2 ) S n? Z_IE(XZI)_ n’

On conclut de nouveau par 'inégalité de Markov.
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ESCP oral 2025
(Maxime)

+4 Exercice 310.

1. Soit n € N*. Justifier la convergence de
“+o0
I, = / 2" e dg.
0

2. Calculer

2n71 “+o0
lim —/ e 2t 4y,
n—too (n — 1)! Jntvm

2

> Solution p.720
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p.343

Exercice 310 .

1. L’intégrande est continue sur R} donc on a une intégrale généralisée en +oo. De plus, par les croissances comparées

n—1_—2x 1
x e =0 wyE
x

oo .
dz st convergente, on obtient la convergence de I,

Comme l'intégrale de Riemann (dont I'integrande est positive) f 1+ ==

par le critére de négligeabilité.

2. On effectue dans un premier temps le changement de variable affine u = 2t

+o0 nflefu

+oo
nivn b VR 2

2

Sachant que I'(n) = (n — 1)!, on a
271,71 /+00 T 1 /+oo 1 o 1 /+oo
—_— t"TeT Tdt = = —u" e “du= = frn(u)du
(n—1)! Jorva 2 Jorvm I'(n) 2 forvm

2

ou f, désigne la densité usuelle de la loi y(n). On en déduit que si X, < y(n)

277,71 +o0 I 1

1 Xn—n 1 Xn—n
(B (e (%),

2

N

Or on sait que si (Yn)nen~ désigne une suite de variables aléatoires toutes de loi £(1) = (1) et indépendantes, Y Y; et
i=1
X, ont méme loi. De plus, Y; admet un moment d’ordre 2, le théoreme central limite s’applique et

(i)

1=1

—)Z ()ﬁZ%N(O,l)
(n 1)
i=1

Dot XT:/% i

Comme 1 est un point de continuité de la fonction de répartition de Z, la définition de la convergence en loi donne

L
— 7.
noo

n—oo

P(X”"<1) — P(Z < 1) = d(1).

Finalement la limite recherchée vaut (1 — ®(1))/2.
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+ Exercice 322.

Etant donnée une matrice composée de 0 et de 1, Ecrire un programme qui permet de déterminer l’indice
d’une ligne comportant le plus de 0.
> Solution p.732
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Exercice 322 . p-360

Proposons un code qui n’utilise pas de fonction préprogrammée comme np.sum :

import numpy as np

def plus_de_un(A):
# on calcule la somme sur les lignes et on stocke le tout dans une matrice ligne B
n,p=np.shape (A4)
B=np.zeros (n)
for i in range(mn):
B[i]=0
for j in range(p):
Blil+=1-A[i,j]
M=max (B)
j=0
while B[jl!=M:
j+=1
print (’La ligne ’+str(j+1)+’ contient le plus de 0 ’)
# on prend en compte le décalage d’indice en python

A=np.array([([0,0,1,1,0],[1,0,0,0,1],[0,1,1,1,0],[0,0,1,0,011)

>>> A

array ([[0, O, 1, 1, 0],
[1, 0o, 0, O, 11,
[o, 1, 1, 1, 01,
[o, o, 1, o, o1l

>>> plus_de_un(A)
La ligne 4 contient le plus de O
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+ Exercice 324.

Les coordonnées de n points du plan (xg,y0), (®1,%1) .-, (Tn-1,Yn—1) sont contenues dans une matrice de
M?,n(R)
To T1 o T
o v Un

Construire une fonction d’argument M permettant de déterminer la distance euclidienne maximale entre deux
de ces points.
> Solution p.734
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Exercice 324 . p-362

On calcule toutes les distances au carrée

dijj = (zi — ;)" + (i — v5)°

et on stocke les résultats dans une matrice D dont on prend la racine carrée du maximum. Notons que la fonction
racine carrée étant strictement croissante, il est préférable de ne pas rajouter des calculs inutiles de racines carrées et
de n’appliquer la fonction racine carrée qu’une seule fois : a la fin. Précisons aussi que la matrice D est symétrique de
diagonale nulle. On limite 1a encore les calculs.

import numpy as np

def max_distance(M):
p,n=np.shape (M)
D=np.zeros([n,n])
# la matrice des distances
for i in range(mn):
for j in range(i+1,n):
D[i,j1=(M[0,i]1-M[0, 1) **2+(M[1,i]-M[1,j]) **2
D[j,i]l=DI[i,j]
return np.sqrt(np.max(D))
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Urnes

+44 Exercice 344. d’Ehrenfest

Soient N, n € N*. On dispose d’une urne numérotée 0 contenant N boules indiscernables et d’une autre urne
vide numérotée 1. A chaque étape de I'expérience on sélectionne de manieére aléatoire uniformément une boule
(située dans l'une ou lautre des deux urnes) et on la change d’urne. Proposer une fonction Python prenant en
argument deux entiers N et n et renvoyant une simulation empirique de la proportion de boules appartenant a
I'urne numéro 1 apres n étapes.

Etapek
. X boules
N — X boules
o ¢ 6 6 0 ©°
e 6 6 6 0 ©° o 0 o
o 6 6 00 o e 6 6 06 0 0 ©°
Urne 0 Urne 1

> Solution p.754
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Exercice 344 .

p.382

On numérote les boules de 0 & N. On crée ensuite une matrice ligne boules avec N colonnes dont les coefficients valent

0 ou 1. Le -éme coefficient vaut 1 si la boule 7 est dans ’'urne 1 et 0 sinon.

(1) def simulation(N, n):

(2) boules = np.zeros(N)

# au début toutes les boules sont dans l’urne 1
(3) for k in range(n):

(4) i = rd.randint (0, N)

# on choisit une boule au hasard

(5) boules[i] = 1 - boules[i]

# on change la boule d’urne
(6) return np.sum(boules)/N
# on renvoie la proportion de boules dans l’urne 1

On peut rajouter Nb=np.zeros(n) a la ligne 2 et Nb[k]=np.sum(boules)/N a la ligne 5 pour obtenir une matrice ligne Nb
dont le i-éme coefficient renvoie la fréquence a la i-éme étape. On peut tracer alors I’évolution pour se rendre compte que

la fréquence semble converger vers 1/2.

évolution avec 3 expériences

0.5 1

0.4 1

o
W
1

2,

Fréquence

0.2 1

0.1 A

0.0 1

0 100 200 300

400

500

Commentaires. Les urnes d’Ehrenfest permettent de modéliser la diffusion du gaz entre deux compartiments. Au bout de
quelques étapes, les molécules de gaz se répartissent uniformément entre les deuxr compartiments.
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