O;(W Exercice principal -

Sujets a dominante algebre

(FormAT ESCP)

Sujet 1
Calcul de puissances via des projecteurs

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On considére R™ muni de sa structure euclidienne canonique et
rapporté a sa base canonique B = (eq,...,e,). on considére le vecteur

n
vI= Y€
=1

et f ’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base B est

0 1 1
1 1
T n-—1 o
1 1 0

[

a) La matrice M — I est-elle diagonalisable ?

b) Montrer que R™ = Ker(f — id) ® Im(f — id).

2. Soit p le projecteur sur Ker(f — id) parallelement & Im(f — id).
a) Déterminer p (vy) puis p(e1),...,p(en)-

b) Expliciter la matrice P de p dans la base B.

3. Soit g le projecteur sur Im(f — id) parallelement & Ker(f — id).
Expliciter la matrice Q de g dans la base B.

4. Exprimer M comme combinaison linéaire de P et Q. En déduire M* pour tout entier naturel & non nul.

Déterminer i lirf MF (la limite s’entendant coefficient par coefficient).
—+00

5. Justifier que M est inversible et exprimer M~! ainsi que M~F, pour tout entier naturel non nul k, en
fonction de P et de Q.
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1.a) M — I est symétrique réelle, donc diagonalisable.

1.b) Plusieurs rédactions possibles.
— (C’est une propriété générale des endomorphismes ¢ dia-
gonalisables :

E= @ Ex(p) =Eo(p) ® (xespf@)\{o}EA(@)) ‘

AESpec(p)

Ker ¢ est le sous-espace propre associé a la valeur propre 0
(si 0 est valeur propre) et les éventuels autres sous-espaces
propres (qui sont en somme directe) sont contenus dans
I'image de ¢, car pour A\ # 0,

1
fey=Xxz = x:f(xx) €Im f.
On conclut grace aux dimensions.
— On peut aussi dire, en étant un peu moins général, que
pour un endomorphisme ¢ symétrique, on a méme Ker ¢ et
Im ¢ supplémentaires orthogonaux, car pour x quelconque

et y dans Ker ¢ :

(z,p(y)) = 0.

— Enfin, on peut tout faire a la main et déterminer noyau
(droite engendrée par vi) et image (contient les vecteurs
e1 — eg, pour k > 2 et on conclut grace aux dimensions).

(p(2),y) =

2.a) Comme f (v1) = w1, on a v1 € Ker(f —id) et

p(v1) =01

Pour tout entier k > 2, f(e1 —e) = —ﬁ (ex1 — ex), donc
e1 — ex appartient & Im(f — id) et p (e1) = p (ex). Ainsi

n n

vi=p) =Y plex) = ple:)

k=1 k=1

1
t i) = —v1.
e p(ei) v

2.b) Ainsi P = Matg(p) = +J, ot J est la matrice dont

T n

tous les coefficients sont égaux a 1.

Eléments de correction

3. L’application ¢ est le projecteur associé a p et donc
Q=1IL,—-P.

4. On a :

aP+5Q=23+5 (1 1) = pr.+ =L,
n n n
donc M = ﬁ(J—In) est de la forme aP + 8Q pour a =1
et B =1
1
M=P+-——Q.
1—n
e Pour k>2 0ona

1

M* = pk . —
* A=)t

k_
= =7

car P2 = P,Q? = Q,PQ = QP = 0. Pour s’en convaincre
on peut procéder par récurrence ou utiliser la formule du
binéme de Newton en isolant les termes pour i =0, =k :

k_ - i\pif 1 kot ke
M Z<k>P (1—n> «

1=0

1 k=1 /. 1 k—i
=P"+ (1—n)ka +; (li) (ﬁ) E,Q/

=0

Q,

et le résultat vaut aussi pour £ =0, k= 1.

5. Soient a, b € R.
1
(P-‘er) (aP—|—bQ):I:P+Q

est vérifié pour a = 1 et ﬁ = 1, ceci prouve que M est
inversible avec M~! = P 4+ (1 — n)Q. Et alors, pour k > 2 :

M= (M) = (P+(1-n)Q) =P+ (1-n'Q.

A nouveau la formule est valide pour k=0, k= 1.



(ForMAT HEC)

Sujet 2
L’adjoint et contraction

e Questions de cours.
Donner la définition d’un projecteur orthogonal sur un sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E.

Soit n, un entier supérieur a 2. On considere 'espace euclidien R” muni du produit scalaire canonique donné

par

n
VI:($17"'axn)7y:(y17"',yn)a <xay>zzx1yz
i=1

Si u est un endomorphisme de R™ et A sa matrice dans la base canonique, on désigne par *u I’endomorphisme
de R" canoniquement associé & ‘A. On a donc

Vi(z,y) € RY), (u(@)y) = (2 u(y)).

1. Soit w un endomorphisme de R™. Montrer que Ker(u) = [Im (tu)]l.

2. Dans la suite, on considére un endomorphisme de R™ qui vérifie ||u(z)|| < ||z pour tout = € R™.
On dit alors que u est une contraction.

a) Montrer que u™ est encore une contraction pour tout entier n € N.
b) Vérifier que ‘u est aussi une contraction.
On pourra commencer par majorer ||75u(9L“)||2

¢) Montrer que Ker(u — id) = Ker (*u — id).
d) Prouver que les sous-espaces Ker(u — id) et Im(u — id) sont supplémentaires et orthogonaux.
e) Siz € R™, on pose pour tout m € N* :

1
m+1

sm(r) = (z +u(@) + -+ u"(2))

et on note P la projection orthogonale sur les points fixes de u (c.a.d. sur Ker(u — id)).
Montrer que pour tout x € R", la suite (s,,(x)),, converge vers P(z), c’est-a-dire que :

lim (|3 (x) ~ P(x)]| = 0

m—0o0

3. On consideére 'endomorphisme u de R3 canoniquement associé a la matrice

cos(w) sin(w) O
A=| —sin(w) cos(w) O ot weR\{2kn|keZ}.
0 0 1

a) Vérifier que u est une contraction.

zt+u(@) + -+ umt (),

b) Soit x € R3. Quelle est la limite lorsque m tend vers 'infini de 1
m
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1. Raisonnons par double inclusion.
— Soit z € Ker(u), il vient pour tout y € R"

(2, "uy)) = (u(2),y) = 0.

Ainsi z € Im (tu)l

— Réciproquement, si z € Im (tu)L onal= <ac, tu(y)> =
(u(zx), (y)) pour tout y € R™. En prenant y = u(z), on a
[lu(z)]|* = 0, d’ott u(x) = 0 et par suite z € Ker(u).

— Finalement, Ker(u) = Im (tu)L

2.a) On montre cette propriété par récurrence. Elle est
évidemment vraie pour n = 0 et pour I’hérédité, on écrit

[ @] = " (u(@)]| < flu@)] < el

2.b) Soient u une contraction et z € R". En utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[fu(@)[|” = ("u(@), "u(@)) = (u(u(2)), )

< [Ju(ut@)| - llel < [ *utz)

|- Nl

En distinguant ‘u(x) = 0 et ‘u(x) # 0, on a dans tous les
cas Htu(:c)H <z

Finalement, ‘u est aussi une contraction.
2.c) Soit z € Ker(u — id)\{0}. C’est-a-dire u(z) = x et
2 2

[ ]|" = (u(z), z) < [Ju()l[lz]] < =],
d’out <tu(m),x> < |2
Ecrivons tu(z) = ax + y ol y est orthogonal & z, on voit
déja que ||z = (*u(2) | ) = allz]® + (x| y) = al|z|* et
par suite a = 1.

On a donc |z||*> > Htu(ac)H2 = |lz||* + ||ly||* et par suite
y = 0. Il en résulte que

Ker(u —I) C Ker (tu — I) .

Eléments de correction

Comme ‘u est une contraction et * (tu) = wu, on peut

échanger les roles de u et ‘u et on obtient 1’égalité sou-
haitée.

2.d) Compte tenu de I’égalité précédente et de la question
1., il vient
(Ker(u — id))* = (Ker (*u —id)) ™
=1Im (t (tu — id)) = Im(u — id).
2.e) Siz € R", on décompose x suivant la somme orthogo-

nale
R™ = Ker(u — id) & Im(u — id),

en x =a+ b avec b =c— u(c). On obtient alors :

Sm(r) —a = sm(a) — a+ $m(b) = sm(b)

1 (e—u(e) + e (@) —um) (o)
T om+1 m—+ 1
=L (e—w ).

m—+ 1

+1

On a vu que ©™™" est encore une contraction, d’ou :

1
m+ 1

[sm (2) = P(@)]| = [lsm(2) — all <

(llell + lu™** 1))

11 en résulte bien que sy, (z) converge vers P(x).
3.a) Siz="(x1,22,23) ER* ona:
2
[[u(@)]l

= (cos(w)x1 + sin(w)za)® + (= sin(w)z1 + cos(w)zs)® + 3

2 2 2 2
=z +x2” +x3” = ||z]|”
Il s’ensuit que u est une isométrie, donc une contraction.

3.b) On montre que Ker(u—1I) = {(0,0,t);¢t € R}. Il résulte
alors de la question 2.e) que les moyennes considérées
convergent vers le point (0,0, z3).
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Sujet 3
Matrices admettant des racines p-iéme

. Questions de cours.
Enoncer la formule de Taylor-Young.

Dans tout cet exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2. On note :

Pu(R) = {A € M,(R)|Vp € N*, IB € M, (R) tel que A = B} .

1
1. Soit A= | 0

a) Montrer que A est diagonalisable.
b) Montrer que A € P3(R).
2. Soit N € M,,(R) non nulle vérifiant N* = 0,, et N~ =£ (,,. Montrer que N ¢ P, (R).
3. Dans cette question N est une matrice non nulle, telle qu’il existe k € N* tel que N¥ = 0,,.
On pose A =1, + N.
a) Déterminer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

b) Soit V un polyndme de R[z]. On suppose qu’au voisinage de 0, on a :
V({t)=0(?) ou g¢geN

Montrer qu'’il existe un polynéme Q tel que V(z) = z7Q(x).
¢) Soit p € N*. Justifier 'existence de p réels, notés «, tels qu’au voisinage de 0

(14+D)YP =1+t + ... 4 apt? + otP).
En déduire que pour tout ¢ € N*, il existe un polynéme U, € R[z] tel qu’au voisinage de 0 on a :
L+t =(Uy(t)" +o(t?).
d) En déduire que I, + N € P, (R).

1 0

4. SoitAz[0 9

} . Montrer que A ¢ P2(R).
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1.a) La matrice A est triangulaire supérieure : ses valeurs propres
se lisent sur la diagonale. Ce sont : 1,2,4. La matrice A d’ordre
3 admet 3 valeurs propres réelles : elle est diagonalisable.

1.b) D’aprés ce qui précede, il existe une matrice P inversible
telle que

1 0 0
A=PDP lavecD=| 0 2 0
0 0 4
Soit p € N*. On vérifie que si on pose
1 0 0
Dp,=|0 2P 0
0 0 4l/r

et B=PD,P~!. On a bien A = BP.

2. Raisonnons par 'absurde. Soit B € My (R) telle que B™ = N.
On en déduit que

Bn(nfl) 75 On

Soit f l’endomorphisme canoniquement associé a B. Il existe
z € R tel que f”("*l)(m) # 0. On montre par récurrence que

la famille
(. f(@),..., D (@)

est une famille libre de R™. Or pour n > 2

n(n—1) >n.

B =N" =0, et

On a exhibé une famille libre avec strictement plus de vecteurs
que la dimension. Absurde, N ¢ P, (R).

3.a) Le polynéme (z — 1)* est annulateur donc 1 est la seule
valeur propre possible. Comme A — I, est nilpotente, elle n’est
pas inversible, 1 est bien 'unique valeur propre de A.
Si A est diagonalisable, A est semblable & la matrice

Diag(l,...,1) =1I,.

Absurde, la seule matrice semblable a I,, est I, et A # I,,. Deés
lors, A n’est pas diagonalisable.

3.b) Par définition d’un polyndéme, on a 'existence de réels (a;)
tels qu’au voisinage de 0

d q—1 d
V() =D apth =Y apth+ ) ayth
k=0 k=0 k=g

q—1
= Z apt® + o(t?).
k=0

Eléments de correction

Or par hypothese :

qg—1
V() = o (1) = Zo~tk +o(t9).

k=0

Par unicité du développement limité, pour tout indice k €
[0;g — 1], a, = 0. On en déduit que

d

V(t) = Zaktk = t1Q(t).

k=q

D’ou le résultat.

3.c) La fonction ¢t +— (1 + t)'/P est CP. La formule de Tayor-
Young justifie 'existence de tels réels. En élevant a la puissance
p, et en développant la puissance, il vient :

14t = (Ut) 4 o0 (t9)P = UP(t) + o (t7).

Par les questions précédentes 1 + =z =

UP(z) + 29Q(x).

UP(z) + o(x9) =

3.d) Soit p € N*. Soit ¢ l'indice de nilpotence de N. D’apres
la question 3.c), il existe un polynoéme U, € R[X] tel que, au
voisinage de 0,

L+t = (Uqg(t))? + oft?).
Ainsi, le polynéme V(t) = 1+t — (Uq(2))P vérifie V() = o(t?).
D’apres la question 3.b, il existe donc un polynéme Q € R[X] tel
que V(t) = t7Q(t). Autrement dit,

L+t = (Ug(t)” +19Q(1).
En remplacant formellement ¢ par la matrice N, on obtient

In + N = (Ug(N))? + NIQ(N) = (Ug(N))?.

car N7 = 0y,. Ceci étant vrai pour tout p € N* :

I, + N € Pp(R).

4. Raisonnons par l’absurde en supposant qu’il existe B €
M_z(R) telle que B2 = A. On a alors AB = BA = B3. La matrice
A est diagonale avec deux éléments distincts. La commutation
montre qu’alors B est également diagonale et

(3 4]

Ainsi B2 = A entraine b2 = —2 qui n’a pas de solutions réelles.



Sujet 4
Distance a un sous-espace vectoriel

Soit n un entier naturel, tel que n > 2.

On considére V'espace vectoriel E = R, [z] des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

1. Montrer que pour tout 0 < j < n, il existe un unique polynéme L; € E tel que
. 1 sii=j
L) = o _
0 sii#j 0<i<n

Montrer que 1’on a :
n

L;(z) = %(”) I[ @ &.

(FormaT HEC)

R

2. Montrer que B = (Lg, ..., L,,) est une base de E.
3. Calculer

a) Lo+ Ly +---+L,.

b) Ly + 2Ly + -+ nL,.
4. On définit, pour (P, Q) € E2, (P,Q) = S P(k)Q(k).

k=0
a) Montrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E. On notera || - ||. la norme associée a ce produit

scalaire.

b) Que peut-on dire de B pour ce produit scalaire ?

5. On pose H = R,,_;[z]. Soit k un entier tel que 0 < k < n. Déterminer un réel Ay tel que 2™ + A\, Ly € H.

6. Soit P € H. Montrer que les coordonnées de P sur la base B sont
(_1)n—kr n .
=" E P(5)5", ke€[0,n].

7. Soit 7 la projection orthogonale sur H. On pose
d(z" H) = [|lz" —m («")] .

a) Montrer que ||z — 7 (2")|| = n! X |[|[Lo — 7 (Lo)||

b) Soit Q = ZZ:O%LZ—. Montrer que Q € H*.
L

c) En déduire que d (z",H) = n!%.

n!

()

d) Montrer que d (z",H) =
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1. « Ezistence

On vérifie que ce L; convient car pour tout £ € [0,n]
L;j(€) = 6j..

o Unicité

Supposons qu’il existe un polynéme Q; € E tel que pour
tout £ € [0,n], L;(0) Q;(¢) = 65, Le polynéme
L; — Q; € E admet (n + 1) racines (les entiers de 0 &
n, j compris) : c’est le polynéme nul et Q; = L;.

2. Le cardinal de la famille (Lo,...,L,) est égal an+1 =
dim R, [z]. Pour montrer que c’est une base il suffit de mon-

trer qu’elle est libre; si ZakLk = 0, alors, pour ¢ € [0,n]

k=0

0= ZakLk(f) = y.
k=0

3.a) Tout polyndéme P de E s’écrit dans cette base sous la

forme :
z) = Y P(k)Li(x)
k=0

D’aprés la remarque précédente, Vk € [0,n], P(k) = 1,
entraine que P = 1.

3.b) De méme pour tout k € [0,n], P
P(z) = z.

(k) = k entralne que

4.a) On vérifie que I'application ® :

Z P(k
est une forme bilinéaire, symétrique, définie posmve Seule
la derniére propriété n’est pas immédiate. On a

=) Pk’
k=0

et si ®(P,P) = 0, alors pour tout k € [0,n], P(k) =0, et
P =0.

4.b) La famille B =

(Lo, ..., Ln) est une base orthonormée

de (E, (-,-)), car pour tout £ € [0,n], L;(¢) = J; ¢, donc :
(Ls, L) ZL = Z&',k&,k =di,;.
k=0

Eléments de correction

5. Ly est un polynome de degré n; on a 2"+ Ly € Ry—1[x]
si et seulement si le coefficient de ™ de ce dernier polynéme
est nul; donc si et seulement si :

(—1)nFFp!
(x)

6. Si P € H*, alors pour k € [0,n], (P,z" + AxLy) = 0, ou

Ak =

(P,2™) = —Ax (P,Lg) . Or on sait que dans la base ortho-
normée (Lo, ..., Ln), P sécrit : P = " (P, Lg) Ly.
k=0
Up ny _ CDM0) S oy n
Done. (PuLa) = =3 (Pra”) = =& 3 Py
=

S 01T
kl(n — k)! £ <
j=
7.a) On sait que 2™ 4 (—1)" 'Ly € H; donc
™ (m" + (- 1" Lo
™) — 2™ = (=1)"n! (7 (Lo) —

d(z",H) = nld (Lo, H)

1)n+1L0) — xn + (_

Lo)) donne

7.b) Le polynome Q est colinéaire au polynéme P de la
question 6. Donc Q € H*.

7.c) On a donc d (Lo, H) = [(Lo, Q

<L07 >|
Il

)|, Aot :
d(z",H) = n"

7.d) Or (Lo, Q) = = et

=1 (n\_ 1 (o
- iz:; (n!)? <2> (n!)? <n>

d (X" H) =

IQl®

Finalement



(FormaT HEC)

Sujet 5
Groupes sur les matrices triangulaires

e Question de cours. Donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une matrice soit diagonalisable.

1. Justifier que les seules applications dérivables f : R — R telles que
VeeR, WyeR,  flz+y)=[f(x)+fy)

sont les fonctions linéaires.

Soit £ I’ensemble des matrices

1 b
M(a,b,c)= | 0 c ot (a,b,c) € R,
0 1

O = Q

2. a) Vérifier que & est stable par produit et passage & U'inverse, c’est-a-dire :
—  pour toutes matrices M et M’ de &, MM’ € &
—  toute matrice M de &£ est inversible et son inverse appartient a &.
b) Deux matrices quelconques de £ commutent-elles ?

c) Préciser la ou les matrices de £ diagonalisable(s).

Dans la suite, on dira que I'application t € R — M(a(t),b(t), c(t)) est dérivable en t si les trois fonctions
a, b, c sont dérivables en tg.

3. a) Déterminer les applications ¢ définies sur R & valeurs dans £ par
@t € R M(a(t),b(t),c(t))
dérivables sur R et telles que
VteR, Vi eR, et+t)y=p(t)- o).

b) Montrer que Im ¢ est stable par produit et passage a l'inverse.

¢) Deux matrices quelconques de Im ¢ commutent-elles ?
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1. En prenant y = 0, on remarque que f(0) = 0. Puis,
pour tout y € R fixé, en dérivant par rapport a x on a
' +y) = f(z); don, pour z = 0, f'(y) = f'(0) et f’
est constante, donc f est linéaire, c’est-a-dire de la forme
x — ax. La réciproque est immédiate.

2.a) On vérifie que
M(a, b, c)-M (a', v, c/) =M (a +a,b+b +ac,c+ c/) €é.

o Notons que I3 = M(0,0,0) € £.
On constate que

M(a, b, c) - M (a', v, c/) =13

si et seulement si

at+ad = 0
b+b +ad = 0
c+cd = 0.
Dot a’ = —a, b = ac—b, ¢ = —c. En résumé

M(a, b, c)M(—a,ac — b, —c) = I3,

la matrice est inversible a gauche, donc inversible et son
inverse est

(M(a7 b, c))71 = M(—a,ac—b,—c) € £.
Notons que toute matrice de &€ est triangulaire supérieure

avec des 1 sur la diagonale, donc est inversible.

2.b) La formule du produit montre encore que :
MM =M'M <= ad =cd.

Cette condition n’étant pas toujours vérifiée, toutes les
matrices de £ ne commutent pas nécessairement.

2.c) La matrice M(a,b,c) est triangulaire. On en déduit
que 1 est la seule valeur propre. Si M(a, b, c) est diagonali-
sable alors elle est semblable a Is. Or seule I3 est semblable
a Is. Nécessairement a = b = ¢ = 0 et M(a,b,c) = Is.
Réciproquement, M(0,0,0) = I3 est diagonalisable.

Eléments de correction

3.a) D’apres la premiére question, il vient :

Vit €R, o (t+t) =0t) x ¢ ()

a(t+t)=a(t)+a()
< Vt,t' €R, b(t+t)=b1)+b(t)+at)c(t)
{ c(t+1t')=c(t)+c(t)
a(t) = at
<~ Ja,B €ER, Vt,t' €R, c(t) =+t
b(t+t')=0b(t)+b(t)+ aytt/

(a laide de la question 1).

Pour ¢t =t' = 0, on a nécessairement b(0) = 0; en dérivant
par rapport a t, il vient b’ (¢ +¢') = b'(t) + ayt’, puis t =0
donne ¥ (¢') = &' (0) + ayt’ soit, en notant

2

t
F=V(0), b(t) =y +pt.
On montre enfin que cette condition est suffisante en
vérifiant dans Péquation b(t +t') = b(t) + b(t') + aytt'.
En conclusion, il existe trois réels a, 8 et 7 tels que pour
tout réel ¢
a(t) = at; b(t) = ?tz + Bt c(t) =t

3.b) On en déduit

Im(yp) = {M (at, %ﬁ + Bt,’yt) |t e R}

L’ensemble Im ¢ est stable par produit par construction et,
pour tout t € R :

En conclusion Im ¢ stable par produit et passage a l'inverse.
3.c) On a
ot) o ()= t+t) =0t +t) =¢ (') o).

La réponse est donc oui.



(ForMAT HEC)

Sujet 6
Inégalité de Kantorovich

e Question de cours.
Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Préciser le cas d’égalité.

On munit M, 1(R) de son produit scalaire canonique noté (-, -).
Dans tout 'exercice, A désigne une matrice symétrique dont les valeurs propres comptées avec leur ordre

de multiplicité sont notées Ay, ..., A,. On suppose

O<>\1<>\2<<>\n

1. a) Justifier que Papplication
(X,Y) € M, 1(R)? — (AX,Y) = XAY
est un produit scalaire sur M,, 1 (R).
b) A Taide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer que :

VX e Mp1(R),  [X]* < (AX,X) (A7'X,X).

2. On désigne par P le polynéme de R[z] donné par
P(z) = 2% — (A1 + M) 2 + M.

a) Montrer que pour tout k € [1,n], P (Ax) < 0.
b) Justifier que la matrice B = A71P(A) est diagonalisable et exprimer ses valeurs propres a I'aide des
réels \;. Vérifier que le spectre de B est inclus dans R™.

c) En déduire que (BX,X) < 0 pour tout X € M, 1(R).
3. Pour X € M,, 1(R) fixé et non nul, on désigne par Q le polynéme de degré 2 défini sur R par :

Q) = (AX,X)A% — (A1 + X)) [IX[IPA + A, (ATIXX)
a) Vérifier que Q(1) = (BX, X), puis établir que :
(O + 27 X1 = 4AX, X) (A7IX,X) A, = 0.

b) Déduire de ce qui précede I'inégalité de Kantorovich :

2
1 1
VX € M i(R), X[ < (AX,X) (ATIX,X) < o | R(A) + —< | X1
' 4 k(A)
An
ol on a posé K(A) =4/ —.
At

REF : ./Oral/ECalgebre37 44 adapté de PSI centrale 2025




1.a) Rédaction 1
La symétrie et la bilinéarité sont claires. D’apres le

théoréme spectral, il existe (Xi,...,X,) une b.o.n
constituée de vecteurs propres de A. On peut convenir que
Vi e [[1;71]], AX; = N X

Soit X = ZxZXZ Sachant que tXin = d;5, on montre que

i=1
tXAX = Zacf)\l 2 0
=1

avec égalité si et seulement si, pour tout indice i, z;2\; = 0.
Il vient X = 0,1. L’application est bien un produit scalaire.
Rédaction 2

On montre qu’il existe une matrice symétrique R inversible
telle que A = RR. Ainsi

(AX,Y) = 'XAY = RXRY = (RX,RY).

Sous cette nouvelle expression, la bilinéarité, la positivité
sont claires. Le caracteére défini s’appuie sur le fait que R
soit inversible.

1.b) Précisons que A est inversible car 0 ¢ Sp(A).
Notons ¢ le produit scalaire de la question précédente. A
l'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit sca-
laire :

X" = (X, X)? = (AAT'X,X)°

= o (AT'X,X)”
<o (A71X7A71X) ' @(X7X)
<

X" < (X,A7'X) - (AX,X).

2.a) On a P (A1) = P (A\,) = 0. Comme P est un polynoéme
de degré 2 a coefficient dominant positif, P(z) < 0 pour
tout réel x compris entre les racines. Comme A; € [A1; An],
on a bien P (\;) < 0.

2.b) En reprenant les notations de la question 1.a), on a
pour tout ¢ € [1;n]

A7 = A7X et

Eléments de correction

D’ou
BX; =A " (P (M) Xi) =P (M)A X,

= ,u,-Xi ou Hi = P ()\z) )\1—1

Des lors, la famille (X1,...,X,) est une base de vecteurs
propres de B qui est donc diagonalisable (on pourrait
aussi remarquer que B est symétrique). D’aprés la question
précédente Sp(B) C R™.

2.c) En reprenant la démonstration de ’encadrement de
Rayleigh

VX = Z.’I}ZXZ € Mn,l(R)y

i=1

'XBX = Z z:2pu: <0.
i=1

3.a)

(BX,X) = (A™'P(A)X,X)
= (AX = (M 4+ 2) X+ M AT X X)
= (AX,X) — (A1 + An) (X, X) + MiAn (AT'X,X)

On a vu que (BX,X) < 0 donc Q(1) < 0. On en déduit
que le polynéme Q, de degré 2 avec un coefficient dominant
positif prend des valeurs négatives. Il y a des racines réelles
et le discriminant de Q est donc positif. Le résultat s’en
déduit.

3.b) On en déduit que

_ T+ M)2 o
! g - .
(AX, X) (ATIX,X) < 3= X
Ce qui conclut car
(A) + — h (A +— 42
YT Rwy) T (A)2
A M (An +M1)?
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Sujet 7
Matrices de permutations

Question de cours. Donner la définition de 'injectivité, la surjectivité et la bijection d’une application.

Soit m un entier supérieur a 2.
On consideére le sous-ensemble S des matrices de M, (R) formé des matrices A vérifiant les deux propriétés
suivantes :
i) SiA= (aid)lgi,jgnv alors a; ; > 0, pour tout (4,7) € [1,n]?;
1
ii) Sionnote U= | ! | € M, 1(R), alors AU =TU.

Ces matrices sont dites stochastiques.

a) & Est-ce que S est un sous-espace vectoriel de M, (R)?
b) Montrer que le produit de deux éléments de S est un élément de S.
c) & Soit A € S inversible. Son inverse A~! est-il élément de S ?

. Donner un programme Python qui prend en argument une matrice carrée et teste si elle appartient a S.

3. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit B = (eq, ea, ..., e,) une base de E. Pour ¢ une bijection

de [1,n] dans [1,n] (on parle aussi de permutation de [1,n]), on définit ’endomorphisme f, de E par :
Vie [[17’”’]]7 fU (e’i):ea(i)'

On note A, la matrice de f, dans la base B.
a) Montrer que A, appartient a S.
b) Montrer que A, est inversible et que A ! est élément de S.

. Dans cette question, soit A un élément de S inversible tel que son inverse appartiennent a S.
Montrer qu’il existe une permutation o de [1,n] telle que A = A,.
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Indications
1.a) Non, & cause de la condition i).
1.c) Non, trouver un contre-exemple pour n = 2 car on
dispose d’une formule explicite de I'inverse.

1l.a) S n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R) puis-
qu’il ne contient pas la matrice nulle.

1.b) Soient A, B € S.

n

[ABJi; = > [Alix[Ble; >0,

k=1
et AB(U) = AU = U.

D’otu la conclusion.
1.c) La réponse est en général négative. Par exemple, la

matrice
1 0
1/2 1/2

est stochastique inversible et son inverse

1 0
[ ~1/2 1/2 }

n’est pas stochastique.

2.

1 def test(A):
[n,pl=np.shape(A)

3 if n!=p:

4 return "La matrice nest pas carrée"
5 for i in range(n):

6 for j in range(p):

7 if A[i,j1<0:

8 return False

9 U=np.ones([n,1])

10 if np.sum(np.dot(A,U)==U)==n:

# np.dot(A,U)==U teste sur chaque ligne
return True
return False

[E R
W N -

Eléments de correction

3.a) Chaque ligne et chaque colonne de A, ne contient
qu'un seul 1, les autres éléments étant nuls et deux 1

ne peuvent se trouver sur une méme colonne. On a alors
As €S.

3.b) On remarque que fo 0 f,r = fy007, C€ qui montre que
le produit de deux matrices de permutation est une matrice
de permutation. Ainsi f; ' = f,-1 € S.

3.c) Soient A, B deux éléments de S tels que BA = 1. On
note A = (ai ;) ,B = (bs,;). On a alors pour ¢ # j,

n n
E bikar,; =0, et E bi kar,: = 1.
k=1 k=1

— Les éléments de A et B étant positifs, la premieére
relation donne pour tout ¢ # j, pour tout k € [1,n] :
bi,ka;w- =0.

— Soit k fixé. Il existe i, € [1,n] tel que b;, k # 0 (autre-
ment B ne serait pas inversible). Ainsi, pour tout j # i,
ona:ag;=0.

Comme Zak,]’ =1, il vient a,;,, = 1. Cet indice iy est

j=1
unique (autrement A posséderait deux 1 sur sa ligne k et
ne serait pas stochastique).

On définit ainsi une application ¢ — ix injective de
[1,n] dans lui-méme, donc bijective, c’est-a-dire une per-
mutation. Ainsi, la matrice A est une matrice de permuta-
tion tout comme son inverse.
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Sujet 8
Dimension maximale pour une matrice définie positive

o Question de cours. Donner la définition de la dimension d’un espace vectoriel.

Soit A € M, (R).
—  On note 7(A) le cardinal de I’ensemble des valeurs propres strictement positives de A, comptées avec
leurs multiplicités.

—  On dit qu'un sous-espace vectoriel F' de M,, 1(R) vérifie la condition (Ca) si
VX eF\{0,1}, XAX > 0.

—  On note d(A) la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel F de M,, 1(R) vérifiant la condition
(Ca), Clest-a-dire :

d(A) = max {dimF | F s.e.v de M,, 1(R) vérifiant (Ca)}.

1. Exzemple
Dans cette question uniquement on suppose n = 2 et A diagonalisable.

a) Exprimer le déterminant et la trace de A en fonction des valeurs propres de A.
b) Calculer w(A) si det(A) < 0.
¢) Méme question avec det(A) > 0 et Tr(A) < 0.
2. Soient A, B € M, (R) telles qu’il existe une matrice P inversible vérifiant A = ‘PBP.
Montrer que d(B) > d(A) puis que d(B) = d(A).

3. Le cas diagonal
Soit D € M,,(R), une matrice diagonale.
Sans perte de généralité, on pourra supposer que les w(D) premiers éléments diagonauz de D sont stricte-
ment positifs et les suivant négatifs.

a) Construire un sous-espace vectoriel Fp de M,, 1(R) de dimension 7 (D) vérifiant la condition (Cp).
En déduire que d(D) > 7(D).

b) On veut établir que 7(D) = d(D). On raisonne par l'absurde, en supposant 'existence d’un sous-
espace vectoriel G de M, 1(R) de dimension dim G > w(D) vérifiant la condition (Cp).

i) Montrer dim (FDL N G) >1ouFp* désigne l'orthogonal de Fp dans M,, 1 (R) muni du produit
scalaire canonique.
ii) A laide d’un élément de Fp® N G, déduire une contradiction et conclure.

4. Justifier que pour toute matrice symétrique M,

Exhiber un sous-espace vectoriel F de dimension 7(M) et vérifiant la condition (Cyp).
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1.a) En considérant la fonction polynomiale de degré 2
A € R+ det(A — M)

et de coefficient dominant 1, on montre que les racines sont
les valeurs propres A1, A2 et par les relations coefficients
racines

det A=XA2 et Tr(A) =X+ Ao

1.b) Si le déterminant est strictement négatif, les deux va-
leurs propres de A sont de signes opposés et non nulles,
donc

m(A) =1.

1.c) Dans ce second cas, les valeurs propres sont de méme
signe. Le signe est donné alors par la trace. On obtient donc
deux valeurs propres strictement négatives

m(A) =0.

2.a) Soit F un sous-espace vectoriel de M, 1(R) de dimen-
sion d(A) vérifiant la condition (Ca). Posons Fp le sous-
espace vectoriel de M, 1(R) défini par :

Fp = {PX:X € F}

Comme P est inversible, on dispose de I’isomorphisme

F*}Fp
X +— PX

En particulier, dim Fp = dim F = d(A). De plus, pour tout
Y=PX eFp\{0n1}
YBY = {PX)BPX = X'PBPX
="XAX>0 carX=P 'Y EF\{0,1}.

Dés lors, Fp vérifie la condition (Cg). Par définition de d(B)
comme maximum

dim Fp < d(B).
D’ou

Par symétrie du probléme, on considérant P~! au lieu de P
et en échangeant le role de A et B, on trouve d(B) < d(A)
puis

d(A) = d(B).

3.a) En reprenant l'indication de ’énoncé, on peut convenir
que

D = Diag (di,da, ..., dr(p), dr(D)+1, - - -, dn)

avec
Vi e [1;7(D)] di >0 et Vie[r(D)+1;n] di <O0.

On pose alors Fp = Vect (El, e ,E,,(D))
ot (Eq,...,E,) désigne la base canonique de M, 1 (R). Avec

ce choix, Fp est un sous-espace de My 1(R) de dimension

Eléments de correction

7 (D)
m(D) tel que pour tout X = >~ x;E; € Fp avec X # On,1

i=1

(D) (D)
XDX = (Z xtE> D (Z ijj>
i=1 j=1
(D) = (D)
= Z Z l‘il‘thz‘DE]‘
=1 j=1
(D) = (D)
= Z zix; B - (d;E;)
i=1 j=1
= (D)
XDX = Y diz® >0
i=1
car 'E;E; = §;;, d; > 0 pour tout i € [1;7(D)] et tous les
x; ne font pas simultanément nuls (X # 0,,1).

on ait

3.b) Par construction dim Fp = n(D) et
dim Fp = dim M, 1 (R) — dim Fp = n — n(D)

De plus, supposons qu’il existe un sous-espace vectoriel G
de My,1(R) de dimension strictement supérieure a (D)
vérifiant la condition (Cp). On a F + G C My 1(R) donc
dim (Ffj + G) < n et d’apres la formule de Grassmann

dim (Fp + G) = dimFp +dim G —dim (F5 N G) .
N——————’ — VT

<n =n—mn(D) >m(D)

Nécessairement dim (Fﬁ n G) > 1.

1l existe donc une matrice Xy € Fp N G non nulle.

— Comme Xg € G et G vérifie la condition (Cp), on a
XoDXo > 0.

— On a aussi Xg € Fpt \ {01} Or, en reprenant les
questions précédentes, on a
Fi5 = Vect (Exp)41,-+,En) -
Précisons que le cas 7(D) = n est exclu puisqu’on aurait
d(D) > dimG > (D) = n.

En particulier, il existe des réels xo r(py+1, - -
nuls tels que

., Zo,» NON tous

n

Z aco,iEi.

i=m(D)+1
En reprenant le calcul de la question précédente, on obtient

Xo =

XoDXo = Z d;i x2;<0.
i=m(D)+1 <0
Il y a une contradiction, il n’existe pas de tel sous-espace
vectoriel G. En conclusion, 7(D) = d(D).

4. D’apres le théoréme spectral, la matrice symétrique réelle
M est diagonalisable dans une base orthonormée. Il existe
donc P orthogonale, D diagonale telles que

D = PMP = P"'MP

les matrices M et D ont méme spectre. En reprenant les
questions précédentes

(M) = (D) = d(D) = d(M).
Et on peut poser Fyp = Vect (PEl, e ,PEW(M>) .



Sujet 9

Sujets a dominante analyse

(FormAT ESCP)

Sujet 9
Exemple de matrice symétrique et recherche d’extrema

x
Dans tout I'exercice, on associe a tout vecteur u = (x,y,2) € R?, la matrice-colonne U = | y
z
On considere des réels a, b et ¢ strictement positifs et la matrice
-b b a
A= b —c ¢
a ¢ —a
1. Montrer que I'application ¢ définie sur R x R3, & valeurs réelles, telle que op(u,v) = "UAV est une forme

bilinéaire symétrique.

2. a) Soitu = (1,0,0) et v = (1,1,1). Déterminer les signes de ¢(u, u) et (v, v) respectivement. L’application

¢ est-elle un produit scalaire sur R ?

b) & Montrer que A admet une valeur propre strictement positive et une valeur propre strictement
négative. (on ne cherchera pas a les calculer).

3. Soit f la fonction de R? dans R définie par : f(z,y, z) = ze¥ + ye* + ze®.

a) Montrer qu'un point critique (z,y,z) de f vérifie les conditions : zyz = —1,Z < 0,5 < 0 et Z < 0.
Donner un point critique de f.

b) & La fonction f admet-elle un extremum local ?
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Indications
2.b) Prouver et utiliser ’encadrement de Rayleigh

|X]2 min Sp(A) < *AX < [X]? max Sp(A).
3.b) Justifier que V2 f(#) = A avec les choix

a=e*>0, b=eY>0, c=¢€e*>0.
1. Pas de difficultés.
2.a) Calculons
b b a
WA=[1 0 0]| & — ¢ |=[-b b a]
a c —a
puis WAU = -b <0
On calcule de méme
-b b a
tVA:[lll] b —c c :[abc]
a c  —a

puis WAV =a+b+c>0.

Le fait que ¢(u,u) < 0 contredit la condition de positivité d’un

produit scalaire. L’application ¢ n’est pas un produit scalaire.

2.b) Vérifier 'encadrement de Rayleigh :

VYU € M3(R), minSp(A)'UU < 'UAU < max Sp(A)*UU.

On en déduit que si le spectre de A est inclus dans Rt ou R~
alors
u s o(u,u) = UAU

est de signe constant. Par contraposé, la fait que le signe ne soit
pas constant implique l'existence d’une valeur propre stricte-
ment positive et une autre strictement négative.

3.a) Vérifier que f est de classe C2.
O1f(x,y,2) = e¥ + ze”, Oaf(z,y,2) =€ + xe¥

O3f(x,y,2) = e +ye”.

Eléments de correction

Ainsi (z,y,2) € R3 est point critique si et seulement si
eV +e%2=0
e +eVz =0
e’ +efy=0

Comme ’exponentielle est une fonction strictement positive, on
a nécessairement x < 0,y < 0,z < 0. On effectue L1 + zylL;

0 = zye? + eTayz

re¥ = —e

ye® = —e”.

La premiere ligne devient :
0= —ye® +eTzyz = ” 4+ e"zyz = (1 + xyz).
En particulier zyz = —1. Une solution est
(,9,2) = (=1, =1, —1).
3.b) On a
8%3f(:1:,y, z) =e"

832,3f(1‘, Y, Z) = yez.

6%1.}0(37’ Y, Z) = Zezz a%Zf(x7 Y, Z) = ey
ang(zvyaZ) :xey, B§3f(z,y,z) =e”

Les autres dérivées partielles s’obtiennent par le théoréme de
Schwarz. Ainsi

ze® eY e®
V2f(z,y,2)= | e¥ we¥ e
e® e*  ye*

Si (z,y, z) est point critique, on simplifie par

—e¥ e¥ e
Vfeyz)=| o -t o
e’ e?

On retrouve ’expression de A avec

a=¢e¢">0, b=e>0 et c=¢e*>0.

On en déduit que le spectre de V2 f(z,y, z) contient une valeur
propre strictement négative et une valeur propre strictement po-
sitive. les points critiques sont donc des points selles. Il n’y a pas
d’extremum local.



(FormaT HEC)

Sujet 10
Fonctions absolument croissantes

Questions de cours.
Enoncer le théoreme de convergence monotone pour les suites.

Soient a et b deux réels tels que a < b. Une fonction f :]a, b[— R est dite absolument croissante (en abrégé
A.C.) sur |a; b[ si elle est de classe C* sur |a; b] et vérifie la relation suivante :

vneN, Veelad,  fM(x)=o0.

a) Vérifier que la fonction h: x +— —In(1 — z) est A.C. sur |0;1[.

b) Donner des exemples de fonctions A.C. sur tout intervalle de R.

Soient b un réel strictement positif, f une fonction de classe C* sur [0;b] et A.C. sur ]0;b[. Pour tout
n € N*, on pose R,, la fonction définie par :

" k)
Yz € [0,D], Ry(z) = f(x) — Z fk—'(o)xk
k=0

. Exprimer R,,(z) sous forme d’une intégrale.

*) (0
! k'( )a:k converge pour tout z € [0; b[.

On note S(z) sa somme. Montrer que, pour tout z € [0; [, on a S(z) < f(x).

R (2)

a) Soit n € N* fixé. Montrer que la fonction ¢ : z — nn
x

. Justifier que la série de terme général

est croissante sur |0; b[. Quelle est sa limite
quand z tend vers 0 par valeurs supérieures ?
x

b) Mountrer que, si 0 < z <y < b, alors 0 < R, (z) < <§> f ).

¢) En déduire que S = f sur [0, d].

+o0
. Pour x €]0, 1], écrire In(1 — x) comme la somme d’une série de la forme Y a,2".

n=0
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1.a) Par récurrence, on trouve : h™(z) = (n — 1)!/(1 — z)™ > 0 sur ]0; 1[ pour tout n € N*. Donc h est absolument
croissante sur ]0; 1.

1.b) Par exemple, la fonction exponentielle, ou toute fonction constante positive.

2. Utilisons la formule de Taylor avec reste intégral. La fonction f étant A.C., en particulier, elle est de classe C"*! et :
xT —t n
V€ [0;b], Rn(z) = / %f("ﬂ)(t) dt.
o !

3. Pour z fixé. En utilisant la question précédente, on constate que la somme partielle S, (x) vérifie f(z) — S, (z) =
Rn(z) > 0. D’ot Sn(x) < f(z). La série converge car la suite des sommes partielles est croissante et majorée. Par passage
a la limite, on obtient : S(x) < f(x).

4.a) Pour tous z et y tels que 0 < z < y :

Rn(z) _ i/r (x—t)nf(nﬂ)(t)dt _ /m S () (1 _ E)n dt

" g n! n!

0 n! ) 0 n! Yy Yy

Autre méthode. Le changement de variable affine ¢t — u = i donne :

Rn(z) _ I/lf("Jrl)(a:u)(l —u)"du

n |
x n: J,

qui est une fonction croissante de  comme produit de fonctions positives et croissantes. Ainsi ¢ est croissante sur 0; b[.

o D’autre part, on sait (formule de Taylor-Young) que : R, (z) = o (z™) au voisinage de 0, donc lim+ o(z) =0.
z—0

Rn(z)
T

et la majoration R, < f,ona, pour 0 <z <y :

0 < Ra(2) < (x) Ra(y) < (x) f(y)

4.b) Par croissance de = +—

Y )

4.c) Ona: lim <a7> fly) =0, car 0 < L < 1. Ainsi
n—-+oo Yy Yy

lim f(z) - Su(2) = lim R(z) =0,

n——+oo n—-+oo

donc f =S sur |0;b[, et S(0) = f(0).

5. La fonction h est de classe C*° sur [0; 1], A.C., avec h(0) = 0 et pour n > 1, R (0) = (n—1)! et la question précédente
donne
<2 (n—1)lz" =z
—In(1—2) :27' = Z— sur [0;1[.

n! n
n=1 n=1
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Sujet 11
Longueur d’une courbe

e Questions de cours. Rappeler le principe de la méthode des rectangles pour approximer une intégrale.

On définit les fonctions sinus et cosinus hyperboliques sur R par :

et —e? et +et
2

1. a) Etudier rapidement ces deux fonctions et esquisser leur représentation graphique, dans le plan rapporté
a un repere orthonormé.

b) Montrer que l'on a : pour tout réel ¢, ch(t)? — sh(t)? = 1.

2. Pour toute fonction f de classe C* sur un intervalle [a;b], on admet que la longueur L(f) de la courbe
représentative de f, dans le plan rapporté a un repére orthonormé, est donnée par :

L(f) = is (f'(x))” da.
[V

a) Calculer la longueur de la courbe de la fonction x + ch(zx), sur un intervalle [a, b] donné de R.
b) Montrer que la fonction v : ¢t — /1 + 2 est convexe sur R. En déduire :

V(s t) €R% (t) = U(s) + (t = 5)Y(s)

c) On suppose désormais que f est une fonction convexe de classe C? sur un intervalle [a, b] et que g est
une fonction de classe C? sur [a, ] telle que g(z) < f(x) pour tout = € [a,b] et qui vérifie : g(a) = f(a)
et g(b) = f(b). En utilisant 'inégalité précédente, prouver que

L(f) < L(g).

3. Python
a) Ecrire une fonction qui prend en argument deux points A (za,ya) et B (zp,yp) de R? et renvoie la
distance entre A et B.
b) Soit f: [a;b] — R.
Afin d’approximer la longueur de la courbe représentative de f, on découpe 'intervalle [a; b] réguliérement

a=x9g<x1<- - <ZTp_1<xy,=n>0

Puis, on somme les distances entre les points (xi, f(ml)) et ($i+1, f(mH_l)) pour tout indice .
Compléter le programme suivant qui prend en entrée une fonction f, un entier n et renvoie une approxi-
mation de L(f).

1 import numpy as np

2

3 def L(f,n,a,b)

4 X = np.linspace(a,b,n) # abscisses des points
5 y= T(x) # ordonnées
6

7 d=0

8 for i in range( ... )

9

10 d= ...

11

12 return d

REF : ./Oral/ECanalysel6 +44 d’aprés ESCP 2005




1.a) Les fonctions sont dérivables avec pour tout ¢t € R,
sh’(t) = ch(t) et ch'(t) =sh(t).

La fonction ¢ — sh(t) est donc croissante sur R, admet un point
d’inflexion en t = 0. Elle est concave sur R~ et convexe sur RT.
Enfin

lim sh(t) = +oo et
t——+o0

lim sh(t) = —co.
t——o0
Notons d’ailleurs que sh est impaire et que I’équation de la tan-
gente en 0 est y = .
La fonction t — ch(t) est paire. Sa dérivée est positive sur Rt ;
elle y est donc croissante vers +oo. Enfin elle est convexe sur R
et ’équation de la tangente en 0 est y = 1.

7 sh(z)

1.b) On a ch(t) + sh(t) = e, ch(t) — sh(t) = e~ ! et l'identité
remarquable

ch?(t) —sh2(t) =

(ch(t) +sh(t)) (ch(t) — sh(t)) =e'e™ =1.

2.a) La longueur de la courbe t — ch(t) (appelée chainette) sur
Pintervalle [a; b] est donnée par :

b b
L= 1+sh(t)2dt = ch(t) dt = sh(b) — sh(a).
/a‘/+(t)t/a\@t (b) - sh(a)
>0

2.b) La fonction v est deux fois dérivable avec
t 1

VO=Fmm ot VO a0
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Donc 9 est convexe sur I'intervalle R.
Sa courbe représentative reste au-dessus de sa tangente en tout
point s, ce qui donne l'inégalité demandée.

2.c) On utilise I'inégalité précédente avec t = ¢'(z) et s = f/ ().
Il vient :

b
L(g) = / ¥ (¢'(2)) do
b
> / (6 (@) + (6@ — /@) ¥ (7)) de

b
> L(f) + / (9@ = F'@) ¢ (f(2) da
> L(f) + [(9(2) — F@)v' (f'@)]"

b
- / (9(2) — F@)0" (f'(x)) () da

b
> L(f) + / (F(@) = g@)" (f'(@)) £ (2) e > L(p).

La derniére intégrale étant positive puisque f > g et ¢ et f sont
convexes.

3.a) Pour rappel, AB2 = (zg — )% + (yB — ya)2.

def distance(xA,yA,xB,yB) :
return ((yB-yA)**2 + (xB-xA)**2)**(1/2)

3.b)

import numpy as np

def L(f,n,a,b)
X = np.linspace(a,b,n)
# abscisses des points
y= T(x)
# ordonnées
d=0
for i in range(len(x)-1)
d += distance(x[i],f_x[i],x[i+1],T_x[i+1])
# On somme les distances
# entre chaque point créé

return d
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Sujet 12
Estimation de l’erreur apreés interpolation polynomiale

Pour tous 4, j € N, on définit le symbole de Kronecker d; ; par d; ; = 1 si i = j et §; ; = 0 sinon.

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul et (aq,...,a,) une famille de nombres réels distincts
deux a deux.

1. a) Soit i € [1,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; € R,,_1[z] tel que pour tout j € [1,n],
Li (a;) = di -

b) Montrer que la famille (L;);c[q ,j est une base de Ry, [x].
2. Soit 7 : R[z] — R[z] définie par :

VP eR[z], w(P)=) P(a;)Li.

a) Montrer que 7 est un projecteur de R[z].
b) Déterminer le noyau et 'image de 7.
c) On note

F:{Q' (x —a;) : QER[QE]}.

K]
Montrer que F & R,,_1[z] = R[x].
d) Soit P € R,,_1[z]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L;)
3. Soit € : R,,_1[z] — R"™, définie par

i€1l,n]"

e(P)=(P (ai))ie[[l,n]] :
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme.

b) Soit f € A(R,R) (une application de R — R). Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R,,_1[x] tel
que P (a;) = f (a;), pour tout i € [1,n].

Ce polynome s’appelle le polynome d’interpolation de Lagrange associé d la fonction f aux points (ay,. .., ay).
4. Soient a,b € R, tels que a < b. Soient f € C"([a,b],R),a1,az,...,a, telsquea < a3 < -~ <a, <betPle
polynéme d’interpolation de Lagrange associé & f et aux points (a1, ..., a,).

a) Soit z € [a,b]\ {a1,...,a,} et K réel. On définit la fonction ¢ : [a,b] — R par

n
t— f(t) —P@) —KJ[ (t —a;).
i=1
Montrer qu’il existe K tel que p(z) = 0.
b) Montrer que pour cette valeur de K, il existe ¢ € [a, b] tel que ¢™(¢) =0

¢) Montrer que pour tout x € [a,b], on a :
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Les polynomes (L;); sont les polynémes interpolateurs de
Lagrange.

l.a) — FEzistence
Pour tout ¢ € [1;n], on pose

- T — aj
L@ ] Eow)
j:l,j#i(a’i - a;)
de sorte que tout j € [1,n], on a bien L; (a;) = d; ; et L;
de degré n — 1.

—  Unicité

Soit N; € R,—1[z] tel que pour tout j € [1;n], N; (a;) =
d;,5. Si on pose Q; = N; — L;, on constate que Q; est de
degré au plus n avec pour tout j € [1;n],

Q(a;) = (Ni — Li) (a;) = b5 — 6i,; = 0.
Le polynéme Q a au moins n racines et degré inférieur a

n — 1. C’est donc le polynéme nul et N; = L;. L’unicité est
établie.

Remarque. Une autre possibilité est d’établir [’isomor-

phisme
f : Q S Rn_l[:r] — (Q(al),Q(ag), RN Q(an))

On a alors L; = 71(@-) ol e; est le i-éme wvecteur de la
base canonique de R™.

1.b) Soit (Ai)ieﬂl,n]] € R"™ tel que Z)\ZL’ = OR[z]-

i=1

Alors, pour tout j € [1;n], S AiLi (a;) = 0, soit A; = 0.
i=1

Ainsi, la famille (Li);c(,.,,) est libre et de cardinal n : c’est

donc une base de R, —1[z].

2.a) L’application 7 est linéaire. Pour montrer que ¢’est un
projecteur, il suffit d’établir que

momw(P) ==(P).
Soit P € R[z]. Comme 7(P) = iP (a;) L;, on obtient pour
i=1
tout j € [1;n], #(P) (a;) = P (a;). Ainsi

n n

n(xw(P)) = > _w(P)(ai)Li = Y  P(a;)L; = (P) € Ry_1[a].

i=1

Ce qui conclut.

2.b)En anticipant sur la notation de la question suivante,
montrons que

Kermr=F ou F= H(xfai)Q\Qe]R[m]
i=1
L’inclusion F C Ker 7 est claire. Réciproquement, si P €
Ker 7, alors

Z P(az)Lz = OR[I] .
=1
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Comme la famille (L;);cq1;n] est libre, on a nécessairement
pour tout indice i, P(a;) = 0. Les réels a; sont donc racines

de P qui est donc factorisable par le polynéme H(x — a;).
=1
L’inclusion réciproque est ainsi établie.

o Justifions maintenant que Im 7 = Ry —1[z].

Comme les polynomes L; € R,,_1[z], on a directement 'in-
clusion Im7 C Ry,—1[z]. Pour linclusion réciproque, on
choisit P € R,,—1[x] et on constate que

m(P) =P.

En effet, la différence 7(P) — P € R,_1[z] et les n réels
(as); sont racines. La différence est donc le polynéme nul.
Ce qui conclut par double inclusion.

2.c) On sait que pour un projecteur, image et noyau sont
supplémentaires.

2.d) D’apres la question 2.a), les coordonnées de P dans la
base (L;)

ie[1,n]

sont (P (a:))ef1,n -
3.a) ON vérifie que € est linéaire.

Montrons que ¢ est injective. Soit P € Kere. Ainsi pour
tout ¢ € [1;n], P(a;) = 0. Ainsi, P est de degré au
plus m — 1 et posséde n racines, soit P = Og[;]. Comme
dimR,_1[z] = dimR™ = n et que £ est une application
linéaire injective, € est bijectif.

3.b) Soit f une fonction & valeurs réelles. Comme
(f (ai))ie[[lm]] € R" et que ¢ est bijective, d’apres la ques-
tion précédente, il existe un polyndéme P € R,,_1[z] et un
seul tel que pour tout i € [1;n], P (a;) = f (a;).

4.a) Comme x n’est pas I'un des a;, on peut choisir

f(z) - P(x)

K= (z—a1)...(x—an)’

4.b) La fonction ¢ posséde au moins n + 1 zéros, donc,
comme f est de classe C", en appliquant plusieurs fois le
théoreme de Rolle, il existe & € |a, b] tel que ™ (£) = 0.

4.c) Ainsi, f™(€) —n! x K=0.

Comme | f (">| est continue sur le segment [a, b], elle admet
une borne supérieure (qui est méme un maximum). D’ou,
pour = & {a1,...,an} :

11 | — a]
() — P(a)] < sup | ™| =
[a;b] n:

Le résultat est encore vrai si z est I’'un des a;, d’ou la conclu-
sion.
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Sujet 13
Irrationnalité de 7

Question de cours. Rappeler la définition et la convergence des sommes de Riemann.

On cherche a démontrer par ’absurde que 7 est irrationnel, c’est-a-dire qu’il ne peut s’exprimer comme
le quotient de deux entiers.

On pose m = p/q ou p et ¢ sont deux entiers. Pour tout n € N, on définit le polynéme P,, et I'intégrale I,
par

1 us
Pn(z) = Em" (p—qx)" et I,= / P, (t) sin(t) dt.
: 0

1. Expliciter les coefficients de P,,.

2. Ecrire un programme python qui prend en argument n et renvoie une approximation de I,,.

. Montrer que pour tout k € N, p (0) € Z (ou pk désigne le k*™¢ polynome dérivé de P,,).
. Prouver que pour tout k € N, on a ng“) (‘7—9> € Z.
q

. Etablir la convergence de la suite I,.

6. Conclure.

REF : ./Oral/ECanalyse36 44 Oral HEC 2025 (Félicie)
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Sujets a dominante probabilité

(FormAT ESCP)

Sujet 14
Estimation du nombre d’éléments d’une urne

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On sait que N est au moins égal a deux, mais on ne connait
pas sa valeur exacte et on cherche & lestimer. Pour cela, on effectue n tirages avec remise (n € N*) et on

note Zj, le numéro de la boule obtenue au k-iéme tirage (1 < k < n). On modélise Pexpérience par un espace
probabilisé (2,4, P).

1 n
1. On pose, pour tout n € N*, M,, = — ZZk.
"=

Donner I'expression d’un estimateur sans biais et convergent de N, fonction de M,,.
2. On note S,, = Max (Z1,Zs,...,Z,).
a) Déterminer la fonction de répartition de S,,.

b) Montrer que pour toute variable aléatoire Y a valeurs dans [1,N], on a la relation :

N
E(Y) = Y P(Y > k).
k=1
N

n+1
d) En déduire que S, est un estimateur de N, dont I'espérance converge vers N lorsque n tend vers +oc.

¢) En déduire que : E(S,) > N —

3. Discuter de la qualité de ces deux estimateurs a ’aide des résultats suivants.

oooed M7 T Vo | 00121 n=10 = Vo N= ***
00107 m=5000
0.004 0.008 1 E=np.zeros([m,2])
0.006 1 S=np.zeros(m}
0.002 0.004 for i in range(m):
0.002 4 ‘ z=rd.randint(1,N,n)
P00 00 aon oo soo 1000 1200 "% sag 400 500 800 1000 El 1 0]=2*np.mean(z) -1
00254 n=20 = Viatin n=50 = via Mn Ell'l]_r:‘p.maX(Z)
Via Sn 0.06 1 Via Sn plthls‘t(E[,@],
0.020 1 30,density=True, label="'Via Mn')
0015 0.04 1 plt.hist(E[:,1],
0010 4 30,density=True, label='Via Sn')
. 0.02 plt.legend()
0.005 1 - plt.show()
. B ,*,___-*_,_—ﬁ
0000 400 500 600 700 800 900 0.00 500 600 700 800 900
REF : ./Oral/ECProbab 4+ adapté d’un oral HEC 2008 E
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1. Notons que par linéarité de ’espérance

N+1 N+1
EPIIOER IS

car Zy suit une loi uniforme sur [1

k=1

indépendance des variables Zj

On convient alors de poser T,, = 2M,,

On sait alors que T, est un estimateur convergent de N

M) = %ZV(Z@ = % (
k=1

E(T,) =N

sans biais.

2.a) Un calcul classique donne par indépendance des Zj :
Fz, (z)". Pour une loi uniforme
sur [1;N], on peut exprimer la fonction de répartition a
I’aide d’une partie entiere

pour tout = € R, Fg, (z) =

Ainsi pour tout x € R

2.b) La variable Y étant finie, elle admet une espérance et

0
Fs,(z) = { lz/N|™  size[l;
1

Vo € [1;

et

NJ,

v (Tn) _ cste

n

six <

six >

N
Z
"
Z >k+1)
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,NJ. Notons aussi par

N2 _1

=)

— 1 de sorte que

n—o0

|-

1

NJ.
N

—P(Y >k+1))

, N N-+1
PN =R =) (K -1) P (Y2 K)
k=1 k'=2

N N
= Z KP(Y > k) — Z(k ~D)P(Y > k)
k=1 k=1

E(Y):ZP(Y}k) car P(Y>N+1)=0.

2.c) On en déduit que

k=1 k=1
N
=) (1-Fs,(k DTS,
k=1
N—-1 N
Il reste & montrer que Y Fs, (k) < ;57 ¢

k=0
Pour cela, on procéde par comparaison somme/intégrale

k n
SoFs. k) => |5
k=0 k=0
N-1 N-1 k+1
k" 1
< — < — n
< Ne S N E /k " dt
k=0 k=0

N
1 w. N
Zan N*/O““—nﬂ

Ce qui conclut.

2.d) Pour chaque indice i, Z; < N. D’out S, < N. On en
déduit I'encadrement

N
< < i .
] < E(S,) <N puis E(Sn)n:;N

3. L’estimateur S, semble meilleur car son histogramme
(en orange) est moins étalé que celui construit & partir de
M,,. C’est le signe d’une variance plus faible et d’'une pro-
babilité plus importante d’avoir une valeur plus proche de
la vraie valeur de N (ici N = 666 pour ce test).
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Sujet 15
Autour du théoréme de Pythagore

o Question de cours. Enoncer le théoréme de Pythagore.

Soient E un espace vectoriel et (z,y) — (z,y) un produit scalaire sur E et = — ||z|| la norme euclidienne sur
E qui lui est associée. On considere :

—  Un entier n > 2 et une famille (v;), ;,, de vecteurs unitaires (c’est-a-dire de norme 1) de E.

—  Unesuite (X;);en+ de variables aléatoires sur un espace probabilisé (02, A, P) mutuellement indépendantes
de méme loi

1
X () ={-1;1} et PX=1)=PX=-1)= 7
—  La variable aléatoire U : Q — R définie par
U(w) = X1 (@)v1 + Xa(@)vs + -« + Xo (w)vnl .
1. Exemples
a) On suppose dans cette question que les vecteurs vy, va, ..., v, sont deux & deux orthogonaux. Montrer
que pour tout n-uplet (e1,...,e,) € {=1;1}", on a

||51’U1 + €0V + - - + Envn” = \/’E

b) Proposer deux programmes Python. Le premier simule la variable X; et le second simule la variable U
avec les deux vecteurs vy = (1,0) et vy = (1/2,1/3/2) dans R? muni du produit scalaire canonique. En
déduire un programme donnant une approximation de E(U).

2. On revient au cas général de n vecteurs vy, va, ..., Up.

a) Déterminer la valeur exacte de E(U). En déduire qu’il existe un n-uplet (e1,...,&,) € {—1;1}" tel que
e1v1 + €202 4 - - + envnll < V.

b) Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
i)) Pour tout n-uplet (e1,...,&,) € {—1,1}", |le1v1 + €202 + + - + evn || = /15

ii)) La famille (v;), c;,, est orthonormée.

On commencera par prouver que, pour tout couple de vecteurs (a,b) € E2, on a
lla+b]% = fla —b||?

si, et seulement si, a et b sont orthogonaux.

¢) En déduire que si les vecteurs vy, v, ..., v, ne sont pas deux a deux orthogonaux, il existe un n-uplet
(€1y...,en) € {=1;1}" tel que

llervr + eava + -+ + gpup || > Vn.

REF : ./Oral/ECProba23 +44 d’apreés oral HEC




1.a) En généralisant le sens direct dans le théoréme de Py-
thagore a n vecteurs par récurrence, on a

2 n n
=) el ol =) 1=n.
=1 1=1

n

E EiV;

=1

D’ou le résultat.

1.b)

def norme_carre(V):

return V[O]**2+V[1]**2
def simu_X():
return (-1)**(rd.rand()<1/2)
def simu_U():
vl=np.array([0,1])
v2=np.array([1/2,3**(1/2)/21)
V=simu_X()*v1+simu_X()*v2
return norme_carre(V)
def approx_esp(m):

5=0

for i in range(m):

s+= simu_U()

return s/m
>>> approx_esp(2000000)
2.0020680686642685

2.a) Notons que
EX))=0 et V(X,)=E(X{)=E(1)=1

Les variables X; sont centrées et réduites. De plus, les va-
riables X; et X; sont indépendantes pour i # j avec dans
ce cas

E(X;X;)=E (X)) E(X;)=0.

Ensuite par bilinéarité du produit scalaire et linéarité de E

iX]‘Uj,iXﬂ)i
—ZZE (X,;X;) (v3, v5)

Jj=1 i=1

E(U)=E

E ’U“’l)l =

Si un tel m-uplet n’existait pas, on aurait U > n et par
croissante de I'espérance E(U) > n. On en déduirait que U

Eléments de correction

est presque surement constante & U. Absurde.

2.b) On a
lla + BlI* = llall* + [1b]]* + 2(a, b)
lla — BlI* = llall* + [Ib]]* — 2(a, b)
Ainsi ||a +b||*> = ||a — b||? si et seulement si {a,b) = 0, si et

seulement si a et b sont orthogonaux.
Supposons i). Soient 4, j € [1;n] avec ¢ # j. Posons

n
v = E Vg — v
k=1

Avec les hypothéses de ’énoncé

o v =l =0 = o+ =
o = vi vyl = n = flo = v = v,

Le premier résultat avec les choix

(a,b) = (v

i, Vj) = L
donne (vviv;) =0 Lo
(v—wi,v;) =0 Lo

(a,0) = (v+vi,vj) et — v, vj)

Avec (L1 — Lz) /2, on a (vi,v;) = 0. Ceci prouve ii).
La réciproque est une conséquence de la question 1.a).

2.c) Dans ce cas, la variable U n’est pas constante & /n.
Comme il existe un n-uplet tel que

n

Z EiV; < \/ﬁ

i=1

et que, en moyenne, E(U) =
(e1...€n) existe pour avoir

\/n, nécessairement un n-uplet

n

Z EiVi|| > \/’E

=1

Bonus Ecrire un programme python qui détermine un n-
uplet de (€5);.
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Sujet 16
Loi de Rayleigh, loi du x? et loi normale

e Question de cours. Que peut-on dire des sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle ?

1. Soit A = (ai5);¢; j<n € Mn(R) définie par :

_fn=1 sii=j
GDiT -1 sii#j
Soit B le vecteur colonne de M, 1 (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
a) Justifier que la matrice A est diagonalisable.
b) Vérifier que A admet deux valeurs propres dont une non-nulle.

c) Justifier 'existence d’une matrice P orthogonale dont la derniére colonne est proportionnelle & B et
telle que ‘PAP = D, ot D est une matrice diagonale & déterminer (on ne demande pas la matrice P).

d) On note 'P = (p; ;)

1<, j<n’

Montrer que pour tout ¢ de [1,n], z”:pmz =1 et pour tout 7 de [1,n — 1], zn:pi,j =0.
j=1

j=1

2. On note g lapplication de M,, 1(R) dans R définie par :

1
VX EMua(R),  g(X) = ~'XAX.

I 1 n
On pose X = : et T,=— €T
p ; " n; ;

Tn

2
n n—1 n

Montrer que ¢(X) =3 (z; — T)°, puis ¢(X) = > ( Pm‘%‘) :
i=1 i=1 \j=1

On considere n variables aléatoires mutuellement indépendantes Xy, ..., X,,, qui suivent une loi normale
d’espérance m et de variance o2. On pose

n

_ 1 1 <& _
Xn:EZXZ- et Unzw;(xi—xn)z.

i=1

3. Ecrire un programme python qui prend en arguments n, m et o et simule la variable U,, uniquement en utili-
sant la commande rd.normal (0,1,r) qui renvoie sous forme de matrice ligne, r réalisations indépendantes
d’une loi normale N (0;1).

4. Pour tout ¢ de [1,n — 1], on pose Y; = zn:pi,ij.
j=1
a) Justifier que E (Y;) =0 et V(Y;) = 2. Quelle est la loi de Y;?
b) On suppose que les Y; sont mutuellement indépendantes. Montrer que U, suit la loi gamma de

N n—1
parametre ~5-.
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1.a) La matrice A est symétrique réelle : elle est diagona-
lisable dans une base orthonormée.

1.b) Si lon note J la matrice Atilla (tous les coefficients
valent 1), on a A = nl — J. On constate alors que le rang
A — nJ est égal au rang de J, soit 1. Par la formule du
rang, on en déduit que n est valeur propre et le sous-espace
propre associé a cette valeur propre est n — 1. De plus, on
constate que AB = 0,1 avec B # 0,,1. Ainsi B est vecteur
propre pour la valeur propre 1. L’espace propre associé est
de dimension au moins 1. Par un compte des dimension,
on retrouve le fait que la matrice symétrique A est diago-
nalisable et que le spectre est {0;n}.

1.c) C’est une conséquence du théoréme spectral. Si on im-
pose que la derniére colonne soit un vecteur propre (normé)
pour la valeur propre 1, la matrice D demandée est la ma-
trice diagonale diag(n,...,n,0).

1.d) La matrice P étant orthogonale, la relation ‘PP =1,
se traduit en disant que la famille des matrices colonnes de
P forment une base orthonormée de M, 1(R). Le fait que
les colonnes soient normées donne :

vie[ln], Y piy’='CCi=1
j=1

En suite les Cy, ..., C,—_1, premiéres colonnes de la matrice
P sont orthogonales & la derniére colonne et donc & B. Ce
qui donne les relations :

tCiB = me' =0.

Jj=1

2. A partir de A =nl,, — J, on a

1
q(X) = XX — —XJX.
n

On explicite :

n n 2
q(X)IZ;%Q—TlL Z;wj =) wi—% z;
= =

Eléments de correction

De plus, ’écriture de ¢ dans la base orthonormée de diago-
nalisation donne

q(X) = “(PX)D(PX).

En explicitant, on obtient bien la relation

n—1

gX) =Y (imﬁ%) ~

i=1 =1

3. def simu_Un(sigma,m,n):
x=sigma*rd.normal(©,1,n)+m
# régle de transformation affine loi normale
u=0
m=np.mean (x)
for i in range(n):
u+=(x[1]-m)**2
return u/(2*sigma**2)

4.a) On a E (Y;) = 0 par linéarité de I'espérance et la rela-
tion 3 "p;; = 0. Par indépendance des variables aléatoires

j=1

(X4), il vient :
V)= pitV(X) =) pij’e’ =0
j=1 j=1

Enfin, on sait (encore I'indépendance des X;) que les Y;
suivent encore des lois normales. Elles suivent donc la loi
normale centrée de variance o2.

4.b) Grace aux questions précédentes, on peut écrire :

2

1 n . 1 n—1 n
Un=g5 0 (Xi=X0) = 55> ( DorisX
i=1 i=1 \j=1

n1, Y2
—;z<o) :

En revenant & la fonction de répartition, on vérifie que
% (%)2 suit une loi gamma de parameétre 1/2. Par somme
de variables de loi de gamma indépendantes, on déduit que
bien que U, suit une loi gamma de parametre (n—1)-(1/2).
Ce qui conclut.
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Sujet 17
Une nouvelle histoire d’urnes

Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et p €0, 1].

On considere une urne Uy contenant des boules blanches et des boules noires, la proportion de boules blanches
étant égale a p. On effectue n tirages avec remise dans 'urne Uy.

Si le nombre de boules blanches tirées dans Uy est égal a i, on fabrique une urne U; contenant i boules blanches
et n — i boules noires. On effectue alors n tirages avec remise dans I'urne U;. On fabrique de méme une urne
Us contenant n boules avec un nombre de boules blanches égal a celui obtenu lors des n tirages dans Uy, les
autres boules étant noires. On procede de la méme fagon pour fabriquer une urne Us a partir de 'urne Us, une
urne Uy a partir de 'urne Ug, etc... On note Ty le nombre de boules blanches tirées dans 'urne Uy.

1. a) Expliquer et compléter les codes suivants qui permettent de simuler la variable Ty.

1 import numpy.random as rd 1 def simulationT(k,n,p):

2 2 i=1

3 def tirage(n,q) 3 T=tirage(n,p)

4 C=0 4 while i<=k:

5 for i in range(n): 5 i+=1

6 if rd.random()<q 6 T=tirage( ... , ... )
7 C+=1 7 return T

8 return C 8

b) Que fait le programme suivant ?

1 def Bidule(k,n,p):

m=5000

S=0

for i in range(m):
S+=simulationT(k,n,p)

return S/m

SOUThs WN

2. Pour tout k € N, calculer la valeur de E (T},).

Pour tout k € N, on pose Zy = Ty (n — Tk).
3. Calculer E (Zy).
4. Justifier que

-1
VkEN,  E(Zu)="

E (Zy).

5. Exprimer E (Z;) en fonction de n,p, k et montrer que klim E (Z;) =0.
—+00

n—1 n—1
6. Montrer que E (Z;) > Zl iP (Tx = i). En déduire que kgrfoo Zl iP (T =1)=0.

7. Montrer alors que i lim P(Ty =n)=p.

—+0o0
8. Conclure en montrant qu’en répétant le procédé un grand nombre de fois, la probabilité qu’a partir d’un
certain rang, les urnes Uy ne soient constituées que de boules blanches est égale a p.
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Sujet 18
Estimation

Soit p un réel supérieur ou égal & 1 que I'on cherche & estimer. Soient (X»),,5, et (Yn),, deux suites de variables
aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé (2,.4,P). On suppose que les suites de variables aléatoires
(Xn),51 €t (Yn),s, sont mutuellement indépendantes, que chaque X, suit la loi uniforme sur [0, z] et que chaque Y,
suit la loi uniforme sur [0, 1].

n
1
Pour tout n € N*, on pose : Z,, = min (X,,Y,). On pose alors, pour n € N* : T,=— E Zy.
n
k=1

On note aussi ®, la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

1. Montrer que Z; est une variable aléatoire a densité; déterminer sa loi et calculer son espérance.

2. Ecrire une fonction d’entéte simulation (n,mu) qui, pour un entier n > 1 et un réel mu donnés, renvoie une simulation
de la variable aléatoire T,,.

3. a) % Montrer que la suite de variables aléatoires (Tr), converge en probabilité vers un réel que 'on déterminera.

b) & Déterminer un couple (a,b) € R? pour lequel ’/I‘: = aT, + b est un estimateur sans biais de %

Est-il convergent ?
4. a) % Montrer que V (Z1) < 5.
b) Soit v un réel de ]0, 1]. A Taide de I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, construire, pour n assez grand, a l’aide
de ’f,:, un intervalle de confiance pour i au niveau de confiance 1 — « de la forme [U,, V,,].
c) Construire alors, pour n assez grand, un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 1 — v & l'aide de
U, et V,,.
5. a) Justifier que (Ty), converge en loi. Préciser la loi limite.
b) En dédulire un intervalle de confiance asymptotique de 1/u de niveau de confiance « en fonction de n, T, et
ta =07 (1 — /2).

6. A laide des codes suivants, quel intervalle de confiance parmi les deux construits aux questions 4.b) et 5.b) vous
semble le meilleur ?

1 def test(n,mu): 1 def test_asymp(n,mu):

2 alpha=0.05 2| ta=1.95 #pour le choixalpha=0.05
3 e=np.sqrt(3/(n*alpha)) 3 e=3*ta/(np.sqrt(n))

4 Ttilde=3-6*simu Tn(n,mu) 4 Ttilde=3-6*simu Tn(n,mu)
5 u=max(0,Ttilde-e) 5 u=Ttilde-e

6 v=min(1l,Ttilde+e) 6 v=Ttilde+e

7 return u,v 7 return u,v

1 mu=2.5

2 N=np.arange(2,2000,20) 10

3 for n in N:

4 for i in range(120): 08

5 u,v=test_asymp(n,mu)

6 plt.plot([n,n],[u,v],'ro") os

7 # r pour rouge

8 for n in N: 04

9 for i in range(120):
10 u,v=test(n,mu) 02
11 plt.plot([n,n],[u,v], 'bo")
12 # b pour bleu 00
13 plt.ylim(-0.1,1.1)

14 plt.show () 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

o La commande ss.norm.ppf (x,0,1) de la librairie scipy.stats (alias ss) renvoie la valeur de ®*(z).

import scipy.stats as ss
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

A=np.zeros(100)
B=np.zeros(100) 30
for i in range(100):

9 A[i]=3*ss.norm.ppf(l-alpha[il/2,0,1) ,
10 B[i]=np.sqrt(3/alphal[il])
11
12 plt.plot(alpha,A,'r")

13 plt.plot(alpha,B,'b")
14 Dlt . ShOW( ) 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

1
2
3
4
5 alpha=np.linspace(0.001,0.1,100) 4
6
7
8

10
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Indications
3.a) Penser a la loi faible des grands nombres.
3.b) La réponse est dans la question 6!

4.a) Partir de V (Z1) < E (Z12).

1. Comme p > 1, le support de Zp est [0,1]. Pour z € [0,1] et
par indépendance

P(Z1 > 2) =P ([X1 > 2] n[Y1 > z])

=P(Xy > 2)P(Y1 > 1) = (1 - %) (1 - ).

Done 0 x <0,
Fy, (z) = 17<175>(171) zeo,1],
n
1 z > 1.

La fonction de répartition est continue sur R et de classe C! sur
R\ {0;1}. Ainsi Z; est & densité dont une densité est définie sur
R par

1( +1-—2z) z€][0,1]
— K — 2T T PR}
fz, () =< p
0 sinon.
Comme Zj est a support borné, il y a une espérance qui vaut
! 1 ! 11
E(Z)= | zfz,(x)de=— [ z(p+1—-2z)de=- — —.
0 HJo E

2. Un code possible :

def simulation(n, mu):

s =0

for k in range(n):
Xx = mu * rd.random()
y = rd.random()
s += min(x, y)

return s / n

3.a) Les variables Z1, Zo, . . ., Zy, sont indépendantes et de méme
loi avec un moment d’ordre 2. Par la loi faible des grands

nombres,
1 1
Th B EZ) =~ — —.
2 6u

on cherche a, b tels que

3.b) Sachant que E(Ty) = % &,

1 1 —~ 1
a(f ——) +b=E(T,) = —.
m
Par identification,

—— =1, —+b=0,
6 2
d’ott @ = —6, puis b = 3. Ainsi
Tn=3-6T,

1
est un estimateur sans biais de —. Par les propriétés de la conver-
m

gence en probabilité

~ 1
Ty =3—6Tn =5 —.
m

L’estimateur est convergent.

4.a) Un calcul direct donne

! 11
E(Z3) = | 2%fz,(x)de=>— —.
0 3  6u
Done  V(Z1) = B(Z:?) —B(Z1)? = — -+ <L
O VT2 T 3602 T 12
4.b) Comme
~ ~ 1
T,=3-6T,, E(T,)=-,
nw
~ 36 V(Z 3
ona V(Tyn) =36 V(Tp) = 36 V(Z1) <2
n n
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A Taide de I'inégalité de Bienaymé—Tchebychev, on a pour tout

eeRF
~ 1 V(T 3
P(‘Tn—f‘>a>< (")gf,
I €2 ne?

Avec le choix € = 4/ %, on obtient
P ‘Tn - f‘ <
I

1
Donc un intervalle de confiance de — au niveau 1 — « est
o

[Un, V]

~ /3
, Vp=min | 1,T, + —
na

4.c) Avec une probabilité au moins égale & 1 — «,
1
Un € = < Va
m

avec

no

U, =max | 0, %n —

1
Comme g > 1, donc — €]0,1], on en déduit un intervalle de
I

confiance pour p :

1 1
—_—, 510 < Up <V <1,
7] sosvew
[1,400] siUp, =0, V, =1,
1
{—,—l—oo{ siUp =0, V,, <1,
Vn
1
[17—] Si0<Up<1, Vp=1.
Un
5.a) Par le théoréme central limite,
T, —E(Z
\/5"7(1) 5 N(0,1), o2 = Var(Zy).
o
En particulier, T, converge en loi vers la constante
1 1
2 6u
5.b) Comme
~ ~ 1
Tn=3—-6Tn,  E(Ty)=-—,
In
et

~ Var(Z
Var(Ty) = 20VarZ) 3
n

3

1
un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — « pour —
m

est
~ 3 ~ 3
Tn—ta\/>, Tn—i-ta\/» . ta=01 (1—9).
n n 2
Soit
3 3
3—6Tn—to¢\/77 3—6Tn+ta\/7
n n

6. L’intervalle de la question 5.b) est en général meilleur :
plus resserré. En effet, sa demi-longueur vaut

il est

to —
n

alors que celle de la question 4.b) vaut

3

)
no

plus grande. L’intervalle de Tchebychev est toujours valable mais
trés grossier; lintervalle asymptotique est plus précis pour n
grand.



