CENTRALE SUPELEC / ESCP 2h30

Sujet de révisions

21 MAI 2026

part importante dans l'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1
Calculs (8pts)

Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.
1. Pour tout entier n = 2, on consideére la matrice

0 0 0 n-1
0 0
Ap = S € Mp(®).
0 0 0 1
n-1 - 2 1

On note X, le polyndme caractéristique de A,,.
a) Vérifier que:

Xn+1 () =Xxn X0 - n?X"7 L.
En déduire x.
b) Est-ce que Ay est diagonalisable dans R?
2. Soit f, 2n-périodique définie par f(x) = x sur ] — m; 7).
a) Représenter f sur [-3m;3m].

b) Exprimer a,(f), bn(f), les coefficients trigonométriques de f.
¢) En déduire que:

too (1" Lsintnx)  x too 1 g2
v, W _x
n=1 n 2 n=1M1 6

3. Déterminer les fonctions solutions y: R— R de:

vieR, YO+ yY 0O +y@) =e+r

Exercice 2
Le cas nilpotent (4pts)

Soient n € N* et A € 4, (R). On considere le systeme différentiel

VieR, X(©)=AX(1#) (&)

Lobjectif est d’établir I'équivalence entre :
i) La matrice A est nilpotente;

ii) Toutes les solutions de (&) sont des fonctions polynomiales.
1.  a) Etablir 'implication i)=ii).

b) Enremarquant que xa = X", vérifier en plus que les fonctions polynomiales sont de degré au plus n— 1.
2. On suppose ii). Soit (e;) je[(1;]), la base canonique de .4, 1 (R).
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a) Soient i € [[1;n]] et X;, 'unique solution de (&) vérifiant X; (0) = e;. Expliciter X;(¢) en fonction de ¢, A et e;. En déduire

qu’il existe un entier p; tel que
VkeN, k=p; = Afe;=0,;.

b) En déduire que A est nilpotente.

Probleme
Matrice fondamentale, théoreme de Floquet (8pts)

SoitA: t € R— A(t) € 4> (C) une application continue et T-périodique, c’est-a-dire telle que

VieR, A(t+T) =A(1).

On considere le systéme

VieR, X(@®=AWBX® (o)

d’inconnue X: t € R— X(t) € 42,1 (C).

Soit #p € R. Soient U, V: R — .4 1 (C) les solutions des probléemes de Cauchy :

U'(n =AU(), V(1) = A)V(1),

0
V(ty) = .

Ut = |+
1o

. Justifier que I'application E: r e R — [U(t) V( t)] € > (C) est solution du systéme

VieR, M@ =AOM@)  (s9)

d’inconnue M : t — M(t) € > (C). Préciser E(tp).
. Soit M solution de (). Notons C; et Cy les colonnes de M. Justifier que, pour tous A, p € C, 'application suivante est solution

de

. Soient fj eRetA, peC.OnposeY: t € R— E(¢)

a)

b)
a)
b)

(o).
Y:teR—M(1) [i\l] =ACy(8) + pCa(1).

il

=0p,1, alors Y est 'application nulle.

Justifier que si E(#1) [ﬁ

En déduire que, pour tout ¢ € R, E() est inversible.

Soit M : R — ./ (C), une application dérivable solution de (ee). Justifier que, pour tout ¢ € R, M(#) = E(£)M(%p).

En déduire I'existence d'une matrice B € GL, (C) telle que

VieR, E(t+T) =E()B.

a) Soit Z un vecteur propre de B associé a la valeur propre A.

Justifier que Y: r € R— E(#)Z est une solution de (e) vérifiant en plus

VieR, Y(t+T) = AY(2).

b) Justifier 'existence de 1 € C tel que e*T = A.
c) Vérifier qu'il existe une application S: R — .45 1 (C), T-périodique, telle que

vieR,  Y() =eMS().

. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre de B pour que le systéme différentiel (¢) admette une
solution non nulle T-périodique.
. On suppose que la matrice B est diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre de B pour
que le systéme différentiel (+) admette une solution non bornée sur R.

. Le

On pose pour tout £ € R, W(#) = det (E(#)) et on note p; et p2 deux valeurs propres de B éventuellement confondues.

wronskien

a) Montrer que pour tout réel ¢, W' () = Tr (A(£))W(1).
b) En déduire que

T
P1p2 = €xp ( fo Tr (A(s))ds).

- FIN -
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Solution

Exercice 1

1.a) Par définition du polynéme caractéristique, on a

XnX) = det(XI, — Ap).
Pour la matrice Aj;+1, la premiére ligne de XI;;+1 —Ap+1 est
X 0 - 0 -n].

On développe donc X;+1 suivant cette premiére ligne.
Le premier terme donne

=DMXx =Xxn,

car le mineur obtenu en supprimant la premiere ligne et la
premiere colonne est exactement XI,;, — Ay,.

Les termes intermédiaires sont nuls car les coefficients de
la matrice le sont.

Le dernier terme vaut : (-n)(-1)"*2D,

ou D estle déterminant obtenu en supprimant la premiere
ligne etla derniére colonne. Dans ce déterminant D, la pre-
miere colonne est nulle sauf son dernier coefficient, qui
vaut —n. En développant alors D suivant cette premiere
colonne, on obtient

D= (—n)(—l)n+1X"_1.

Ainsi,

(—n)(—l)n+2D — (—n)(—l)n+2(—n)(—l)n+an_l — —nZX”‘l.

Donc Xna1X) =Xy (X) — n?X* L

e Justifions par récurrence que I'énoncé

2 o

X-Y k
k=1

est vraie pour tout entier n = 2.

Xn (0 = X2

— Pourn=2, _(0 1
Ap = [1 0].
donc X2(X) =X% -1,

Ce qui initialise la récurrence.

Supposons que pour un entier n =2, on a

n-1
X2 _ Z kz),
k=1

Xn(X) =X"72

alors , )
Xn+1 =XxnX) — X"

:anl X2 _ rlz_"l k2 _ nZanl
k=1
n
Xn+1=X""HX2 - ) kz).
k=1

Ainsi la propriété est vraie au rang suivant.
Finalement, pour tout n =2,

_ nn-1)2n-1)

Xn(X) :Xn—Z XZ 5

1.b) ¢ Rédaction 1

La matrice A;, est symétrique réelle. Donc, d’apres le théo-
réme spectral, A, est diagonalisable dans R. Ainsi,

A; est diagonalisable dans R.

* Rédaction 2
D’apreés la question précédente, on a
-1(2n-1
Xn () = X112 (xz _nn-lEn-1) 2( " )) .

nn-1)2n-1)
On pose an:\/T.

de sorte que Xn ) = X2 (X — 0t) (X + ).

Les valeurs propres de Ay sont donc 0, oy, —Qy.
De plus, on constate rg(A;) = 2. On en déduit par la for-
mule du rang

dimker(A,) =n-rg(Ay) =n-2.

Par ailleurs, les dimensions des sous-espaces propres as-
sociés aux valeurs propres oy et —ay sont plus grande que
1. Par cun compte des dimensions, on constate que ces
sous-espaces propres sont donc de dimension exactement
1. La somme des dimensions des sous-espaces propres
vaut donc (n—2)+1+1 = n. On en déduit que A, est dia-
gonalisable dans R.

2.a)

Fonction 2n-périodique définie par f(x) = x sur 1—m, ]

-3n -2n -n [ n 2n 3n
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2.b) La fonction f est impaire. Donc
VneN, an(f)=0.
Calculons by, (f) pour n € N*. On a par définition
1 L
bu(f) = —f f(x)sin(nx)dx.
nJ-n
Comme f(x) = x sur | — mt,7t] avec f impaire
1 [T 2 [T
bn(f) = —f xsin(nx)dx = —f xsin(nx)dx.
mJ—n T Jo

Par intégration par parties :

T s 1 i
f xsin(nx)dx = —M + —f cos(nx)dx.
0 n o nJo
L i L
Or f cos(nx)dx = sin(nx) =
0 0
Donc S xsin(nx) dx = — 1S ——”(_nl)n.
Ainsi o
2 n(-1)" 2(-1"
bn(f) =—- (— ) = .
T n n

Si on résume : pour tout n € N*

2(- 1)n+1
ap(f) =0, an(f) =0, bn(f):T'
2.c) D’apres la question précédente, la série de Fourier de f

est +1
_1\n
S =) % sin(nx).

Comme f est de classe €1 par morceaux, le théoreme de
Dirichlet s’applique sa série de Fourier en x converge vers
f(x) en tout point de continuité x de f. Donc, pour tout
x€]-mm|,
+00 2(— 1)n+1
x= —— sin(nx).
n=1 n

too )" Lsin(nx)  x
Dot  Vxel-mmul, Y CD7 sin(ny _ x
n=1 n

\S]

* Pour obtenir la deuxieme somme, on applique I'égalité
de Parseval sachant que f est continue par morceaux, 27m-
périodique.

1 b1 d a ( )2 +0o0o
L[ reorar= Y, 5 (an(F?+bu(P?).
TJ-7 2

n=1

Or on a montré que

2(_1)n+1
ap(f) =0, an(f)=0, bu(f) = ——.
Donc %ffn x2 dx=Y1% %.
1 (T 2 [T 2 ©8 on
Or —f xzdx:—f Pdr=2.— =",
nJ-n nJo n 3 3
2 2 +00 1
Ainsi To=ay .
3 n=1n

On peut retrouver 1'égalité classique :

3. Léquation homogene associée est

y”+y'+y:0.

Son équation caractéristique est r2 +r+1=0avec un dis-
criminant A = —3. Les racines sont donc

-1+iv3 . -1-iv3
= —— 2:—.

T €
! 2 2

Ainsi les solutions de 'équation homogene sont

Yn: reR—e 12 (Acos(?t) +psin(§ t)),

ouA, HeER.

e Cherchons une solution particuliere du « méme type »
que le second membre. On fixe donc trois réels a, a, b et
on pose

Yp: teR— ael +at+b.

Dans ce cas, pour tout réel ¢
y;,(t) —ael+a et y%(t) =ae’.
Donc  yp(0)+y, (D) +yp(t) =3ae’ +at+(a+D).
On cherche alors q, a, b tels que
VteR, 3ael +at+(a+b)=e’ +1.
Par identification,

3a=1, a=1, a+b=0.

On vient de montrer qu'une solution particuliere est
Lt
Yp: te[RiHEe +1-1.
Finalement, toutes les solutions s’écrivent sous la forme
3 3 1
reR—e 2 ()\cos(%t) + psin(%t)) + get+ -1,

ol A, LeER.
Exercice 2

1.a) On suppose que A est nilpotente. Il existe donc un en-
tier p € N* tel que AP = 0. Soit X une solution de (&). Par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, si X(0) = Xy, alors

VieR, X(1) = exp(tA)Xp.

+00 tk k p-1 tk k
Or exp(tA) = ) A= > i
k=0 ™ k=0 ™
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On en déduit que
p-1 ;k
VieR, X(n=Y —AFX,.
k!
k=0
Ainsi X est une fonction polynomiale.

1.b) Si A est nilpotente, alors sa seule valeur propre complexe
est 0. Ainsi son polyndme caractéristique est

xaX) =Xx".
D’apreés le théoreme de Cayley-Hamilton,
Xa(A) =A" =0,.

On peut donc prendre p = n— 1 dans le calcul de la ques-
tion précédente avec pour tout réel ¢

n-1 sk

X(1) = exp(tA)Xg = Y. —AFXq.
i=o k!

Ainsi les solutions sont des fonctions polynomiales de de-
gré au plus n—1.
2.a) Soit i € [[1; n]]. Pour tout réel t
+oo sk k
X;(t) = exp(tA)e; = ];0 HA e;.

Par hypothese, X; est une fonction polynomiale. Donc il
existe un entier p; tel que les coefficients de 1 soient nuls
pour tout k = p;. Ainsi

1

k'Akel- =0,

Vk= pPi,

Donc
VkeN, k=p; = AFe;=0,,.

2.b) Pour chaque i € [[1; n]], il existe un entier p; tel que
Vk=p;, AFej=0,;.
On pose p =max(p1,..., Pn)-
Alors, pour tout i € [[1; n]],
APe;=0p,.
Comme (ey,...,ep) est une base de .45, 1 (R), on en déduit
AP =0.

Ainsi, la matrice A est nilpotente.

Probléme

1. Par définition,
E(1) = [U(t) V(t)].

Les colonnes de E sont donc U et V. Or U et V vérifient
U'()=AMU@) et V'(5)=AWVQ).
Ainsi
Ew=[Uwn V®©]
=[AUE®) AWMVO] =A@ U@ V(@©)].

Donc E'(t) = A(DE(D).
De plus, E(1tg) = [é (1)] =I.

2. Larelation
VieR, M () =AM

équivaut a pour tout £ € R
C1(N=AMC1(D) et Cy(t)=ANCa(D).
Soient A, p e C et
Y: teR— ACy(£) + uCa (2).
Alors la fonction Y est dérivable et pour tout réel ¢
Y'(£) = AC} () +uC) (1) = AA(5)C1 (8)+pA(1) Ca () = A(D)Y(2).

On constate que Y est solution de (e).

3.a) D’apres la question précédente, Y est solution de (). La
condition

E(#1) =021,

A
j

devient Y(#1) = 02,1. Or Z, la fonction nulle vérifie aussi ()
et Z(t1) = 02,1. Par unicité du probleme de Cauchy, Y est la
solution nulle.

3.b) Raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe #; € R
tel que E(#1) ne soit pas inversible. Le noyau de I'applica-
tion n'est pas trivial : il existe

|

A
n

#0

tel que E(#1) =02,1.

D’apres la question précédente,

E(2)

A
=021
v
pour tout ¢ € R. En particulier, pour ¢ = fg,
A
E(1o) ] =021.
v

Or E(ty) =1, donc

[ﬁ =021,
contradiction. Ainsi,
VteR, E(t) € GLa (C).
4.a) On pose pour tout réel ¢
N(#) = E(©)M(1p).
Lapplication N est dérivable car E I'est. On a alors
N'(7) = E'()M(1) = AE(M(f) = A(N(2).

De plus,
N(tg) = E(t9)M(tp) = M(tg).
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Les matrices M et N sont donc deux solutions du méme
probleme de Cauchy matriciel. Par unicité,

VieR, M(#) = E(©)M(1p).
4.b) On considere I'application
M: t—E(t+T).
Elle est dérivable avec pour tout réel ¢
M () =E'(t+T)=A(G+T)E(t+T).
Comme A est T-périodique,
A(t+T)=A(D),

donc
M'(5) = A(OM (D).

Ainsi M est solution de (e¢). D’apres la question précé-
dente,
M(r) = E(f)M(tp).

Donc
E(t+T)=E(NE(fp +T).
En posant
B=E({p+T),
on obtient

VieR, E(r+T) =E(1)B.

Comme E(7g +T) est inversible (question 3.b)), on a bien
B e GL,(C).

5.a) Soit Z un vecteur propre de B associé ala valeur propre A.
Ainsi
7€ Mp1(R\{0}, BZ=\Z
On pose pour tout réel ¢

Y(2) =E(0)Z.

D’apres la question 2, Y est solution de (e).
De plus,

Y(t+T)=E(+T)Z=E()BZ=E()AZ=AE()Z.
Donc VteR, Y(t+T)=AY(D).

5.b) Comme B € GL(C), ses valeurs propres sont non nulles.
Donc
A#O0.

On peut expliciter A sous forme exponentielle : il existe
reR} et0eRtel que

A= reiQ —_ eln(r)ei@ — eln(r)+i(~].

11 suffit alors de poser

In(r) +1i0
=——¢€C
T

de sorte que
et =\

5.c) On pose pour tout réel ¢

S(t) =e My(p)

de sorte que Y(1) = eMIS(p).
Montrons que S est T-périodique. Soit ¢ € R

S(t+T) =e Dy +T).
D’apres la question 5.a),

Y(t+T) =AY(2).

Donc
S(t+T) =e Me HTry(p).

OreMT = A, donc e MTA = 1. Ainsi
S(t+T) =e MY(1) =S(p).

Ce qui conclut.

6. Une solution quelconque de (e) s’écrit
X:teR—E(M)Z

avec Z € ./>,1(C). La solution est T-périodique si et seule-
ment si pour tout réel ¢

X(t+T) =X(1).
Or X(t+T)=E(t+T)Z=E(t)BZ.
Ainsi X est T-périodique si et seulement si
VieR, E(t)BZ=E(f)Z.

Comme E(?) est inversible, cela équivaut a BZ = Z. Il existe
donc une solution non nulle T-périodique si et seulement
s'il existe Z # 0 tel que BZ = Z. Autrement dit, le systeme
admet une solution non nulle T-périodique si et seule-
ment si 1 € Sp(B).

7) Toute solution s’écrit
X:teR—E(Z

avec Z € 1 (C). Pour étudier son comportement sur R,
on écrit tout réel ¢ sous la forme

t=ty+s+kT,
ol se€[0;T] et ke Z. Comme
E(t+T) =E(#)B,
on obtient par récurrence
E(to + s + kT) = E(ty + s)BF.

Donc X(fg + s + kT) = E(tg + s)BX Z.
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Sur le segment [ 1y, tp +T1, 'application continue E est bor-
née. Le comportement borné ou non des solutions dépend
donc des puissances BX. Comme B est diagonalisable, les
puissances B¥ sont bornées pour k € Z si et seulement si
toutes les valeurs propres de B sont de module 1. Ainsi, il
existe une solution non bornée sur R si et seulement si B
posséde une valeur propre de module différent de 1.

8.a) Rédaction 1

Soit ¢ € R. Soit h € R*. On a par multilinéarité du détermi-
nant

W(s+ h) =det(Cy (£ + h),Ca(t + h)
=det(Cy (1) + hC} (1) + o(h), C2(t) + hCh (1) + o(h))
= det(C1 (1), Ca())

+ h(det(Cf (1), Ca(0) + det(C1 (1), Ch (D)) + ().
D’ol

W(t+ h)-W(1)
h h—

- det(C} (1), Co (1) +det(Cy (1), C)(1)).

Ce qui justifie la dérivabilité en ¢ et la valeur du nombre
dérivé.

Rédaction 2.
On pose
_ a®  p@] _ _
W(1) = det Yo 80 =a(0)6(r) —pOY(D).

Par produit et différence, W est dérivable et

W () =08 (0 +d ()81 -pOY () -B (DY)

o B a() '

=det| iy b Y &l

+det

On retrouve
W () = det(C] (1), C2(8)) + det(Cy (1), C5 (D).

Précisons det(C] (r),C2(1)), le deuxieme déterminant ce
calculant de la méme maniere.

Comme Cj est solution de () : on ne note pas la dépen-
dance en t pour alléger la notation,

det(C},Cy) = det(AC;,Cyp) = det (AE [(1)] ,E [0])

sl

ol on a posé

A=E"'AE.
Si on note
~ [ B ~[1] _ [«
Sy 8l A[O]_ Y’
puis
~1 0 (04
det(A[O], 1)—det v o1 =aq.

On calcule det(Cy, C’Z) de la méme maniére pour obtenir

det(C},Cp) +det(Cy,C)) = det(E) (a + 5)
= det(E) Tr (A)
W (£) = det(E) Tr(A),

car la trace est un invariant de similitude.

8.b) Si on pose pour tout £ € R,
a(t) =Tr(A(1),

alors la fonction a est continue et W est solution de I'équa-
tion différentielle linéaire homogeéne

Yy —ay=0.
On sait alors que les solutions sont du type
teR—Cer,

ol A est une primitive de a : par exemple
t

A:teR— | a(wdu.
fo

Comme W(fy) =1,onaC=1.
A t
VteR, W(t) =e (I):exp(f a(u)du).
fo
Oronapourt=1f+T,E() =B.

to+T
detB =exp (f Tr(A(w)) du)
1

0

T
=exp (f Tr(A(u)) du)
0

car u € R— Tr(A(w)) est T-périodique. On conclut en préci-
sant que detB est le produit des valeurs propres complexes
de B.
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