PREMIER PROBLEME

PARTIE 1: Etude d’une solution de la suite (ap)n>1

1
. Soit p un élément de N*. Vt € [p,p+ 1], —— <
p pop 1], 22
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< — Comme p < p+ 1, en intégrant il vient :
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. Soit n un élément de N*. Vp € [1,n], Ogupgf—?~En sommant on obtient :
p D
0<a *iu <i(11>1 1 <1 Ainsi0<a, <1

Finalement Vn € N*, 0 < a, <1let Vn € N*| a,11 —ay = upq1 2 0.

’ La suite (an)n>1 est croissante et majorée donc convergente. ‘

VvneN" 0<a,<1ldonc0<~y= lim a,<1.

n—-+oo

’ La limite + de la suite (a,)p>1 vérifie: 0 <y < 1. ‘

PARTIE II: Expression intégrale du réel ~

. p:x — e* est deux fois dérivable sur R et sa dérivée seconde est positive. Alors ¢ est convexe sur R. Ainsi

la courbe représentative de ¢ est au dessus de toutes ses tangentes en particulier de celle au point d’abscisse

0.

Alors Vz € R, ¢(x) = ¢'(0)(z —0) +0(0); Vz €R, e® 2 e(x —0)+ e’ =z + 1.

’VxeR, 1—|—x<ew.‘

. Soit n un élément de N* et soit ¢ un réel appartenant & [0, n].

t t t
en appliquant 1. a. & — et & —— on obtient: 0 < 1+ — < e et 0< 1 —
n n n

t " t\" t " t\ "™
Ainsi 0 < <1 + ) < (e?) =elet 0K (1 — ) < (e_?) = e~ !. Poursuivons.
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0<<1+) <etet(1—) >0donc:0<<1+> <1—> <eél (1—).
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En multipliant par e~* il vient : 0 < <1 — 2) et g (1 — > . Finalement :
n n

t\" t\" 2\" t\"
Vn € N*, Vvt € [0,n], (1—1—) < el (1—) <e bt et (1—2> et g (1—) Let
n n n n

. Soit n un élément de N*. Posons:Vz € [0,1],¢(z) = (1 — )" + nz — 1.

¥ est dérivable sur [0,1] et Vo € [0,1], ¢/(z) = —n(l —2)" ' +n=n[l—-(1—2)""!] > 0.

1 est croissante sur [0, 1] et ¥(0) = 0. Alors Vx € [0, 1], ¢ () > 0. Par conséquent :

]vneN*,vze[o,u, (179:)"+n:c7120.‘

Remarque  On peut également obtenir ce résultat en utilisant la convexité de v — (1 — )™ sur [0, 1].
. Soit n un élément de N* et ¢ un réel appartenant a [0, n].

t2 2\" 12 t2 2\"
— appartient a [0,1]. a. donne alors <1 — > +n— — 1>0. Donc:1 — — < <1 — ) .
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Des lors : (1 — ) et (1 — 2) e t.
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1.b. donne enfin : (1 — ) et
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Alors e7t — t—e_t = (1 — t) et g (1 — t) .
n n n
t\" t\"
Finalement : e =% — <1 - n> < p e~'. Rappelons que:e " — (1 — n) > 0 et concluons.

t\" _ t?
Vn € N¥, VtE[O,n],Oge_t—<1—) e

. Ll t\" .
c fuit— 7 <6 - (1 - E) > est continue sur ]0, n].
De plus: Vt €]0,n], 0 < f(t) = = <e—t _ (1 _ )n> <

t
vt €]0,n], 0 < fu(t) < —e et lim ( e_t) = 0. Par encadrement il vient alors tlir% fa(t) =0.
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n t—0\n
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Ainsi f,, est continue sur ]0,n] et prolongeable par continuité en 0. Par conséquent / fn(t) dt converge.
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Pour tout élément n de N*, / n <et — (1 — 7) > dt converge.
0 n
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Remarque }iII(l) fn(t) = 0 s’obtient également sans difficulté a I’aide d’un développement limité. On a méme

1
n
/ te tdt.
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fn(t)Nit'

0 2n
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. Soit n dans N*. Vt €]0,n], 0 < f(t) < —e " Donc:/ fa(t)dt <
n 0
—+o0
Vt € [0,400], temt > 0et T'(2) = / te~'dt converge et vaut 1.
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n 1 n 1 “+oo
Alors/ fa(t)dt < —/ te tdt < —/ tetdt = 1.
0 n Jo 0
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Finalement Vn € N*, 0 < I,, < —. Il vient alors sans difficulté par encadrement :
n
ngr—{loo In =0

. Soit n un élément de N*.

n—1 n k n—1 k+1 n—1 n

t) n t n 1
g / 1—-— dtzg —(—) ] = =n —- Or
= Jo ( n Pt k+1 n 0 k=0k+1 P k

Ainsinan:nz %fn[lnm];”rl :”Z %*’ﬂlﬁ(’ﬂ‘l’l).

Ce qui donne: n Z =n (a, +In(n+1)). Finalement :
k=1
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. Soit n un élément de N*. Posons: Vt €]0,n], g,(t) = n (1 - (1 - n) ) gn est continue sur ]0,n].
11-(1-5)" 1 £\*
Vt€07 5 ntzfin:— 1_7
10,m], ga(®) nl1-(1-1) nkz_(J( n)
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Alors tlgr(l)gn(t) = }51(1) (n ,;_O (1 - n) ) =_xn= 1.

n
gn est donc continue sur ]0,n] et prolongeable par continuité en 0. / gn(t) dt existe.
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n n
Pour tout élément n de N*, J, = / % (1 — (1 — t) ) dt existe.
0 n

Remarque }iné gn(t) = 1 peut s’obtenir également en se rappelant (1 +u)* —1 ~ «au.

u—0

n—1

n " t\" 1 £\" 1
gntdt:/ — (1—) dt = — / (1—) dt = — xn(a, +1In(n+1)).
[faoan [15 (1) s D (1) e Do i)



/ gn(t)dt = ap, +In(n + 1).
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TLl n
Vn € N¥, an/ <1—<1—t> )dt:an+ln(n+1).
o t n

—et 1—et —(—t
est continue sur R* et lim h(t) = 1 car: ~ (=?)
t—0 t t—0 t
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5. a. h:t —

1
h est donc continue sur R* et prolongeable par continuité en 0, ce qui suffit pour dire que / h(t) dt converge.
0

Ainsi:

1 —t
11—
U:/ ¢ dt existe.
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Posons : Vt € [1,+o0[, £(t) = eT_ ¢ est continue sur [1, +oo].

—t +o00 +o0o
e
De plus Vt € [1,400[, 0 < £(t) = - <elet / e ' dt converge car T'(1) = / e~ ' dt converge.
1 0
Alors les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent la convergence
+

de/ £(t) dt. Ainsi:
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+o0 et
V= / — dt existe.
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b. Soit n un élément de N*.
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Donan—In:/ ¢ dt+/ ¢ dt:U+/ fdtf/ e—dt:UjL[ln\ﬂ] f/ ¢ ar
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J,—1,=U+1Inn— / eT dt. Rappelons alors que J,, = a,, + In(n + 1). Ainsi:
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an:Jn—ln(nJrl):UJrlnnf/ ertJrInfln(nJrl):Uf/ etdtJrInln(lJr).
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En faisant tendre n vers 400 on obtient y =U — V car lim a, =+, lim € dt=V, lim [, =0

n—-+o0 n—+oo [y t n—+00
1
et lim In (1 + > =0.
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1 1 1
By = (\/§(€1 + €2 —63),%(61 ) _64)’ﬁ(61 +e3+e4),

orthonormale de E et la matrice de u dans cette base est :

0 -3 0 O
3 0 0 O
0 0 0 -6
0 0 6 0

1

w

( —eg —e3+ e4)> est une base




