ECG 2 pour le jeudi 10 septembre

DM1 -sujetA

THEME : REVISIONS ANALYSE

Exercice 1
Etude d’une suite

L
e On pose, pour tout n € N*, v, = Z %
. 1d
1. a) Montrer que: VkeN", f rE
b) En déduire que: VneN*, v n(n) + 1.

On considére une suite © = (1) ey définiepar: uy=1 et VrneN, uy=u,+—.
Up

2. Ecrire un programme python qui prend en argument 7 et renvoie u,. Adapter le code pour renvoyer la matrice

[uo w1 ... unl.
3. Conjecturer un équivalent de u,, a I’aide du test suivant.
4.00
n=100 3.75 1
U= suiteU(n) 350 4
V=np.zeros (n)
S for i in range(l,n+1): 3.25 1
15 VIi-1]1=U[i]*%*2/i 300
Rt 3
o
=
M| X=np.linspace(l,n,n) 2751
plt.grid () 250 ]
plt.plot (X,V,’>*-")
plt.show () 225
2.00 1 I
0 20 40 60 80 100

4. Vérifier que la suite u est croissante et de limite +oo.
5. a) Pour tout entier naturel k, exprimer 112 — u;? en fonction de 1.

b) En déduire que:
n—1 1

vneN*, u,®=2n+1+) — =2n.
k=0 ug?

. . - o1 s 1
6. a) Justifier que pour tout entier n supérieur ou égal a 2 : un2 <2n+2+ > Up-1.

b) Etablir que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :

5 In(n—-1
un2<2n+—+M.
2 2

7. Prouver la conjecture.
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Exercice 2
Intégrales

Pour tout réel a strictement positif et tout entier naturel », on pose :
+00 n
Iy(a) = f e “(1-e7 )" dr.
0

1. Justifier la convergence de I'intégrale généralisée définissant I, (a).
2. a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a

I,(1) = .
n(1) n+1

b) En déduire que, pour tout réel a vérifiant a= 1, on a liIP I,(a)=0.
n—+o00

©

a) Montrer que
YaeR}, VneN, (m+1) I, (a) —1,41(@) = al,1 (a).

b) En déduirel,,;(a) en fonction de I,,(a).
4. Pour tout réel a vérifiant a > 1 et tout entier naturel n, on pose : S, (a) = f Ix(a).
k=0

n+1

a) Prouverl'égalité: S,(a)=——- I,(a).
a-1 a-1

b) Montrer que, pour tout réel a vérifiant a > 1, la série y1;(a) converge.
5. Pour tous x et y réels strictement positifs, on pose

1 +00
B(x,y):f Fla-pnYtdr et F(x):f * e tdr
0 0

On a vu a I'exercice RA8 que
I'(y)
Bn+1l,y) ~ ——

n—+oo pny

a) Exprimer I, (a) sous la forme B(a, ) a 'aide du changement de variable u = e 7.

b) En déduire un équivalent de I,,(a) lorsque n — +oco. Retrouver et améliorer le résultat de la 4.b).
6. Ecrire une fonction Python qui prend en arguments a et n puis renvoie la valeur de S (a).

— FIN SUJET A —
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ECG 2 pour le jeudi 10 septembre

DM 1 - sujet +

THEME : REVISIONS EN ANALYSE

Probleme
Espace L?(R") et inégalités de Cauchy-Schwarz et de Carlson

Dans la suite, on pose E I'ensemble des fonctions f : R* — R continues telles que f " f(t)2dt converge.
1. Structure d’espace vectoriel ’

a) Vérifier quesi f, g € E alors f+oo f(H)g(t)dt converge.

b) En déduire que E est un espage vectoriel.
2. Inégalité de Cauchy-Schwarz

+00
Pour tout (f,g) € E?, onpose: ¢(f,g) :fo f(gydr et D) =o(f, f).
a) Soient f, g € E. Justifier que 'application x € R — ®(f + xg) est une fonction polynomiale de degré au plus 2.
b) En déduire que pour tout (f, g) € E2
o(f, &) <NV
1

Vit

3. Calculer®(u)ottu: t—

4. Inégalité de Carlson
Soit f une fonction continue sur R* telle que ¢ € R* — ¢ f(¢) € E. Lobjectif est d’établir

(fomf(t)dt)4 <n? (f[)+oof(t)2dt) (fom tzf(t)zdt).

Pour simplifier les notations, on pose

+o00o

+00 +00
I = fde, Jp= f(*de et Kp= 2 f(n?de.
0 0 0

a) Montrer que f € Eet I sg(]f+Kf).

b) En appliquant I'inégalité précédente a une fonction auxiliaire, déduire que pour tout A € R}

b 1
I2<=|N;+=K
f<2(H+Af)
¢) Conclure sur I'inégalité.

5. Onpose h: teR— 1/(1+ £?).
a) Calculer Iy,
b) Vérifier que pour tout x € [0;7/2], h(tan(x)) = cos(x)? et tan’(x) = 1/ cos(x)?. A I'aide d’'un changement de
variable, calculer Jj,.
¢) Simplifier Kj, +Jj,. En déduire Kj,.
d) Vérifier qu'il y a égalité dans I'inégalité de Carlson avec h.
6. Application (facultatif)
Déterminer C(a) tel que

Va>%, Ia)?!<C@T2a-1T2a+1).

+00
Pour rappel, la fonction I est définie sur R} parI'(a) = f t% e tdt.
0
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Exercice - informatique
Spirale de Cornu

Pour tout réel ¢ positif, on pose

t
x() =f cos (%) ds
0

t
y(@) :f sin(s?) ds
0

1. Ecrire un programme qui prend en argument ¢ et renvoie une approximation de x(#) par laméthode des rectangles.
2. Proposer un programme python qui permet de représenter 'ensemble des points de R? donnés par :

{ (x,y) | ret-10,101}.

Ci-dessous, le résultat que vous devez obtenir.

0.75 1

0.50 4

0.25 1

0.00 A

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

— FIN SUJET + -
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ECG 2 pour le jeudi 10 septembre

DM 1 - sujet Cube

THEME : REVISIONS EN ANALYSE

Probléme (version cube)
Espace L?(R") et inégalités de Cauchy-Schwarz et de Carlson

+00
Dans la suite, on pose E ’ensemble des fonctions f : R* — R continues telles que f f(x)?dx converge.
0
1. Structure d’espace vectoriel
+00
a) Vérifier quesi f, g € E alors f f(x)g(x)dx converge.
0

b) En déduire que E est un espace vectoriel.

2. Un produit scalaire
+00
a) Justifier que I'application (f, g) € E> — (f,g) = f f(x)g(x) dx est un produit scalaire. On note ||-||, la norme
0

associée.
b) Calculer ||ul? ot u: x — ——.
) llell N

3. Inégalité de Carlson
Soit f une fonction continue sur R* telle que x € R* — xf(x) € E. Lobjectif est d’établir

(f()+oof(x)dx)4snz(fowof(x)zdx) (fowoxzf(x)zdx).

Pour simplifier les notations, on pose

+00 +0o too
Ir= fx)dx, Jr= f(x)2 dx et Ky = xzf(x)zdx.
0 0 0

a) Montrer que f €Eet
s T
Iy SEUf+Kf).

b) En appliquant I'inégalité précédente a une fonction auxiliaire, déduire que pour tout A € R}

T 1
I2<=(Nf+-K
f 2(1f )\f)

¢) Conclure sur I'inégalité.

d) Montrer qu'il y a égalité si et seulementsi f: teR— Y avec a et P strictement positifs et y e R.
a

+pr2

4. Application
Déterminer C(a) tel que

Va> % I(@)*<C@T(a- DI 2a+1).

+o00
Pour rappel, la fonction I' est définie sur R} par I'(a) = f *le~tdr.
0
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Exercice - informatique
Spirale de Cornu

Pour tout réel ¢ positif, on pose

t
x() =f cos (%) ds
0

t
y(@) :f sin(s?) ds
0

1. Ecrire un programme qui prend en argument ¢ et renvoie une approximation de x(#) par laméthode des rectangles.
2. Proposer un programme python qui permet de représenter 'ensemble des points de R? donnés par :

{ (x,y) | ret-10,101}.

Ci-dessous, le résultat que vous devez obtenir.

0.75 1

0.50 4

0.25 1

0.00 A

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

— FIN SUJET CUBE —
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