CHAPITRE ].

Révisions en analyse

Do not worry too much about your difficulties in
mathematics, I can assure you that mine are still greater.

ALBERT EINSTEIN

o Les questions avec indications sont marquées par & .
o Les exercices classiques a bien maitriser sont repérés par &3 .
S 10 . . 3 PN 5.z e
o Alinverse, les exercices « exotiques », réservés i une seconde lecture, sont repérés par $s .

e Le niveau de difficulté de l'exercice est repéré par les symboles < , 4 , ¢4 , $4% (difficulté croissante).

— Suites et séries

Exercice 1. 4 / Est-ce que les séries suivantes sont convergentes? #RA1
T 2n
cos(1/n) (In(n+666)-In(m) | | _ 1
1 sin(n/n) n
)3 L o (@eR).

>> Solution p. 10

Exercice 2. 4 n Soient x un nombre réel strictement pOSitif et (un) la suite réelle ainsi définie : d'dpl es EMl_)/O}’l # RA2
= VneN = 1
U X, n Up+
0 n+1 2 \/_

1. Montrer que, pour n € N*, u, > 1.

2. a) Montrer que la suite (u5),>1 est monotone et convergente.

b) ﬂ Déterminer la limite de cette suite.
3. On suppose maintenant que x # 1 et on considere la série de terme général v, = —1+ uy,.

a) M Frudier la limite lorsque n tend vers +oo de vy41/vp.

b) & Que peut-on conclure pour la série de terme général v, ?
n
¢) P En déduire que la suite (P,,) ,en st convergente oil : VneN, Pu= H Upe.

>> Solution p. 10

Exercice 3. ¢4 Régle de Raabe-Duhamel d’aprés oral ESCP 2025 # RA10
Soient (u) neN €t (Vi) nen deux suites strictement positives.

1. Montrer que si (In(nuy)) zen* tend vers une limite finie ou vers +oo, alors Y u;, diverge.



2. & On suppose qu'il existe un rang ng a partir duquel :

VneN, (n;no = —\—].

Montrer que si ) v, converge, alors ) 1, converge.

On suppose dans la suite que :

3. a) & Montrer que ) up diverge si A < 1.
b) Montrer que ) u; converge si A > 1.
Indication. On pourra poser vy = 1/n® pour un réel o bien choisi.

4. Application
Discuter en fonction de la valeur de y € R de la convergence absolue de la série de terme général

_ YY—-D(y-2)...y - (n-2))(y—(n—-1))
n! ’

n

>> Solution p. 11

Exercice 4. 4 Suite de Sylvester #RA3

On définit la suite (s;) ,en par la relation de récurrence
n
so=2 et VYneN, spr1=1+]] s
k=0

1. a) Justifier que pour tout n €N, Sn+1=Sn(sp—-1+1 (%)

b) Démontrer la relation de récurrence d’ordre 2 suivante : pour tout n €N,

_ 2
Sp+2 = Sn+1” —Sn(sp—1) (% %)

¢) Préciser la limite de (sy) eN-
2. Python

a) Enutilisantlarelation (%), écrire une fonction Python d’entéte Sylvester d’argument 7 et qui renvoie letableau unidimensionnel

[So 81 ... Snl.

b) Reprendre la question précédente en utilisant maintenant la relation (% x).

3. Le code suivant permet de conjecturer la convergence d'une certaine série. Laquelle?

n=10, indice=np.linspace(0,n,n+1)

A=sylvester (n)

B=np.zeros(n+1)

B[0]l=1/A[0]

for i in range(l,n+1):
B[il=B[i-1]1+1/A[i]

Editeur

# résultat
>>> B
array ([0.5 , 0.83333333, 0.97619048, 0.99944629, 0.99999969,
1. p o p o p o p o p o ID)

4. Prouver votre conjecture en montrant dans un premier temps que 1/(sp —1) = 1/(sp4+1 —1) = 1/s5.
Exercice 5. ¢4 %% Soit (c;)men+ Ol ¢y désigne le nombre de chiffres de 'entier 7. d'apres oral HEC 2025 # RAAT
Cn
nn+1)
2. Calculer la somme de cette série.

1. Justifier la convergence de ) _

> Solution p. 13



n Intégrales et intégrales généralisées

Exercice 6. 44 JJ Pour tout réel a strictement positif et tout entier naturel n, on pose :

+00 n
In(a):f e_‘”(l—e_t] dr.
0

. Justifier la convergence de 'intégrale généralisée définissant I;(a).

a) Montrer que, pour tout entier naturel n,ona 1,(1) =1/(n+1).
b) En déduire que, pour tout réel a vérifiant a=1, on a nliT I,(a) =0.
—+00

. Exprimer I ;41 (a) en fonction de I,(a).
. Pour tout réel a vérifiant a > 1 et tout entier naturel n, on pose : Sy (a) = f I (a).
k=0
e 1ex 1 n+l
a) Prouverl'égalité: S,(a)=——-——1I,(a).
a-1 a-1

b) Etablir, pour tout réel a vérifiant a > 1, la convergence de la série Y11 (a).

. Ecrire une fonction Python qui prend en arguments a et n puis renvoie la valeur de Sy (a).

Exercice 7. 4 Le réve du deuxiéme année

Lobjectif de I'exercice est d’établir I'égalité suivante :

N

w

1

2.

3

1 +00
f Fde=Y kK (0
0

k=1

. Soit 1:]0,1] — R définie par h(x) = —xIn x. Donner les variations de k. Que dire en 0t?

. P Soit n € N. Justifier I'existence d’une fonction continue R, telle que

n .k n+l1

u
YueRY, e“=) —+Ruyw) et 0<Rp(w<

P (n+ D1

+00 P
. Pour k€N, on définit J; = f e “u* du.
0

a) Justifier I'existence de J.
b) & Calculer]y.

1
c) En déduire I'existence et le calcul de Ij. = f x*(nx* dx.

On pourra effectuer le changement de variable u = —(k + 1) In x.

n (—l)k e

1
a) Pour tout n € N, montrer que : f x F*dx= Z —'Ik +rp, avec 0<rp<
0 k

b) En déduire I'égalité (o).

Exercice 8. 44 JJ Soient n e N et f;, la fonction définie sur R par :

n ,k

_yv X —x
fn(x)—k;0 ae

. Ecrire un programme Python qui prend en arguments 7 et x puis calcule « de maniére économique » f, (x).
+00
a) Préciser f,, retrouver la valeur de I, = f el dt.
0
+00 tn
b) Montrer que pour tout 72 € N et pour tout x e R*, ona: funx) = f —'eft dt.
X n.
n yk
. Montrer que pour tout x € R}, Y ﬁefxfn,k(x) = fn(2x).

u

1/e

—, K (n+1)len+l’

n
4, Vérifier que, pour tous x € RY, n €N, I'intégrale ;’  f (1) dt est convergente et vaut kgo fre(x).

5

. A-t-onlégalité
X tn
x—+00 n—-+oo

n—+oo Jy n! x—+o0Jp n!

3

xtn
lim ( lim —e_tdt): lim ( lim —e tdr

) ?

>> Solution p. 15

# RA45

# RA4

# RA46



Exercice 9. ¢4 adapté de l'écrit EDHEC 93
Pour tout entier naturel non nul n, on note

1 1
Hpy=1+-+...+—= — et Sp=l+5+...+—= —
" 2 ; " 22 ,glkZ

On introduit aussi les fonctions f;, et g5, définies sur | — 1;+oo| par :

n! n!

n x
=Y I(1+2) et = - '
fn() kz::ln( k) et gnlx) (x+1)--(x+n) ﬁ(x+k)
k=1

Enfin, on introduit les intégrales :

fllx/ITn

1 1
I,= f (x)dx, Up= (x)dx et V= [ (x) dx.
n b 8n n b 8n n l/mgn

Partie I

1. a) Lasuite de terme général H;, est-elle convergente? La suite de terme général S, est-elle convergente?

b) 4 Pour tout nombre réel positif ou nul x, prouver les inégalités :

2
x—?sln(1+x)<x (o)

¢) Enappliquant la double inégalité précédente a x = % montrer que Hy, s Inn.
—+00

2. a) M Exprimer g,,(x) al'aide de f;,(x) pour x € R.
b) En déduire, a I'aide de la double inégalité (e), les inégalités :

UVH, Su (UVHL
f e Mrndx<Uy, <eZn e Hndx.
0 0
1
¢) En conclure que U ~ T,
) q no oo Ha

Sn.

d) Montrer de fagon analogue les inégalités : 0 < V,, < e~ VHn eHZ

n
e) Démontrer que Vy, = o( ) quand »n tend vers l'infini.
1

3. ATlaide des questions précédentes, établirque 1, ~ —.
n—+oo Inn

Partie I1

4. On considere la famille de polynoémes (ej, e2,..., ey) de R, —1[x] définie par :

Vkell;nl, er(X)=x+Dx+2)---(x+k-D(x+k+1)---(x+n)= H (x+1).
i#k

1<i<n
a) ’ Montrer que cette famille est libre. En déduire que c’est une base de R,,_1 [x].

b) En déduire I'existence de coefficients A1,Ap, ..., A, réels tels que :

n
VxeR,  nl=) Aje;j(x).
i=1

c) ’ Calculer A en fonction de n et du coefficient binomial (Z:i)
5. En déduire la formule :

In=n Z )"*1( )(ln(k+ 1) —In(k)).

6. Utiliser cette égalité et 'équivalent de I, obtenu dans la partie I pour justifier 'équivalent :

Z( 1)’““( )ln(k+1) -

n—+oo nlnn’

4

# RAS



Exercice 10. 444 Calcul de ((2)

> Solution p. 17

#RA9

pis s
2 2
On pose, pour tout entier naturel n, Cn :f (cosx)?"dx et Dy :f x*(cosx)%" dx.
0 0
1. Etablir, pour tout entier naturel » non nul, 'égalité : C;,, = (2n—1) (C;,—1 — Cp).
On pourra écrire cos®™ x = cos x cos™ 1 x.
2 C C
2. Etablir, pour tout entier naturel 7 non nul, les égalités : f (sinx)?(cos x)?" 2 dx = 5 L 1= ;—71
0 n-— n
3. Etablir, pour tout entier naturel z» non nul, I'égalité : C;, = 2n—-1)nD;,—1 — 2n2Dn.
1 Dj- D
4. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, 'égalité: — =2 ( nol_ —n)
n? Cn-1 Cn
2
5. a) Justifier, pour tout réel x € [0, 5 |, laminoration: sinx> —x.
n
qos . . . 72 Cn
b) En déduire, pour tout entier naturel n, la majoration: Dy < Ttz
n
+00 1 ]'[2
6. Prouver I'égalité : ===
>> Solution p. 19
Exercice 11. ¢4 d’apres Ecricome  # RAG
On considere la fonction f définie sur I'intervalle I= [0, %] par: f(x) = ﬁ ainsi que la suite réelle (I;) ,eN suivante :

Iozg et VYneN¥, In:fz[f(x)]"dx.
0

A - Etude de la bijection réciproque de f

1. Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle ] que I'on précisera. On note f~! la bijection réciproque.

2. Donner sur le méme graphique I'allure des courbes représentatives de f et de f~1.
3. & Justifier que:

6.

1.
2.

. ® Montrer que f_1 est dérivable surJ\{1} et: VxeJ\{1}, (f_l),(x) =

Vxe], cos(f_l(x)):i et sin(f_l(x)lz 1—%.

xVx2-1

. & En déduire le développement limité en v2 de f ~Larordrel.

B - Ftude de la suite d’intégrales

. & Justifier que la suite (I;;) ,eny+ est bien définie. Calculer Iy.

1 a b

. Déterminer les réels a et b, telsque : Ve e R\ {-1,1}, 1 =—+—.

-2 1-t 1+t

. & Enposant t = sin x, déterminer I;.

& Déterminer le sens de variation de la suite (I;) ,en* -
i 1 1 1
a) ’Montrerque: VneN\{0;1}, In= ——dxz 5 —.
§-% cos(x)” n? cos(ﬂ—i)
n 4 n2
b) & En déduire le comportement de la suite (I,;) ,en+ lorsque 7 tend vers +oo.
V2" n

Montrer que : VYneN, I = +—
# d 2 n+l n+l

In.

Exercice 12. ¢ 44 Dans la suite, a désigne un nombre réel fixé supérieur ou égal a 1, et on pose :
oo gsint too
I:f e ‘”T dt et VneN, In:f e %" dy.
0 0

& Montrer que I'intégrale I est absolument convergente.

a) Calculer Ij.

> Solution p. 20

d’apres EDHEC #RA7



b) & Pour neN*, montrer que sil,_j est convergente, il en est de méme de I, et trouver une relation entre I, et I,,—j.
¢) P En déduire la convergence de I, etla valeur de I, en fonction de n et a.

a) M Rappeler les formules de Taylor-Young et Taylor avec reste intégral. Préciser bien les hypotheses.
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction sinus sur l'intervalle [0, x], montrer que :

x3 x2n+1 x2n+2
VxeR" VneN, sinx — x—F+~--+(—1)" <

en+!|  en+2)

b) En déduire que :

I Ion )
I—(Ig= 2 44 (-1)"—210_
(0 3! U o

K étant un nombre réel que I'on précisera en fonction de n.

<Klzp+1,

1 1
lim |--— +~~+(—1)"—).
n=+oo\a 303 2n+1a2n+l

a) Rappeler la définition de la fonction arctangente, préciser son graphe ainsi que I'équation de la tangente en 0. Enfin, vérifier
que pour tout x € R

c¢) Endéduire:1=

dr
1+¢2°

X
arctan(x) = f
0

t2"+2

n

1
b Montrer que : VneN* Vtel0,1], L " . DL .
) P q [0,1] kgo( ) el i
x2k+1

n
¢) Endéduireque: VneN* Vxel0,1], > (-nk —arctan(x)
=0 2k+1

<

2n+3’
d) En déduire une expression tres simple de I en fonction de « utilisant la fonction arctangente.

> Solution p. 22

Exercice 13. ¢4 Exemple d’intégrales a parameétres : lien entre les fonctions Beta et Gamma
A - Préliminaires +
o0
Soit @ la fonction définie par: VxeR:, o) = f In() ¥ e ! dr.

Pour tout réel x > 0 fixé, on note @y : t € RF — In(1) *le7t,

1. M Justifier que @ est bien définie.

2. Vérifier que la fonction @ est croissante.

3. # Montrerque:  VteR', r<e’-1<tel.

4. a) M Soit x e Rf. Comparer ®(x/2),®(x + h) et ®(2x) pour tout h € [-x/2, x].
b) En déduire la valeur de ]l1in}) h®(x+ h).

Dans la suite, on admer que la fonction ® est continue sur R},

B - La fonction Gamma

+00
Pour tout réel x € R}, on pose : I'(x)= f et dr.
1]

1. A En utilisant I'intégrale de Gauss (I =[1e” @ dy = \/ﬁ), donner la valeur de I'(1/2).
2. P Justifier que pour tout réel x strictement positif, ['(x + 1) = xI'(x).
3. Dérivabilité
a) Soit x € R}. Montrer que:
Vhe [0;+ool, hox) <sT(x+h) -T'(x) <hdx+h).
b) & En déduire la dérivabilité de T sur R} et préciser I (x).
4. a) Comparer I'(1) et I'(2), en déduire qu’il existe a €]1,2[ tel que I/ («) = 0.
b) # En utilisant la question 2, donner un équivalent simple de T'(x) en 0.
c) Préciser la convexité de .
d) ATlaide des dernieres questions, donner l'allure du graphe de I sur ]0;2].

4444 C-Lafonction Beta )
Pour tous x et y réels strictement positifs, on pose : B(x,y) = f ~ra-pnrlde
0

1. & Prouverla convergence de l'intégrale définissant B(x, y).
2. a) P Prouverque: VxeRy,VyeR:,B(x,y) =B(yx).

# RA8



b) 4 Montrer que : VxeR{,VyeR:,Bx+1,))=$B(x y+1).

3. Montrer que:
B(x,y+1)=B(x,y)-B(x+1,y).

vxeRi,VyeRy,

X
B 1,y) = —B(x,y).
(x+1,y) Xty (x,y)

En déduire que : n

4. Soient n un entier naturel non nul et x un réel strictement positif.

n
a) M ATaide de I'inégalité de gauche de la question A-3, montrer que : V1 € [0; n], (1 - —)
n

2 n

t
b) & Montrer que pour tout ¢ € [0; 1], on a (1 - —) e l'< (1 - —) .
n n

¢) & En déduire que
n t n 1
I'(x) = lim (1——) t*~ 1 dr.
n—oo Jo n

X0 X!
5. & Montrer que:VxeR!, T(x)= lim — - lim nn =
n—+oo x(x+1)...(x+n) n—+oo I (x+k)
k=0
r(y) . 1§62
—— puis B(x,y) Troo XV

. + . . -
6. a) M Soit y € R}, Justifier que: B(n+1,y) b0 Y
b) Soient x, y, deux réels strictement positifs.
i) M Vérifier que pour tout n € N*

B(x+n,y)_"_1( x+k ) B(x+n,y)nY T(x+y)

B(x,y) n—+oo  I'(x)

B(x,y)  jop\x+y+k
rxr
ii) & Conclure en montrant que B(x,y) = M
I'x+y)

>> Solution p. 23

Il n'y a pas de probleme, il n'y a que des professeurs.

JACQUES PREVERT
Poete francais (1900-1977).



,{gy e e °
By Indications et solutions
=l sy
Ly
A Indication de 'exercice 1 p.1 3.b) Etablir une relation entre J; et J;_; a l'aide d'une

Pour la seconde série, déterminer un équivalent
simple de chacun des facteurs pour appliquer le critére
d’équivalence des séries a termes positifs.

& Indication de I'exercice 2 p.-1

2.b) Soit ¢, la limite. Passer a la limite dans la relation de
récurrence pour obtenir une équation vérifiée par ¢. Etudier
ensuite la fonction :

fixeR" —2xy/x-1-x
pour trouver 'unique réel ¢ tel que f(¢) = 0.

3.a) Vérifier que

Untl _ Vip—1
vn 2Vun(l+up)

En déduire la limite du quotient.

3.b) Déduire de la limite précédente qu’il existe un entier Ng
tel que pour tout entier n = Ny,

0<vp41 < EU"'

Conclure en comparant la suite (v;) ala suite géométrique
/2™ ,,.

3.c) Considérer In(Py).

& Indication de Pexercice 3 p.-1

On rappelle que pour deux suites (ay) 5, (by) telles que

an ~ b
n n—o0 n»
si by = 0 pour tout n € N, alors a, est positif a partir d'un
certain rang.

2. Justifier que pour n = ng

Uny
Up < —vp.
Unyg

3.a) A l'aide d’un équivalent, justifier que la suite (In(nuy,)),,

est croissante a partir d'un certain rang pour pouvoir
appliquer la question 1.

& Indication de P'exercice 7 p-3

2. C’est une réécriture de la formule de Taylor-Lagrange.

intégration par parties.

& Indication de Pexercice 9 p.-4

1.a) Pour I'inégalité de droite, on peut penser a un argument
de concavité. Pour I'inégalité de gauche, étudier la fonction

2
(p:xé[R*»—»ln(1+x)—(x—x7).

2.a) Vérifier que g, = e,
4.a) Faire un test de liberté f Hreg = 0 et évaluer cette relation
k=1

aux points -1, -2, ..., —n.

4.c) Evaluer la relation précédente en —k pour obtenir
N = n-DF1(E7]).

& Indication de P'exercice 11 p.5

A.3.Pour x €], que dire de fo f1(x)?
Pour la seconde relation, on rappelle que pour tout ¢ € R,

cos(1)? +sin(r)? = 1.
A.4. Rappelons le théoreme de dérivation de l'application
réciproque.

Soient f:1—J,acletb= f(a).

. — [ estbijective et
i
— f est dérivable en a avec f’(a) #0,

alors f~1 est dérivable en b avec
-1\ 1 1
D) ==
(f ) f'@ (1)
A.5. Pour une fonction g dérivable dans un voisinage de a, on
dispose du DL al’ordre 1:
g =gl@+g (a)(x—a)+o4(x~ a).

B.1. Justifier que la fonction tangente est dérivable sur [0;7t/4]
et

B.3. Effectuer un changement de variable
t=sin(x), df=cos(x)dx.

Ne pas oublier
sin? (x) + cos®(x) = 1

pour pouvoir se ramener a la question précédente.

B.4. Vérifier que

n/4

FO*(f@-1)dx.

Int1-In=

Puis étudier le signe de 'intégrande.



B.5.a) Poser a, = J — # et justifier ensuite les inégalités

/4 n/4

/4
f(x)”dx;f fx*dx = flap)dx.
an

an

B.5.b) Justifier I'existence de g €]0; 1[ tel que

I 1
= —.
n n2 6]”

En déduire la limite.
B.6. Procéder par intégration par parties. Justifier de plus que:
tan(x) f' (0 ()" = f0)"2 - f 0"

P Indication de 'exercice 12 .6
p

1. Pour 'étude en +oo, partir de I'inégalité :
vreR", [sin(n)|<r
2.b) Intégrer par parties pour obtenir
n
Ip=—-1-1.
a

2.c) Justifier que pour tout n €N,

n!
oattl’

In—

3.a) On montre que pour tout n € N,

2n) _ (—1)" 2n+1) _ (

sin sin et sin -1)"cos.

4.b) Reconnaitre une somme géomeétrique.

P Indication de I'exercice 13 .6
p

A.1.C’estune intégrale généralisée en 0 et +oo. Pour tout x > 0,
montrer que @y (f) est:
— négligeable devant 1/£2 lorsque ¢ tend vers +oo,
— négligeable devant */2=1jorsque ¢ tend vers 0% .

A.3. Pour l'inégalité de gauche, penser a un argument de
convexité. Pour celle de droite, étudier la fonction g : t €
R— ref —(e! - 1).

B.1. Effectuer un changement de variable u = v/7.

B.2. Faire une intégration par parties.

B.3.b) Revenir a la définition du nombre dérivé comme limite
du taux d’accroissement.

On trouve I' (x) = ®(x).
B.4.b) Justifier que I'(x) ~ 0 1/x al’aide de la question B.2.
x—
C.1. Faire une comparaison avec des intégrales de Riemann.

C.2.a) Faire un changement de variable u=1-1t.

C.2.b) Procéder par une intégration par parties.

C.4.a) Remplacer ¢ par —¢/n.

C.4.b) Que dire si r € [y/n; n]?
Etudier dans un second temps la fonction définie sur [0, /7]
par:

t r?
f:t»—»nln(l——)+t—ln(l——).
n n

C.4.c) Partir de 'encadrement
2 n
t _ t _
(1——)e ts(l——) <e’ !
n n

n
f e ' ldr — T().
0 n—oo

et de la limite

C.5. Justifier que
n t n 1
f (1——) 7 dr=n"Bn+1,x)
0 n
puis que
n n

B(n+1,y) = nTyB(n,y) = (k]l )

)B(l,y) ()

C.6.a) Pour la premiere équivalence, utiliser la relation
précédente (o).
Pour la seconde équivalence, utiliser le fait que la fonction

u—B(u,y)
est décroissante, pour écrire
B(n,y)=B(x,y) =2B(n+1,y)
oun=x].
C.6.b)i) Pour la premiere égalité, ne pas oublier la question

C3.
Pour I'équivalent, utiliser la question C.5.

C.6.b)ii) Utiliser

IL'(y)

BV o S

qui permet aussi d’avoir un équivalent simple de B(x + n, y)
lorsque n tend vers +oo. Puis utiliser aussi

B(x+n,y)nY Tx+y)
B(x,y) n—too T(x)

Exercice 1 p-1

RA1

® Remarque. On évitera les raisonnements faux tels que :
— 1+1/n — 1ldonc
n—oo

1 1
-~ =
pltn n

Il'y a donc divergence par le critere d'équivalence.

— Commeoa=1+1/n>1, par les séries de Riemann, la série
converge. Ici le raisonnement est faux car a ne peut dépendre
de n.

Le bon réflexe est d’exprimer le terme général sous forme



exponentielle.

Pour n€N*,ona

1

1
- =—-exp(=In(n)/n)
n'n n

Par les croissances comparées In(n)/n — 0, puis par
n—oo

continuité de I'exponentielle en 0
exp(—In(n)/n) — 1.
n—oo

On en déduit I'équivalent

n

Par le critere d’équivalence des séries a termes positifs, la
1 . L. .
sériex1/n'* 7 est divergente car la série harmonique 'est.

e Par continuité de la fonction cosinus
1
cos|—| — cos(0)=1.
n ) n—oo
Par équivalent usuel, n/n — 0,
n—oo
(T T
sin(%) ~ X
n/ n—oo n
De plus,

B 666 666
In(n+666)-In(n) _  In(1+88) _;

— — 1.

n n—oo

Or par équivalent usuel, on a aussi

1 1
2nln(1——) ~ 2n-(——)=—2.
n) n—oo n

Puis par continuité de la fonction exponentielle

1)%" 1
(1——) :exp(2nln(1——)) — e72.
n n n—oo

Par produit, le terme général est alors équivalent a

e 2 1

m pol
Par le critere d’équivalence des séries a termes positifs, la
série de I'énoncé et la série ¥ 1/n*"! sont de méme nature.

Par les séries de Riemann, il y a convergence si et seulement
sia—1>1,soita>2.

Exercice 2 p-1
RA2
1. Soit n e N*
Mt -2Vt
" 2\/Un—1 2\/Un—1
PN

D’ot le résultat.
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2.a) Soit n e N*.

1+up 1+ up (1-2y1y)
Up+l —Un = —Up= .
n+1 n ZVGZ; n ZyﬁZ;

Orl-2yup<l-2V/I<-let
1+ up(1-2vun) <1-up <0.

On en déduit que uu4+1 — up < 0 et la suite (Up)pen*
est décroissante. Elle est aussi minorée par 0. D’apres le
théoréme de la limite monotone, la suite est convergente.

2.b) Soit ¢, la limite. Comme

VneN* Upil = 1+ Un
) n+l = 2\/u—n;
on a par passage a la limite
1+¢
0=——.
2Vt

Soit2v€-0 =1+, puis2v¢-£—1-£€=0.

Létude dela fonction continue x € R} — 2y/x-x—1-x donne
une unique solution positive (théoréme de la bijection sur
[1;4+00[).

3 %

On constate que ¢ = 1 est une solution « évidente ».
Finalement

up — 1.
nVl—>OO

3.a) Soit n e N*.

1+u,

vpet 2y ' (VIm=1)? -1
Un un—1  2yun(up—1)  2/tn (Vin+1)0°

Comme u; — 1, on a maintenant
n—oo

Un+1
v, n—oo

3.b) En revenant a la définition de la limite d’une suite, il existe
Np € N tel que
1

< —

<3

Un+1
Un

VneN, n=Np

D’out pour =Ny
1
0<vp4) < Evn

Par récurrence, il vient :



Autrement dit, il existe ¢ € R tel que

c
Vn =Ny, Osvnsz—n.

La série géométrique Y. 1/2" est convergente 1/2 €] —1;1[.
Par le critére de comparaison, }_ v; converge.

3.c) Soit neN

n
In(Py) =Y In(ug)
k=0

Or In(uy) =In(1+ vy) vy, car vy — 0.
n—oo

n—co
Par le critere d’équivalence des séries a termes positifs
(question 1, v, = 0), la série Y In(uy) converge. Par
définition, la suite des sommes partielles de la série (c’est-a-
dire la suite (In (Py,)),,) converge vers une limite finie. Enfin,
par continuité de '’exponentielle, la suite (Pj),, converge.

Exercice 3 p-1

RA10

Cet exercice propose d'affiner le cas particulier du critere de
D’Alembert (hors-programme en ECG mais la démonstration
est instructive).

1. ¢ Rédaction 1. Dans les deux cas, la suite est minorée. 1l
existe donc c € R tel que

VneN*, In(nuy) = c,

eC
d’ol VneN*, Up=—.
n
Comme la série harmonique Y 1/n est divergente, la série
Y up l'est aussi par le critere de comparaison.

e Rédaction 2.

On se place dans le cas d'une limite finie, le second cas étant
similaire.

On pose ¢, la limite de (In(nuy)). Par continuité de la
fonction exponentielle en £

= eln(nun) ¢

— €.

In(nuy) — € puis nu

Comme e’ # 0, on obtient

o~

e
Uup ~ —.
" p—co n
Par les criteres de Riemann et d’équivalence pour les séries
a termes positifs, Y u; diverge.

2.Posons ¢y = uy,/ vn,. Pour tout entier n = ng, on dispose des
produits télescopiques

Up n-l Uk+1 < nl:[l Vk+1 _ Un
Ung  k=ny Yk  k=ny Yk Ung

Puis 0<unp<cyvp.
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Remarque. On aurait aussi pu établir cette inégalité par
récurrence.

On conclut par le critére de majoration sachant que la série
Y vy converge.

3.a)Ona

In((n+1)up+1) —In(nuy)

:ln(n__”%)zln l+l)+ln(%)
n  up n 1775
o) i3+ (3)
=—+o0o|—|+In{l-—+0|—
n n n n

1 A (l) 1-A (1)
=—-—+o0|=|=—+0|—]|.
n n n n n

Pour A # 1, on obtient

In((n+Dup+1) -In(nuy) ~
n—oo n
En particulier, pour A < 1, on en déduit qu'a partir d'un

certain rang ng
In((n+ Dup+1) —In(nuy) > 0.

La suite (In(nupn)),s,, est dés lors croissante. Par le
théoréme de convergence monotone (In(nuy)) tend vers
une limite finie ou vers une limite infinie. En reprenant la
premiere question, on en déduit la divergence de la série

ZUn.

* Remarque. Par le critere d’équivalence des séries a termes
de signe constant, les séries

Y In((n+Dups1) —In(nup) et Y %

sont de méme nature (donc ici divergente). Plus précisément,
les termes sont positifs et donc les suites des sommes partielles
tendent vers +oo. Comme les sommes partielles se simplifient
par télescopage, on peut donc méme étre plus précis : la suite
(In(nun)) s, tend vers +oo.

3.b) On a déja vu que

%_I—A‘FO
Un n

1
pak
Donnons un développement similaire avec vy,.

v n+1)~% 1\7¢ o
n+1:( ) _(1+_) —1-%40
Un n-« n

)ll )
.
Par différence :

Uptl VUpsl _ O—A (1)
- = +o|—|.
Un Un n

Ainsi pour a # A
Untl  Vntl a-A

Un Vp N—o0 n

Sia < A, on constate qu’a partir d'un certain rang ng

Un+l  Vn+l Up+1 < Un+1

Un Un Un Un
De plus si on choisit a > 1 (c’est possible car A > 1, par
exemple o = (1+A)/2), on a aussi la convergence de la série
Y. v. On conclut alors avec la question 2 sur la convergence
de la série }_ uy,.



4. Cette question nétait pas présente dans le sujet original de
I’ESCP.

On a pour tout n € N*,

n-1
my-i
i=0
Up = —'
n:

Pour 7 = y, on en déduit par télescopage

un+1|_ igo(Y_l) n! ‘_|Y_”|_n_Y
Un |_ (n+1)! nﬁl(y—i) T n+l n+1
i=0

(n+1)—-(y+1) )

n+1 n+1l n n

Y+1 1+y 1

—1-— o[ ).
D’apres le critere démontré a la question précédente
appliquée a la suite (|upl)y, il y a divergence pour 1 +y < 1
et convergence pour 1+ y > 1. De plus pour y = 1, la suite
est nulle a partir du rang 1 et la série associée est donc
directement convergente. En résumé, il y a convergence
absolue si et seulement si y = 0.

Exercice 4 p-2

RA3

1.a) Soit n € N.

n n-1
spa1—1=[] sk=sn [] sk =sn(sn—1).
k=0 k=0

D’ot le résultat.

1.b)

Sp+2 = Sp+1(Sp41—1)+1  d'aprés * aurangn+1
2
=Sn+1” —Sp+1+1

2
Sp+2 =Sp+1” —Sn(sn—1).

1.c) La suite (sp)pen €St positive (récurrence immédiate a
partir de la définition). Deés lors pour tout n € N*

n—-1
Sn=Spn-1)+1 =1+ H =1
k=0
(relation valable pour 7 = 0). Puis
n-1 n-1
sp=1+ ][] sg=1+ ][ 1=2
k=0 k=0
Et de nouveau
n-1 n-1
sp=1+[[sg=1+ [[2=1+2"
k=0 k=0

Par minoration Sp — +oo.

n—oo

2.a)
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def sylvester(m):
S=np.zeros (n+1)
s[0]=2
for i in range(n):
S[i+11=s[il*(S[il-1)+1
return S

# test

>>> sylvester (4)

array ([ 2., 3., 7., 43., 1807.1)
2.b)

def sylvester2(m):

if n==
return np.array ([2])

S=np.zeros(n+1)

s[ol=2

S[1]1=3

for i in range(n-1):
S[i+2]=S[i+1]** 2-S[il*(S[i]l-1)

return S

# test
>>> sylvester2(4)
array ([ 2., 3., 7., 43., 1807.1)

3.a) Si on note Cj, la somme partielle de la série " 1/s5,
no1
Cn = Z h—
k=0 Sk
alors le code nous renvoie le tableau unidimensionnel

[Co Ci Cio].

On constate une convergence trés rapide vers 1.
Il 'y a pas égalité avec 1 avec les erreurs d’arrondis. Noter
aussi qu'on aurait pu directement calculer B via la ligne

B=np.cumsum(1/sylvester (n))

4.SoitneN
1 11 1
sn=1 sp+1—-1 sp-1 sSn(sn—1)
03]
= 1- —
Sn-1 Sn
1 (sn—l)_l
Sp—1 Sn sn
D’ou
% 1 X ( 1 1 )
n=0Sn p=o\Sn—1 Sp+1-1
! 1 1
so—1 snt+1-1 sNe1— 1
N L tend vers 1

Or la suite (s;), tend vers l'infini, ano 5
lorsque N — +oo. On en déduit la convergence de la série
Y 1/sy etl'égalité

1

1
+-o+—
7 43 1807

La suite de Sylvester permet de décomposer en fraction
égyptienne. L'égalité



donne pour les valeurs deN € {1,2,3}

1 1 1 1 1 1 1 1 1
l=—+=+=, l=c4-4-+—, l=ct+—+-+—+—
6 2 3 7 42 2 3 7 43 1806
Exercice 5 p.2
RA47

1. Le plus petit nombre contenant ¢ chiffres est 10°~1. D’oi

vneN*, 10 lsn
puis In (10%‘1] = (cn - 1)In(10) < In(n)
et cp<1+ In(m)

"= In(10)

On en déduit 'encadrement du terme général

Cn 1+In(n)/In(10)
0< <
nn+1) nn+1)

Par les croissances comparées (et par encadrement), on
obtient

5 =l)
——=0(—7|-
nn+1) n3/2
La série de Riemann Y 1/ n3/2 est a termes positifs et
convergente. Par le critere de négligeabilité, la série

Y cp/(n(n+1)) converge.

2. Posons pour tout p €N, ap = 107 — 1 de sorte que tous les
entiers entre ap + 1et ap+1 contiennent exactement p + 1
chiffres. Posons aussi

ap cn
Sp= —_—.
P W; n(n+1)

Comme la série est convergente, on a une suite extraite
convergente vers la méme limite

) +00 cn
im S, = _—
p—too P n; nn+1)
De plus, pour tout k € N
A1 cn Ak+1 (k+1)
Sk+1 =Sk = PYSEREN = D)
n=ap+1 n(n+1) n=ai+1 nn+1)
Af+1 1
=(k+1) _—
n:%ﬂ nn+1)
Af+1 1 1
=k+1) Y (--—)
n=az+1 1 n+1
1 )
=(k+1) - —) télescopage
aj + 1 A4+ 1
1 1
=D o 10k+1)
S S, = 9(k+1)
k+1 75k = T
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puis pour p € N, par télescopage une nouvelle fois et a I'aide
des résultats sur les séries géométriques dérivées

Pl P=lok+1)
Sp=So+ Y Sk+1-Sk=So+ ) ———
p =0 k+1 =9k =0
k=0 f=o 10F*1
9 d . i-1 N
=0+— ) iq olig=1/10
1075
9 110
p—+oo 10 1 2
(1-1)
En conclusion
to ¢ 10
y —F—=—=LII1...
= nn+1) 9

II est possible de tester a I'aide d'un court programme
Python qui calcule une somme partielle de la série a un
ordre assez grand.

s=0

for n in range(1,10000):
c=len(str(n)) # renvoie cn
# car cela convertit n en chaine de
# caractéres
# puis compte le mombre de caractéres
# (hors-programme)
s+=c/(n*(n+1))

print (s)

>>>
1.1106000000000007

Exercice 6 p-3

RA45

1. Lintégrande est continue sur [0;+oco[. On a une intégrale
généralisée en +oo. Or, au voisinage de +oo, on a

— —n\n —
e at (1 —e t) ~ e ﬂt'
t—+oo
+00 .
Comme f e~ %' dt converge, par le critere d’équivalence

0
des intégrales des fonctions positives, I, (a) converge.

2.a) Posons, pour A >0,

A
Tn(A) =f e f(1-e" )" dr.
0

On a une primitive explicite, d'oll

1 _pyn1]? 1 _a\ntl
A =|— 1— = l— .
Tn(A) [n+l( € ) 0 n+1( ¢ )
Alalimite I,(D)= lim J,A) = !
n _A~+m)n _'n+1'

2.b) Pour tout réel a = 1, on a pour ¢t = 0, at = ¢ donc
e < e’ 1l en résulte que 0 < Iy(a) < I,(1). Comme
1,(1) n:;oo’ par le théoreme d’encadrement, 1, (a) n:;oo.



3. Posons J;(a,A) = fé“e_‘” (1-e7%)" dr. Ainsi

Jn(a,A) =Jp+1(a,A)

= [ a-ey e ey ar

A _at —-nn —t
:fo e (1-e"1)"[1-(1-e"")] dt

A n
=f e (1-e e dr.
0

On effectue une intégration par parties avec les fonctions,
de classe €', u et v définies par

1 _—pyn+l Py o=t (1 a—B\ 1
u(:)_—n+l(1 e )7, Wm=et(1-¢7F)

at

v(t)=e 9, ar,

V' (t) = —ae”

Jn(a,A) =Jp+1(a,A) =

1 e_at(l_e_t)n+l

n+1

A

A
a —at —t\n+l
. n+1f0e (1-e7H)" " du.

En passant a la limite quand A tend vers +oo, on obtient :
a
h(@-Ip+1(@ =0+ ——I41(a).
n+l1

Et en réorganisant les termes

In+1(a) = mIn(a)-

+1

4.a) Procéder par récurrence. C’est relativement clair pour
I'initialisation, pour 'hérédité :

1 n+1
Sp+1(a) =Sp(a) +1p41(a) = —— — In(a) +1p41(a@).
a-1 a-1
n+l+a
Orl,(a) = —1,4+1(a), donc
n+1
1 n+l+a a—1
Spr1(@) = ——-—Ip1(@+ In+1(a)
a—1 a—1 a-1
1 n+l+a—-a+1
= - In+1(a)
a—1 a—1
1 n+2I @
=—- a.
a-1 a-1 i+l

4.b) Comme tous les termes de la somme Sy, (a) sont positifs, la
suite de terme général S; (a) est croissante. Elle est majorée
1

par ;=7 d’apres la question précédente, donc la suite est

bien convergente. La série converge.

5. On découpe le programme en deux parties. La premiére
calcule I, (a) a I'aide de la relation de récurrence de la
question 3. La seconde applique la formule de la question
4.a). On obtient par exemple :
def calculln(a,n):

I= 1/a # valeur de IO
for k in range(O,n):

I=(k+1)/(k+1+a)*I
return I
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def calculSn(a,n):
I=calculIn(n,a)
return (1-(n+1)*I)/(a-1)

Exercice 7 p.3

RA4

1. La fonction & est dérivable sur ]0; 1] comme produit de deux
fonctions dérivables sur ]0; 1]. Pour tout x €]0;1],

W (x)=-In(x)-1.

De plus
1

— Xs-.
e

W) =20 < Inkx<-1

On en déduit que & est croissante sur ]0; 1/e] et décroissante
sur [1/e,1]. Précisons que limy+ h(x) = 0 et h(1) = 0. La
fonction & est donc prolongeable par continuité en 0.

On notera h ce prolongement avec

h(0) =0.
Notons que /2 a un maximum donné par a(1/e) = 1/e.

2. D’aprés la formule de Taylor-Lagrange appliquée a la
fonction exponentielle (de classe (tg””“) entre0et u:

‘exp(nﬂ)(t)‘

(n+1)!

n (k)
e- 3 op 2 (O)(u—O)k

(u— 0)n+1
=0 k!

< max
tely,

ou I, estle segment dont les extrémités sont 0 et u.
On simplifie sachant que pour tout entier naturel k, exp
exp et par croissance de 'exponentielle

k) _

< max |exp(s)| =e".
tel0;ul

max

exp
tely,

(n+1) (t)‘

On obtient ainsi le résultat en posant R, par

nuk

VueR', Rpw=e%-

k=0 k!

La fonction Ry est continue sur RY par différence de

fonctions continues.

3.a) Lintegrande u — e “uk est continue sur [0;+ocol, on
a donc une intégrale généralisée en +oco. De plus, par les
croissances comparées :

1 1
e Uuk=o (—) (et—;O).
+oo| 27 )

Or l'intégrale 1+°°1/u2du est une intégrale de Riemann
convergente. Par le critere de négligéabilité, J;. converge.

3.b) Soit k€ N*.
Pour A€ R}, on pose

A p—
Ik,A:f e
0

Par intégration par parties (les fonctions sont €!)

Uyk du.

A A
Jea= [—e_”uk]o +f e “k-uf1du.
0



Par passage alalimite, on constate queJ; = kJ;_;. Précisons
que Ji # 0 pour tout k € N* (on intégre une fonction
positive, continue et non nulle). Par produit télescopique

Tk k

K i=k

Jo I£]ll J!
Comme Jp =1, on obtient J;. = k!.

3.¢) Le changement de variable est 6! strictement monotone
sur ]0; 1] avec

u=—(k+Dlnx gy  (k+1)  (k+D
x=e B dx x e_ﬁ.
Des lors les intégrales I et
0 u \k u \k e_ﬁ
—k o u R d
];-oo(e H) ( k+1) ( k+1) u
1k +00
:¥f e “ukdu=
(k+1k+1 Jo

sont de méme nature. Comme J; converge, on a aussi
I'égalité

-k
(k+ 1)k+l Ik

-1k

(k+DEE

I =

4.a) Ona

1 1
f x Fdx= f e N gy
0 0

[t (—xln)f
_fo y L)

+ Ry (—xInx)dx

o k!

1 ~
Z( xnm) +Rp(h(x)dx
(—xIn(x)) LS.

:kgonHfo Ry (h(x))dx

par linéarité de I'intégrale (et la continuité de Ry, oh sur [0;1].
Or d’apresla3.c)

n (—l)k

f xIn()kdx= Y 0
k=0

(— )k
k=0
et

1 _ 1 h(x)l’l+1 h(x)
Osfo Rn(h(x))dxsfo de question 2

1 (l/e)"Hel/e

“J o m+1)
(l/e)n+lelle

1 -
Ogj(; Rn(h(x))d)(f$ W

D’ot le résultat avec la 3.b)

1
'n= fo R, (R(x)) dx.

4.b) On a aussi

n (—l)k n 1 n+1 1
Ik: = —_
kgo k! kgo (k+ Dkl kgl kk
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avec le changement d’'indice k — k+ 1.
De plus, par encadrement r, n—0>00. On conclut par passage
alalimite n — +oo dans I'égalité de la question 4.a).

Exercice 8 p.3

RA46

1. Si on pose uj = xK/k! alors on a la relation

fn(x) = ( > uk)e_x

k=0
et la relation de récurrence
X
Up = —Up_1.
k A k-1

On s’appuie sur ces formules pour construire le code :

def fn(mn, x):

u =1
s = u
for k in range(l, n + 1):

x / k *xu
s += u
return s * np.exp(-x)

u =

2.a) La fonction f; est dérivable par produit d’'une fonction
polynomiale et exponentielle. Pour tout réel x

fnu-Z

= k-0 5

Soit A € Rf. On a une primitive avec t — —n! f;, (1).

A
f et dr = nl(fn(0) — fu(A).
0

Par les croissances comparées f;, est de limite nulle en +oco.
De plus, f,(0) =1, il vient

I,=n!

2.b) De méme:

+00
f theldt = nlfy(x)
X

3. D’apres la question précédente

+00 tn _t
fnx) = f —e ldr.
2x Nl

Et, avec le changement de variable ¢ = u+ x etla formule du
binéme ensuite, on a

+0o (y+x)"
2X) = _—
fn( X) /};

n!

+oo0 N 1
k. n-k, —-x_,—u
= E ——xu" e e "du

_ nxk
:exZH

e W) gy

+00 un—k

(n—k)!e

““du

fax)=e"* Z fn k(X0



4. Comme toutes les intégrales sont convergentes, par
linéarité de l'intégrale, on peut intervertir la somme finie et
I'intégrale pour obtenir

+00 n p+oo tk

t _ n
fa(nde=Y e fde=Y fr(x).
x k=0v* : k=0

5. L'égalité n’est pas vérifiée. D'une part

X t”l
lim —e tdt
n—+oo Jg n!

lim
X—+00

- i 1~ ) -

D’autre part

X ¢n
lim lim —eftdt] = lim 1=1.
n—+oo | x—+o0 Jy n! n—o00
Exercice 9 p-4

RA5
1.a) D’apres les résultats sur les séries de Riemann, on sait que

Lp @ T
sont respectivement divergente et convergente. En revenant
a la définition avec les sommes partielles :

—  (Hp), diverge;
—  (Su)y converge.

1.b) Par concavité de In, on sait que
In(1+x) <x.
e Rédaction 1
Pour I'inégalité de gauche, on introduit la fonction

2
cp:xeR+Hln(1+x)—(x—%).

La fonction  est dérivable sur R avec

"(x) = ! 1-x)= ! 1+x
¢ 1+x T 14x

. n
uis X)=-———=+12
P ¢ (1+x)2
On en déduit que ¢’ est croissante. Comme ¢’ (0) = 0, ¢’ est
positive sur R*. La fonction ¢ est croissante sur R*. Comme
¢(0) = 0, on en déduit que ¢ est aussi positive sur R*. Ce qui
conclut.

* Rédaction 2.
Posons W : x € Rt — In(1 + x) de classe €3. D’apres la
formule de Taylor avec reste intégral :

W(x) = y(0)+y (0)(x—0)+ o

Or on constate que w® (1) = 0, I'intégrale est positive (les
bornes sont dans le bon sens). On en déduit que :

n
W(x) = w(0)+y'0)x+ WT(mxz,

" X (v — 1)2y,3)
wz(O)(x_0)2+f -0ty
0
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1
c’est-a-dire Inl+x)=0+x— Ex .

2

Ce qui conclut.

1.c) Linégalité précédente se réécrit :

+ x*
VxeR™, ln(1+x)sx<ln(1+x)+?.
En évaluanten 1/k ol k € N*
1 1 1 1
ln(k+1)—ln(k):ln(1+% $%$h’1(1+%)+m

En sommant :

k=1

n n
Y In(k+D-Ink) < )
k=1

=

On reconnait une somme télescopique

Puis

et

1
In(n+1)<H,<ln(n+1)+ Esn.

In(n+1) Hj, In(n+1) 1 Sy
< < +-- .
In(n) In(n) In(n) 2 In(n)

In(n+1) _ In(n)+In(1+1/n)

= — 1
In(n) In(n) n—-+00

Sn
In(n) n—oo

car (S;;) tend vers une limite finie.
Par encadrement

Hy,
In(n) +oo

D’out'équivalent demandé.

2.a) Notons que

Ainsi

:|:

fn(x)—ln( 1( )): (ﬁ[%k]i(km

o

n
IT (k+x))

||

H(k+x))

fa(x) =-In(gn(x)).

—

gn(x) = e_fn(x).

2.b) En reprenant les inégalités de la question 1.b)

%—%sln(l+%)<

&

puis par somme pour k € [1; n]

et

2

X
xH, - ?Sn < fn(x) < xHp.

2
e’z Sn—atn 5 gn(x) = e /¥ 5 g=xHn,

n 1 n
<) In(k+D)-In()+- Y
k=1 2

|



Pour x € [0;1/v/H}], on obtient

eS,L/(ZH,,)—an >gn(x) = e—xH,,.

D’ou le résultat par intégration.

2.c) Ona
1/vH 1/vH
f ne_XHndx: _Le_XHn nzi[l_e_VHn]
0 n 0 n
1
< —.
Hpn
Des lors
esn/(ZHn) . L >Un > L (1 _e*\/Hn)
Hp Hp
et eSn/(2Hn) > II/JIQ‘ =1-e VHn,
n

Comme Hj, ~ In(n), on a en particulier Hy e +o00 et
—00

1-e Vi
n—oo
S S
0 et exp(—n) — 1.
2H; noo 2H,, ) n—oo

((Sp) converge vers une limite finie et par composition). Par
encadrement
Uy, 1

— 1 uis Up~—.
1/H, n—oo" P ""H,

2.d) On reprend I'encadrement (valable pour tout x € R*)

2
e%snfo,, > gn(x) = e~ *Hn
pour x€ [1/y/Hy;1],ona:

Sn _
ez Hnzg (=0

sa (L _
puis e f e MHndy>v,>0
1/H,
1 _ 1
et eSnl2 | _—_g=xHn =V, =0.
Hpn 1/vH,
Sp/2
en _ _
D’out — e ‘/ﬁ"—e Hy =V, =0.
Hp
Spl2
. en's
Finalement T e VHn =V, =0.
n

2.e) Par encadrement
H,V, — 0.
n nn—*OOO
D’oti le résultat.

3. On a par la relation de Chasles

I,=Up+Vy.

va=o(5i-) =)
=8, °\inm

Or onavuque
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1 1

t Up ~ — ~
¢ "1, Inn

s 3 1 1
c’est-a-dire Up=——+ o( ) .
In(n) In(n)

Par conséquent

_b
In(n)’

1 1
I,= +0|—— it I
" In(n) o(ln(n) ) sottin

4.a) Soient py, 1o,..., U, € R tels que

M=

Hie; =0R,_[x] (%)
1

i

Soit ky € [[1; n]]. Notons que —ky est racine de e; pour tout
i € [[1;nll\ {ko} mais n’est pas racine de ey, . Des lors, en
évaluant - kg dans I'égalité (x), on obtient

Mo €k (—kp) =0.
——
#0

D’ou Mk, = 0. Pour tout k € [[1; nll, ug = 0, la famille est libre.
Comme la famille contient dimR;_[x] = n vecteurs, c’est
une base de R;,,—1[x].

4.b) C’est une conséquence de fait que la famille est
génératrice. Ainsi le polyndme constant égal a n! s’écrit
comme combinaison linéaire de la famille (ey, ..., ey).

4.c) Soit k € [[1; n]]. On évalue la relation précédente en —k :

n
nl=)Y Ajej(—k) = Aper(-k)
i=1

n
[T ¢-k.

k-1
or e(-b= [] G-b=][[0-k-
i=1 i=k+1

itk
i€[i;n]
On effectue le changement d’indice j = k—i dans le premier
produit

k-1 k-1 k k-1 k
[Mi-b=[1n=D T j=F -1
i=1 i=1 j=1

puis le changement d’indice j = i — k dans le second produit

n n-k
[[ G-k=1]]j=m-k!
i=k+1 j=1
Finalement
A n! n!
ekl )R L k— Ditn— k!
1)
=n(—l)k_1- (n-1)!

(k=Di(n-1-(k-1)!

_ _ k—l. n-—1
=n(-1) (k—l)'

o k1l
)\k—n( 1) (k—l).



5. On a par linéarité de I'intégrale

1 | n 1
1n=f ——dr= ) A nekidx
0 [T(x+1) k=1 0 [MI(x+1)
i=1 i=1
1
= d
Z 0 itk

I, = Z Ar(n(k+1) —In(k)).
k=1

D’ot1 le résultat avec ce qui précede.

6.0On avu queI; ~ 1/In(n). Le résultat s’en déduit en divisant
par n.

p-5
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Exercice 10

1. Soit n € N*. Effectuons une intégration par parties avec les
choix

u(x) =sinx u'(x) = cosx
v(x)=cos?™ 1x  V(x)=-@2n-1)sinxcos?" 2 x
Ainsi,
n
Cn = foz cosxcos? 1 x dx

x n
= [sinxcoszn_1 x]é +@2n-1) fOZ sin? xcos?" 2 x dx
(car sin® =1-cos?)
x x
=0+@2n-1 f02 (cosx)2n—2 dx—fo2 (cosx)2™ dx|.
Finalement,
vneN*, Cn=02n-1(Cy-1-Cp).

2. Soit n € N*. D’apres le calcul précédent,

2 C
fz (sinx)?(cosx)?" 2 dx=Cjy_1—Cp = —=
0 2n-1
De plus, I'égalité trouvée au 1) entraine
Cp=02n-1Cy_1-2n-1Cy
. 2n-1
puis Cp= on n—1-
Ainsi, en remplacant :
LY
2 C Cp-
fz (sinx)2(cos )22 dx= —2_ = 2171
0 2n-1 2n

3. Soit n € N*. Effectuons deux intégrations par parties
successives. La premiére en posant :

u'(x) = —2nsinxcos?" 1 x

Vix)=1

u(x) = cos?" x

v(x)=x
Ainsi,
s
2
Cn :f 1 x cos? x dx
0
Y

2 . _
+2nf xsinxcos?? !
0

xdx

SARNE

freot

e
:nf 2 (2x) x (sinxcosz"_1 x) dx
0
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Puis la seconde intégration par parties avec :

u=sincos?™ 1 ' =cos? n_2n-1)sin 2 cog2n—2
v(x) = v(x)=2
Ce qui donne Cy, =
s
n ( x% sinxcos? ! x] 2

s

2
—f %2 (coszn x—
0

Y n
2 2 A _
:—n([ xzcosznxdx—(Zn—l)f *%sin? xcos2" 2xdx)
0 0

(2n —1)sin? xcos?" 2 x] dx)

-@2n- l)f 1 cos x)coszn_zxdx)

=-nDu-02n-1)(Dp-1-Dyp)

On en déduit
Cn=@n-1)nDy_; —2n°D,,.

4. Soit n € N*. Isolons le terme —5 : d’apres la question 3,
Cp _ (2n—1)nDy—y

5 —2Dy,

n? n
Comme cos?” est positive, continue et non identiquement

nulle sur [0, /2], 'intégrale C;, est non nulle :

1 _ 2n-1)nDy— 2Dn

n2 nZCn Cn
Cp—
n__xn 1,d'0i1
-1 2n
1 2n—1 nDyj—1 Dy
=2 _o
n? Cn n? Cn
2n nDy-1 Dy
= — X _2_
Cp-1 n2 Cn
Dj,— D
S R R
Cn—l Cn

Il vient

1 2 (Dn—l Dy, )
Cn-1 Cn

5.a) Rédaction 1
Posons, pour tout réel x € [0,5], f(x)
fonction f est ¢! sur son domaine de définition, et Vx €
[0,m/2], f'(x) = cosx — % La fonction cos est continue
strictement décroissante sur [0,7/2],cos0 = 1 > 2/m et
cosm/2 =0 < 2/m. D’ol1 le tableau de signe suivant pour [,
qui entraine le tableau de variation de f : Ainsi, f = 0 sur
[0, t/2]. Conclusion :

= sinx — %x. La

be . 2
VxE[O,—], sinx= —x

2 T
Rédaction 2.
La fonction sinus est concave sur [0;m/2]. La courbe
représentative sur cet intervalle est donc au-dessus de la
corde passant par les points d’abscisse 0 et 7/2.



y=02/mx

5.b) Soit n € N*. D’apres ci-dessus, pour tout x € [0,7/2],
T,
0<x< —sinx
2

D’ou, par croissance de t— 2 sur R*
2
b
x? < —sin’x
4
En remplacant, comme cos>”
I'intégrale,

= 0 et par croissance de

2 3
D, < Tf sin? xcos?" x, dx
0

Or d’apres la questions 2.

LS

2 Chp-
[2 (sin x)%(cos x)2" 2 dx = —2—1
0 2n
donc en décalant les indices :
2
C
VneN*, Dp< _—=n
4 2n+2
6. D’apres la question 4), pour tout 7 € N*,
no1 " (Dy_ D
y L2y (% _ C_k)
k=1 k k=1 k-1 k
D D
=2 (_0 - _”)
CO Cn

Car on reconnait une somme télescopique. Or

11 gm/2 73 T
DO:—[x] =— e Cp=,
3 0 24 2

donc
Dy 2n°x2 n?

Co  24m 6
D’apres la question 5 avec C; >0
2
ocPn ™ 1
n 8 n+1

Donc, par le théoréme d’encadrement,

Dyn/Cp n:;OO.

Finalement
sl
Py
k=1 k= 6

Exercice 11 p-5
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A.1. La fonction cosinus est strictement décroissante sur
[0;7t/4] et a valeurs dans R}. La fonction inverse x € R} —
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1/x est strictement décroissante sur R} . Par composition, f
est strictement croissante [0; 7t/4].
De plus, f est continue et

1

D’apres le théoréme de la bijection, f réalise une bijection
de [0; /4] dans

fo=1, f(%)

J=1[1;V2l.

A.2. Utilisons Python. On rappelle que le graphe de la
réciproque s’obtient par symétrie par rapport a la droite
d’équation y = x.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

plt.clf )

x=np.linspace(0,np.pi/4,200)
y=1/np.cos(x)

plt.plot(x,y,’b’,label="f")
plt.plot(y,x,’k’,label="reciproque de f’)
plt.plot ([0,2%*%(1/2)],[0,2*%*x(1/2)],’r’,
label=’y=x’)

legend ()

show ()

plt.
plt.

149 — f
—— reciproque de f
— y=x

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14

A.3. Par construction de I'application réciproque, pour tout
x€]

fOf_l(x) =Xx.

c’est-a-dire
1

cos (f~1(x)

On en déduit la premiére relation par passage al'inverse. De
plus

sin® (f_l(x)) =1-cos? (f_l(x))
=1- i
x2
Comme f~!(x) € [0;m/4], sin(f~!(x)) = 0 et on a bien la
seconde formule.

A.4. Par quotient, f est dérivable sur [0; /4] avec

sin(x)

vxelo;m/4l, f(x)=

cos(x)2’



Pour tout x € 1\ {0}, f’(x) # 0. Par le théoréme de dérivation
de I'application réciproque, f~! est dérivable sur J\ {f(0)} =
J\ {1} avec:

T TR (al

F(1w)  sin(flw)

On en déduit la formule demandée a I'aide des relations de
la question précédente.

A.5. La fonction f~! est dérivable en v/2 donc il existe un DL
env2alordre 1 et:

o =f_1(\/§)+(f_1),(\/§)(x— \/§)+o\/2[x—\/§].

Or f(n/4)=v2,n/a=f1(V2) et
_1y _ 1 V2
(r )(\/E)——ﬁm— o
D’out
(f )(x) g %( —§)+o\f(x V2).

B.1. Soit n € N*. La fonction x € [0;71/4] — f(x)" est continue,
I'intégrale I;, est donc bien définie. De plus

pis

7 1
Iz_fo cos(x)2 dw= [tan(x)]o o

B.2. Soit t e R\ {+1}

a b a+n+b1-1)
1-t 14t Q-00+0

_(a+b)+(a—b)t

- 1-12 ’

Par identification, on cherche a, b tels que

1

a+b
a-b =

On constate que le choix a = b = 1/2 convient.

B.3. Le changement de variable ¢ = sin x est de classe €' avec
dt = cos(x) dx. Ainsi
cos(x)

I :f
0
- f% 1
- 0 cos(x)2
N 1
= —_— d
fo 1-sin(x)?2 cos(x) dx

2oy

2
I = dr
! fo 1-¢2

On poursuit a I'aide de la question précédente

2 1
f__dt
1 1+¢

=3 [ In(t-1)+In(1 + 1)

I

-cos(x)dx

]\[/2.
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Apres simplifications, il vient
1
I =5 nG +2V2).
B.4. Comme pour x € [0; /4], f(x) =1,0na

FO < f)-f)" = fontL

Par croissance de l'intégrale (avec les bornes dans le bon
sens)

fzf(x)"dxsfzf(x)”“dx.
0 0

C’est-a-dire In<Ij41.

La suite (I;); est croissante.

B.5.a) Posons a; = /4 — 1/n2. Comme f est une fonction
positive

fzf(x)”dxzfzf(x)"dx.
0 an

De plus, f est croissante et a valeurs dans R*. Ainsi f" est
croissante : elle est donc minorée sur [ay; /4] par f (an)".
Par croissance de l'intégrale

fzf(x)"dxz Zf(an)" dx
an an
= (E - an]f(an)n

4

D'out le résultat en remplacant a;, et f(a,) par leurs
expressions.

B.5.b) On peut poursuivre la minoration. Il existe b € [0;/4[
tel que pour tout n =2

1 1
72 cos(b)"”
Comme 1/ cos(b) > 1, par les croissances comparées
1 1
; cos(b)” nj<;0+oo

n=

Par minoration,

I, — +oo.
n—o0

B.6. Soit n € N*. Procédons par une intégration par parties
sachant que les fonctions considérées sont de classe 1.
Rappelons que sur f 2 = tan’ sur [0;71/4].

In+2

:fzf(x)'”z dx
0

:fz F@? f(0" dx
0

:f4 tan’(x) - f(x)" dx
0

= [tan(x)~f(x)"]§ _fz tan()nf (%) f(x)" " dx.
0

Or, on constate que
sin(x)?

t o=
an(x) - f1(x) cos(x)3

a 1- cos(x)2
cos(x)3

= f(x)3 - fx).



On a donc
tan(x) f'(0) £ (0" = F(0)"2 - f0)"

puis
pis

fz tan()nf (%) £ ()" dx = n(ue2 —1n).
0
De plus, on a aussi
[tan(x)- f(0)"]; = 2",
il vient Lns2 = (W2) " = n(la2 —1y).

Ce qui donne le résultat.

Exercice 12 p.6
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1. La fonction .
_qtSint

t

est continue sur ]0, +oo[. On a une intégrale généralisée en
0 et +oo.

@:t—|e

e Ftudeen 0.
A partir de I'équivalent usuel de sinus en 0,

sin(f) ~ t et ) ~ 1.
()tHO (p()tao

La fonction ¢ est prolongeable par continuité en O,
I'intégrale est convergente au voisinage de 0 (on dit que
I'intégrale est faussement impropre en 0).

o FEtude en +oo.
Comme :

vreR", |sint|<t,

ona:

ot

Vtel0,+oof, O0s@(t)se”

Or l'intégrale f0+°°e_°‘t dr est convergente, le critere de
comparaison sur les intégrales des fonctions positives
permet d’affirmer la convergence de

+00 +00 3 t
f (p([)dt:f ‘e—o‘tﬂ
0 0 t

C’est-a-dire I'absolue convergence de I'intégrale I.

dr.

2.a) On a directement
+00
Ip :f e *dr=
0

2.b) Sil,_; est convergente et sachant que les fonctions ¢ — ¢
ett— —ée""t sont de classe €1 sur R*, et le crochet ayant
une limite finie, 0, en +o0o, on peut directement intégrer par
parties sur [0,+o0l, et les deux intégrales écrites seront de
meéme nature.

1 _ ]t 1
_Zemar
x

0 o

1 +00
In=|-- tne—at
[0

n [t _ _
+—f e 1y,
o aJdo
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Des lors, si (I;,—1) est convergente alors I est convergente
et
n
Ip=—1-1.
o
2.c) On montre par récurrence que, pour tout n € N, I, est
convergente et

n!
Ip=——.
an+l

3.a) Soient x e RT, neN.
La fonction sinus est de classe €2"*2 sur [0, x]. On peut
donc appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2n +
1. De plus,
sin®®(0) =0, sin®**V() = (-1F
et ‘sin(Z”J’z)(t)) = )(—1)'“rl sin t) <1.

Il vient alors

) X3 " x2n+l
sinx — x—§+--~+(—1) —_—

2n+1)!
x2n+2
< ( max ‘sin(Z”J’z)(t))) -
t€(0,x] 2n+2)!
x2n+2
< —.
2n+2)!

3.b) En renommant x en ¢ et en multipliant les deux membres
—at
de I'inégalité précédente par eT =0, il vient

e—txtSint _( —at _ le_mt2+--- =n" —att2n)
t 3! 2n+1)!
e~ 2n+l
< —.
2n+2)!

Par inégalité triangulaire et croissance de I'intégrale (toutes
les intégrales étant convergentes), on obtient finalement
implique :

I I
‘I—(Io—3—2'+---+(—1)” 21 2n+1-

2n+1)!

< Dn+1
2n+2)!

En particulier, on peut choisir
1
= @nsa
3.c) On sait que

Dp+1 1
@2n+2)!  (2n+2)a2n+2’

Sachant que o = 1, on peut affirmer par les croissances
comparées que ce terme tend vers 0 lorsque n tend vers
+o00. En appliquant le théoreme d’encadrement a partir de
I'inégalité de la question précédente, on obtient

I I
I= lim 10__2+...+(_1)n 2n .
n=tool = 3l @n+1)!
Or, on a aussi
k!
VkeN, I = st

Ce qui conclut.
4.a) Cours.
Comme la fonction arctangente est de classe €1, on a par le

théoréme fondamentale de 'analyse que

X
arctan(x) —arctan(0) = [ arctan’ (1) dt.
0



D’ot le résultat.

4.b) Soient n € N*, ¢ € [0,1]. En utilisant une somme
géométrique de raison —12 #1, on trouve

Z(Dkzk +tz:Z(—t2)k— 1

2
rt 1+1¢

1- (_ t2)n+1 1
1+1¢2 1+1¢2
t2n+2

=(-D"

1+12°

4.c) Soit x € [0,1]. En intégrant la relation précédente sur [0; x]

norx X dt x g2n+2
Zf (—l)kt2kdt—f 2=(—1)"f g,
k=070 0 1+¢ 0 1+¢

d’oty, par inégalité triangulaire,

n r x2k+l X t2n+2
Y (-1 —arctanx| = dt
o 2k+1 o 1+¢2

X

sf 2n+2 4,
0
x2n+3

< .
2n+3

Finalement
2k+1

Z( Dk

—arctan(x)| < .
2n+3

4.d) Comme ﬁ 0 on en déduit par le théoreme

d’encadrement

Z(—)

2k+1

— arctan(x)

En particulier, pour x = é etavec 3.c, on conclut :
1
I=arctan|—|.
o

Remarque. On peut poursuivre la simplification en montrant
que pour tout x € R*,

+7/2 six>0

arctan . .
—T/2 six<0

l) +arctan (x) = {
X

Exercice 13 p-6
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A.1. Soit x e R},
La fonction @y est continue sur ]0; +oo[, ®(x) une intégrale
généralisée en 0 et +oco.

e FEtudeen 0.

Posons
_(1-x0+1

2
Par les croissances comparées

X
=1-—-€l]l-x1[
2

%@ (0) =% Inpe ! = '?(Inte”! —.,0
—

Autrement dit

1
@x (1) =00+ ( t"‘)

Or fy 5 1 df est une intégrale de Riemann convergente car « <
1. De plus ¢t — 1/t est une fonction positive. Par le critere
de négligeabilité. Lintégrale fol px(f)dt est convergente.

o Ftude en +oo.
Par les croissances comparées tchx(t) , — 0dolu
—+00

1
waooft)

En raisonnant comme précédemment (ffrooﬁdt est

convergente), on prouve la convergence de f 1+°° Px(D)dt.

Finalement, ®(x) est convergente.

A.2.Soient x, y e R} avec x< y,
D(x) —D(y)
+00
:f Intx ¥ 11— %)e ! dr.
0
Comme y—x=0

1-tY"*20 site]0,1]

1-tY" <0 site[l,+oo]

On en déduit que, pour tout ¢ > 0, les réels Int et 1 — t¥~*
sont de signe opposé. Donc la fonction

t—In@O* 1 (1-YY)e !
est négative sur RY. On en déduit que
P(x)-P(y) <0, puis P(x)<D(y).
La fonction ® est donc croissante.

A.3. Linégalité de gauche résulte de la convexité de la fonction
exponentielle. La courbe représentative est au-dessus de la
tangente en 0.

2.5

1.5
y=exp(x)




VieR, ef=1+rt.

Pour la seconde inégalité, en remplacant ¢ par —¢ dans
I'inéquation précédente, il vient

e lz1-1.
On multiplie pare’ = 0:
1=—re’ +el.
On en déduit que :
el —1<re’.

A.4.a) Soit h € [-x/2, x]. Par croissance de ®

<x+h<2x

N &

donne @(g) <O(x+h) <D2x).

A.4.b) On en déduit un encadrement du produit h®(x + h) en
distinguant suivant le signe de h.
— Sih=0alors:
x
ho (5) < h®(x+ h) < h®(2x).
Donc par encadrement
lim Ad(x+h)=0.
h—0%
— Sih<Oalors:
X
ha (5) > hd(x+ h) > hd(2x).
Donc lim h®(x+h)=0.
h—0~
Comme les limites a droite et gauche existent et sont égales,
il vient
lim h®(x+ h)=0.
h—0

B.1. Effectuons le changement de variable u = /7, de classe
6! sur ]0; +oo strictement croissant.

1
w=1, du=——dr

2Vt

Lintégrale de Gauss étant convergente, on a convergence de
I'(1/2) avec I'égalité :

+00 2 +oo 1
f e ¥ du:f e f—dt
0 0 2Vt

2
Or par parité de u— e~ ¥

+oo 5 1 [too o Tt
f e”du:—f e “du=-"—.
i} 2

Finalement
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B.2. Fixons x € R}. Soient A € R} et € € Rf. Procédons par
intégration par parties en introduisant les fonctions u et v
de classe ¢! définies sur Ry par:

ut) = r* . W@ = xr*t
o) = -et V' = et
A A

f e ldr = f u(®)v' (nde

€ €

A
[u(t)u(t)]ﬁ—f W (Du(r)de

€

A
[- txe_t]£+xf *le~tdr.
€
Passons 2 la limite avec € — 0%, A — +00

efe ™ — 0, A¥e™® — 0.
e—0" A—+oc0

Notons I'emploi des croissances comparées dans le second
cas. Finalement,
I'(x+1) =xI'(x).

B.3.a) On a par linéarité de I'intégrale
T+ h) - T(x) = f(:oo (" 1) e " ar.
D’apres 'encadrement de la question 4.a) appliquée au réel
hlnt (ot £ > 0), on obtient
hint<t"-1<hin() "
On multiplie par t¥e~ et on integre, il vient :
h®(x) <T(x+h) -T'(x) < h®(x+ h).

B.3.b) En admettant que ® est continue en x,

lim ®(x + h) = O(x).
h—0

On déduit alors de 'encadrement précédent avec i = 0 que :

IF'x+h-T'x
lim ST g
h—0* h
En adaptant I'argument, on a la méme limite mais pour
h <0. Donc la fonction T est dérivable en x et I (x) = ®(x).
Ce résultat étant valable pour tout x € R}, la fonction T est
dérivable sur R avec
r'=0.
Comme il est admis que ® est continue sur R}, la fonction
T est donc de classe €1 sur R} .

B.4.a) On vérifie que I'(1) = 1 puis, avec la question B.2.
re)=ra+n=1-r1)=1.

D'out T'(2) = I'(1). La fonction I' est continue sur [1;2],
dérivable sur ]1;2[, le théoréme de Rolle impose I'existence
de a€]1;2] telle que I’ () = 0.

B.4.b) La fonction I est continue en 1 avec I'(1) = 1. D’apres la
question B.2.

x[(x)=T(x+1) — I'(Q)=1.
x—0%

N 1
D’ou 1“(x)0+ 2



B.4.c) Ladérivée de T est ® qui est croissante sur I'intervalle R}
(voir question A.2.), donc I est une fonction convexe sur R .

B.4.d) On obtient :

C.1 Soient x, y € Rf. La fonction
@:t— " la-pn¥!

est continue sur ]0;1[, on a donc une intégrale généralisée
enOetl.

e FEtudeen 0.

) ~ —/——.
o )t—>0+ l=x

Or l'intégrale de Riemann fol 1/t'=%dt est convergente
(1 —x < 1). Par le critéere d’équivalence des intégrales de
fonctions positives, I'intégrale de ¢ est convergente en 0.

o Ftudeen 1.

AT T

Une comparaison avec une intégrale de Riemann justifie,
comme précédemment, la convergence.

Finalement, I'intégrale B(x, y) est convergente.

C.2.a) Effectuons le changement de variable %!, strictement
décroissant u=1-1t, du=—dt.

1
B(x,y):f la-nYlde
0
0
:f 1 -w* 'u " (—duw
1
1
=f 1-w* u " du =By,
0
C.2.b) Soient €, n€]p; 11.
Intégrons par parties, (les fonctions considérées sont de
classe €1)
n
f *oyd-nYtde
€

1
=[-t*-a- t)y]2+f -V de
€

n
— f tx-y(l—t)y_ldt — yB(x+1,y),
€ Eﬂ({t
nﬁ

- —t1-0¥]) — o,
-] —
n—1-

n
- f xt* 11 -nY"1dr — xB(x,y+1).
€ e—0*
n—1-
D’ou1I'égalité demandée par passage a la limite.

C.3. Soient x, y € R} . Par linéarité de l'intégrale

B(x,y)-B(x+1,y)
1
:f Fla-py 1o Fa-p¥ylar
0
1
:f [tx_l—tx)(l—t)y_ldt
0
1
:f fla-pna-nYtde
0
1
:f T la-nYdr=B(x,y+1).
0

ATaide des relations précédentes

B(x+1,y) = ;B(x.y+ 1)
X
= ;(B(x,y) -B(x+1,).

D’oti la relation

1+ x)B(x+1 ¥ =B,y
y oy
Le résultat s'en déduit apres simplifications.

C.4.a) Soit ¢ € [0;n]. On a vu a la question A.3. I'inégalité de
convexité
VxeR, 1+x<e”.

Appliquée a x = —t/n, il vient

1_£se—t/n
n

Comme 1 - t/n =0 et la fonction x — x” est croissante sur
R™, il vient
(1 - i)n < (e_”"]n =et.
n

C.4.b) La relation a démontrer est claire lorsque ¢ € [/n, ).
Considérons le cas ¢ € [0, /7[.
On définit sur [0, /7] la fonction

t 12
f:t»—»nln(l——)+t—ln(1——).
n n

La fonction f est dérivable sur [0, y/n[ avec

“12+(n-
f,(t)zt[(t D%+ (n 1))>
(n-1(n-1?)

Des lors, pour tout ¢ € [0, /z], f(£) = f(0) =0.
On en déduit que

t 2
nln(l——) sln(l——)—t.
n n



Linégalité demandée s’en déduit par croissance de la
fonction exponentielle.

C.4.c) On déduit des deux questions précédentes et par
croissance de 'intégrale

n t2 n t n
f (1——)ettXIdt<f (1——) ~lar
o n o n

n 1
sf e ¥ ldr.
0

Or, par définition,

n
lim e 1" ldr=T(x).
n—+oo Jo

D’autre part,

lim
n—oo

n [2
(1——)e_ttx_1dt
0 n

_ N Y
L =ldr— lim —f e it ldr
0

n—oon

n
= lim e
n—oo 0

=I'x)-0-T(x+2)=T(x).

Le théoréme d’encadrement permet alors de conclure.

C.5. Le changement de variable de classe ¢!, u = t/n donne

n t n 1
f (1——) t*tdt=n*B(n+1,x).
0 n

Par récurrence a partir de la question C.3. ou par produit
télescopique, il vient

B(n+1,) = —B( )= ]'n[L B(1,y)
At FE NUTS7) ket
1 1 1
Or B(l,y)zf (1-pY " de=-,
0 y
on en déduit que pour tous n€N, y e RY
n!
Bn+l,y)=————.
¥ yy+D...(y+n
Ainsi,
n t n 1
f (1——) t*rdr=n*B(n+1,x)
0 n
. n!
x(x+1...(x+n)’

Il suffit alors de passer a la limite lorsque 7 tend vers 'infini
et de reconnaitre I'(x) dans le membre de gauche grace a la
question précédente.

C.6.a) En reprenant la relation de la question C.3.

Bn+1,y) & Blk+1,y)
B(l,y) ;- By
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Or . )
1 1
B(l,y):f ty_ldtz[—ty] ==.
0 Yy lo Y
D’ou
Bntly=— "t =™
yiik+y  Meok+y)
k=1
Expression que I'on peut réécrire par
B Ly = nYn! 1
(n+1,y)= - W

I1(k+y)
k=0

On conclut en remarquant que d’apres C.5. (avec I'(y) # 0)

n¥n!
T Tl W)
M k+y) "7
k=0

Soit x € R} . Sachant que la fonction
u—B(u,y)
est décroissante, il vient pour n = | x]
B(n,y)=B(x,y) =B(n+1,y)
puis (les quantités sont positives)
B(n,y)-xY =B(x,y)-x¥ 2B(n+1,y)-xV
ou encore

Yy
=B(x,y)x’ = (Bn+1,yn’)- x

(B(n,y(n-1)Y)- e

(n-1)Y

On poursuit a partir de 'encadrement issu de la définition
de la partie entiére (x —1 < n < x)

y
(B(n,y)(n-1))- ((x—fl))) >B(x, y)x¥ =B(n+1,)n’.
Or, d’apres ce qui précede

y -1Y —
B(n+1,y)n” — I'(y), Bn,yn-17 — T/

Par le théoreme d’encadrement
B(x,y)

—
xY  x—+o0

I'(y).
Ce qui conclut sachant que I'(y) # 0.

C.6.b)i) Par produit télescopique

B(x+n,y)
B(x,y)

= Bx+k+1,y)
B(x+k,y)

k=0

S

x+k
x+y+k’
Ona

no x+k

x+n [ogx+y+k

Bx+n,y)
B(x,y)

_X+y+n

Xt+y+n n *n!
I'(x)

I'x+y)
Yl

nsoo  x+n
I'x+y)
n—oo T'(x)nY "




D’ot le résultat.

C.6.b)ii) On a d'une part
B(x+n,y)nY Tx+y)

B(x,y) n—oo T'(x)

et d’autre part (deuxiéme point du 6.a))

v e

Bx+ny ~

n—oo (n+ x)¥ n—oo ny '
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Soit
B(x+n,y)nY Ty

B(x,y) n—oBxy)

Par unicité de la limite

I'(y) _ I'x+y)
B(x,y) T(x) °

D’ot1 le résultat (aucune quantité n’est nulle).
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