CHAPITRE 2

Rappels et compléments d’algebre linéaire

Un mathématicien est une machine a transformer le café en théoremes.

PAUL ERDOS
Mathématicien hongrois (1913-1996).

_ Rappels et compléments sur les espaces vectoriels

1.1 Rappels : e.v, s.e.v, familles de vecteurs

Pour résumer, un espace vectoriel E est un ensemble muni de deux lois « + » et « - » telles que :
¢ E est stable par multiplication a gauche par un nombre: VA€ R, Vu€eE, A-ueE.
* Eeststable parsomme:VYu€eE VYveE, u+vek.
ily a de «bonnes regles de calcul » entre les lois « + » et « - ».

Par exemple :
— VYuekE, 0-u = 0g (le vecteur nul).
— VYuekE, VA HER, A(p-u)=Axp-u.
— Vu,veE VA peR, A (u+v)=Au+A-v et A+pW-u=A-u+p-u.
— VAEeR, Au=0g — A=0 ou u=0g.

SiA#0 alors AMu=Av => u=v.
— V()\,p)e[Rz, Y (u,v) €EE?:
Siu#0g alors Au=p-u = A=p

Les éléments de E sont des vecteurs.

Exemples de référence.
¢ R est un espace vectoriel avec les lois + et - définies par
Yu=(x,...,xp) ERL,Yv=(y1,...,yn) eR", VAER

Uu+v=01+y, x2+y2, .., Xn+tyn) et Au=QAxxy,...,Axxp).

* Lensemble .4, ,(R) des matrices de taille (7, p) est un espace vectoriel pour les lois usuelles.

* Les ensembles R[x] et R,[x], respectivement des applications polynomiales et des applications polynomiales de

degré au plus n, sont des espaces vectoriels pour les lois usuelles.

¢ L'ensemble </ (I,R) des applications d'un ensemble I a valeurs dans R est un espace vectoriel pour les lois usuelles.

A Attention. Un espace vectoriel n’est jamais vide.



Combinaisons linéaires, sous-espaces vectoriels

Dans la suite, une famille finie de vecteurs de E est la donnée d’une liste finie (u1, uo,---, u,) de vecteurs de E. Le
cardinal de la famille est alors le nombre de vecteurs.

DEFINITION combinaison linéaire

Soit (uy, ..., u,) une famille finie de vecteurs deE.
On appelle combinaison linéaire des vecteurs uy, ..., u,, tout vecteur v s'‘écrivant

n
v= Z Ai-u; avecpourtout i€[[l,nll, A;eR.
i=1

DEFINITION sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel et F une partie deE. F est un sous-espace vectoriel deE si
e F est non vide.
o F est stable par somme, c’est-a-dire : V(u,v)eF?, u+veF.

e F est stable par multiplication par un nombre, c’est-a-dire: YueF,VAeR, A -uekF.

Remarque. Les sous-espaces vectoriels sont les parties (non vides) de E stables par combinaisons linéaires.

Méthodes.
e Pour vérifier que F est un sous-espace vectoriel, on se contente de vérifier que pour tout nombre A et tous vecteurs

u,vdeF, A-u+veFetF#d.Pourle second point, il suffit d’exhiber un élément de F, le plus simple étant O.

¢ De plus, on démontre que tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel. Donc, en pratique, lorsqu’on souhaite
prouver qu'un ensemble est un espace vectoriel, on montre que ’ensemble en question est un sous-espace vectoriel
d’un espace vectoriel de référence (R”, R[x], 4}, p®)...)

<> Les ensembles suivants, munis des lois usuelles, sont-ils des espaces vectoriels?
E ice 1
x:armce E; = {(x,y) eR?| x;y}, Es = {(a,b,c) eR3| b=2a+c}, E3 = {(a,b,c) eR3| a—b:Z},
— E4:{(a,b,c)eR3|a2+c2:b}, E5:{(a,b,c)eR3|abc:0}, Eg = {PeR[x] | P(0) = 3}, p. 35
A
i 4 E;={PeR[x] | P3) =0}, Eg={feo/(RR),3IKeR VxeR||f(x)| <K},
o Eg={feo/RR),VxeR||f(x)] <K} ot KeR] estfixé, Ejp={fe/[RR) | f estpaire}.
# CAl
PROPOSITION intersection de sous-espaces
SoientF, G deux sous-espaces vectoriels deE.
Alors l'intersection F N G est un sous-espace vectoriel deE.
A Attention. En général, c’est faux pour la réunion.
Exercice 2
T ++4 P Soient E un espace vectoriel et E1 et E; deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose
'»,f que E; UEp est un sous-espace vectoriel de E. On veut montrer qu’alors E;  Ep ou Ez < Ej. p. 36
| o Si Eq c Ep, alors la conclusion est vérifiée. Supposons donc que E; ne soit pas inclus dans E;. '
- Montrer que nécessairement Ep c Ej.
# CA2



DEFINITION sous-espace vectoriel engendré par une partie finie

Soient E un espace vectoriel et X une partie finie deE.
Lespace vectoriel engendré par X est défini par I'ensemble des combinaisons linéaires d'éléments de X. On le note
Vect(X). Autrement dit, siX = {uy,..., Uy}, alors

Vect(X) = { veE

n
AL LA ERY, =) Nju }
i=1

Remarque. Comme son nom l'indique, Vect(X) est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, il contient le vecteur
nul.

Vocabulaire.
* Un espace vectoriel engendré par un vecteur non nul est une droite vectorielle.
e Un espace vectoriel engendré par deux vecteurs non colinéaires est un plan vectoriel.

drée par ¥

Plan engendré par (u, v)

Pour rappel, deux vecteurs u, v sont non colinéaires s’ils sont non nuls et il n’existe pas deréel A tel que u=A - v.

Familles génératrices, libres et bases

DEFINITION famille libre finie
Soient E un espace vectoriel et m € N*, on dit que la famille & = (uy, ..., uy,) de vecteurs deE est une famille libre si la

seule combinaison linéaire nulle est la combinaison linéaire a coefficients nuls. Autrement dit,

m
Y (AL,...,Am) ER™, Y Airui=0g = Vie[l,m], A;=0].
i=1

Remarque. Soit (u,v) € E2. La famille (u, v) est libre si et seulement si les vecteurs u et v sont non colinéaires.

Exemple. Dans le cas des polyndmes : une famille finie (Qy,...,Q,) de R[x] est une famille libre si elle est de degrés
échelonnés. C’est-a-dire,
0 <deg(Q1) < deg(Q) <--- < deg(Q,).
Exercice 3. 4+ Exemples #CA3

1. # DansR*: Montrer que la famille (e;,€,€3,€4) de R* est libre oi1
£1=(3y_]-)1r0)r 82:(1r1)_1)0)r 83:(_1)2r1)0) et 84:(1)1r1)1)-

2. A quelle condition sur le polynome P € R, [x] la famille (P¥)
1 1 1 0 1
1 o BT [0 1 11

a) Justifier que la famille (A, B, C,D) est une famille libre de ./ (R).
b) Que dire de la liberté de la famille (A, B,C,D,1,)?

est une famille libre de R,,[x] ?
1 0
1 1/

kel[[0;n])

3. Dans .45 (R) : Posons A = , C=

ke



4. 4+ Dans les espaces fonctionnels : Etudier la liberté des familles suivantes.
a) P Lafamille formée de f; =1In, f> = exp et f3 = idg dans o/ (R, R).
b) Lafamille & = (tan,tan?,..., tan”) dans o/ (] - /2, 7/2[, R).

¢) M Lafamille (fi)ie[[o;n]] oll f;: x€R— |x—i] € Rdans « (R,R).

DEFINITION famille génératrice finie

Soit4 = (uy, ..., up) une famille finie de vecteurs deE.
On dit que 4 est une famille génératrice deE, si tout vecteur de E peut s'obtenir comme combinaison linéaire a partir

des vecteurs de . Autrement dit si,

p
Pour tout vecteur v € E, il existe Ay,...,Ap €R tels que v=)_\; - u;.
i=1

Remarque. Sous forme condensée, ¢ est génératrice de E si Vect(¥4) = E.

4 Dans chacun des cas suivants, donner une famille génératrice de |'espace vectoriel.

Exercice 4
A 1. F={(xy;2) eR3 | x-2y=2z}.
“f p. 37
] Y 2. G:l'espace vectoriel des polynomes de degré au plus n et impairs.
J a 3. H:l'espace des matrices symétriques de taille 3.
# CA4
DEFINITION base

On appelle base d'un espace vectoriel E, toute famille libre et génératrice deE.

Exemples. Les bases canoniques de R", R, [x] et .4, p[®).

e Lafamille (e;);=1,.., ot e; = (0,...,0,1,0,...,0) avec 1 en i-éme position est une base de R".

e Lafamille (1,x,x?,...,x") est une base de R, [x].
* La famille des matrices élémentaires (E; ;) 1<i<n €st une base de .4} ,(R). Pour rappel, la matrice élémentaire
1<jsp
E; j est la matrice ne contenant que des 0, sauf un 1 en position (i, j).

PROPOSITION coordonnées d’un vecteur dans une base

Soient E un espace vectoriel et B = (uy, ..., U,) une famille finie deE a n éléments.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lafamille 9 est une base deE.

ii)  Pour tout vecteur v deE,
il existe un unique n-uplet (xy, xz, ..., x,) € R" tel que v = f Xi - Uj.
i=1

Dans ce cas, (x1,...,Xx,) sont les coordonnées de v dans la base 2.

1.2 Rappels : sommes de deux s.e.v et supplémentaires



DEFINITION somme de sous-espaces, somme directe

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels deE.
¢ Le sous-espace somme est défini parF+G={u+v | (u,v) eFxG}.

* Ondit queF et G sont en somme directe, notéeF & G, siF NG = {Og}.

Remarques.
e F+Gestle plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de I'inclusion) contenant F et G.

* On montre que F et G sont en somme directe si et seulement si

YueF, vegG, u+v=0 = u=v=0g.

PROPOSITION unicité de la décomposition

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Les sous-espacesF et G sont en somme directe.

Tout vecteur u € F + G s'écrit de maniere unique sous la forme :

ii)
u=ur+ug avec up€F, ugeG.

Exercice 5
- a o -
i\ M 4 Prouver cette équivalence. p. 38
# CAS
DEFINITION supplémentaire

Soient E un espace vectoriel etF, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit queF et G sont supplémentaires si tout vecteur de E se décompose de facon unique en une somme d’'un vecteur

deF et d'un vecteur de G. C’est-a-dire

VweE, 3I'(u,v)eFxG w=u+v.

A Attention. Iln’ya pas unicité du supplémentaire. Il ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire.

Remarque. Le raisonnement par analyse-synthese est particulierement adapté a cette définition.

Exemple. Pour E = .4, (R), posons

F={De ./ R)|D estdiagonale,} et G=Vect(A;,Ap) avec A= [8 (1)] LAy = [ 0 1].

Montrons que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

SoitM = | ¢ Z € > (R).

— Analyse (recherche des conditions nécessaires).
Supposons qu’il existe Mg € F et Mg € G telles que M = Mg + Mg. En particulier, il existe dp, d, A, L € R tels que

d 0 ot MG:AA1+|>1A2:[_0“ )\'(*)'ll

0 do

Mg =

5



a = dl
La condition M = Mg + Mg se réécrit a b ] = [ di A+l Lo dire b = A+p
c d —H dy c = —-u
d = dg.

Ainsid; = a, d, =d, A = b+ c et p=—c. Si une telle décomposition de M existe, elle est donc unique.

— Synthése (recherche des conditions suffisantes).

Le calcul précédent suggere de poser My = et Mg = (b+c)A; — cAs.

a 0
0 d
Vérifions que cette décomposition convient :

- Mr est une matrice diagonale, donc Mr € F.
- Mg est une combinaison linéaire de la famille (A;,A,), donc Mg € G.

+0 bl [a b
c 0] |c d

a 0

-MF+MG= 0 d

+(b+C)A1—CA2= =M.

a 0
0 d

Le couple (Mp, Mg) est une solution du probleme.

— Conclusion.
Toute matrice M € ./, (R) s’écrit de maniére unique comme somme d'une matrice de F et d'une matrice de G. Par
définition, F et G sont deux sous-espaces supplémentaires de .#> (R).

< Exemples

Exercice 6 1. DansR®, on pose F={(x,y,2) e R |x+y+2z=0}, uy = (1,0,0) et up = (1,1,1).

- Montrer que Vect(u) et Vect(up) sont deux supplémentaires de F dans R3.
— 2. Soit n € N*. On se place dans .4, (R). p- 38
/ < Notons %, et &y, les sous-espaces vectoriels des matrices symétriques et antisymétriques
de taille n. Justifier que %}, et <, sont supplémentaires.
Rappel : A est symétrique si 'A = A et antisymétrique si ‘A = —A.

#CA6
PROPOSITION caractérisation des supplémentaires
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) Les sous-espacesF et G sont supplémentaires.
ii) FNnG={0g} etF+G=E.
Onadonc: F et G sont supplémentaires si et seulement siF & G =E.
1.3 Rappels : précisions en dimension finie
Lorsqu’un espace vectoriel E est de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre
est la dimension de E.
Exercice 7 <> Donner une base des espaces vectoriels suivants, préciser la dimension.
A 1. EI:{ a Z a+b+c+d=0}.
— p. 39
e 2. Ep={PeRy(x] | P'(1) =0}.
z 3. Es={Ae#,([R)|A estdiagonale}.
#CA7



PROPOSITION cardinal d’'une famille libre/génératrice

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et £, deux familles deE.

Si | — Lafamille & est libre.
— La famille 4 est génératrice deE.

Alors Card(¥) <dim(E) er dim(E) < Card(¥).

Remarque. La preuve du premier point est basée sur le théoreme de la base incompléte. En dimension finie, on peut
compléter toute famille libre de vecteurs de E en une base de E. Pour le second point, on montre que I'on peut extraire
une base de E de n'importe quelle famille génératrice de E.

PROPOSITION cas d’égalité

SoitE un espace de dimension finie.
e Une famille libre £ de cardinal dim(E) est une base.

e Une famille génératrice 9 de cardinal dim(E) est une base.

4+ J3 Exemple d’application
Soit n € N* et soient ay, ..., a, des réels distincts deux a deux. Pour tout i € [[1, n]], on pose

. X—a;
E)S?rcwe 8 VxeR, Li(x) = H ] )
- jel;ny 4= 4aj
) —“f‘\ J#i p.39
\—»
/ ‘/ 1. Enrevenant a la définition, montrer que (Lj,...,L;) est une famille libre de R;,_1 [x].
— D'apres l'énoncé précédent, cette famille est donc une base deR,,—1[x].
2. & Enrevenant a la définition, montrer que (Ly,...,Ly) est génératrice de R, _1 [x].
On retrouve le fait que la famille est une base de Ry, 1 [x].
# CA8

PROPOSITION existence d’'un supplémentaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire.

Preuve. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Si F = {Og} (ou F = E), alors E (ou {Og}) est un supplémentaire de F. Supposons donc
que F n’est pas trivial.
Le sous-espace F étant de dimension finie, il admet une base (ey, e2,--, ep). Par le théoréme de la base incompléte, il existe des
vecteurs ep11,**+, ep tels que (e1, -+, ep) soit une base de E. On vérifie alors que le sous-espace H = Vect(ep+1,- -+, en) estbien un

supplémentaire de F. -

Remarque. Concaténation de bases.

Soient %g = (ey,...,ep) et B = (f1,..., fr) des bases respectivement de F et G. On montre que si F et G sont en somme
directe, alors (ey, ..., ep, f1,..., fr) estune base de F& G.

On en déduit ’énoncé suivant.

PROPOSITION cas de la somme directe

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels deE.
SiF et G sont en somme directe, alors
dim(F @ G) = dim(F) + dim(G).




THEOREME formule de Grassmann

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) - dim(F N G).

Exercice 9
4 4 Preuve
\" 1. Soit F; un supplémentaire de Fn G dans F. Montrer que F; e G=F+G. p. 39
N o 2. Conclure en prouvant la formule de Grassmann.
PROPOSITION

caractérisation des supplémentaires

Soient E un espace vectoriel de dimension finie etF, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Les trois énoncés suivants sont équivalents.

i) F et G sontsupplémentaires.
ii) F+G=E et dim(F)+dim(G) = dim(E).
ili) FnG={0g} et dim(F)+dim(G) = dim(E).

44 Soit neN\{0;1}. On considere u = (ay, ag, ..., an) € R \ {Ogn} et
Exercice 10 n
m F=Vect(w) et G=1(x1,x2,....xn) €ER"| ) arx;=0¢.
- ry k=1
\f‘ p.- 40

J & 1. # F et G sont des sous-espaces vectoriels de R”, préciser les dimensions de F et G.

— 2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R”.

3. Représenter dans le plan les sous-espaces vectoriels F et G lorsque u = (1,1).

14 Compléments : sommes de p sous-espaces vectoriels

Sommes de sous-espaces vectoriels

DEFINITION somme de s.e.v

Soient Fy,...,F, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.
7 p i)
On appelle somme deF,...,F,, notée y F;, l'ensemble
i=1

p
ZiFiz{u1+---+up|Vi€[[1,p]], ui€F; }.
i=

p . .
Remarque. ¥ F; estuns.e.vdeE, c’estle plus petit sous-espace vectoriel contenant tous les F;.
i=1

Exemples.

* Soit n € N\ {0;1}. Notons I *, I~ et @ respectivement I'ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes,
inférieures strictes et diagonales de taille (n, n). Ces trois ensembles sont des sous-espaces vectoriels de .4, (R) avec

MR =T +T +9.

# CA9

# CA10



En effet, pour toute matrice A = (a; ;) i, je[1;n), ON peut écrire

aii a2 ain 0 ayp - ain 0 0 0 ai 0 0
a1 azp e a,n 0 0 e a,n az,1 0 0 0 azn 0
A= = + +
anp-1,1 : - ap-1,n 0 ap-1,n anp-1,1 0 0 : 0
an,1 ap2  t an,n 0 0 0 an,1 an,2 0 0 0 anp,n
egt €T~ €9

* SoitZ = (e, ez, , ep) une famille de vecteurs de E.

Vect (e, e2,..., ep) = Vect(er) + Vect(ez) + ... + Vect(ep).

. <> Soient Fy,...,Fp, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.
Exercice 11

p . .
1. Montrer que Y F; est bien un sous-espace vectoriel de E.
i=1

~ a
* O .40
& 2. Soit H, un sous-espace vectoriel de E tel que pour tout i € [[1, p]l, F; c H. b
1\ v Montrer que § F;cH.
i=1
PROPOSITION somme et dimension

Soient Fy,...,Ep, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.
, . . . 2 . , , .
Si les F; sont tous de dimension finie, alors ¥ F; est aussi de dimension finie avec
i=1

P p
dim(z F,-) < ) dim(F;).
i=1

i=1

Preuve. Rappelons que, d’apres la formule de Grassmann, pour F, G deux s.e.v de E de dimension finie
dim(F + G) < dim(F) + dim(G) car dim(FnNG)=0.

La proposition s’en déduit par récurrence.

Sommes directes, généralisation a p sous-espaces vectoriels

DEFINITION somme directe

La somme de p sous-espaces vectoriels Fy,Fa, ..., Fy, d'un espace vectoriel E est dite directe si
VY (u1,...,up) €Fy x -+~ xFp, Ur+--+up=0g = wup=--=up=0g.

La somme directe des s.e.vF1,F,,...,F, est notéeF1 ®Fy ®... @ F).

Exemples.
 Enreprenant I'exemple précédent, on améme 4,(R) =T T ~ & 2.

e Sipourtout i € [[1; pll, F; = Vect(e;) o1 e; est un vecteur de E non nul alors la somme § F; est directe si et seulement
i=1

sila famille (ey, ez,..., ep) estlibre.

Preuve. Raisonnons par double implication.

p
Supposons la famille libre et montrons que la somme est directe. Soit (u1, up,...up) € F1 x Fa x ... xFp, tel que ¥ u; = 0.
i=1
Il existe donc Ay, Az, ..., Ap tels que uy = Ajeq, up = Age, ..., up = Apep. Onadonc

)\161+)\262+...+)\pep =0g.

Comme la famille est libre, chaque A; vaut 0, u; = A;e; = Og. La somme est directe.

# CA1l



Soient Ay, Az, ..., Ap R tels que
Ale; +)\2€2+~'~+)\p6p =0g.

e N~ \ ,
€F; 23] €Fp
Si la somme est directe, chaque A;e; vaut Og. Comme e; # O, on a A; = 0. La famille est libre.
|
Exercice 12 4+ P Soient Fy, F5 et F3 trois s.e.v de E tels que
o
ka/ FinFy = {OE}, FonF3 ={0E} et FinF3 ={0E}. p- 40
L - A-t-on nécessairement F; @ Fo @ F3?
PROPOSITION somme directe et unicité

Soient Fy,Fo,...,Fp, des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. On a équivalence entre :

. 2 .
i) Lasomme Y F; est directe.
i=1

i=

ii) Tout vecteur deF; +F, +...+F, s'écrit d'une maniere unique comme somme de vecteurs deFy,Fs,...,Fp.

VYueF;+F,+...+F Al (g, up,...,up) €Fp xFy x ... xF
Autrement dit, P (12 p) P
U=y +Up+...+ Up.

Preuve. Raisonnons par double implication.

Supposons i). Soit u € F +F2 +... + Fp. Par définition de la somme, u se décompose comme somme de vecteurs des F;.
Justifions I'unicité de la décomposition.
Soient u; € F1, vy € F1, up €Fp, 12 €Fy, ..., up € Fp, vp € Fp tels que

p p p
Par linéarité de la somme Y (wi—v)=) uj— Y vi=u-u=0g.
=1~ =1 i=1
eF;
Par définition de la somme directe, pour tout indice i, u; — v; = Og, puis u; = v;. Ceci prouve 'unicité de I'énoncé ii).

p
Réciproquement, supposons ii). Soit (u1, ug, ..., up) €Fp xFp x...xFp telsque Og = u = ¥ u;. Onadonc
i=1

uy + us + ... + up = O
Og + Og + ... + Og = Og.
—~— —~— —~—
€F; €F, €Fp

Par unicité de la décomposition, pour tout i € [[1; pl], u; = Og. La somme est directe.

Rappel sur la concaténation.
Lorsqu’on dispose de plusieurs familles de vecteurs de E, on peut les concaténer. C’est-a-dire qu’on les regroupe pour
former une nouvelle famille.

THEOREME caractérisation par concaténation de bases

Soient Fy,...,F, des sous-espaces vectoriels de dimension finie d'un espace vectoriel E.
Soient B, $Ba,..., By, des bases respectivement deFy, F», ..., F,. Les énoncés suivants sont équivalents.

. P .
i) Lasomme Y F; estdirecte.
i=1

ii) La famille 98, obtenue par concaténation des familles %;, est une base de f F;.
i=1

10

# CA12



Preuve. Raisonnons par double implication.

i=

u=uyp+up+...+up avec

p
une base de ¥ F;.
i=1

B=(e1,e2,...,€j,€j,41,€j,42---, €}y, --n) ejp71+1,ejp71+2...,ejp].

P
Réciproquement, supposons que 28 est une base de ¥ F;. Notons
i=1

vecteurs
de B 1

AN ER

vecteurs
de %

Ji
up= ) Ageg

k:ji,1+l

indice i, u; = Og. On a vérifié la définition, la somme

P .
¥ F; est directe.
i=1

(avec la convention jg = 0).

p . . P L. N .
Supposons la somme Y F; directe. Soit u € ¥ F;. Le vecteur u s’écrit de maniere unique sous la forme
i=1 i=1

Exercice 13

3

4+ A Exemple. Dans R*, on pose

De plus, par définition d'une base, chaque u; s’écrit de maniere unique dans la base 28;. Au final, u s’écrit de maniére
unique comme combinaison linéaire de la famille 2. Ceci étant vrai pour tout vecteur u arbitrairement choisi, 28 est donc

Soit (uy,up,...,up) € Fy xFa x ... x Fp tel que uy + up +...+ up = Og. Or, pour tout indice i, le vecteur u; se décompose
dans la base %8; de F;.

ir
Puis par somme Y Aey = 0. Comme la famille 98 = (ej) keq1; jpll est libre, pour chaque indice k, A}, = 0, puis pour chaque
k=1

= (1,0,1,0)
*, F={(x,y,z,0eR*|x—y=z+r=0}, G=Vect(w), H=Vect(v avec{ T
- {,y,2,0eR [ x—y } (W ) ©.1.0.1). bl
e
of 1. Donner une base de F.
N 2. Vérifier que F& G o H = R* al'aide du théoréme précédent.
THEOREME caractérisation en dimension finie

Soient Fy,...,F), des sous-espaces vectoriels de dimension finie d'un espace vectoriel E. On a l'équivalence entre les

énoncés suivants.

. P .
i) Lasomme Y F; est directe.
i=1

i) dim( épi) - édim(Fi).

Preuve. Raisonnons de nouveau par double implication.

définition de la dimension :
P
dim(z Fi) = Card(%) =
i=1

Lénoncé ii) est prouvé.

Réciproquement, s’il y a égalité des dimensions.

— Lafamille £ contient dim (f Fi) vecteurs.

i=1

p .
que la somme Y F; est directe.
i=1

.. . L. . p
— Par définition de la somme, 28 est une famille génératrice de Y F;.
i=1

On sait alors (voir cas d’égalité page 7) que la famille 98 est une base de

p
):ggmm@g.

11

p
Silasomme Y F; est directe alors la famille 98 obtenue par concaténation de différentes bases de F; en est une base. Par
i=1

F;. D’aprés le théoréme précédent, on conclut
1

# CA13



Remarque. Donnons une seconde démonstration de cet énoncé.
Pour cela, rappelons un résultat sur les produits cartésiens d’espaces vectoriels. Si Fy, F», ..., F,, sont des espaces

. . . . p . . . .
vectoriels de dimension finie, alors []F; est un espace vectoriel de dimension finie avec
)

i

p P
dim (1‘[ Fi) =) dim(F)).
i=1 i=1

) . . - e
La somme y F; est directe si et seulement si’application linéaire
i=1

i=

p

p
[1F - 2 Fi

i=1 i=1
(ur,u,...,up) — w+up+...+up

est injective. Comme I'application est toujours surjective par définition de la somme de sous-espaces vectoriels, la
somme est directe si et seulement si cette application linéaire est un isomorphisme, si et seulement si on a I'égalité
des dimensions.

Exemple. Reprenons l’exemple précédent.

nn—-1 nn-1)
+

dim (9 ") +dim (9 ) + dim(@) = +n=n*=dim (4, R)).

2 2
Exercice 14 4+ P Soient Fy, Fy et F3 trois sous-espaces vectoriels de E tels que
_ FlﬁFzz{OE}, FgﬂFgZ{OE}, F10F3={0E} 0. 41
o4 et dim(Fy) +dim(Fy) + dim(Fs) = dim(E).
A-t-on nécessairement F; @ Fp @ F3 = E?
# CAl4
444 Exemple
Dans R3[x], on pose :
Exercice 15
ph F={PeRs[x]|IP(0)=P(1)=P@2) =0}, V={PeRs[x]|P(1)=P([)=0},
3 G={PeR3[x]|IP1)=P(2)=P@B)=0}, H={PeRs[x]|Px) =P(-x)} p. 41
1\~
4 1. Préciser les dimensions de chacun de ces sous-espaces vectoriels de R3[x].
- 2. P Montrer que Ve H = R3[x].
3. M Justifier que F& Go H = R3[x].
# CA15

n Matrices et applications linéaires

2.1 Rappels : définitions et théorémes

Si % = (ey, ..., e,) est une base d'un espace vectoriel E, alors pour tout vecteur u de E, il existe un unique n-uplet
(x1,...,Xx,) € R" tel que

n
u= Z Xié€;.
i=1

Dans ce cas, (x,..., X;) sont les coordonnées de u dans la base 28. On définit la matrice colonne des coordonnées de
u dans la base 28 par
X1
X2
Matg(u) =

Xn

12



Exercice 16 <> Les questions sont indépendantes.

1. DansR3, posons u; = (1,1,1), up = (1,2,3), uz = (1,1,0).
i Vérifier que (u1, up, u3) est une base de R3, et donner la matrice des coordonnées du vecteur p. 41
= v =(0,1,0) dans cette base.

2. Donner la matrice des coordonnées de (1 + x)” dans la base canonique de Ry [x].
#CAl6

Généralisation. Soient & = (uy, ..., up) une famille de vecteurs de E et %8 une base de E (de dimension n).

Pour tout k € [[1, pl], on note (X} k, X2k, ..., Xn k) les coordonnées de uy dans la base 2.

On appelle matrice de la famille & dans la base 28, notée Matg (%), la matrice dont les colonnes sont les matrices
coordonnées des vecteurs de & dans la base 28 :

X111 X132 0 X1p
X2,1  X22 v Xop

Matg (&) = . . . . E-/%n,p(R)-
Xn1 Xn2 -t Xpp

Autrement dit, la matrice Matg (&) s'obtient en concaténant les matrices colonnes des coordonnées des vecteurs de
la famille.
Remarque. On al’équivalence entre les deux énoncés suivants :

— Lafamille & est une base de E;

— Lamatrice Matg (%) est inversible.

Preuve. On note & = (uy, ..., up) et pour tout indice i, U; la matrice colonne des coordonnées de u; dans la base 28.
Pour prouver I'équivalence, commencons par 2 résultats intermédiaires.

— On peut supposer que n = p car dans le cas contraire % ne peut étre une base et la matrice Matg (%) ne peut-étre
inversible (elle n’est pas carrée!).
—  Soient A= (Ag,...,Ap) €R”
A Ay
n n
Y Auj=0g < Y AU;=0,1 < Maig(@) | :|=0,1 < . | eKer(Matg (5)).
i=1 i=1 ' ’
An An
On raisonne maintenant par équivalence :
La famille & est une base de E;
ssi la famille & est une famille libre (car Card(%#) = dimE);
ssi pour tout A € R”, f)\iu,- =0g = A=0pn;
i=1
)\1 )\1
ssi pour tout A € R", | eKer(Matg(F)) = | :|=0u1;
An An
ssi le noyau est trivial : Ker (Matgg (%)) = {05,1};
ssi la matrice Matgg (&) est inversible.
[ ]

DEFINITION matrice d’'une application linéaire

SoientE, F deux espaces vectoriels de dimension finie et Bg = (ey, ..., ep), By deux bases respectives deE et F.
La matrice de ¢ € £ (E,F) relativement aux bases By, et By est la matrice de la famille (@(ey), ..., (p(ep)) dans la
base PBr. :

Matg, (@(e1),...,p(ep)).

Elle est notée Matg,, g ().

13



@le1) @(e2) ©lep)

Représentation ] ;
* ces . e * €1

Notons (ey,--, ep) et (€1, ,€,) des bases de E et F. Une maniere : U : €
commode de se représenter la matrice est de placer en colonne ]
les composantes des images de la base (ey,--, ep) par ¢ dans la : cee %
base d’arrivée (g1,---,€,). Le coefficient en position (i, j) de la
matrice est la composante de @(e;) suivant le vecteur ;. . « .

L n

Remarques.
* Lamatrice Matgg, g (¢) a dim(E) colonnes et dim(F) lignes.
* Dans le cas d'un endomorphisme (E = F), on peut choisir g = 9. On note simplement Matg, (¢) au lieu de

Matgg;, g, ().

Exemples.
* Lamatrice Matg, (idg) de I'application identité est la matrice identité I, ot p = dim(E).
* La matrice de I'application nulle u € E — Of € F est 0, , avec n = dim(F), p = dim(E).

THEOREME isomorphisme

SoientE, F deux espaces vectoriels de dimension finie (de dimensions respectives p et n) et Bg, %Br deux bases respectives
deE etF.

LEF — MypR)

est un isomorphisme d'espaces vectoriels.
¢ —  Matgg % () p p

Alors l'application @: {

En particulier, pour tous @, Wy € Z(E,F) et A € R,
Matgg,, g, (@ + W) = Matgg,, g, (9) + Matg, i, (W) et Matg, g, (A@) = AMatg, g (¢).

Conséquences.

* A toute matrice A € ./, ,(R) correspond une unique application linéaire de R” dans R" dont A soit la matrice dans
les bases canoniques.

Elle est appelée 'application linéaire canoniquement associée a la matrice A.

* En dimension finie, il ne peut y avoir d'isomorphisme si la dimension de I'espace de départ ne coincide pas avec la
dimension de I'espace d’arrivée. Ainsi, 'espace vectoriel des applications linéaires de E dans F est aussi de dimension
finie et

dim (£ (E,F)) = dim (M, ,R)) = pn = dim(E) x dim(F).

THEOREME image d’'un vecteur

SoientE, F deux espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives 9Bg, ZBr.
Soientp e Z(E,F) etueE.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base PBg.
— V la matrice colonne des coordonnées de @(u) dans la base %Bg.
— A=Matg, %, (p), la matrice de l'application ¢ dans les bases %x, B,

alors AU =V.

14



P

Preuve. Posons g = (ey,, ep), Br = (€1, ,ep) etu= y_ xje;, desorte que U =[x xp).
j=1
Par définition :
n
— A=(a;j)€Mup®, ou Vjell;pll, @lej)=7 aje;.
i=1
) p
— AU='[y1 - yu], ou VielLinl, yi=) a;x;.
j=1
Vi
—_——~
p P P n n(p
Alors pw=0|Y xjej|=Y xjple)=Y Y ajxjei=Y | Y a;jx;]| €.
j=1 j=1 j=li=1 i=1\j=1
Doulerésultatcar V="[y; -+ yu].
Remarques.

¢ Cette relation s’écrit directement

Matgg, ((1)) = Matg,, gz, (@) Matg, (1).

¢ Cette formule s’étend par concaténation aux matrices d'une famille de vecteurs.
Soient ¢ € Z(E,F) et (u1,---, uy) une famille de vecteurs de E. Alors

Matg, (@(u1), -+, @(ug)) = Matg, g, () Matg, (U1, , tg)

(*)

THEOREME
SoientE, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives Bg, PBr, BG.
Soient @ € £(E,F) etw € Z(F,G). Alors

Matg,, 5, (W o @) = Matg, 5. (V) - Matg, 5, (@).

produit matriciel et composition d’applications

Preuve. Posons % = (ej,-+, ep). Par définition de la matrice de y o @ dans les bases B, et g, on a

Matg, g, (Wo@) = Matg (Wopler), -, Wwoglep))
= Matggc (\P[(p(el))yy\l-’((p(ep)))
Matg, . (Wo@) = Matg, g.(W)Matg, ((p(el),“- ,tp(ep)),

Or par définition, Matg, g, () = Matgg, (@(e1),---,@lep)),

donc finalement Matgg,, g, (W o @) = Matgg g.(W)Matgg, g ().

d’apres I'égalité (e).

inversibilité et isomorphisme

COROLLAIRE

SoientE, F deux espaces vectoriels de dimension finie, Bg, %r deux bases respectives deE etF. Soit @ € £ (E,F).

Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) Lapplication linéaire @ est bijective.

ii) LamatriceMatg, 5. (p) est inversible.

Dans ce cas, Matg, %, (¢~') = Matg,, g, ().

15



Exercice 17
v \f 4+ P Prouver cet énoncé grace au théoréme précédent. 42
1‘ Y On pourra utiliser la caractérisation de la bijectivité. b
#CA17
+4 Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
Exercice 18 . P
p 1. # Soienta,b,c,dcRetpe ¥ (R*) défini par @(x,y) = (ax+by,cx+dy).
T A quelle condition sur a, b, c et d, ¢ est bijective? 1
- .
N~ 2. a) P Soit n € N*. Déterminer A, la matrice de ¢ : PeRylx] — P(x+1) € Ry[x] dans la P
- base canonique.
N b) Justifier que A est inversible et déterminer AL
#CA18
2.2 Rappels : noyau, image et rang
Les définitions et le calcul
DEFINITION noyau, image et rang d’'une matrice
Pour toute matrice A € My p(R), on définit :
Le noyau de A par Ker(A) = {X € M1 (R) [AX =0}
Limage de A par Im(A) = {Ye M, 1 R) |IX€ My (R), AX=Y}={AX|X€ ) (R)}.
Lerang deA, notérg(A), est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes dans ;1 (R).
Autrement dit, siA = [C, Cy---Cp] alors
1g(A) = dim (Vect(Cy,Cy, ..., Cp)).
* Propriétés de calcul.
— Lerang est invariant par transposition, autrement dit
VA€ MypR),  1gA) =1g('A).
— Lerang est invariant par les opérations élémentaires :
- Léchange de lignes ou de colonnes (L; < L; ou C; < C;).
- Lamultiplication d’'une ligne ou d’'une colonne par A € R* (L; — AL; ou C; — AC;).
- Laddition d’une autre ligne ou colonne (L; < L; +L; ou C; < C; +Cj).
On peut fusionner les deux dernieres opérations pour effectuer L; < L; + AL; ou C; — C; + AC; avec i # j sans
modifier le rang.
Remarque. Pour A € ./, ,(R). On a toujours rg(A) < p, puisqu’il y a au plus p colonnes. Comme le rang est invariant
par transposition, on a aussi rg(A) < n. Retenons que
VA€ MnpR), rg(A) < min(n, p).
Exercice 19 4 Calculer les noyaux des matrices suivantes :
- -1 2 -1 2-a 3 1 1
{5 A=|3 -3 0| et By=| 5 6+a 1 otl aeR. P&
N o 2 2 0 1 1 —2-«a
#CA19
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Exercice 20 4 Calculer le rang des matrices suivantes :

;',, 4 2 -1 1 0 -1 4 _ "
\Jf A=|3 2 0}, B=12 1 0 91, C= —alp avec aeR. p:
} - 1 1
J -2 2 5 -1 2 5 =5
# CA20
DEFINITION noyau, image et rang d’'une application linéaire
Pour tout ¢ € Z(E,F), on définit :
Le noyau de ¢ par Ker(¢) = {u € E|@(u) = Og}.
Limage de ¢ par Im(p) ={veF|IucE, ¢ =v}={pw|ucE}.
Le rang de @, notérg(y), est défini par  rg(e) = dim (Im(y)).
Exsrcice 21 4 On admet que les applications suivantes sont linéaires. Déterminer leur noyau.
\'\?ﬁ @1:PeRx]—P"€Rlx], @2:PeRyx]— (P(1),P(0),P(-1)) e RS, p. 44
N o
l < @3 : PeR[x] —P-pP eR[x] et @q:PeR[x]—P(x+1)-P(x—-1)eR[x].
# CA21

Remarque. Si (ey,...,e,) est une base de E, alors Im(¢) = Vect ((p(el), ey (p(en)). Ainsi le rang de ¢ correspond au rang
de la famille image (¢p(e1), ..., @(en)).

PROPOSITION rang d’'une matrice et d’'une application linéaire

SoientE, F deux espaces vectoriels de dimension finie et g, Br deux bases respectives deE et F.
Soient ¢ € £ (E,F) et A= Matg, g (¢). Alors,
rg(A) = rg(y).

Formule du rang et conséquences

THEOREME formule du rang

SoientE, F deux espaces vectoriels avec E de dimension finie et ¢ € £ (E,F). Alors

dim (Ker(¢)) + rg(¢p) = dim(E).

Rappels. Lapplication ¢ € Z(E, F) est injective si et seulement si Ker(¢) = {Og}.
Lapplication ¢ est surjective si et seulement si Im(¢) = F. Dans le cas ou F est de dimension finie, on a aussi la
surjectivité de ¢ si et seulement si rg(¢p) = dim(F). A partir de la formule du rang, on montre les énoncés suivants :
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e Version endomorphisme . -
. . . . . o Version matricielle
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et . o
. P . Soit A € .4, (R). On a équivalence entre :

¢ un endomorphisme de E. On a équivalence entre :

i) @ estinjective (Ker(g) = {Og}). 1) Ker(A) = {0n,1}.

ii) ¢ estsurjective (rg(y) = n). 1) rg(A) = 1.

iii) A estinversible.

iii) ¢ est bijective.

Exercice 22
C 4 Soient f € £ (R3,R?) et g € £ (R?,R3).
— 1. Montrer que rg(g) < 2. p. 45

A

J g 2. En déduire que go f n’est ni injective, ni surjective.

# CA22
2.3 Compléments : matrices de passage
DEFINITION cas particulier des matrices de passage

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et 98, €, deux bases deE.

La matrice Matg(%€) est appelée matrice de passage de la base 28 alabase €. On la notePg «.
Autrement dit, la j-éme colonne de Pz« est la matrice-colonne des coordonnées du j-eme vecteur de € dans la base

B.
Exemple. Soient u = (1,2) et v = (3,4). On vérifie que la famille € = (u, v) est une base de R?. La matrice de passage

de la base canonique 2 = (e, e2) de R? a la base € est
1 3
P@,cg = [ 2 4 ]

On vérifieque ey = —2u+vete, =3/2u—1/2v,d'ou

-2 3/2
ch,@_[ 1 -1/2 ]

A Attention. On sera vigilant sur I'ordre.

Remarque. Pour % et ¢, deux bases de E, on a

Matg « (idg) = Matg(6) = Pz,«.

En effet, si on note € = (ey,...,e,) et B = (€1,...,€5)

id(ey) id(e2) id(ey) ()
. € . . . €

=Pg«.

Matg¢(idg)=| @ ...

Remarque. Avec trois bases %, € et 2 de E, on a aussi

Pno =Pyp¢ Peow (o)
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= (1,x,x%) de Rylx]. Soient a, b € R

. 4+ On considere la base canonique % =
Exsrcme 23 avec a # b. On considere les familles de polynomes € = (1,x-a,(x—a)?) et 2

- ((x-@?, (x- @) (x-b), (x-b)?).

o«
¢ \7 1. a) Justifier que € et 2 sont deux autres bases de Rp[x]. p.45
) y b) Calculer Pg «, Pgg ¢ et Py g. Vérifier par le calcul que Pgz 9 =Pg « - Py .

. 2. Prouver larelation (e) dans le cas général de trois bases %8, € et 2 de E.
# CA23
PROPOSITION coordonnées et changement de bases

Soient 2B, € deux bases d'un espace vectoriel de dimension finieE.
Soit u un vecteur de E dont Ug et Uy sont les matrices-colonnes des coordonnées respectivement dans les bases 2 et

€ alors
Uz =Pg«¢Us.

Preuve. Lénoncé est une conséquence du théoreme page 14. Soit u € E tel que Ug (respectivement Ue) est la matrice-colonne

du vecteur u dans la base 98 (resp. €). A partir de u = idg (u) :

Matg (u) = Matgg « (idg) Matg (1), puis Ug =Pg 4 Ug.
]

Exercice 24

T

- 4 Soient % = (e, e2, e3) une base de R3 et B’ = (e] + e2,2e2 + e3,3€3).
\“f* Existe-t-il un vecteur non nul de R3 ayant les mémes coordonnées dans ces deux bases? p. 45
=4
N On pourra dans un premier temps, traduire matriciellement le probléme.

# CA24

- —

PROPOSITION inversibilité
Soient B, € deux bases d'un espace vectoriel de dimension finie E. La matrice Pg « est inversible avec

-1
(Pa¢) =P m.
Autrement dit, l'inverse de la matrice de passage de la base 9 a la base € est la matrice de passage de la base € a la

base .

Preuve. On a vu que Matg () = Matg « (idg). Comme idg cidg = idg, on a
Matgg"gg (idE) = Iy

Mat'%fg (idE) . Mat%,@ (ldE) =
Mat<gy<g (idE) = I

Matgyﬁ (idE) . Mat%fg (idE) =

Par définition, Matgg « (idg) est inversible et
Mat g « (idg) = Mateg g (idg) .

On en déduit le résultat.

Exemples. Vérifions la proposition précédente sur deux cas.
* On se place dans R3. Considérons & = (ej, €2, e3) la base canonique de R3 et € = (e1,€2,€3), la famille définie par

€= (]-) 1v ]-)r €2 = (2)3r2) et e3= (_1)_2)0)-

On vérifie que la famille € est une famille libre de R, elle contient exactement 3 vecteurs. C’est donc une base de R.
-1

1 2
Pz =Matg(€)=|1 3 -2
1 2 0

1l vient
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D’aprés ce qui précede, Pg « est inversible. On peut calculer I'inverse par un pivot de Gauss, on trouve

4 -2 -1
Pge l=[-2 1 1
-1 0 1

On peut vérifier ce calcul, par exemple, a 'aide de la premiére colonne
ey =41 —-2¢ex—-€3 < (1,0,0)=4(1,1,1)-2(2,3,2) - (-1,-2,0).
e Matrices de rotation

Soit a € R. Dans R?, notons & = (e;, e,) la base canonique et la famille €
composée des deux vecteurs

€1 =(cos(@),sin(@) et &, =-sin(®),cos(®)). e

Les vecteurs €; et €, s'obtiennent par rotation d’angle « et de centre I'origine . )
a partir des vecteurs e; et e». La matrice de passage de 98 a € est alors : et

cos(a) —sin(a)
sin(ax) cos(a)

Pg«v =

Cette matrice est de déterminant cos(a)? + sin(a)? = 1 # 0. La formule de l'inverse pour les matrices (2,2) donne

cos(a) sin(a)
—sin(a) cos(a)

-1
Pge =

Or, les vecteurs e et e» s'obtiennent aussi a partir de €; et €2 par une rotation d'un angle —a. La matrice de passage
de € a % s'obtient donc ici en remplacant a par —« dans I'expression de Pg «. En utilisant la parité du cosinus et
I'imparité du sinus, il vient :

cos(a) sin(a)
—sin(a) cos(a)

cos(—a) —sin(—a)
sin(—a)  cos(—a)

Pg w =

On retrouve bien I'égalité Py 5 = (Pga,cg)_l .

THEOREME formule de changement de bases

Soient @ € £ (E) avecE de dimension finie, 28 et € deux bases deE. Alors

Mat (@) =Pg ™" -Matg (9) -Pg g

Preuve. Partons de I'égalité ¢ = idg o oidg . Matriciellement, on obtient

Matcg ((p) = Mat%,% (idE ) . Matgg ((p) . Matgg’cg (idE)
= P%Y@ . Mat@ ((P) . P@ﬁg.

Enfin, la proposition précédente donne le résultat :

Mate (¢) = Pgg ' Matg () Pgg -

Remarque. On peut généraliser la formule de changement de bases. Si ¢ € Z(E,F) avec E et F, deux espaces de
dimension finie. Si %Bg, 6g (resp. Br, 6r) sont deux bases de E (resp. de F) alors on montre comme précédemment
que

Mateg; ; (9) = Pagp 5" Matag,, g, (0) Pagy 6. -
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a b b
4 [d Soienta, beR,A=|b a b|etgl'endomorphisme de R3 dont A est la matrice dans
Exercice 25 . b b a
e la base canonique % = (e, e2, €3). Posons de plus € = (u1, up, u3) avec
\-’ up=ey —e3, uUp=e;—2ex+es et ug=e;+ey+es. p. 45
e
- 1. On admet que € est une base de R3. Préciser B, la matrice de ¢ dans la base €.
2. Expliciter la relation entre A et B. A quelles conditions sur a et b, 'endomorphisme ¢ est un
isomorphisme?
2.4 Compléments : matrices semblables
DEFINITION matrices semblables
Soient A, B € 4, (R).
On dit que A est semblable a B s'il existe une matrice inversible P telle queB =P~ -A-P.
4 P Vrai ou faux? Pour tous A, B, C € 4, (R).
Exsrcme 26 1. AestsemblableaA. voox
s 2. SiAestsemblable a B, alors B est semblable a A. voox 16
p.
J \—~ . 3. SiA est semblable a B, et B est semblable a C, alors A est semblable 4 C. v ox
- 4. Pour tout p €N, si A est semblable a B alors A” est semblable a BP. voox
5. SiA est semblable 2 B et A est inversible alors A™! est semblable 2 B!, v ox
Exemple. Les matrices suivantes sont semblables :
0 2 -1 1 0 O
M= 3 -2 0 et D=0 2 0
-2 2 1 0 0 -4
4 Justifions I’exemple en considérant ¢, 'endomorphisme canoniquement associé a M.
Exercice 27 1. a) Prouver l'existence de u € R tel que Vect (1) = Ker(¢p — idpa).
g De méme, on prouve que v = (4,3,-2), w = (-2,3,-2) vérifient
o .
}\f Vect(v) = Ker(p —2idps) et Vect(w)=Ker(p +4idgs). p- 46
/
S b) Vérifier que (u, v, w) est une base de R3.
2. Démontrer que M et D sont semblables.

PROPOSITION

Soient A, B € 4, (R), deux matrices et E un espace vectoriel de dimension finie n.

endomorphisme et similitude

Les matrices A et B sont semblables si et seulement si A et B représentent un méme endomorphisme deE. C'est-a-dire il

existe deux bases 9B, € deE et p € L(E) tels que

A=Matg(p) et B=Matg(p).

Preuve. C’est une conséquence du théoreme de changement de base en précisant que toute matrice inversible peut étre vue

| comme une matrice de changement de base.
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Exemple. Pour trois réels a, b et ¢, on pose

a b
0

c 0
b a

A= et B=

Justifions que A et B sont semblables. Soit ¢p 'endomorphisme canoniquement associé a la matrice A. Si 28 = (ej, e2)

désigne la base canonique de R?, on a
@(e;) =ae; et @(ex) =Dbe;+ces.

La matrice B est semblable a A sil’on peut trouver une base € = (g1, €2) telle que
@(e1) =ce1+bey et @(e2) = aey.

On constate que le choix € = e, et €5 = e; convient.
On peut vérifier par le calcul, si on pose
0 1
P=P = s
B¢ [1 0]

on trouve que PBP~! = A. Les matrices sont bien semblables.

COROLLAIRE invariance du rang par similitude

Soient A, B € 4, (R).
Si A et B sont semblables, alors elles ont méme rang.

Preuve. Si A et B sont deux matrices semblables, alors elles représentent le méme endomorphisme ¢ € £ (R") dans des bases

différentes. Ainsi, avec la proposition précédente
rg(A) = 1g(g) =rg(B).

|
Exercice 28
*’Lb / < & Laréciproque est fausse. Pouvez-vous donner un contre-exemple? p. 46
n Compléments : trace d’'une matrice
DEFINITION trace
SoitA € M, (R). On définit la trace de A, notée Tr(A), comme la somme des coefficients diagonaux de A.
Autrement dit, pour A= (aj, )i je(1,n)»
n
Tr(A) = ) ai,;.
i=1
<> Calculer Tr (I;), Tr (05), Tr (J) et Tr (K) ot
E ice 29 1 1 1 1
XSI'CICE 1 1 1 2
- o X 1 2 3 ... ... 3
(5 j=| eMy® et K=|: = . . edy®). .46
& oo o : :
— 11 1 : n-1
1 2 3 n—-1 n

A partir des regles de calcul usuelles, on montre que :
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PROPOSITION

forme linéaire

Lapplication trace Tr : M#,,(R) — R est une forme linéaire. C'est-a-dire, pour tous A, B e 4, (R), A € R,

Tr(A+B) =Tr(A) + Tr(B) et Tr(AA) =ATr(A).

Vocabulaire. Une forme linéaire est une application linéaire a valeurs dans R.

E ice 30
xercice .
Lkv,r\/ 1. Donner la dimension de Ker(Tr). Préciser une base. p. 46
L @ 2. Expliciter un supplémentaire du noyau.
w
Remarque. On peut aussi noter que la trace est invariante par transposition :
VYAe ly(R), Tr(‘A) = Tr(A).
PROPOSITION trace et produit
Pour tous A, B e 4, (R)
Tr(AB) = Tr(BA).
+
1. Prouver cette proposition.
Si on note [Ml; , le coefficient en position (i, j) de la matrice M, on rappelle que pour A €
p
Exercice 31 An,p® etB e Mp,q®, ABl; j = k§1 (Ali kBl j-
o 2. Justifier que pour tout k € N, Tr ((AB)¥) = Tr (BA)¥). "
~ J L .
& 3. a) Ecrire un programme Tr3 qui prend en argument trois matrices A, B, C de .45 (R) et P

l &

renvoie Tr(ABC).
b) Tester et commenter avec Tr3(A,B,C) et Tr3(B,A,C) ou

10], B=[01

A=l o

0 0]’ €=

|

0

COROLLAIRE

SoientA € 4, (R) etP € M, (R), inversible. Alors

Tr(A) = Tr (P 'AP).

invariance par similitude

Preuve. D’apres la proposition précédente

Tr (P_IAP) =Tr (P_l (AP)) ~Tr ((AP)P_I) ~Tr (APP_I) = Tr (Al,) = Tr(A).

Remarque. Autrement dit, deux matrices semblables ont méme trace. Cette propriété permet de définir la trace
d’'un endomorphisme (voir exercice 57). La réciproque est fausse, par exemple la matrice I, et J (de taille (n, n) et
ne contenant que des « 1 ») ont méme trace; pourtant, elles ne sont pas semblables (rg(J) =1 # n =rg(I,) pour n > 1).
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Exercice 32

C 4+ JJ Soient A, Be 4y (R).
— 1. Que dire de A si Tr(AA) =02 p. 47
A\
J g 2. Que dire de A et B si pour tout X € 45, (R), Tr(AX) = Tr(BX) ?

n Compléments : les espaces stables

DEFINITION espace stable

Soient ¢ € £ (E) etF une partie deE. On dit queF est une partie stable par ¢ si

Yu€eF, @(u) eF.

Exemple. Soit@: f €€ [R,R) — f' € €°(R,R). Les espaces R[x] et Vect(cos, sin) sont des parties stables de ¢.

Exercice 33 + A Les questions sont indépendantes.
C 1. Montrer que toute somme de s.e.v stables par ¢ reste stable par .
\—’f‘ 2. Soient @, y € Z(E) tels que g oy = o . Montrer que le noyau et I'image de v sont stables p. 47
I < par .

N

3. 44 Donner les sous-espaces stables de 'endomorphisme de dérivation sur R[x].

Remarques.
* Soit F un sous-espace vectoriel de E avec (ey, ..., ep) une famille génératrice de F.
Alors F est une partie stable par ¢ si et seulement si, pour tout i € [[1; pl], @(e;) € F.

Preuve. Supposons que pour tout i € [[1; pll, ¢(e;) € F. Soit u € F. La famille (e, ..., ep) étant génératrice, il existe A1, Az, ..., Ap €R

P R - N
tels que u = Y A;e;. Comme ¢ est linéaire et F stable par combinaison linéaire
i=1

p
@) =) A;¢(e;) €F.
l':l N——
eF
Lespace F est donc stable par ¢. La réciproque est évidente. -

e SiF est un sous-espace vectoriel stable par ¢, on peut définir la restriction de ¢ a F par

| ) { F — F

PlE y — @(u).
Lapplication Lp|F définit alors un endomorphisme de F.
Exercice 34
: C <> Soient ¢ € Z(E) injectif et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E stable par ¢. 18
\. 7”7 Montrer que 'endomorphisme induit par ¢ sur F est un isomorphisme. b

l &
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<> Soient a, b € N* et ® I'application linéaire de R[x] vers lui-méme définie par

Exercice 35
( ®(P)(x) = (a+ bx)P(x) + x(1 - x)P' (x).

.48
2 1. Justifier qu’il existe un entier n unique tel que Ry, [x] soit stable par ®. b

~ 2. Soit @, 'endomorphisme restreint a Ry, [x].
Ecrire la matrice A de ®, dans la base canonique de Ry, [x].

# CA35
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S Exercices “»

e Le niveau de difficulté de l'exercice est repéré par les symboles <> , 4 , +4 , 44 (difficulté croissante).

o Les exercices classiques a bien maitriser sont repérés par J9 .

Exercice 36. ¢ & Vrai ou faux? # CA36
1. La somme de deux matrices inversibles est inversible. v ox
2. Toute matrice carrée est la somme de deux matrices inversibles. v ox

>> Solution p. 48

Exercice 37. 4 Soient E un espace vectoriel de dimension 2 et f € Z(E) tel que fo f = —idg. # CA37
Soit u un vecteur non nul de E.

1. Est-ce que f estinjective? surjective?
2. Justifier que (u, f (1)) est une base de E.
3. Donner la matrice de f dans cette base.
4. 444 Généraliser le résultat précédent dans le cas ol E est de dimension 2n.
>> Solution p. 48

-4 0 3
Exercice 38. ¢4 Jd OnposeA=| 0 2 o0f. #CA38
-10 0 7

1. & En examinant les instructions en Python suivantes, calculer les puissances de A.

>>> import numpy as np
>>> A = np.array(([-4, 0, 3], [0, 2, 0], [-10, O, 71))
>>> P = np.array(([1, O, 3], [0, 1, 0], [2, O, 51))

>>> P_inv = np.linalg.inv(P) # calcule l’inverse de la matrice
o >>> P_inv
§ array ([[-5., ©0., 3.1,
= [ @y 1oy 0o,
= [ 2., 0., -1.11)
>>> P_inv @ A @ P # La commande Q@ effectue le produit matriciel
array ([[2., 0., 0.1,
[o., 2., 0.1,
0., 0., 1.1

2. & Peut-on trouver B € ./3(R) telle que B2 = A?

Exercice 39. 4+ Peut-on trouver deux matrices A, B € .4, (R) telles que AB—BA=1,? P #CA39
>> Solution p. 49

Exercice 40. 4+ Liberté d’'une famille d’applications de </ (R, R) # CA40

On pose fi:xeR—cos(x), fr:xeR—1+sin(x?) et f3:xeR— cos2x).

1. Donner les développements limités de f1, f> et f3 en 0 a'ordre 4.
2. En déduire que la famille (f1, f>, f3) est libre.

>> Solution p. 49

Exercice 41. 4 JJ Rang et composition # CA41
Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie.
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Editeur

1. Soient f € Z(E,F) et g € Z(F,G). Montrer que rg(g o f) < min{rg(f); rg(g) }.
2. Soient @, v € Z(E,F). Justifier que Im(p + v) < Im(¢) + Im(w). Puis, en déduire que rg(¢ + ) < rg(ep) +rg(y).
3. Soit f € £(E,F).

a) Pour tout isomorphisme ¢ € £ (E,E), on arg(f o @) =1g(f).
b) Pour tout isomorphisme y € Z(F,F'), onarg(wo f) =rg(f).
>> Solution p. 49

Exercice 42. ¢4 & SoientEun espace vectoriel de dimension finie et f, g € Z(E) tels que # CA42
E=Imf+Img et E=Kerf+Kerg.

Montrer que ces sommes sont directes.
> Solution p. 50

Exercice 43. ¢ On définit les matrices et 'application # CA43
_| 21 _| 41 L A® - ML)
A=l5 3| B_l 7 o2 |€HR® et q"{ M  — AMB.

1. Vérifier que ¢ est linéaire.
2. Justifier que ¢ est une application bijective et exprimer cp_l.
3. Montrer que la famille 9 = (I, A, B, AB) est une base de .#> (R), puis déterminer la matrice de ¢ dans 2.

Pour simplifier les calculs, on pourra utiliser ce script Python :
>> Solution p. 50

import numpy as np >>> # script exzecuted
A=np.array([[2,1],[5,3]1]) ®
print (np.dot (A,A) -5xA+np.eye (2)) 2| [ro. o0.]
5 [0. 0.1]
B=np.array ([[4,1],[7,2]11) | r[ro. 0.1
print (np.dot (B,B) -6*B+np.eye (2)) [0. 0.]]
Exercice 44. ¢4 JJ Soit ¢ un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension 7. On suppose que ¢ est de rang 1. # CA44

1. Montrer qu'il existe un réel A tel que @2 = . Pour rappel @* désigne g o .
2. & Montrer que si A # 1, ¢ —idg est bijective et exprimer son application réciproque a I'aide de ¢.
> Solution p. 51

Exercice 45. ¢4+ Egalité de Bézout # CA46
Soient ay, ap,...,ap, b1, by,..., by des réels deux a deux distincts. On considere les polynomes

p q
AW =[]x-a) et B)=]]x-by.
i=1 i=1

Onnote n=p+ q—1etE=Ry;[x] 'espace vectoriel des polyndémes de degré inférieur ou égal a n. On introduit de plus,
Fa={PecE|Adivise P} et Fp={PecE|BdiviseP}.

1. Montrer que Fp et Fg sont des sous-espaces vectoriels de E. Préciser les dimensions de Fp et Fg.
2. Vérifier que E = Fp @ Fp.
3. En déduire qu'il existe deux polynomes U et V tels que UA+ VB = 1.
>> Solution p. 51

Exercice 46. ¢4 ﬂ Soit n € N*. On considere, pour k € [[0, ]}, les polynomes P définis par Py (x) = (1 — x)kx”_k. # CA47
1. Préciser le degré de Py.

k
2. Soit k € [[0, 1. Simplifier 3" (¥)p;.
i=0

3. En déduire que (Pp)o<k<y €st une base de Ry [x].
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n+1).

n
4. a) Montrer que pour0<i<n, Y (]f) =7
k=i

n .
b) Déterminer les coordonnées du polynéme Q(x) = Y. x/ dans labase (Pi)o<i<p-
j=0
>> Solution p. 52
Exercice 47. 44 Produit cartésien et formule de Grassmann #CA48

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. On rappelle que F x G est un espace vectoriel pour les lois définies
par : pour tout a € R et tous (x7, x2), (yl,yg) eFxG

(L, x2) + (Y1, y2) = (X1 + y1, %2+ y2), - (X1, x2) = (X, oxp).

1. Justifier que si F et G sont de dimensions finies, alors F x G est de dimension finie et dim (F x G) = dim (F) + dim (G).

2. a) Vérifier que l'application f: Fx G —E, (x,y) — x + y est linéaire.
b) Déterminer Im(f) et Ker(f).
c¢) Retrouver la formule de Grassmann: dim(F+G) =dim(F) + dim(G) —dim(FnG).
>> Solution p. 52
Exercice 48. ¢+ 44 [JJ d’apres les oraux ESCP 2001 # CA49
Soit E = .4, (R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n (n = 2). On note S (respectivement A) le sous-espace vectoriel de E

formé des matrices symétriques (respectivement antisymétriques).
Soient o, B deux réels donnés non nuls, et f 'application définie sur E par, pour tout M€ E: f(M) = aM +p‘M

Montrer que E=Se®A.
Exprimer f al’aide de p et g, out ¢ = idg —p, quand p désigne le projecteur sur S de direction A.

Exprimer f2 = fo f en fonction de f et de id.

> owoh o=

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un automorphisme de E. Exprimer alors f ~1 en fonction de
f etdeidg.

5. Exprimer, pour tout k e N*, f k en fonction de b, q, o, B. En déduire la puissance k-iéme de la matrice :

a+p 0 0 O
0 0
A=l g g 0
0 0 0 a+P
> Solution p. 53
Exercice 49. ¢4 Soit ¢ un endomorphisme de R” de rang 1. # CA50

1. On suppose que Im(¢) N Ker(p) # {Ogn}. Justifier que Im(¢) < Ker(y), puis qu'il existe une base de R” dans laquelle ¢ est
représenté par la matrice :

0 0
1 0 0 0)
0o 0 O
()

0

2. On suppose que Im(¢) NKer(¢) = {Ogn }. Démontrer qu'il existe une base de R” dans laquelle ¢ est représente par la matrice :

a 0 0
0o 0 O (0)
0o 0 O

ol aeR*.
(0)
3. En déduire que dans .4, (R) deux matrices de rang 1 sont semblables si et seulement si elles ont la méme trace.

4. Bonus cube. A quelle condition sur sa trace une matrice de rang 1 est diagonalisable?
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> Solution p. 53

Exercice 50. ¢4 SoientA € ./32(R),B € 4> 3(R) telles que # CA51
0 0 O
AB=]1 0 1 0
0 0 1

Soient (e, ez, e3) la base canonique de R3 et f, g les applications linéaires canoniquement associées a A et B.
1. Vérifier que g(e») et g(e3) forment une base de R2. Notons € cette base.

2. Expliciter la matrice de go f dans cette nouvelle base.

3. Calculer BA.

> Solution p. 53

Exercice 51. ¢4 J3J Variante sur les endomorphismes nilpotents # CA52

Soient E un espace vectoriel de dimension 4 et ¢ un endomorphisme de E tel que ¢° =0 LE)-
1. Justifier que ¢* =0 LE)-
2. Dans la suite, on suppose de plus que @3 #0 L (E)-

Peut-on avoir Ker¢ = Ker(pz? Méme question avec Kerq)2 = Ker(p3.
3. En déduire que dimKer? =3.
4. Conclure en montrant qu'’il existe une base dans laquelle les coefficients de la matrice de ¢ dans cette base sont nuls partout,

sauf éventuellement sur la diagonale située immédiatement sous la diagonale principale.

>> Solution p. 54
Exercice 52. 44 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n = 2 et ¢ un endomorphisme de E tel que : # CA53

IpeN,  @P=0gr et P #0gm.
On dit que ¢ est un endomorphisme nilpotent d’indice p.

1. Montrer que Ker(yp) < Ker((pz) c...cKer(pP) =E.
Vérifier que toutes ces inclusions sont strictes.

2. Soit %1 une base de Ker(¢p). On la compléte en une base %8, de Ker (npz). On continue le procédé en complétant, pour tout entier
k € [[1, p—1]] une base %y, de Ker [tpk) en une base %y, de Ker ((pk“J.

On trouve ainsi une succession de bases %] < %; ... © %), ou B), est une base de E.

Montrer que la matrice de ¢ dans la base 98, est triangulaire par blocs, avec une diagonale nulle.

3. En déduire que si A € .45 (R) est telle qu'il existe p € N tel que AP = 0, alors A est de trace nulle.
Que dire de Tr(A¥) pour tout k e N* 2

>> Solution p. 54

Exercice 53. 44 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € £ (E). # CA54
On suppose que, pour tout u € E, il existe un entier n, € N tel que f™ (1) = 0g. Montrer qu'il existe un entier n tel que f =04 x).
> Solution p. 55

Exercice 54. 4 Soient E un espace vectoriel et ¢ € Z(E). # CA55
Démontrer que les sous-espaces vectoriels Ker(¢y), Ker(¢p —idg) et Ker(¢p +idg) sont en somme directe.
> Solution p. 55

Exercice 55. ¢ Somme directe dans R, [x] # CA56
Soit n e N* fixé. Pour tout i € [[0; n]], on définit F; = {P € R, [x]|V j € [[0; n]] \ {i}, P(j) =0}.
1. Justifier que pour tout i € [[0; n]],
n
F;=Vect(L;) ou L;=]]x-j.
j=0
j#i
n
2. Vérifier que la somme Fg +F; +--- +F, est directe, puis 'égalité @ F; =Ry [x].
i=0
>> Solution p. 55

Exercice 56. 4 Soit A un élément donné de .4/ (R) non colinéaire a I>. On note ¢ 'endomorphisme de R2 dont A est la matrice # CA57
associée dans la base canonique (eg, e2) de RZ.On pose: w =ej] +e3.
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1. En considérant les trois vecteurs e, ez et w, montrer qu'il existe au moins un élément non nul x de R? tel que la famille (x, ¢ (x))
soit une base de R?.

2. Montrer que la matrice M associée 4 ¢ dans la base (x, ¢(x)) est de la forme
0 a
1 b

ol1 a et b sont deux réels, indépendants de la base (x, ¢(x)), que I'on exprimera en fonction de det(A) et Tr(A).
On pourra admettre que le déterminant est un invariant de similitude.

3. En déduire que la matrice A est semblable 2 sa transposée ‘A.

>> Solution p. 55

Exercice 57. ¢ J3J Trace d’'un endomorphisme
Soient ¢ € Z(E) avec E de dimension finie et 28 une base de E. On définit la trace de ¢ par

Tr(p) = Tr (Matg ().

1. P justifier que la trace de ¢ ne dépend pas du choix de la base.
2. Exemples
a) P Soit n e N*. Calculer la trace de @ou@:PeRy[x]—P-P eRylx].
b) & Onpose ¢:Ac . Hy[R) — 'Ac My R).
i) Justifier que le sous-espace des matrices symétriques de taille (1, n) (noté .#4,) et celui des matrices antisymétriques
(noté <) sont supplémentaires dans .4, (R). Préciser les dimensions.
ii) En déduire la trace de ¢.
¢) & Soit p un projecteur de E. Vérifier que la trace de p est égale 2 son rang.
> Solution p. 56

Exercice 58. ¢4+ JJ Commutant d’'une matrice nilpotente
Soit A € .43 (R) une matrice non nulle telle que A? = 0.

1. & Montrer que la matrice A est semblable 2 la matrice

o}

Il
o oo
o oo

1
0
0

2. M En déduire la dimension du sous-espace vectoriel € = { M e 43(R) | BM =MB } et celle de 6.

>> Solution p. 56

Exercice 59. ¢ 44 Pour tout A € .45 (R), on définit 'application @, : 4, ([R) — R par ®5 X) = Tr(AX).
1. Montrer que @4 est une forme linéaire.
2. M Soit ¢ une forme linéaire sur .4, (R), justifier qu'il existe A € .4y, (R) telle que @ = ®,.

> Solution p. 57

Exercice 60. ¢4 JJ Matrice de Vandermonde - Lien avec les polynémes de Lagrange
Soit a = (ag, ay, ..., an) € R**1. On pose

ap Ao ap
al al al
Va=1 . . . . . € Mn+1R).
1 ap ap? an”
1. Notons Cq,Cy,...,Cp, les n+ 1 colonnes de V. A quelle condition sur les réels ag, ai, ..., an les colonnes de V, forment une

famille libre? En déduire une condition pour l'inversibilité de V.

On suppose cette condition vérifiée dans la suite.

Notons 98 = (l,x, . x"] la base canonique de R [x] et (ey, ..., e,), la base canonique de R*L

2. a) Montrer que I'application suivante est un isomorphisme
' { R,lx] — Rn+1
: P — (P(ap),...,P(an)).
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b) Pour tout i € [[0; n]], on définit le polynéme L; = ¢! (e;). Montrer que la famille € = (Ly,...,Ly) est une base de Ry [x] et
que

n
VPeRy[xl, P=) P(a;)L;.
i=0

1

c) Préciser Pgg ™" ou1 Pg  désigne la matrice de passage de la base 98 ala base 6.

>> Solution p. 58

Exercice 61. ¢+44 JJ Vecteurs cycliques et espaces stables # CA62
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n = 2 et ¢ € £ (E). On dit qu'un vecteur u € E non nul est cyclique pour ¢ s'il existe
un entier m non nul tel que la famille By, = (u, (), Q> w),..., "M 1 (1)) soit une famille génératrice de E.
Pour rappel, (pi (u) =@oo...op(u) aveci compositions.

1. Comparer m et n.
2. & Montrer que si u est cyclique pour o, alors %8, , est une base de E.
3. Application
Dans la suite, on suppose que les seuls sous-espaces vectoriels stables par ¢ sont {Og} et E.
a) P Justifier qu'il existe m € N* tel que la famille 98y, soit libre mais 98, ;;,+1 n'est pas libre.
b) Vérifier que Vect(%8,, ) est un espace stable par ¢.
¢) En déduire que tout vecteur u € E\ {Og} est cyclique.
d) & Onnote ay, ay, ..., a,—1 les coordonnées de ¢ (u) dans la base %y, ;. Justifier que

o" =ag-idg+ay-@+...+ap_1-@" L.
e) Donner la matrice de ¢ dans la base 98, ,, al'aide des réels a;.
>> Solution p. 58
Exercice 62. 4 Soient A € ./ (R) non nulle telle que Tr(A) = 0 et ¢p son endomorphisme canoniquement associé. # CA63

1. A Justifier qu'il existe x € R? tel que la famille (x,¢(x)) soit libre.
2. M En déduire que A est semblable 4 une matrice de diagonale nulle.
>> Solution p. 60
Exercice 63. 4 On se place dans R3 et on note %, la base canonique. On considére 22 le plan vectoriel d’équation 2.x — y—2z=0, #CA64
la droite vectorielle 2 = Vect(u) ou u = (1,-1,1).
1. Vérifier que R® = 2 ¢ 9.

2. Soit %, une base adaptée a la décomposition précédente et p le projecteur sur & parallélement a 2.
Préciser la matrice M = Matg(p).

3. Expliciter la matrice de passage entre €6 et 8. En déduire la matrice Maty (p).

> Solution p. 22

Exercice 64. ¢4+4 SoientE,,...,E; des sous-espaces vectoriels de E tels que E; @ --- @ E;; = E. On note p; le projecteur sur E; # CA65
parallelement a @ j;E ;. Montrer que p;opj =0 sii # j etque p1 +---+ pp =idg.
> Solution p. 22

Exercice 65. 444 d’apres EDHEC 94, option scientifique # CA66
On étudie un sous-espace vectoriel & du R-espace vectoriel des suites réelles a indices dans N :

3 3 1
g:{(un)nel\l IVReN upy3= Eun+2—zun+l+§un}

1. Montrer que le sous-espace vectoriel & est de dimension 3. (On pourra éventuellement considérer 'application linéaire ¢ de &
vers R3 définie par @(u) = (ug, U1, u2).)

2. Montrer que sil’on pose :
VneN, an=r 7, bp=—, =
les trois suites a, b, c forment une base de &.
3. Montrer que si u appartient a &, la série de terme général u; est convergente. On notera s(u) = Zf:u k-

4. Calculer s(a), s(b) et s(c).

5. Montrer que s: u— s(u) est une application linéaire de & vers R; quelle est la dimension de Ker s?
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6. Déterminer Kers.
>> Solution p. 2

Exercice 66. 444 JJ Soit 1 un endomorphisme non nul de R3. d'apres l'oral HEC # CA67

1. On suppose que u? = 0. Montrer qu'il existe une base de R3 dans laquelle la matrice de u est
0 0 1
A= 0 0 O
0 0 O
Déterminer alors les sous-espaces vectoriels F de R3 stables par u, ¢’est-a-dire tels que u(F) c F.
2. On suppose que u? # 0 et u3 = 0. Montrer qu'il existe une base de R3 dans laquelle la matrice de u est
0 1 0
B=| 0 0 1
0 0 O

Déterminer alors les sous-espaces vectoriels de R3 stables par u.
> Solution p. 22

Exercice 67. 4 Ecrire un programme Python qui compte le nombre de matrices non inversibles parmi les matrices de taille # CA68
(25,25) :

a b . . b
b a . - b
M(a, b) = avec a, be [[-50;50]].
: i a b
b b -~ b a

Indication. On pourra utiliser les commandes ones ([n,p]) qui renvoie une matrice de .4y, » (R) ne contenant que des 1, eye (n)

pour la matrice I, etnp.linalg.matrixrank (A) pour le rang de la matrice A.
>> Solution p. 60

Exercice 68. 44 Antitransposée et matrices antidiagonales # CA69

>> Solution p. 60

1. a) Compléter le programme suivant qui prend en argument une matrice A et renvoie sa transposée.

import numpy as np

def transpo(A):
[n,pl=np.shape (A)
B=np.zeros( ... )
for i in 8
for j in ... :
BlooogooodS
return B

Editeur

b) On définit 'antitransposée d’'une matrice carrée A par la matrice C obtenue par symétrie par rapport a 'antidiagonale. Par
exemple,
1 2 3
Ap=| 4 5 6
7 8 9
Comment modifier le programme précédent pour obtenir un nouveau programme qui prend en argument une matrice A
et qui renvoie son antitransposée?
2. Une matrice T est dite antidiagonale si les coefficients situés en dehors de I'antidiagonale sont nuls. Par exemple,

9 6 3
et Cog=| 8 5 2
7 4 1



ATaide de Python, que peut-on conjecturer sur les puissances d’une matrice antidiagonale?
Indication. On pourra utiliser la commandenp . dot (A,B) pour faire le produit AB.

. Prouver votre résultat.

Indication. On pourra considérer TPy, oit T est une matrice antidiagonale de taille (n, n) et Py, est la matrice construite sur le méme
modele que P3.

4. A quelle condition sur ses coefficients, une matrice antidiagonale est inversible?

an.

Exercice 69. 4+ JJ Montrer que toute matrice triangulaire supérieure stricte de .4, (R) est nilpotente d’indice inférieur ou égal
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A Indications et solutions

P Indication de I'exercice 1 p.-2

Vérifier que Ep, E7, Eg et Ejg sont les seuls espaces
vectoriels.

& Indication de P'exercice 2 p.-2

Soit u; € E1 \ E2. En considérant u; + v € E1 U E2, montrer
que pour tout vecteur v € Ep, v € Ey.

P Indication de I'exercice 3

2.1l faut et il suffit que P soit de degré n.
4.a) Utiliser les croissances comparées pour justifier que la
famille est libre.

4.b) Utiliser un argument de dérivabilité. La fonction f; n'est
pas dérivable en i.

& Indication de P'exercice 8 p-7
. n
2. Justifier que pour tout Pe R,,_1[x],onaP = 3 P(a;)L;.
i=1
P Indication de I'exercice 10 p.8

1. Justifier que G est de dimension 7 — 1 en exhibant une base.
On pourra supposer que ay # 0.

P Indication de 'exercice 11

Og

& Indication de P'exercice 13 p.- 11

Déterminer une base (wy, wo) de F. Vérifier ensuite que la
famille (u, v, w1, wo) est une base de R*. Conclure avec la
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On étudie en vain si l'on ne réfléchit pas.
On réfléchit en vain si l'on n'étudie pas.

CONFUCIUS, Entretiens

proposition précédente.

& Indication de Pexercice 14 p. 12

Adapter le schéma de I'indication 12 ci-dessus dans R3.

& Indication de Pexercice 15 p- 12
2. Vérifier que
dimV+dimH =dim (Rg[x]) et VnH={0}.
3.1l faut justifier que 'on peut retirer les parenthéses
FeG)eH=FoGeH.
& Indication de Pexercice 17 p. 16

Pour rappel :
Soit f: E — F. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— f estbijective.
— Il existe une application g: F — E telle que : fo g =idget
gof=idg.
Dans ce cas, g = f L.

& Indication de I'exercice 18 p- 16

1. Donner la matrice de I'application dans la base canonique
puis conclure avec le déterminant.
2.b) Remarquer que ¢ est bijective avec 71 : P— ...

A Indication de I'exercice 26 p.21
Tout est vrai!
A Indication de I'exercice 28 p. 22

On pourra regarder les matrices semblables a I, et les
matrices de méme rang que I,.

& Indication de Pexercice 36 p. 26

La premiere est fausse et la seconde est vraie (on pourra
utiliser des matrices triangulaires).

A Indication de I'exercice 38 p- 26

1. Ecrire A sous la forme A = PDP~! avec D diagonale. Exprimer



ensuite AP al'aide de P, D et P!
2. Partir d’'une matrice S telle que $? = D.

P Indication de I'exercice 39 p. 26
Pensez a la trace.
& Indication de I'exercice 42 p. 27

Ecrire les formules du rang pour f et g ainsi que la formule
de Grassmann avec Im f +Im g et Ker f + Ker g.

& Indication de Pexercice 44 p.27

2. Exprimer 'application réciproque sous la forme ag + pidg.

& Indication de P'exercice 56 p- 29
1. Tester avec x = e1, x = ep et enfin x = e] + e.
2. Regarder la matrice de ¢ dans la base de R?, (x, ¢(x)).

P Indication de I'exercice 57 p- 30

1. Appliquer la formule de changement de base et la relation
Tr(AB) = Tr(BA).

2.a) Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry, [x].

2.b)i. Vérifier que dim %), = n(n+1)/2 etdim«/y, = n(n—1)/2.

2.b)ii. Ecrire la matrice de I'application ¢ dans une base %
adaptée a la décomposition

S @y = MpR).
3.c) Raisonner par analyse-synthese. Pour u € E

u=pw +(u-pw).
—_— —

elmp €Kerp

& Indication de P'exercice 58 p- 30

1. Justifier I'existence de v € Kergp \Im¢ et w € R3 \ Ker¢.
Montrer que la famille (u,@(w), w) est une base. Que dire
de la matrice de ¢ dans cette base?

2. Ecrire A = P™IBP. Justifier que M € %} si et seulement si
PMP~! € 5. Que peut-on en déduire sur les dimensions de
6p et 6p°?

Calculer ensuite dim 6 en déterminant les conditions sur
les coefficients de

<
1l
oq QA
>
~— o

pour que M € 63.

& Indication de I'exercice 59 p- 30

2. Pour tout couple (i, j) € [[1; nll%, on pose ®@;; = CDE,-]- Montrer
que la famille (®;;) est une base de I'espace vectoriel des
formes linéaires sur .4, (R). Utiliser ensuite le fait que

dim (& (tn(®),R)) = n?
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pour justifier que 'on obtient une base. Conclure.

& Indication de I'exercice 60 p- 30

2.a) Par un argument de dimension, il suffit de montrer que
¢ est injective. Montrer ensuite que si P € Kery, P est
nécessairement le polynéme nul.

A Indication de I'exercice 61 p-31

2. Procéder par récurrence sur la propriété : la famille 98, | est
une famille libre (avec k € [[1; nl]).
3.a) Que dire de la liberté de la famille

(idg, @,...,9")

avec p >dim Z(E)?
3.d) Vérifier I'égalité pour tout vecteur de la base 98y, 5,.

p.2
CAl

Exercice 1

o ‘ Non, Ej n’est pas un e.v.

Par exemple, E; n'est pas stable par multiplication par un
réel.

(2,1) € By,
mais -1-(2,1)=(-2,-1) ¢ Eq.

Graphiquement, E; est un demi-plan.

¢ Afin de prouver que Ep est un espace vectoriel, on peut
prouver que c’est un sous-espace vectoriel de R3. Pour cela,
on vérifie que Ep est non vide et stable par combinaison
linéaire.

— Ep est non vide car (0,0,0) € Es.

— Soient A e R, X = (x,¥,2) € Ep et X' = (x',y/,2) € Ey. Par
définition de Bz, ona2x+z=yet2x' +z = y'.

Il vient
X+AX = (x, 3,2 + A, Y, ) = x+ Ax, y+ Ay, 2+ A2).
Puis,
2+ Ax) + (z+A2) = @x+2) +A2x + Z) =y + Ay .
X+ AX €E).

C’est-a-dire,

En conclusion, Ey est sous-espace vectoriel de RS, puis



Ey est un espace vectoriel. ‘

e | E3 n'est pas un espace vectoriel,

puisque 'élément neutre pour addition n’appartient pas a
E3.
(0,0,00¢E3 car 0-0#2.

o ‘ Non, E4 n’est pas un espace vectoriel.

Il n’est pas stable par somme. Par exemple,
X=(1,1,00€E4 car 12+0%=1
et X =(-1,1,00€E4 car (-1)%2+0%=1.

Parcontre, X+X' =(0,1,00¢Es car 0%+0%2#1.

J ‘ Non, E5 n’est pas un espace vectoriel.

Il n'est pas stable par somme. Par exemple (1,1,0) €
Es, (0,0,1)€E; mais (1,1,1)¢Es.

e | Eg n'est pas un espace vectoriel.

Le polynéme nul x € R— 0 € R n’est pas dans Eg.

e Prouvons que E7 est un sous-espace vectoriel de I'espace
vectoriel &/ (R, R).

— Lapplication nulle x € R — 0 € R est clairement un
élément de Eg qui n’est donc pas vide.

— Soient f,g € E7 et A€ R. On a par définition de f +Ag,

(f+A)B)=f(3)+Ag(3)=0+A-0=0 = f+AgekE;.

E7 est stable par combinaison linéaire, c’est un sous-espace
vectoriel de &/ (R,R). D’ol1

E7 est un espace vectoriel.

e Justifions que Eg, 'ensemble des applications bornées, est

bien un sous-espace vectoriel de </ (R, R).

— Lapplication nulle x € R— 0 € R est clairement bornée,

c’est un élément de Eg.

— Soient f, g € Eg et A € R. Par définition, il existe deux réels

My et Mg tels que
VxeR, [fOl<Mp et [g(x)|<Mg.

Posons M = Mf + I)\IMg. Soit x € R, on a, en utilisant
I'inégalité triangulaire,

[(f+AQ ) =1f(x)+Ag)| < |f)+IAl-[gx)]
st+|)\|-Mg=M.

Ainsi, 'application (f + Ag) est bornée, c’est un élément
de Eg. En conclusion,

‘ Eg est un espace vectoriel. ‘

e Le fait que K soit maintenant fixé, on montre que

‘ Eg n'est pas un espace vectoriel. ‘

e Vérifier que

‘ Ejp est un espace vectoriel. ‘
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Exercice 2 p- 2

CA2

Le dessin ci-dessus illustre le probléme de la réunion de sous-
espaces vectoriels qui ne sont pas inclus.

Comme Ej nest pas inclus dans Ep, il existe uj € E; tel que
uj ¢ Ep. Soit v € Ex. Montrons que v € Ej. On sait que u et v
sont deux éléments de E; U Ep. Or par définition d'un sous-
espace vectoriel, cet ensemble est stable par somme. Il vient
uy+veE; UEys. Deuxcas:

— Soit uj + v € Ep et alors la stabilité par somme de I’espace
vectoriel E> impose

uy=(u+v)— v €Eo.
—_——
€Ey €Ep

Or, on a supposé uj € Ep. Ce cas est a exclure.
— Soit uj + v € Ej et on obtient

v=(v+u)—- uy €E;.
———

€k €k

Résumons, pour tout v € Ez, ona v € E1, donc| Ex cEj.

Exercice 3 p-3

CA3

. Soient A1,A2, A3 et A4 quatre réels tels que A1 -€1+Ap-€2 +

A3-€3+ A4 -€4 = Ops. C'est équivalent a

(BA1+A2—Ag+Ag,—A1 + A2 +2A3 + Ay,
A1 —A2+A3+2A4,A4)=(0,0,0,0)

SA1+A2—-A3+Ag =

—A1+A2+2A3+Ag4 =

Al—A2+A3+Ag =

N =

Par un pivot de Gauss, on montre que A\ = A2 = A3 =A4 =0.
La famille est libre.

cocoo

2. Soit P € Ry, [x].

— SiPestde degré n, la famille [P(k))ke[[o | est une famille
N

de polynémes non nuls de degrés échelonnés, elle est donc
libre.

— Sinon, deg(P) < n et pour k = deg(P) + 1, on obtient
Pk = 0, la famille ne peut étre libre.

Finalement, la famille est libre si et seulement si, P est de



degré exactement n.

3.a) On suppose l'existence de quatre réels A1, -+, A4 tels que

AA+A2B+A3C+A4D =0y.

o o

o o]

Par unicité des coefficients d’'une matrice, on obtient le
systéme linéaire :

C’est-a-dire,

)\1+)\2+)\4
)\1+)\3+)\4

)\1+)\2+)\3
)\2+A3+)\4

)\1+)\2 +)\4 =
)\1+)\2+)\3 =
A1 +A3+ A4

)\2+)\3+)\4

&

cocoo

Résolvons ce systeme par un pivot de Gauss,

A1 +A2 +Ag = O

SF = As—=As = 0
Ly—1,-1, —A2+A3 = 0
L3—L3~11 A2+A3+Ag = O

A1 +A2 +Ag = 0

— As=h =0 .

Ly—Lg+Ls -A2+A3 = 0
L3—Ls-L1 2\3+Ag4 = O

On en déduitque A2 = A3 = A4 = A1 =0.Lafamille (A,B,C,D)
est libre.

3.b) Une famille a 5 vecteurs dans un espace de dimension 4
ne peut étre libre. En étudiant les relations de linéarité, on
montre que :

—3I,+2A—B—C+2D =0,.

La famille (A, B,C,D,I) n’est pas libre.

4.a) Soient A1, Ay et Az, trois réels tels que
Ar-fitAz2-fa+A3-f3=0.
(0 désigne icil'application nulle). Dit autrement,
VxeR!, Arln(x)+Azexp(x)+A3x=0.
On divise par exp(x),
In(x) X

+A2+A3 () =0.

VxeR:, A\
exp(x)

Or, par les croissances comparées,

In(x)

M
exp(x)

+A2+A3—— — A
2 3exp(x)x~+oo 2

Par unicité de la limite, A2 =0.
On en déduit :
VxE[RI, A1In(x) +Az3x =0.

A ce stade, on peut procéder de méme en divisant par x. On
peut aussi simplement considérer x =1,

AIn(1)+A3-1=0 = A3=0.

Nécessairement, A1 = 0. Finalement,
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La famille (f1, f>, f3) estlibre.

4.b) Soient A1, Ap, ..., Ay € Rtels que
Aptan+Aztan® +Agtan® +--- + A, tan” = 0.

Comme l'application tangente est une bijection de ] — %; % [
dans R. Pour tout x € R

A X+A2x% + A3 + -+ Apx =0.

Par unicité des coefficients d'un polynome

La famille (tani)ie[[l;n]] est libre.
4.c) Soient Ag,A1,-+, Ay € Rtels que

Afo+tA1fi+...+Anfun=0.

Si Ag # 0, alors la fonction

)\1 )\n
fo= )\Ofl )\Ofn
est dérivable en 0 en tant que combinaison linéaire
d’applications dérivables en 0. Absurde, fp n'est pas
dérivable en 0. D’ou1 A9 = 0. Il en va de méme pour tout A;.
En conclusion, la famille (f;) (0, st libre.

Exercice 4 p-4

CA4

ot

.SOitX:(x;y;z)ele_
XeF < x-2y=2z=0
— X=Q2y+z1y2)
=y(2,1,0)+z(1,0,1).
Sionpose u=(2,1,0), v=(1,0,1).Ona

F =Vect(u, v)

2. Pour tout P € G, il existe des réels ay,...ay tels que P(x) =
)E aixi. On a aussi
i=0

n ..
P(x)=-P(-x)=-)_ a;(-1)'x".
i=0

Par unicité des coefficients d'un polynome

vielo,nll, —aj(-1)!=a;.

Ainsi pour tout indice i pair, a; = 0. Réciproquement, tout
polynéme

P= ) ax
i=0
i impair

appartient a G. Dés lors une famille génératrice de G est

(x,x3,x5,...,x[%J).



. Soit M € #. Nécessairement, il existe a, b,c,d, e, f € R tels
que

a b c

M=|b d e

c e f
1 0 O 0 1 0 0 0 1
=al0 0 O[+b|1 0O O|+c|0 O 0]
0 0 O 0O 0 O 1 0 0
0 0 O 0 0 O 0o 0 O
+d|0 1 O0|+el0 0 1 +f 0 0 O]
0 0 O 0 1 0 0 0 1

Posons ainsi,

1= My = M3 =
1 0 0 0 1 0 0 0 1
[0 0 0] [1 0 0] [0 0 0]

0 0 0 0 0 1 0 0

M M

4= 5= Mg =
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0] [0 0 1] [0 0 of.
0 0 0 0 1 0 0 0 1

On peut exprimer ces matrices a l'aide des matrices
élémentaires,

M; =Ep 1,
My =Epp,

My =E;2+Ez1, M3=E;3+E3),

Ms=Ez3+Ex3 et Mg=E33.

La famille (Mj,...,Mg) est génératrice de .&.

Remarque. La famille est libre, c'est méme une base de & .

Exercice 5 p.5
CA5

Raisonnons par double implication.

Supposons i). Soit w € F + G. Considérons ug, u% eFet
ug, ug, € G tels que

W=up+ug et w=up+ug.

s ) / s I _ ./
11 vient ug + ug = Up + Ug, puis up — up = ug — ug. Or ce

dernier vecteur appartient a la fois a F et a G, c’est donc le
vecteur nul par hypothese. Ainsi ug = u’F etug = u’G, ce qui
établit 'unicité de la décomposition. Le point ii) est prouvé.

Supposons ii). Justifions que Fn G = {Og} par double
inclusion.
Comme FnN G est un sous-espace vectoriel, il contient
nécessairement le vecteur nul. Ainsi {Og} cFNG.
Soit we FNG. On a
w=0+ w=w + 0.
~ =~

—~— —~—
cF eG €F G

Par unicité de la décomposition, w = Og. Ainsi FN G < {0g}.
Par double inclusion, on a bien Fn G = {Og}. Le point i) est
prouvé.

Exercice 6 p-6
CA6

1. La partie F est un bien un sous-espace vectoriel de R3.
Vérifions que Vect(u;) en est un supplémentaire (le
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raisonnement est similaire pour uy).
Soit v = (a, b,c) € R3.

* Analyse (recherche des conditions nécessaires).
Supposons qu'il existe ug = (x,y,2) € F et w € Vect(uy) tels
que

V=up+w

C’est-a-dire, il existe A € R tel que

(a,b,c) = (x,y,2)+A(1,0,0)

avec x+y+z=0.

On obtient le systeme

a X+A
b =y
c = z
0 = x+y+z
Nécessairement,
A = a-x=a+y+z=a+b+c
x = -y-z=-b-c
y = b
c = z

Ainsi, sila décomposition existe, elle est unique et

(a,b,c)=(-b-c,bc)+(a+b+¢)(1,0,0).

eF eVect(uy)
o Syntheése (recherche des conditions suffisantes).
Posons up=(-b-cb,c) et w=(a+b+c)u,
de sorte que up € F, w € Vect(u1) et
V=Up+w.

On a trouvé une décomposition.

e En conclusion, on a bien prouvé l'existence et I'unicité
d’une telle décomposition pour tout vecteur v.
Par définition, F et Vect(u;) sont supplémentaires dans R3.

De nouveau, on constate qu’il n’y a pas unicité du
supplémentaire.

. Soit M € 4y, (R).

* Analyse. Supposons qu’il existe deux matrices carrées A,
S respectivement antisymétrique et symétrique telles que
M =A+S. En transposant, il vient

™M="A+'S=-A+S.

On en déduit par somme et différence des deux relations

précédentes,
1 1 "
=-(M+M).
2

Résumons, si une telle décomposition M = A+ S (avec A
antisymétrique et S symétrique) existe, alors les matrices A
et S sont uniques.

o Synthése.



Posons

de sorte que

Il
L
)
£
I
|
>

1 1
et S=_f(M+™M)= z(f1\/1+f(f1v1))=s.

De plus A+S:%(M—tM)+%(M+tM):M.
Résumons :

— Les matrices A et S sont respectivement antisymétrique
et symétrique;

— A+S=M.

On vient de justifier I'existence d'une telle décomposition.

e Conclusion. On a prouvé que toute matrice carrée M
s’écrit, de maniere unique, comme somme d’une matrice
symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

A ® Sy = MnR).

Exercice 7 p-6

CA7

1. Soit M € 5 (R),

MeE;
— 3JabcdeR M= 2]
avec a+b+c+d=0
<~ da,bceR M= a b
—a—-b-c
< 3da,b,ceR,
1 0 0 1 0 0
M_aO _1}+b[0 _1]4—0[1 _1}.
S—— —— ——
A Ay Az

On a donc I'équivalence :

MeE; < MeVect(A1,A2,A3).

Puis, Ej =Vect(A1,A2,A3).

La famille (A1,A2,A3) est génératrice de E;. On vérifie que la
famille est libre, c’est donc une base de E;. Elle contient 3

vecteurs. Concluons :
dim(E;) =3.

2. On procéde de méme. Soit P € R [x],
PeEy
< 3a,b,ceR, P(x) = ax’ +bx+cetP'(1)=0
<—3da,b,ceR, P=ax?+bx+cet2a+b=0

<=>EIa,c€|R,P:ax2—2ax+c=a(x2—2x)+c.
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Si on note Py (x) = X% —2x et P2(x) = 1, on a montré que
P € Ej si et seulement si P € Vect(P1,P2). La famille (P1,P2)
est donc génératrice de Ey. De plus, cette derniere est libre
(car de degré échelonné). C’est donc une base de E3,

3. Pour i € [[1; n]], notons D; désigne la matrice diagonale de
taille (n,n) ne contenant que des « 0» sauf un « 1» en
position (i, 7).

La famille (D;) |1, €st une base de Eg.

On a donc

Exercice 8 p-7

CA8

1. Précisons que pour tout indice 7, L; € Rj,—1 [x].
Soient A1, Ag, ..., Ay € R tels que

n
Z AiL; =0.
i=1

C’est-a-dire "

Y AiLi(x) =0.
i=1

Soit j € [[1; n]] fixé. On a pour tout i # j

VxeR,

L; ((l]) =0 et L; (u]) =1

En évaluanten a j»on obtient directement A j=0.La famille
est libre.

2. Soit P e Ry, _1[x]. Posons

Q=P- ip(ai)Li.

i=1

On vérifie que pour tout j € [[1;n]], Q(aj) = 0. Q est un
polyndme de degré au plus n —1 avec n racines. C’est le
polyndme nul. Ainsi

n
P=) P(a;)L;.
i=1

La famille (L, Ly,...,Ly) est génératrice de R;,_1[x].

Les polynomes L; sont les polynémes de Lagrange associés a
la famille (ay, ..., an).

En pratique, pour montrer qu'une famille est une base, on
vérifiera d’abord la liberté plutot que le caractere générateur,
souvent plus technique.

Exercice 9 p.8

CA9

1. Soit F; un supplémentaire de F N G dans F, c’est-a-dire que
F18(FnNG)=F.



Prouvonsque F+G=F; @G.
— CommeF; cF,onaF1nGcF1n(FnG) = {0g}. Les sous-
espaces F; et G sont donc en somme directe.
— De plus,
F1+G=F1+(G+FnQG)
=F1+FnG+G = F+G.

2. En appliquant la proposition précédente,

dim(F+G) = dim(F; ®G)=dim(F;)+dim(G)
= dim(F) —dim(F N G) + dim(G).
G FNnG
//

F// Fi
——

Exercice 10 p-8

CA10

1.e Le vecteur u étant non nul, F est une droite vectorielle :
dimF =1.

e ]l existe un indice i tel que a; # 0. Pour simplifier,
supposons ay # 0. Les vecteurs

U1 = (anr0>0>~~'r0r_al) =dapne] —daiep

V2= (0) anrown)o»_az) =dapez —azep

v3=1(0,0,ap,...,0,—az) = anes —asen
vp-1=100,0,0,...,0,an,—an-1) = anep-1 - an-1en-.

forment une famille libre de G avec n — 1 vecteurs. Comme
G#R", dimG < n—-1.On a donc I'égalité

dimG=n-1.

2. Utilisons le troisieme énoncé de la proposition précédente.
On a bien
dimF +dimG = n = dimR"

etpour v € FNG, il existe A € R tel que

v=Au=(Aaj,Aay,...,\ay).

La condition v € G impose
n n
Z )\ak =A Z akz.
k=1 k=1
Comme u # Ogn, f ak2 #0etA=0.0nav=0get
k=1

FOGZ{OE}.
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En conclusion, F et G sont supplémentaires dans R”.

3. G est une droite vectorielle engendrée par (1, —1).

Exercice 11 p-9
CAll
1. Ona
Og=0g + Og +---+ O .
eF; €k €Fy

4
D’ou O € ¥ F; qui est donc non vide.
i=1

p
e Soient u, ve Y F; et A, peR. 1l existe
i=1

(u1,up,...,up) €Fy xFa x .. .Fp,
(v1,v2,...,vp) €F1 xFa x ... xF
p p
tels que =Y ujetv=y v
i=1 i=1
Il vient

)\u+pv—)\z u,+pz vi = Z()\u,ﬂw)
i=1 i=1 i=] S~
EF,‘
car chaque sous- espace F; est stable par combinaison

linéaire. D’ou Au+ pv e Z F;.

i=1

¢ Finalement, Z F; est un sous-espace de E.

2. Soit u € .ZF Onau-= ):ul ou chaque u; € F;. Par

i=1

hypothese, u; € H et H est stable par somme donc

p
=Y u;eH
i=1

On a bien I'inclusion demandée.

Exercice 12 p-10

CAl12

Non.
Le schéma de lindication donne un contre-exemple
en intersectant trois droites vectorielles de R2. Les



intersections deux a deux sont bien réduites a {0}, pourtant
la somme F; +Fy + F3 n’est pas directe.

Exercice 13 p-11

CA13

1. Précisons une base de chacun des sous-espaces :
— (u) estune base de G.
— (v) est une base de H.
— (w7, w9) avec

w1 =(1,1,0,0), wz=1(0,0,1,-1)

est une base de F. En effet, (w7, w>) est libre (les deux
vecteurs sont non colinéaires) et aussi génératrice de F
puisque pour tout X = (x, y,2,t) € R4

XeF

|

x-y=0
z+t=0

x=y
z=—t
X=(x,x,2,—2)

X=x(1,1,0,0) +2(0,0,1,-1)

X=xwi+zwsy

pooo 1

X e Vect(wy, wo)
Ainsi F =Vect(wy, wo).

2. On montre ensuite que la famille (u, v, w;, w2) est une
famille libre de R?%, c’est donc une base de R*. La famille est
génératrice

F+G+H=Vect(u, v, w, wy) =R*
et d’apres la proposition précédente, la somme est directe
FeGeH=R"
Remarque. On a alors

dimF+dimG+dimH=2+1+1=dimR*
=dim(Fe Ge H).

Le théoréme suivant généralise cette égalité.

Exercice 14 p- 12

CAl4

Non.

Pour un contre-exemple, il suffit de prendre 3 droites
vectorielles toutes contenues dans un méme plan.
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Exercice 15

p- 12
CA15

1. Vérifier que
dimF=1=dimG, dimV=2
et dimH=2.

2.0n abien
dimV + dimH = 4 = dim (R3[x]).

De plus, pour P € VN H, on obtient un polynéme avec 4
racines (+1, £2). Ainsi P est le polynéme nul.

VNH= {0R3[x]}'

Par la caractérisation des supplémentaires par la dimension

Ve H = Rsx].

3. Vérifier que F® G = V. La relation de la question précédente
donne
(FeG)eoH=R3[x].

Justifions que 'on peut "retirer" les parenthéses. On a bien
F+G+H=(F+G)+H=R3[x].
et 'égalité des dimensions

dimF + dimG + dimH = dim (R3 [x])
=dim(F+G+H).

Le théoréme précédent prouve que la somme est directe.

FeGoH=R3[x].

Exercice 16 p-13

CAl6

1. Vérifions que la famille est libre.
Soient A1,A2,A3 € R tels que

Aqug +Azup +Azuz =0ps = (0,0,0).



Cela implique le systéme

{ Al+A2+A3 = 0
A1+2M2+A3 = 0 >
A1 +3A2 = 0 Py
Al+A2+A3 = 0 At = 0
Ao = 0 > A2 = 0
2h20-A3 = 0 A3 = 0.

De plus, la famille contient autant d’éléments que la
dimension de 'espace :

‘ La famille (11, u, u3) est une base de R3.

En particulier, il existe trois réels A1, A2 et A3 tels que
v=A1uy +A2u2 + A3us.

On obtient le systéeme :

Al+A2+A3 = 0
A +2A+A3 = 1
A1 +3Ao = 0

La résolution de ce systéme (par un pivot de Gauss par
exemple) donne A1 =-3,A2 =1letAz3=2.

v=-3u;+ux+2us.

La matrice colonne des coordonnées est donc

V=11

2

2. La matrice dans la base canonique (1,x,x2,---,x") de (x +
1)" est donnée par

(o) 1]

M |»

: : ) |
(n) = (n) €uﬂn+l,l(R), car (x+1)nzz(i’.l)xl.
: ; i=o\?
() 1

Attention au décalage d'indice, le coefficient ('}) est en
positioni+1.

Exercice 17 p. 16

CA17

]

. Raisonnons par double implication. Soit 7 la dimension
commune de EetdeF.

Remarque. Il ne pourrait exister d’'isomorphisme si dimE #
dimF.

1

Supposons ¢ bijective. On peut alors considérer ¢~ et

d’apres le théoreme précédent, 1’égalité
9o ! =idp
donne
Matg, g, () -Matg, gz, (tp_l) =Matg, g, (9o~ ")
= Matgg, g, (idp) =15.
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De méme (p_l o =idg
impose

MatgaE,gBF [(P_l) . Mat@F,@E (p) = Mat@Ey%E (idg) =15.

Par conséquent, Matgg, . (@) est inversible et son inverse
: -1
est la matrice Matgg, g (@™").

Supposons la matrice Matg,. . (¢) inversible. Il existe
une matrice carrée B telle que

Matgg, i, (9)-B=1, et B-Matg, g, (¢)=1I,.
Or il existe v € Z(F,E) telle que B = Mat@E,@F (). Ainsi
MatggE (\U o (p) = MatggE’ggF (\V) Ma'[ggF“@E ((p) =1,

et  Matg, (poy) =Matg, g.(p) Matg, g. (W) =1,.

Donc
MatggE (Wo) = MatggE (idg)
et Mat@F (poy) = MatggF (idg).
On en déduit yop=idg et oy =idg.

Finalement, ¢ est bijective et ¢! = . En particulier,

-1 -1
Matgg, g5, (0] = B = Mt 5, ().

Exercice 18 p- 16

CA18

1. Lamatrice de ¢ dans la base canonique est

a b
A= cd}

Cette derniere est inversible si et seulement si det(A) # 0.
D’apreés le théoreme précédent, ¢ est un isomorphisme si et

seulement si
ad—bc #0.

2.a) A l'aide de la formule du binéme de Newton, pour k €
([0; m]],

k
pM=a+nk=Y (k)x“.
=0 ¢

Notons (e, e2,...,e,+1), la base canonique de Ry [x]. Soit
jell;n+1].

R VP
w@)—¢Wﬁ=ZFeV
. (=0
J i .
= Z(], 1)x’1 (i=0+1)
o\i-1
] .
o L (i),
plej) = lzzl(i_l)el.



Ilvient: Matcan (@) =
1 1 ) 1
1 2 e e n
j—1
1 Py
: . . . . 1 n
[ T 0 1
Sionnote a; j les coefficients de cette matrice, alors
vijeltn+1, |a;=|"""
v] ) ) i,j — i—1 .

En adoptant la convention que

j-1 Co
=0 > j.
(i—l) si i>]

2.b) En reprenant le raisonnement précédent, ¢ est un
isomorphisme avec
¢ 1 PeRy[x] —P(x—1) € Ry[x].

Sion note b; j les coefficients de Al ona:

1
PN . — ] i
Vi,jell;n+1]], ,] =(-1 (l—l)'
En effet,
olep) = -t
_ i( )( 1yi—1-E ¢
; .
— Z( )( 1)] i l 1
L L e
¢ (ej) = ; -1) 1—1 €;-

Pour construire la matrice A1, il suffit de partir de la matrice
A et d’alterner les signes sur les diagonales.

Exercice 19 p- 16

CA19

e Calculons le noyau de la matrice A a I'aide d'un pivot de
Gauss.

SoitX="[x y

Z] € ./ﬂg,,l(R).

XeKer(A) < AX=03,

-x + 2y - z = 0
— 3x - 3y = 0
-2x + 2y = 0
{ x - 2y + z =0
=
-3lg=2L, | * - ¥ = 0
Li—-L;
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X
4:»{ S & x].
y = X
X
Finalement, le noyau est
1
Ker(A)=<x- |1|[xeR ;.

1

e SoitX="![x y =z]es1[R).

XeKer(Bg) <= BaX=03,] <

2-x + 3y + z 0
5x + (6+)y + z = 0
X + ¥y - 2+wz = 0

—
Lp—Ly-5L3
Li<L1-(2-a)L3
I+a)y + (5—0(2)2 =0
l+ay + 1145wz = 0
x + y - (2+wz =0
—
Li—Ly-1;
2+a)B3+wz = 0
I+a)y + (11+5a)z =0
x + y - 2+w)z = 0.
En effet,
11+50-5+0a® =a? +5a+6 = (2+) (3 +0).

Procédons par disjonction des cas.
— Sia¢{-2,-3}, le systeme est équivalent a

z =0
{(l+(x)y+(11+5(x)z = 0 <=
x+y-2+az = 0

z =0
{ I+ady = 0
x+y = 0.

Ainsi, si a ¢ {~1;-2;-3}, iln’y a que /[0 0 0] comme
solution.

Pour a ¢ {—1;-2;-3},

le noyau est {03 1}.

— Sia=-1, le systeme est alors équivalent a

z =0
x+y = 0.

On obtient :

XeKer(B_j) < X=

Par conséquent,

1
Ker(B_1) = { X [—1‘ xE[R}.
0




— Sia= -2, le systeme est alors équivalent a

-y+z = 0
x+y = 0.
On obtient :
X
XeKer(B_p) < X=|—-x]|.
—-X
1
Puis, Ker(B_p) =4 x|-1]| |xeR ;.
-1

— Sia = -3, le systéme est alors équivalent a

{—2y—4z = 0 (:){y = —2z.
x+y+z = 0 X = z
Ilvient:
z
XeKer(B_3) < X=|-2z].
z
Par conséquent,
1
Ker(B_3) =< z|-2]||zeR ;.
1
Exercice 20 p- 17
CA20

o Ftudions les relations de linéarité entre les vecteurs
colonnes C1,Cy et C3 de A. Soient A1, A2 et A3, trois réels tels
que

A1C1+A3C2 +A3C3 =03 <

4A1+20 2 —A3 = 0
3A1 +2A2 = 0 . ? .
—2\ +20+5h3 = 0 AT
4N\ +202-A3 = 0
202+303 = 0 <<
6l +9\3 = 0 7L
4N +202—-A3 = 0 Al = A3
{ 2A2+3A3 = 0 - A2 = —%)\3.

Avec le choix A3 = 2, une solution du systéme est obtenu
avec A\ =2, Ap = —3. Ainsi,

2C; -3C2 +2C3 =031,
et Vect(Cy,Cp,C3) = Vect(Cq,C2).

Comme Cj, Cy sont de matrices colonnes non colinéaires,
elles forment une base del’espace engendré par les matrices

colonnes. Finalement,
rg(A) = 2.

« FEtudier les relations de dépendances linéaires et montrer
que Cj + C3 = 2Cy, et (C1,C3,Cy) est une famille libre. En

conclusion,

44

¢ Soit a € R. Etudions la matrice :

1-«a -1

€= 1 1-af’

Soient A1,A2 € R tels que A;Cy +A2Cp =02 7. Alors,

1-a)A1=A2 = 0
AM+0-)A2 = 0°
En effectuantL; — -L; + (1 - )Ly,
1+1-w?)r2 = 0
M+(1-A2 = 0.

Comme (1+(1- (x)z) # 0, on obtient Ap = 0, puis A} = 0.

Finalement
rg(C) =2.
Exercice 21 p-17
CA21
e Soit P e R[x].

PeKer(p)) <> P’ =0gy < PeR;[x].

Ker(¢p1) =Ry [x].

Un polynome est de degré au plus un si et seulement si la
dérivée seconde est nulle.

D’olt

e Soit P e Ry [x].
PeKer(pr) < (P(l),P(O),P(—l)) =(0,0,0).

Autrement dit, P appartient au noyau de ¢> si et seulement
si 1, 0 et —1 sont racines de P.

Or P est de degré au plus 2, seul le polynéme nul peut avoir
plus de trois racines distinctes. En conclusion,

Ker((pz) = {OR[JC]}-

e Soit P e R[x].
PeKer(ps) &< P-P =0py < P=P.

Or, deg(P’) = deg(P) — 1 si P est non constant et —oco sinon.
On constate que seul le polyndme nul est solution.

Ker(g3) = {OR[X]}-

e Soit P e R[x].

PeKer(pg) <= Pkx-1)=Px+1)

<~ Px)=Px+2).

Posons Q(x) = P(x) — P(0). Par construction, 0 est une racine
deQet
Q(x+2)=Q(x).
Il vient 0 = Q(0) = Q) = Q@) = ---. Par récurrence
immédiate,
VneN, Q@2n)=0.



Comme seul le polyndme nul admet une infinité de racines,
Q = Op[y. C'est-a-dire, P est un polyndéme constant.

Finalement,
Ker(g4) =Ro[x].

Les applications 2 et 93 sont injectives.

Exercice 22 p-18
CA22
Exercice 23 p-19
CA23

1.a) La famille € est une famille de polyné6mes non nuls de
degrés échelonnés. La famille est donc libre. Comme elle
contient autant de vecteurs que la dimension de Ry [x], c’est
une base.

Justifions que 2 est une famille libre. Soient A1, Az, A3 € R
tels que

M (x—a)2+ A2 (x—a)(x—b) + A3(x—b)% =0.

En évaluant en a, on obtient A3(a—b)% = 0 et A3 = 0 puisque
a# b. En évaluant en b, A1 = 0. Nécessairement Ay =0 et la
famille est libre. Avec trois vecteurs, & est une base de Ry [x].

1.b) On a
1 -a a®
ng’cg = 0 1 —-2a y
0 0 1
a® ab v?
ngg = -2a —-a-b -2b ]
1 1 1

car (x-a@?=x*-2ax+a?, (x-b?=x>-2bx+b?
et (x—a)(x—b) = x2 — (a+ b)x + ab. De plus
(x—-a)(x—b) = (x-a)((x—a)+ (a—b))
=(x-a)’+@-bhx-a
et (x-b?=(x-a)+(a-b)?

=(x-a)’+2a-b)(x-a)+(a-b)>.

0 0 (a-b?
Ainsi Pegp=10 (a-b) 2(a-b) |.
1 1 1
Ensuite
Pg¢ - Pe o
1 -a a° 0 0 (a—b)?
=10 1 -2a 0 a-b 2a-b)
0 0 1 1 1 1
a? —ala—-b) + a® (a—b)z—aZ(a—b)+a2
=| -2a a-b-2a 2(a-b)-2a
1 1 1
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Apres simplifications Pgg ¢ - P 9 =P .

2. Partons de l'égalité idgoidg = idg. On obtient

matriciellement

Matggy@ (idE] = Matggfg (idE) . Matcg'@ (idE)
D’ot1 le résultat.

Exercice 24 p-19

CA24

Oui.
On cherche un vecteur u non nul tel que

Matgg (1) = Maty (1).
Avec la relation précédente, on a
Pz« Mate (1) = Matgg (u).

Or on a aussi
1

0 0
1 2 0
0 1 3

On cherche donc a, b, c € R tels que

1 0 0 a
1 2 0 b
0 1 3 c

La résolution d’'un pivot de Gauss donne par exemple

Py =

a
b
c

u=(a,b,c)=2,-2,1).

Exercice 25 p-21

CA25

.On a par linéarité de ¢ :

@ (u)=¢e1) —¢(e3)
= (aey + bez + be3) — (bey + bey + bes)
=(a-b)e1+(b—a)es

@ (u1) =(a—Db)(e; —e3)=(a—b)uy.

On vérifie de méme

@u)=(a—bup et @uz)=(a+2b)us.

Par définition :

a-b 0 0
B= 0 a-b 0
0 0 a+2b

2. Lamatrice de passage de la base 98 a la base € est

1 1 1
P= 0o -2 1
-1 1 1
On vérifie que
3 0 -3
a1
P = 5 1 -2 1
2 2



Par la formule de changement de base
B=PlAP.

Ensuite, ¢ est un isomorphisme si et seulement si A est
inversible. Comme P est inversible, c’est équivalent a B
inversible. Or cette derniere est diagonale. La condition
d’isomorphisme est donc

a-b#0 et a+2b#0.
Exercice 26 p- 21
CA26
1. (o]
A=1,-A-1,7L.

2. [V

S’il existe P € .4, (R) inversible telle que B = P~LAP, alors
PBP I =A.

3
Soient P,Q € .4, (R) inversibles telles que
B=P'AP et C=Q 'BQ.

Alors
PQ)~'APQ) =Q !P71APQ

=Q7!BQ=cC.

La matrice PQ est inversible, A est semblable a C.

o[V

On démontre par récurrence que si B = P~1AP

VpeN*,  BP =P1APP.

5[Vt

11 existe donc une matrice P inversible telle que
A=PBP™!  (ie B=PAP)

La seconde relation permet de justifier que B est inversible
par produit et

Bl = (P*IAPJA —plal (P*l)fl =pla-lp

Exercice 27 p-21

CA27

l.a) Vérifier que u = (1,1,1) et que l'espace est bien de
dimension 1.

1.b) Justifier que (u, v, w) est une famille libre a trois vecteurs
de R3. C’est une base de R3.

2. Par la formule de changement de base

Mat () = Pcanfg_l Matcan (@)Pcan,%-

Posons P, la matrice de passage de la base canonique a la
base € = (u, v, w). Comme

oW =u @w)=2v et @w)=-4w,
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ona D = Mat (¢).
Finalement, on obtient

D=P MmP.

Les matrices M et D sont semblables.

Exercice 28 p- 22

CA28

Prenons le cas des matrices inversibles. A € ./, (R) est
inversible si et seulement si rgA = n. Si la réciproque était
vraie, toute matrice inversible serait semblable a la matrice
1. Absurde, seule I, est semblable a I, car

pl,p=pP7lP=1,.

Exercice 29 p- 22
CA29
Tr(Ip)=n Tr(0,)=0
w n(n+1
TTh=n T®=) k= nn+l),
k=1 2
Exercice 30 p.23
CA30

1. La trace est une forme linéaire non nulle, d’apres la formule
du rang, le noyau est un hyperplan de .4, (R).

dim (Ker (Tr)) = n-1.

Notons E;; les matrices élémentaires de .4, (R). Une base
est donnée par les matrices :
— Ejjpouri#j,
— E;jj—Epnpourie(l,n-1].

2. Tout supplémentaire est de dimension 1. Toute droite
vectorielle engendrée par une matrice de trace non nulle

convient. Par exemple

Vect(I,).

Exercice 31 p-23

CA31

1. Par définition de la trace, puis du produit matriciel,

n n n
Tr(AB) = ) [AB];; = ) 3 [Al;x[Bly;

i=1 i=1k=1
n n
=2 D Bl [Aljk
k=1i=1

11
M=

[BAl ¢t = Tr(BA).

=
I
—



2. On a pour tout k € N*,
AB)F = ABA)FB.
D’ol
Tr ((AB)¥) = Tr (ABA)F~1B)
=Tr((BA)*~!BA)
Tr (AB)¥) = Tr (BA)K).

import numpy as np

def Tr3(A,B,C):
P=np.dot (A,np.dot (B,C))
n,p=np.shape (P)
s=0
for i in range(n):
s+=P[i,i]
return s

e Etletest:

A=np.array([[1,0],[0,01]1)
B=np.array ([[0,1],[0,01]1)
C=np.array ([[0,0],[1,0]])

>>> Tr3(A,B,C)
1

>>> Tr3(B,A,C)
0

On constate que le résultat est différent,
Tr(ABC) # Tr(BAC).

le résultat d’invariance de la trace avec I’ordre du produit de
deux matrices ne se généralise pas a n matrices. Toutefois,
on peut faire des cycles, par exemple

Tr(ABE) = Tr(CAE) =Tr(BCA).

Exercice 32 p- 24
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o , Vérifier que
i,jellL;nll

n n
Tr(AA)=Y Y a;%
i=1j=1

1. PourA= (a,-j)

Ainsi, pour Tr(A’A) = 0, on obtient une somme de termes
positifs qui est nulle. Nécessairement, chaque terme est nul.

Vi, jell;nll, a,-jZO.
La matrice A est nulle.

2. Par linéarité de la trace

Tr ((A-B)X) = Tr(AX - BX)
= Tr(AX) — Tr(BX) = 0.

En particulier, pour X = Trans(A - B),

Tr((A-B)(A-B)) =0.
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ot

D’apres la question 1, A—-B =0, puis A=B.
Remarque.
Si pour tout A € .45, (R), on pose la forme linéaire

@:{

alors le résultat
I'application

o

Or on vérifie que @ est linéaire avec

Mp® — R
X — TrAX)

précédent traduit linjectivité de

MpR) — L (MnR),R)
A — @

dim &£ (A, (R),R) = dim 4, ([R) x dimR = dim .4, ([R).
On en déduit que ® est un isomorphisme. La surjectivité de
® permet d’affirmer que toute forme linéaire ¢ sur .4, (R)
alors il existe A € 45 (R) telle que ¢ = 4. Soit

vXe R, PX) =Tr(AX).

(voir aussi exercice 59).

Exercice 33 p- 24

CA33

p
. Soient Fy,Fy,...,F) stables par ¢. Posons F = ¥ F;. Soit
i=1

p
ue ¥ F;. llexiste donc (u1, up,..., up) € Fy xFp x ... x F) tel
=1
que

p
u=Yy uj.
i=1

p
ow =) ¢(u;)eF
€F;

Par linéarité de ¢

car F; est stable par somme. Ce qui conclut.

. » Justifions que Ker(y) est stable par ¢.

Soit u € Ker(y), montrons que ¢(u) € Ker(y).
Par définition,

yw =0 = ¢(yw)=¢0Og)=0E.
Or, ¢ et y commutent,
Y(ew) = @(w(w) = 0.
Ainsi, ¢(u) € Ker(y), Ker(y) est stable par ¢.
¢ Démontrons que Im(y) est stable par ¢.

Soit v € Im(y), par définition, il existe u € E tel que w(u) = v.
Il vient

e =p(vw)=y(ew)=yw),



ol w=@(w). Dol p(v) € Im(y).
Finalement, Im(y) est stable par .

Exercice 34 p- 24

CA34
Lapplication tp|F est un endomorphisme injectif de

dimension finie. Par le corollaire de la formule du rang, (,0|F
est un isomorphisme.

Exercice 35 p- 25

CA35
1. On a (1) = (a + bx) et pour tout k € N, posons e = x* de
sorte que

@ (er) (x0) = (a+ bx)xF + x(1 - x)kak!
= (b- x4 (a+k)xk.

On constate que @ (ey) € Ry, 1 [x] et uniquement pour k = b,
@ (er) € Ri[x]. On en déduit par linéarité de ® que

VPeRL[x],  ®P)€ Ry lx]

et pour k = b, ®(P) € Ry [x].
1l existe donc bien un unique n donné par n = b tel que
R, [x] soit stable par ®.

2. La matrice de @, dans la base canonique est triangulaire
inférieure. Plus précisément :

a 0 0 0 0
b a+1 0 0 0
0 -1 a+2 0 0
0 0 b-2 0 0
0 0 0 a+n—-1 0
0 0 0 b—-(n-1 a+n

et sionremplace bparn:

[ a 0 0 0 0
n a+l 0 0 0
0 n-1 a+2 0 0
0 0 n-2 0 0
0 0 0 a+n—-1 0
L 0 0 0 1 a+n
Exercice 36 p- 26
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1. |

Si A est inversible, —A aussi mais la somme A + (—A) = 05 ne
I'est pas.

2. [t |

Soit A € .45 (R). On peut toujours écrire A sous la forme

A=U+L

ol U et L sont respectivement des matrices triangulaires
supérieures et inférieures avec des coefficients diagonaux
tous non nuls. Les deux matrices U et L sont donc
inversibles.

Donnons un exemple avec une matrice A avec un coefficient

diagonal nul
0 2 3 -1 0 0 1 2 3
-1 2 1|=]-1 10 0 1 1].
7 0 4 7 0 2 0 0 2

Les matrices U et L sont inversibles et sont solutions du
probléeme.

+

Exercice 37 p- 26
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.Ona

fo==idg et (~f)of=idg.
Par la caractérisation de la bijectivité, f est bijective (donc
injective et surjective) avec f -1-_ f-

. Soit u un vecteur non nul. Montrons que (u, f(u)) est une

base de E. Soit (A, j1) € R? tel que
Au+p-f(w)=0 (L.

On applique f

fOp) flinéaire

0p f*=-idg
0 (L2)

FAu+p- fw)
A +p- f2(w)
Afw)—p-u

En effectuant AL; — uLy, on trouve (A2 + p2) - u = 0.

Or u # Og car f(Og) = O, alors que f(u) # u. Donc
A% + 12 = 0. Une somme de carrés de réels (donc positifs)
ne peut étre nulle que si tous les termes sont nuls. Donc
A =p=0etlafamille (i, f(u)) estlibre. De plus

Card(u, f(w)) =2 = dim(E).

C’est une base de E.

. Posons v = f(u) de sorte que f(v) = f2(u) = —u. La matrice

de f dans la base (u, v) est

0 -1
= 3

. Vérifier par récurrence qu'il existe x1,x2,..., x5 tels que la

famille

(%1, f (x1), x2, f (X2) .., X, f ()
soit une base de E.
Pour cela, prendre xp ¢ Vect(xy,f(x1)), puis, x3 ¢
Vect (x1, f (x1), X2, f (x2)), etc. La matrice dans cette base est
une matrice par blocs

J0p - 0

0 o0
Matg (f) = | 2 J 2

02 02 -+ ]



Exercice 38 p- 26
CA38
. Le calcul Python donne
2 0 0
PT'AP=D ou D=|0 2 0
0 0 1
avec D diagonale. On a donc
A=PDP L.
Par récurrence, on montre que pour tout p € N
AP =pDPP!
2P0 o0
avec DP=| 0 2P 0
0 0 1
11 suffit alors de poser le calcul.
2. Posons
V2. 0 0
S=| 0 V2 0
0 0 1
de sorte que S% = D. On vérifie qu’une solution est
B=PSP L.
En effet,
B2 = (psp~! - (psP~!)
=ps?p~!
=PDP ! =A.
Remarque. La matrice B n'est pas unique.
Exercice 39 p- 26
CA39
Non.

Raisonnons par I’absurde en supposant I’existence de deux
matrices A, B telles que

I, =AB-BA.
Appliquons la trace a chaque membre de I'égalité

n="Tr(I,) =Tr(AB-BA)
=Tr(AB) - Tr(BA) =0

Absurde.

Exercice 40 p- 26

CA40

1. On a, par composition a partir des DLs usuels des fonctions

49

cosinus et sinus, pour tout x € R,

1 1
cos(x) = 1--x?+—xt+0p(x*
(x) 5 24 0(x™)
l+sin(x?) = 1+x%+0p(xh
2 24 4
cos(2x) = 1-2x +§x +09(x7).

2. Soient A1, A et Az, trois réels tels que

_ application
MA+Aefa+A3fz=0 (55 1070
C’est-a-dire, pour tout réel x,
Apcos(x) +A2(1+ sin(xz)) +A3c0s(2x) = 0.

Gréce aux développements précédents :

A (1 - %xz + %x‘l + oo(x4)) + )\2(1 +x%+ 00(x4))+

2
)\3(1 —2x% + §x4 + 00(x4)) =0.
On regroupe les termes :
1 1 2
_ _ 2, (— < 4
()\1 +A2 +)\3) + (— 2A1 + Ao 27\3)x + (24)\1 + 3)\3])6
+op(xh =0.

Par unicité du développement limité :

Al+A2+A3 = 0
1
—=A1+A2-2A3 = 0 —
2 Lp—2L
1 2 Ly 241
—A+=-A3 = 0 3 8
24 3
Al+A2+A3 0
—A1+2A2—-4A3 = 0
A1+16A3 = 0.

La résolution de ce systeme a I'aide d'un pivot de Gauss
donne A1 =A2 =A3=0.

\ La famille (f1, f2, f3) est libre.

p. 26
CA41

Exercice 41

1. A partir de I'inclusion
Im(gof) cIm(g),
on a sur les dimensions
rg(go f) =dim(Im(go f)) < dim(Im(g)) = rg(g).

On a aussi
Ker(f) cKer(go f)

donc dim(Ker(f)) < dim(Ker(go f)),



puis par application de la formule du rang,

rg(f) = dim(E) — dim(Ker(f))
= dim(E) — dim(Ker(go f)) =rg(go f).

D’oti le résultat.

2. Soit v e Im(gp + ). Il existe u € E tel que :

p+V)w=v, ie oe+yw)=u.
Or, ¢(u) € Im(¢), W(u) € Im(y). On a bien

v e Im(yp) +Im(y).
D’ou Im(g + ) cIm(p) +Im(y).
e Par la formule de Grassmann,

dim(Im(¢) + Im(y)) = dim(Im(¢)) + dim(Im(y))
—dim(Im(¢p) N Im(y))
< dim(Im(y)) + dim(Im(w))
<rg(ep) +rg(y).
De plus, I'inclusion de la question 1 donne :
dim(Im(p + ) < dim(Im(y) + Im(y)).
En conclusion, rg(@p + ) <r1g(y) +rg(y).
3.a) D’apres la question 1 :
1g(f o) <18(f)
et

1g(f) = rg((fOtp) O(p_l) <rg(foq).

On en déduit I'égalité rg(f o ¢) = rg(f).

3.b) Il suffit de reprendre la rédaction précédente en
composant a gauche.

Exercice 42 p- 27

CA42

La formule du rang s’écrit pour f et g par
dimKer f + dimIm f = dimE
dimKer g+ dimIm g = dimE
et la formule de Grassmann impose
dimIm f +dimImg — dim (Im f NImg) = dim (Im f + Im g)
=dimE.
dimKer f + dimKer g — dim (Ker f nKer g) = dim (Ker f + Ker g)
=dimE.
La somme de ces deux dernieres lignes donne
dimE+dimE-dim (Im fnIm g)—dim(Ker fnKer g) = 2dimE.

Comme une dimension entier

nécessairement

est un naturel,

dim (Im f nImg) = dim (Ker f nKerg) = 0.
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D’ott Im f nImg = {Og} et Ker f nKerg = {Og}, les sommes
sont directes.

Exercice 43 p. 27

CA43

1.On a, pour tousa € R, M,N € .4 (R) :

@(@M +N) = A(@M + N)B = tAMB + ANB
=ap(M) + @(N)

donc ¢ est linéaire.

2. Les déterminants sont non nuls, les matrices A et B sont
inversibles et :

3 -1

-1 _
—52'B_

o

2 -1
-7 4 |

On peut donc poser 'application linéaire

VMo (R) — Mo(R), N— A"'NB7!,

YMe Hr®), (Wop)M) =A"'(AMB)B™! =M
VYNeL®), (pow)(N)=A(A"INB™1)B=N,

Autrement dit

Yop=Idspm et @ov=Id4wm-

D’apres la caractérisation de la bijectivité, ¢ est une
application bijective et sa bijection réciproque existe et vaut

o=y

3. Comme la famille contient autant de vecteurs que la
dimension, il suffit de prouver que la famille est libre.

ol +PA+YB+8AB=0
1 0 2 1
0 1 ]+5l 5 3 ]
4 1]+6[ 15 4
7 2 41 11
a+20+4y+1556=0
P+y+46=0
50+7y+418=0
a+3p+2y+116=0
a+2p+4y+158=0
P+y+46=0
56+7y+4156=0
P-2y—-46=0
a+2p+4y+1556=0
P+y+46=0
2y-218=0
-3y-85=0

—a

Y

Ly —1Lg—-14

<
Lz — L3 -5

Ly —14-1o

1l vient
o= ﬁ =y= 5=0
La famille 28 est libre. C’est une base de .5 (R).



* Le calcul Python donne
A2=5A-1, et B?=6B-I.
Calculons les images de la base :
¢(I2) =AB, @A) =(5A-1)B=-B+5AB,

@(B) =A(6B—1Ip) = —A+6AB
(AB) = A(AB)B =A’B? = (5A-1,) (6B-1Iy)
=1, — 5A— 6B + 30AB.

On conclut, la matrice demandée est

0 0 0 1
0 -1 -5
0 -1 0 -6
1 5 6 30

Exercice 44 p- 27

CA44

1. D’apres la formule du rang
dimKer¢@ =dimE-rg(p) =n-1.

Autrement dit, le noyau admet un supplémentaire de
dimension 1. Il existe donc ug € E\ Ker ¢ tel que

Ker ¢ & Vect (1) = E.
Comme ¢ (1p) € E, il existe u; € Kerg et A € R tels que

Ug+Aug = @ (up) .

Puis )
¢ (ug) = ¢ (¢ (up)) = @ (ug + Aug)
= (ug) + A (ug)
=Ag (up).

Vérifions que ce réel A répond au probléme.
Soit u € E, il existe v e Ker et p € R tel que

v+ U = U.
Puis
@ (1) = 9% (v + pug) = @ (@) + pep (up)
= ¢ (o (ug)) = pe? (o)
= uA@ (ug) = A (uug)
=A@ (puo) + nep(v)
=A@ (pup + v) = Ap(u).
Cela étant vrai pour tout u € E, g2 = Ag.
2. Soient «, B € R. Cherchons I'application réciproque sous la
forme ag +Pidg.
(ap +Bidg) o (¢ —idg) = ap? + P — ap — Pidg

=A@ +Pe—ap—Pidg
= (@A +p-)p—-Pidg.

On constate que

[ |

aA-1)=-p=1
p=-1
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a=1/(A-1)
p=-1.
Avec ce choix,

1 . . .
(m(p—ldE) o(p—idg) =idg

. R
et ((p—ldE)O(A_ltp—ldE)—ldE.

Par la caractérisation de la bijectivité, ¢ —idg est bijective et

_ 1 .
(¢ —idg) 1=m&0—ldE~

Exercice 45 p- 27

CA46

1. Le polynéme nul appartient a F5, donc F5 n’est pas vide.
Soient P1,Pp € Fp et A, p € R. Il existe Q1,Q2 € E tels que
P1=A-QretPy=A-Q.

AP +pP2 =AA-Qp +pA-Q2 =A- (AQ + nQ2).

Ainsi A divise AP + puPy, c’est-a-dire, AP} + puP2 € Fj.
Fa est non vide, stable par combinaison linéaire.

Fa est un sous-espace vectoriel de E.

De méme, Fg est un sous-espace vectoriel de E.

Précisons maintenant les dimensions.
PeFy, < PeRylx] et 3QeR[x],P=AQ

car deg(P) = deg(A) +deg(Q)
o 3JQeRu-plxl, P=AQ

n-p
& 3@, 0n-p) R, P =A@( X oy
i=0
n-p ,
< Jag, -, ap—p) ERPTL P(x)= ¥ a;x'Ax)
i=0
= PEVect((xiA(x))
La famille (x/A(x))
Fa,

Osisn—p)'
0<i<n-p €St une famille génératrice de

Fp = Veot((x' Aoz )

Montrons maintenant que la famille (x!A(x)) st

0<isn—-p e
libre. Soit ()\i)ogign—py

n-p .
Y AxfAx) =0 <
i=0

~—

A(x) =0

=z —

n-p
Z)\ix’
i=0
=

< ZAixl=0E

i=0

& Vie[0,n—pl, A;=0.

Ainsi (x'A(x))

O<i<n-p est une base de Fy et

dim(Fp)=n—-p+1.
| |

e De méme (xiB(x))Osisn_q est une base de Fp et

‘dim(FB):n—q+l.‘

)



2.0nadim(Fp) +dim(Fg) =2n—-p—-qg+2=n+1=dim(E).
D’apres la caractérisation des sous-espaces supplémentaires
avec la dimension, il suffit de vérifier

Fa NnFp ={0g}.

Raisonnons par double-inclusion.

Comme Fj et Fg sont des sous-espaces vectoriels, ils
contiennent le vecteur nul.

Op e FAnFp, Clest-a-dire, {0g}cFapnFg.

Soit P € Fp N Fp, c’est-a-dire, A et B divisent P. Comme
ay, ..., ap sontlesracines de A, ces valeurs sont aussi racines
de P. De méme, by, ..., bg sont racines de P. Le polynome P
admet donc p+ g = n+1racines distinctes. Or P € E = Ry, [x],
nécessairement P = Og. On obtient

{Og} > FaNFp.

3. 1 est le polynome constant dont la constante vaut 1. On a
1 € E et E = F5 @ Fg. Donc il existe (P,Q) € Fj x Fp tel que
1 =P+ Q. Puis, par définition de Fp et Fg,

D’ol1]'égalité et

Il existe deux polyndomes U et V tels que UA+ VB = 1.

Exercice 46 p. 27
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1. Soit k € [0, n]],
deg(P}) = deg((1 - x)%) + deg (x”‘k] =k+(n-k=n.

2. Pour tout x € R,

k . .
Y (].C)Pi(x) =y (];)(l—x)’x”"
i i=0

i=o\?
k (K , .
_ xn—k Z (.)(l_x)lxk—l
i=0\!
:xnfk((l—x)+x)k:x”7k.

En particulier, tout polynéme xk avec k € [[0,n]] sécrit

comme combinaison linéaire de la famille (P)o<r<p-

3. De la question précédente,
Vect ((xk)OSksn) < Vect ((Pr)o<k<n)-
Or, (xk)os k<n €stlabase canonique de Ry [x],
Ry [x] = Vect (xF)g<ren)-

Ainsi, Ry [x] < Vect ((Pr)o<k<n)-

De plus, pour tout k € [[0, n]], Py € Ry [x],
Vect (Pr)o<k<n) € Rulx].

Par double-inclusion  Vect((Pi)o<k<rn) = Rnlx].
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(Pr)o<k<n est génératrice de Ry [x] et

Card (Pp)o<k<n) = n+1=dim®Ry,[x]).

Donc: ‘ (Pr)o<k<n €st une base de Ry [x]. ‘

4.a) D’apres la formule du triangle de Pascal,

V(i k) N2, ('f“)=(.k )+('f).
i+1 i+1 i

On reconnait alors une somme télescopique

E)-EER)

SOSNRARI

4.b)
n o n
Q=Y x/ =Y x"k

j=0 k=0
n k k k

=2 Z(.)Pi(x)= > (.)P,-(x)
k=0i=0\"! o<i<ksn\!
n n k n 1

=Y P ). ( ) =) (n+ )Pi(x).
i=0 k=i\i) izolitl

Les coordonnées de Q dans la base (Py)o<i<y sont
( n+l) [n+1 n+1 )
1) 2 7\ n+1))

Exercice 47 p- 28
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1. Soient B = (e, -, ep) et Bg = (fl,---,fq) deux bases
respectives de F et G. En particulier, p = dim(F) et g =
dim(G). On définit

Vie[[l;pl g; = (e;,00)

et Viell;qll, €+p =0 f).
On vérifie que les vecteurs €; forment une base de F x G.
Comme il y a exactement p + g éléments dans cette base,
il vient
dim(F x G) = dim(F) + dim(G).
2.a) Pour tous a € R, (x,),(x,y') e FxG:

flae )+, y") = flax+x,ay+y) = (ax+x") + (ay+ ')
=ax+y+(x+y)=afx, )+ f(x,y).

Lapplication f est linéaire.

2.b) Soit z € E. Raisonnons par équivalence

zelm(f) < 3JxyeFxGz=x+y < ze€F+G

Ainsi
Im(f) =F+G.
Soit (x,y) e Fx G.

(x,peKer(f) <= x+y=0 < y=-x



Comme x€F, y=-xecFetdeméme yeG, x=-yeG.
Donc
Ker(f) ={(x,-x);x€e FnG}.

En particulier, en dimension finie, on constate que
dimKer(f) =dim(FnG).
2.c) D’apres la formule du rang et la question 1

dim(Im(f)) = dim(F x G) — dim(Ker(f))
=dim(F) + dim(G) — dim(Ker(f)).

11 ne reste plus qu’a remplacer pour obtenir la formule de
Grassmann

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Exercice 48 p- 28
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Corrigé source ESCP
1. Voir deuxieme question de 'exercice 6.

2.0na: p(M) = MEM e gvp = MM gonc:

M = p(M) + g(M), "M = p(M) - g(M)
Soit: f(M) =a(pM) +gM) +p(pM) —gM)) :
f=a+P)p+(a-P)g=(a+P)p+(a-P)Id-p)

3. Comme p? = p,g> =g et pog = gop =0 (couple de
projecteurs associés), on a : f2 = ((x+[5)2p + ((x—ﬁ)zq =
(@+P)2p+ (@—-P)%( Id —p) Ainsi : et, en éliminant p :

= — d
{ r? :f (a(-“ﬁ)zﬁféiigi f*=20f = (p* - a?)id.

4. % Sip? # o, I'écriture précédente donne:: [f - Bzzf‘az Id)Of =
Id, ce qui prouve que f est un automorphisme et fournit

Vi

* SiP = —a, alors f(I) =0 et f n'est pas injective, donc n'est
pas un automorphisme.

*x Si p = a, alors pour n'importe quelle matrice M
antisymétrique, on a f(M) = 0 et f n’est pas injective, donc
n’est pas un automorphisme.

5. Par récurrence simple : Vk € N*,fk =(x+ ﬁ)kp + (o — ﬁ)kq.
Soient

1 0 0 1
El_(o 0)’E2_(0 0

0 0
et E4=(0 1).

La famille 8 = (E1,Ep,E3,E4) est la base canonique de
Ao (R) et :

A=Mg(f)
Ona:
1 0 0 0
0 1/2 1/2 0
P=Mag®)=1 o 12 12 o |
0 0 0 1
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0 0 0 0
0 -1/2 1/2 0
Q=Ma@=| o 12 -112 o
0 0 0 0

Alors : AF = Mg (fk) = (a+ [S)kP+ (a— f))kQ et on explicite

aisément les coefficients de A.
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1. Soit xp € Im(¢) N Ker(¢p) avec xg # Ogz. Comme Im ¢ est de
dimension 1
Im ¢ = Vect (xgp)

Or, xg € Ker, on a donc bien
Im ¢ < Ker(¢p).

Soit (xg,e2,...,ex—1) une base du noyau de f complétée
a partir de la famille libre (xp) (théoreme de la base
incomplete). Soit yp un antécédent de x¢ par ¢. On a donc
¢ (y0) = xo. Justifions que la famille

(yovx()vle“-ren—l)

est une base de R"”. Comme elle contient n = dimR”
vecteurs, if suffit de vérifier que la famille est libre. Soient
Ao,..-»An €Rtels que

AoYo+A1xp+Aze2+---+Apu_1€,-1 =Opn.

En composant par ¢

Aoxo=Ao@(y0) =0 puis Ag=0.
——r
#0
La famille (xp,e2,:-,e;—1) étant libre, A1 = ... = A;,—1 = 0.

La famille (yo, xo,e2,...,en—1) est donc bien une base qui
répond au probléeme.

2.
3.
4.
Exercice 50 p- 29
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1. Soient A, p € R tels que
Ag (e2) + g (e3) = Opa.
Montrons que A = g = 0. Appliquons f a chaque membre de
I'égalité
[ (0g2) = f(Ag (e2) + g e3)
Ops =Afog(e2) +ufogles)
par linéarité de f. Or la condition sur AB impose

foglez)=ex et fogl(es)=es.

Ainsi Ops = Aey + pe3. Comme (ey, e, e3) est une base de RS,
(e2,e3) estlibre et A = p = 0. La famille (g (e2), g (e3)) estune

famille libre dans un espace de dimension 2, c’est une base
de R?.

2.0na
gof(gle))=g(fogle))=glen)



et gof(gles)=gles).

Des lors Matg(go f) =1.

3. Lapplication g o f est'application identité. D’out
BA=1I,.
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1. Raisonnons par I'absurde en supposant que ¢* # 0 @) 11
existe donc x € E tel que

@t #0g.

Justifions maintenant que %y = (x, ¢(x), @2 (x), 93 (1), p* x)
est une famille libre. Soient A, ...,A4 € R tels que

4 )
Y Al () =0g (o)
i=0

En appliquant ¢* a4 chaque membre de I'égalité et par
linéarité de (p4, il vient

4 .

Y i) =t (0g) =05 (%)

i=0
Orpouri=1

e =@ (ws(x)) =" (0g) = 0.
Dans la relation (%), il ne reste que
Ao @* (x) = Op.
——
#0g

D'ott Ag = 0. En appliquant ensuite ¢3,@?,... a (e), on
démontre de méme que A} = 0, A2 = 0,.... Finalement, la
famille %8, est libre.

Or cette famille contient 5 vecteurs alors que E est de
dimension 4. Absurde et

¢! =0g@m).
2.e Raisonnons de nouveau par I'absurde en supposant
Kerg = Ker(pz.
Soit x € Ker¢*. On a donc
(p4(x) =0 puis <p2 ((pz(x)) =0g.

Il vient 2 (x) € Ker ¢2. Par hypothese ¢? (x) appartient aussi
aKerg. D’ou
¢* () =9 (¢?(0)) = 0.

Ce résultat est valable pour tout x € E car
Ker(p4 =E ((p4 = O.,%’(E)) .

C’est-a-dire ¢° = 0 < (E)- Absurde par hypothese sur @3 et
Kerg # Ker(pz.
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¢ Le raisonnement est identique pour montrer que
Ker(p2 # Kerq)s.

Remarque. Précisons aussi que Kerg # {0g} car ¢ serait un
endomorphisme injectif de dimension finie. Dés lors, @*
serait aussi injectif. Absurde.

. On a la suite d’inclusions strictes

{0} C Kerg C Kerp? C Ker® CE.
On en déduit la suite d’inégalités strictes
0 <dimKer¢p < dimKer(p2 < dimKertp3 <4.
Les dimensions étant des nombres entiers, nécessairement

dimKer (p3 =3.

. Soit x ¢ Ker 3. Précisons qu'un tel x existe puisque Ker @3

est strictement inclus dans E. En reprenant la question 1, on
montre que

Bx = (x,(p(x),tpz(x),(p3(x)]

est une famille libre. Etant de cardinal 4, c’est méme une
base de E. Dans ce cas, on a

Mat@x (p) =

o O~ O
o = O O
- o O O
[=NeNolol

Exercice 52

. Soit ke N. Soit u € Kercpk. On a alors

" @ = p[0* ) = p (o) =05

k+1.Lv

car ¢ est linéaire. D’out u € Ker ¢ inclusion

Kerg* c Kerf+!

est prouvée. Justifions maintenant que I'inclusion est stricte
pour k € [[0; p — 1]] en raisonnant par I’absurde. On suppose
donc que

Ker(pk = Ker(pk“.

Dans ce cas, pour u € Ker(kar2
@(w) € Kerg**1 cKergF,

ainsi @**1 (1) = ¥ (p()) = 0 et u € Ker¥*1. On vient de
montrer que
Ker(pk+1 = Ker(pk+2.

De proche en proche, on montre par une récurrence finie
que

Ker@F =Kerf*! =Kerf*? = ... = KergP.

Absurde, Kercpk =Eet (pk #0gpE cark<sp-1.
Les inclusions sont strictes.

2. Notons M la matrice de ¢ dans la base %,.

Soit k € [[1; p]l. Pour tout e € %y, on a

e e Ker((pk_l) = Vect(By_1).



De plus, pour tout e € %1, @(e) = Og.

On en déduit que la matrice M est triangulaire supérieure.
Sionnote 11, ..., ty, les coefficients diagonaux de M, on sait
que 1P, ..., t,” sont les coefficients diagonaux de MP.

Car la matrice est triangulaire.

Or, MP est la matrice nulle, nécessairement

Viell;nll, t; =0.

La diagonale est nulle.

. Soit ¢ 'endomorphisme canoniquement associé a A. ¢ est
un endomorphisme nilpotent. Quitte a diminuer la valeur
de p, on peut supposer

AP =0, et AP lxo0.

D’ou (pp =0gE et (pp—l #02E)-

D’apres ce qui précede, il existe une base 28 dans laquelle
la matrice M de ¢ dans cette base est a diagonale nulle.
Comme A et M sont semblables (formule de changement de

bases) et que la trace est un invariant de similitude
Tr(A) =Tr(M) =0.

o Pour k € N*, A¥ est encore nilpotente et donc de trace
nulle.
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Soit 88 = (e1,---,ep) une base de E. Par hypothese, il
existe ny, ny,..., np € N tels que

fni (ei) =0g.
Avec n=maxn;, ona
Viellpl,  f"(e;) =0

Soit u € E, il existe A1,Az2,...,Ap € Rtels que
p
u= Z Aiei
i=1
p
W= Aif"(e;) = Og.
i=1

D’ot1 le résultat.

Précisons que le résultat devient faux en dimension infinie.
On pourra s'en convaincre en considérant l'endomorphisme
de dérivation surR[x] :P— P'.

Exercice 54

Soient ug, uy, up appartenant respectivement a Ker (),
Ker(¢ —idg), Ker(y +idg) tels que

O = up+uy +up.

55

En appliquant o, il vient

¢ (0p) = @ (up + u1 + up)
=@ (ug) +¢ (u1) + ¢ (u2)
O =0g + Uy — up.
D’ou1 u1 = up. En appliquant une nouvelle fois ¢, il vient
puis

@(u) =@ (uz) Ul =—up.

Nécessairement u] = up = O et ug = Og. Par définition, les
sous-espaces sont bien en somme directe.
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1. Soit i € [[0; n]]. Soit P € Ry, [x].
P eF; sietseulement siles entiers j € [[0; n]]\{i} sont racines
de P. Autrement dit,

n
Lix) =[] (x-j) divise P(x).
j=0
J#i
OrL; estde degré n et P est de degré au plus n. Donc il existe
AeRtel que
P(x) = AL; (x).
Finalement P € F; si et seulement si P € Vect(L;). D’ou
I'égalité demandée.

2. Soit (Pg,P1,...,Py) € Fg xF1 x... x Fj, tel que
Po+P1+...+Pp=0p,x]-

Soit i € [[0; n]] fixé. P; admet n racines au moins données
par j € [[0;n]] \ {i}. De plus en évaluant en i la relation
précédente.

Po())+P1(D) +---+P;(D) +---+Pyp(i)=0.

Or pour j # i, on a P; € Fj et Pj(i) = 0. La somme
précédente donne alors aussi P; (i) = 0. Ainsi, le polyndme
P; admet au moins n + 1 racines alors qu'il est de degré au
plus 7. On sait alors que P; est le polynéme nul.

* On a montré que pour tout i € [[0;n]], P; = O,[y- La

n
somme Y F; estdirecte. Dans ce cas
i=0

n
dim(z F;

i=0

n
= Z dimF; =n+1.
i=0

3 n
Puis dm@F; = dimRylx]
i=0
n
PF; < Rulxl.
i=0

n
On en déduitI'égalité : D F; =Ry [x].
i=0
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1. Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il n’existe pas de
vecteur x tel que (x,¢(x)) soit une base de R2. Cela revient



a supposer que pour tout x € R2, @(x) est colinéaire a x. En
particulier, il existe A, p et v € R tels que

@(er) =Aey, @l(e2) =pez, @w)=vw.

Or par linéarité de ¢

@(w) =@le1+e2) =¢(e1) +¢(e2)
=\ejp + pes.

D’ol v(ey +e2) =Aej + pes.

La famille (eg, e2) étant libre, il vient
A=v=p.

On a donc @(e1) = Aey et @(e2) = Aep. Puis @ = Aidpe
puisque l'égalité est vraie sur des vecteurs d'une base.
Absurde, par hypothese, ¢ n’est pas colinéaire a I'identité. Il
existe donc un vecteur x € R? tel que (x,p(x)) soit une base
de R?.

2.0na
@x)=0-x+1-9(x)
De plus, (x,¢(x)) étant une base de R2, il existe a, b € R tels
que
¢(9p(x)) = ax+bo(x).
Ainsi la matrice de ¢ dans la base (x, ¢(x)) est

B=

0
1

a
b
Or la trace (et aussi le déterminant) sont des invariants de
similitude, donc
Tr(A)=Tr(B)=b et det(A) =det(B)=—a.
3. En résumé, la matrice A est semblable a

0 —det)
1 Tr(A)

On peut reprendre le résultat précédent pour la matrice ‘A
et obtenir le fait que ‘A est semblable 4 la matrice

10

!
Les matrices A et ‘A sont semblables & une méme matrice,
elles sont semblables.

0 —det(’A)
1 Tr('A)

—det(A)
Tr(A)

Remarque. On pourra consulter le sujet H.E.C 2022, voie ECS,
pour une généralisation de ce résultat a toute matrice carrée
de taille (n, n).
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1. Soient B et ¢ deux bases de E. Par la formule de changement
de bases

Matg () = PMate ()P~}
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ol P estla matrice de passage de 98 a 6. Puis
Tr (Matgg () = Tr (P Mates ()P
=Tr (P_l PMatey ((p))

=Tr (I, Mate (¢))
Tr (Matg (¢)) = Tr (Mate () -

La trace ne dépend donc pas du choix de base.

2.a) La matrice de ¢ dans la base canonique est

1 -1 0 - 0
0 1 -2 - 0

Matean(@)=| 0 0 1 "~ 0 |edypm@®.
: —n

0 0 0 0 1
On lit directement Tr(p) = n+ 1.

2.b)i) La décomposition a déja été prouvée a la question 2 de
I'exercice 6, solution p.6.
MuR) = Fn &y
dim%, =n(n+1)/2
dimefy =n(n-1)/2.
2.b)ii) Posons p = n(n+ 1)/2. Soit 2 une base adaptée a
cette décomposition. C’est-a-dire que les p vecteurs de %

appartiennent a .%, et les n? — p suivants sont dans .<,.
Comme

avec

VSe Sy, ®(S) =S,
VAedy, PA) =-A,
on obtient la matrice diagonale
Matg(@) = | o (11 2 ] '
n°—-p
Finalement Tr(p) = nnt+1) — n(nz— D =n.

2.c) Dans le cas d'un projecteur Ker p @ Im p = E.
Pour rappel, on peut montrer cette égalité par analyse-
synthése. Pour u € E
u=pw +(u-pw).
M~ —,,—
€lmp €Kerp

Soit 2 une base adaptée a cette décomposition. Comme

Y u € Kerp, p(u) =0g,

Yuelmp, pu) =u,

on trouve

I
Matgz(p) = [ 0’" 0

ol m =dimIm p.

On lit alors Tr(p) = m=rg(p).
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1. Soit ¢ 'endomorphisme canoniquement associé a A. Par
hypothése

YueRs, (pz(u)ZORa.



Ou encore Im @ c Ker .

De plus, on ne peut avoir ici I'égalité entre le noyau et
I'image sans contredire la formule du rang

dimKer@ +dimIme = 3.
On peut donc trouver un vecteur v vérifiant
veKerg\Imeo.
Comme ¢ est non nul, Kerp # R3 et on peut considérer
weR3\ Ker .

Justifions que (@(w), v, w) est une base de R3.
Comme elle contient autant de vecteurs que la dimension, il
suffit de vérifier que la famille est libre. Soient A1, A2, A3 € R
tels que

A1v+A2@(w) + A3w = Ops.

Par application de ¢ linéaire
@ (A v +220w) + A3w) = ¢ (Os)

puis Alcp(v)+)\2(p2(w)+)\3(p(w):O[Rs.
Or v € Kerg, w € Kerg?, cette égalité se simplifie en
A3 (w) = Ops puis Az = 0 car ¢(w) # Ops. Ensuite

A1v+A2p(w) =0ps
Av=-A20(w)

SiA; #0,levecteur v admet (—A2/A1)-w comme antécédent
par ¢. Absurde, v ¢ Im@. Donc A} =0et Az =0.

Finalement la famille (¢(w), v, w) est libre. Avec trois
vecteurs, ¢ 'est aussi une base de R3.
La matrice de ¢ dans cette base est précisément la matrice
B. Concluons : les matrices A et B sont semblables car
elles représentent le méme endomorphisme dans des bases
différentes.

2. Calculons la dimension de 6g.

a b c
SoitM=| d e f |eus®.
g h i
a b c 0 0 1 0 0 a
MB=|d e f|-]0 0 0f|=|0 0 d
g h i 0 0 O 0 0 g
0 0 1 a b ¢ g h i
BM=| 0 0 O d e f|=|0 00
0 0 0 g h i 0 0 0
Ainsi MB = BM si et seulement si
g=0, h=0, d=0, a=i
a b c
M=|0 e f
0 0 a
On a déduit que dim %y = 5.

¢ Notons P, une matrice inversible telle que

A=P71BP.
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Soit M € /3(R),

Me%€, < AM=MA
< P 'BPM=MP !BP
< BPMP !=PMP !B
<> PMP ! e%;.
On en déduit I'isomorphisme

Me €5 — PMP ! € 65.
En particulier, il y a égalité des dimensions
dim %6 = dim6p.

Conclusion : dim %6, =5.

p- 30
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Exercice 59

.Soient A, peRetXj, Xp € Mn(R).

@p (AXg + pXo) = Tr (A (AXy + pX2))
=Tr (AAX] + pAXp)
= ATr(AX]) + uTr (AX2)
Dp (AX) + pXz) = A®p (X)) + pPA (X2)
par linéarité de la trace. Lapplication ®4 est linéaire.

Comme elle est a valeurs dans R, c’est bien une forme
linéaire.

- Soit E; j la matrice élémentaire de ./, (R) ne contenant que

des « 0» saufun « 1» en position (i, j). Posons

¢ Justifions que la famille de formes linéaires (<I> i j) .
i,jellL;nll
2
est libre. Soit ()\,-j] eR™ tel que
. Y. Xij®;j=0 (application nulle).
i,jellL;nll
Autrement dit, pour tout X € 45, (R)
S M@ =o0.
i,jellL;nll
Or
Z)\ijq)ij(x) = Z)\ijTr(Ein)
ij i,j
= ZTI‘ (AijEin) =Tr (Z)\,]E”X
ij ij
=Tr(AX).

Ollonaposé A= Y ”)\ijEij = ()\ij)ij' En particulier

i,jell;n
pourX="‘A ona
Tr(A’A) =0.
On a vu, (exercice 32) que cela impose A = 05 et donc pour

est bien

tout couple (7, j), A;j = 0. La famille ((Dij)i jeitLnl

libre.



Or I'espace vectoriel des formes linéaires sur .4/, (R) est un

espace vectoriel de dimension n? car

dim (£ (4 ®),R)) = dim (4, ®) x 1 = 7.

La famille (@i j] est donc une base de l'espace

i,jellL;nl
vectoriel des formes linéaires sur .45, (R).

e Soit ¢, une forme linéaire sur .4, (R). Comme la famille
est génératrice, il existe ()\,- j) eR™ tel que

0=

i,jellL;nll

(q)"j]i,jenl;nu

En reprenant le calcul précédent, si on pose

AZZ)‘”E"J = (Aij)ij’
ij

on trouve P =Dy
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1.
2.a) 1l est clair que @ est linéaire.
Prouvons I'injectivité de ¢. Soit P € Ker ¢, dans ce cas

@) = (P(ap),P(a1),...,P(an)) = 0,0,...,0).

Autrement dit, P admet au moins n + 1 racines avec ay, aj,
..., an. Or P e Ry [x], nécessairement, P est le polyndme nul.
Il vient

Ker < {0, ()} -
On a méme 1'égalité puisqu'un noyau contient toujours le
vecteur nul.
De plus, 'espace de départ et d’arrivée sont de méme
dimension (finie). Par les corollaires de la formule du rang,
(p est un isomorphisme.

2.b) * Méthode 1. Famille génératrice
Comme la famille contient autant de vecteurs que la
dimension de Rj[x], pour montrer que c’est une base, il
suffit de montrer que la famille est génératrice. Soit P €
R, [x]. Posons

n
Q=P-) P(a;)L;.
i=0
Or, par définition de L;
Li(a;j)=1 et Lj(a;)=0sii#j.
En évaluant en a;, il vient

Q(a;) =P(a;) —P(a;) = 0.

Le polynéme Q admet au moins 7 + 1 racines alors qu’il est
de degré au plus n. Nécessairement, Q est le polynéme nul
et

n
P=) P(a;)L;.
i=0
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On prouve ainsi le caractere générateur de la famille et
I'égalité demandée.

o Méthode 2. Famille libre

Comme la famille contient autant de vecteurs que la
dimension de Rjy[x], pour montrer que c’est une base,
il suffit de montrer que la famille est libre. Soient
Ao, A1,...,An € R tels que

n
Y AL =Oppy-
i=0

Par linéarité de I'application réciproque
1 n n 1 n
O | 2 Niei|= ) Ao (ei) = ) AL = Oy
i=0 i=0 i=0
En appliquant ¢, on obtient

n
Z )\ie,- = ORVH-] .
i=0

puis, pour tout i € [[0; n]l, A; = 0 puisque (ep, ..., ey) est une
famille libre de R™*!. En conclusion, % est une base de
Ry, [x].

¢ Soit PeR;, [x]. La famille € est génératrice, il existe Ag, A1,
A2,...,An €Rtels que

En évaluant en les points a;, on obtient le résultat demandé.

2.c) On avu que P@y%_l =Py 2.
Et, pour tout i € [[1; n]]

. n . n
x'=) a;j'"Ljx) et 1=) 1-Lj(x).
j=0 j=0
D’ou
1 ag a02 ap”
1 o a12 ar”
1 1 a (lzz ap”
P.%fg = 1 a3 6l32 6l3n € Mu+1(R).
1 a, ap® an”
Exercice 61 p- 31
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1. La famille 98,, ;;, est génératrice de E, donc
m = Card (By,m) = dim(E) = n.
2. Prouvons par récurrence que la propriété

P(k) : « lafamille %, i est une famille libre »



est vraie pour tout k € [[1; n]].

— Initialisation. 22(1) est vraie car u ne peut étre le vecteur
nul.

— Hérédité. Soit k € [[1,n — 1]], supposons (k) vraie,
montrons 2 (k + 1). C’est-a-dire, la famille

(u,),..., % w)

estlibre. Soient Ag, A1, ..., A € Rtels que

k .
Y X' (w) =0g.
i=0
Prouvons que Ay = 0 en raisonnant par I'absurde. Si A # 0,

alors
k =D VI
@ w ==Y —L¢'(weVect(B, ).
iZo M

En appliquant ¢, on a aussi

k-1 A; .
(pk+1(u) — Z (__l)(pl+1(u)
i=0 Ak

k=2 N\
= Z (_ﬁ)(p"*l(u).'_(_M)(pk(u).
izo\ Ak Ak
—_—
eVect(By, k)

[ —
eVect(By, k)

Puis 1 (u) € Vect (B, ).

Par récurrence, on montre que pour tout p = k
P (u) € Vect (B, 1)
Or, le vecteur u est cyclique, on montre alors que
E = Vect(%By,m) = Vect (B, i)

Absurde, on a trouvé une famille génératrice de E avec k
vecteurs, soit un nombre de vecteurs strictement inférieur a
la dimension de E. Donc A = 0.

Enfin, par liberté de la famille 98,, ;, on a pour tout i €
[[0; k—11], A; = 0. La famille 98,, ;.. est libre. Ce qui prouve
P(k+1).

— Conclusion. Pour tout k € [[1; n]], 22 (k) est vraie.

En particulier, la famille 98, , est libre. Comme elle contient
autant de vecteurs que la dimension de E, c’est une base
deE.

3.a) Notons A l'ensemble des entiers k tels que la famille 98, .
soit libre.
Comme u est non nul, on sait que la famille 9,1 = (u) est
libre. Ainsi 1 € A.
Comme il n’existe pas de famille libre avec plus de vecteurs
que la dimension de E, A est une partie majorée par dim(E).
La partie A est une partie de N non vide et majorée, elle
admet un plus grand élément. Si m est ce plus grand
élément, on a bien m € A (la famille 98, ;,, est libre) mais

59

m+1¢A (lafamille 98, ;;,+1 n'est pas libre).

3.b) Pour montrer que Vect(%y, ) est stable par ¢, il suffit de

montrer que
VeeBum, @(e) € Vect(Buy,m).

Par définition de 98, c’est évident pour les m—1 premiers
vecteurs. On peut se limiter au dernier et montrer que

0™ () = (0™ L (w) € Vect(Bu, m).

Or, la famille 98y, ;41 est liée, donc il existe Ao, ..
non tous nuls tels que

SAm€ER

m ,
Y Ao’ (w) = 0.
i=0

On isole le dernier terme
m—1 .
Y At (W) + Ame™ (1) = Og.
i=0
Si Ay = 0 alors la premiére somme est nulle. Absurde car la

famille 98, est libre et les coefficients A; ne peuvent étre
tous nuls. On adonc A;; #0 et
m-1 )\i .
" w=- ) —¢'(w)eVect(Bu,m).
i=0 Am

Ce qui conclut.
3.¢) Par hypothese sur ¢, Vect(%y,m) est soit 'espace nul,

soit I'espace en entier. Comme u est un élément non nul,
Vect (%Bu,m) # {0g}. D’olt

Vect(%By,m) =E.

Finalement, la famille %, »,; est génératrice, le vecteur u est
cyclique.

n-1 3
3.d) Par définition: " (w) = Y a;¢" (u).
i=0
Soit j € [[0;72— 1]

. . . (n=1 .
0" 0/ @) =97 (9" W) = o/ ( )3 a,-aol(u))
i=0

n-1 . A
=Y aj¢l ((p’(u)) (linearité)
=0

= Zl a0’ (¢ ).
i=0

N

0" (¢! )
En résumé, I'égalité
n-1 .
P" W) =) ajp' ()
i=0
a été vérifiée pour tout vecteur d'une base de E. Par linéarité,

elle est encore vraie pour tout vecteur de E. Légalité
demandée est ainsi prouvée.

3.e) On trouve 0 ... ... 0 ao
1 0 ay
Matggm () = 0 1 e MuR).
L0 ap—
0 0 1 ap




Exercice 62 p- 31

CA63

1. Posons B = (e1, e2), la base canonique. Comme A est de trace
nulle, on peut écrire

a
c —-a

A= avec a,b,ceR.

— @(e1) =(a,c).Sic#0,alors x = e] convient.

— @(e2) =(b,—a).Sib+#0, alors x = e» convient.

— Supposons donc que ¢ = b =0, dans ce cas a # 0 (A n'est
pas la matrice nulle) et

¢, 1) =¢ler +e2) =@ (e1) + ¢ (e2)
= (aro) + (Or_a) = a(l,—l).

Le vecteur x = (1,1) convient.

2. Comme (x,(x)) est une famille libre de R?> avec deux
vecteurs, c’est une base. Notons la €. Ainsi

B = Maty (¢) = oll P (x) = ax + P (x).

0 «
1B
Comme Tr(A) = Tr(B), p = 0 et B est a diagonale nulle et
semblable a A par la formule de changement de base.

Exercice 67 p- 32

CA68

Pour tester qu'une matrice est inversible, on peut tester
si le rang est maximal. Le rang d’'une matrice A s’obtient en
Python al'aide de la commande matrix_rank(A).

De plus, pour tous a, b e R,

M(a, b) = (a— b)lps + bJ.

On en déduit le programme :

import numpy as np

Compteur=0
for a in range(-50,51)
for b in range(-50,51)
Mab=(a-b)*np.eye (25) +b*np.ones
([25,251)
if np.linalg.matrix_rank (Mab) <25
Compteur+=1
print(’I1 y a’, Compteur, ’matrices de ce
type non inversibles’)

On obtient 105 couples (a, b) solutions.
Remarque. Au chapitre suivant, nous verrons une
démonstration théorique de ce résultat.

Exercice 68 p- 32

CA69
1.a)
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import numpy as np

def

transpo (A):
[n,pl=np.shape(A)
B=np.zeros ([p,nl)
for i in range(mn):
for j in range(p):
B[j,il=Al[i,j]
return B

# test
A=np.array([[1,2,3],[4,5,61])

pri

1.b)

nt (transpo (A))

import numpy as np

def

antitranspo (A):
[n,pl=np.shape(A)

if pl!=n:
return "Erreur, matrice non carrée"

B=np.zeros ([p,n])
for i in range(mn):
for j in range(p):
B[j,i]=A[n-1-i,n-1-j]
return B

# test
A=np.array([[1,2,3],[4,5,6],[7,8,91])

print (antitranspo (A))
[[9. 6. 3.1

[8. 5. 2.]

[7. 4. 1.1]

B=np.array([[1,2,3],[4,5,6]1])

pri

Err

nt (antitranspo (B))

eur , matrice non carrée

2. Le code:

TO=
n=56

np.array([[0,0,3],[0,4,0],[-2,0,01])

T=TO

pri
for

nt (T)
k in range(n):
T=np.dot (T, TO)
print (T)

renvoie :



[[-216 0 0]
[ 0 4096 0]
[ 0 0 -216]11]

Apres plusieurs essais sur d’autres matrices, on conjecture
que TK est antidiagonale pour k entier impair et diagonale
pour k pair.

3. Posons D = TP;. Comme T est antidiagonale, la matrice
D est diagonale. De plus, P%l =1, donc T = DPj,. Posons
également

D=P,DP,,.

La matrice D est diagonale : ses coefficients diagonaux sont
ceux de D, écrits dans I’ordre inverse. On obtient alors

T2 = DP,,DP,, = DD.
Ainsi, T2 est diagonale. Pour tout 72 € N, on a donc
2" = (DD)",
qui est une matrice diagonale, et

T2m+1 — (Dﬁ) mDPn,
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qui est une matrice antidiagonale, puisque (DD)”*D est
diagonale. Par conséquent, les puissances paires d'une
matrice antidiagonale sont diagonales et ses puissances
impaires sont antidiagonales.

4. La matrice P, est inversible et vérifie

P,l=p,.

Soit T une matrice antidiagonale de taille (n,n) et posons
D = TP;. La matrice D est diagonale et ses coefficients
diagonaux sont exactement les coefficients situés sur
I'antidiagonale de T.

Comme T = DP;, et que Pj, est inversible, la matrice
T est inversible si et seulement si D est inversible. Or une
matrice diagonale est inversible si et seulement si tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls.

Ainsi, une matrice antidiagonale est inversible si
et seulement si tous les coefficients situés sur son
antidiagonale sont non nuls.

Dans ce cas,

T l=p,D7},

et T! est elle-méme antidiagonale.
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