CHAPITRE 3

Valeurs propres et vecteurs propres

Une idée qui ne peut servir qu'une seule fois est une astuce.
Sinon, elle devient une méthode.

GEORGE POLYA
Mathématicien américain d’origine hongroise
et suisse (1887-1985).

Ce chapitre est un préliminaire a la réduction des matrices et endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension
finie qui est I'un des objectifs du programme de deuxiéme année. Il sera complété par le chapitre « diagonalisation ».
Le chapitre commence par des rappels de premiére année sur des polyndmes d’endomorphismes et de matrices pour
ensuite définir la notion de valeur propre et de vecteur propre.

_ Rappels : polyndmes d’endomorphismes et de matrices

Rappelons que, pour un endomorphisme ¢ de E, les applications ¢? = ¢ o, ¢3 = @o@o¢ ... sont parfaitement
définies et linéaires. Les puissances de ¢ sont les applications :

@’=idg et pourtoutneN*, @"= @o---0@ .
——

n compositions

Remarque. Comme pour les matrices, il existe une version de la formule du bind6me de Newton dans le cas des
endomorphismes. Soient ¢, W € Z(E) qui commutent (¢ oW = W o ). Alors pour tout entier naturel p,

p
p . .
@+y)P =(@+y)o(@+y)o-o(p+y)=} (l_)q)lowp i
i=0
Exemple. Calculons les puissances de 'endomorphisme de R? :
RZ — R?
i { X,y — @x+y2y).

Remarquons que ¢ = 2idg2 +\, oll Y est 'endomorphisme défini par y(x, y) = (y,0) pour tout (x, y) € R?.
Or, 1]12 est 'application nulle. En effet, pour tout (x, y) € R2,

¥ (06 1) = w(w(x ) = w((y,0) = 0,0).
Puis, pour tout k€N, k > 2, yk =y oyk 2 =04 q.
Comme les endomorphismes 2idg et  commutent, la formule du bindme de Newton permet d’écrire :

n

2
" = Ridg+y)" =) (Z)(ZidRz)"koq/k =y (Z)(Zidmzz)""ow"

k=0 k=0

n n
(0)2"1dR2 oy + (Jz”*mw oy! = 2"idpe +n2" 1y,
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Autrement dit, pour tout (x, y) € R? et tout n € N,

90" ((x, ) =2""'2x+ny,2y).

DEFINITIONS polynoéme de matrice, d’endomorphisme

SoientP(x) = f a; x' eR[x], A€ My (R) et e Z(E).
i=0

e Le polynome de matrice P(A) est définipar  P(A) = 5 a; Al € My(R).
i=0
Un polynémeP est annulateur de A siP(A) = 0,,.

* Le polynome d’endomorphismeP () est défini par P(p) = o a; ' € L(B).
i=0
Un polynémeP est annulateur de ¢ siP(¢p) = 0.

Regles de calcul
On démontre que pour tous A e R, P,Q € R[x],

(AP)(A) =APA) et (P+Q)A)=P(A)+QA).
Retenons également la propriété de commutativité :
(PQ)(A) =P(A)Q(A) = QA)P(A) = (QP)(A).

On a de méme avec des endomorphismes

(AP)(@) =AP(p),  (P+Q)(p) =P(®) +Q(p) et (PQ)(y)=P(y)oQ(p)=Q(¢)oP(p) = (QP)(y).

Exemple. Reprenons!’'exemple de ¢ € £ (R%) défini par (p((x, y)) =(2x+y,x).
Vérifions que le polynome P défini par P(¢) = t? — 2t — 1 est annulateur de . Soit (x, y) € R?,

() = ofe(xy))=o(@x+yn)
= (2@x+y)+x2x+y) = 6Gx+2y,2x+Y);
—2<P((x, y)) = (-4x-2y,-2x);
—idg(x,y) = (=x,—y).

¢*((x, 1) —2¢((x, ) — idge (x, y) (0,0).

Comme cela est valable pour tout (x, y) € R?, on écrit simplement @? —2¢ — idg = 0 L®2)-

Exercice 1
= + 1 P Existence d’un polynéme annulateur
;\ \ /% ) Soit A € ., (R). En étudiant la famille (I,,A,...,AP) pour un entier p bien choisi, montrer que
1 A admet un polyndme annulateur.
Ex‘f:rcice 2 44 Exemples Les questions sont indépendantes.
'.’,_‘ 1. Donner un polynéme annulateur a I'’endomorphisme ¢ : P € Ry [x] — P’ e Ry (x].
N~ 2. Méme question avec : Pe Ry, [x] — P(x +7) € Ry [x].
< On pourra remarquer que y(P) —P € Ry [x].

Exemples. Polynémes d’'une matrice diagonale, triangulaire.
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Posons : D= 0 et T= 0
0 *
0 0 d, 0 0 1,
Pdy) O 0 P(t) = .
Alors py=| 0 ¢ : et Pmy=| "
0 - 0 Py 0 - 0 Pt

Remarque. Notez que si tous les coefficients diagonaux d; sont racines du polyndéme P, alors P est un polynéme

annulateur de D.

Exercice 3 ++ 1 Les questions sont indépendantes.
f 1. M Soient A, B deux matrices carrées semblables.
;LQ', Y. Montrer que tout polynéme annulateur de A est annulateur de B. p.24
1 — 2. P Soient Ac.#,,(R) et P € R[x] annulateur de A.
- Montrer que si P(0) # 0 alors A est inversible.
#VP3
PROPOSITION polyndme d’endomorphisme, de matrice

Soient E un espace vectoriel de dimension finie dont 98 est une base et ¢ un endomorphisme deE.
Pour toutk €N,
Matg ()~ = Matg (¢").

Plus généralement, pour toutP € R[x],
P(Matgg ((p)) = Matg (P(¢)).

Preuve. * Le premier point s’obtient par un raisonnement par récurrence sur k a partir de la formule
k+1y _ k _ k
Matg (™" ") = Matg (@™ o) = Matg(p") -Matg (¢).

* Le second point découle du premier et de la linéarité de 'application ¢ — Matg (). -

n Valeurs propres, vecteurs propres, cas matriciel

2.1 Premiéres définitions

DEFINITIONS valeurs propre, vecteur propre

SoientA € Mn(R), \eR etX € Mp,1(R).
On dit que \ est une valeur propre de A et queX est un vecteur propre pour A associé a la valeur propre \ si

AX=AX et X#0,).

Exemple. Posons 1 3 0 0 ) »
A= -2 0 et X=| 01|, Y= . Z= ,
-1 -2 0 1 -1 1
de sorte que AX=0-X, AY=Y et AZ=-27.



Comme X, Y et Z sont des matrices-colonnes non nulles, 0, 1 et —2 sont des valeurs propres de A.

A Attention. Un vecteur propre est toujours non nul.

DEFINITION spectre

SoitA € M, (R).
Le spectre de A, noté Sp(A), est 'ensemble des valeurs propres de A.

Exemple. Enreprenant ’exemple précédent, {0;1; -2} < Sp (A).

Python. Voici le code pour obtenir une
approximation des valeurs propres.

>>> # script exzecuted

Console

import numpy as np

import numpy.linalg as al

# On importe la sous-bibliothéque
linalg

A=np.array([[1,3,0],[0,-2,0],[-1,-2,0]])

*# On définit la matrice 4 Selon ce calcul, -2, 0 et 1 sont toutes les valeurs

print (al.eigvals (A)) . .
propres de la matrice A. On conjecture donc
que Sp (A) = {-2;0;1}.

[ o. 1. -2.]

Editeur

2.2 Caractérisations des valeurs propres

THEOREME caractérisation avec I'inversibilité

Soient A € 4 (R) et A € R. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) Leréel A est une valeur propre de A.

ii) La matrice A— A1, n'est pas inversible.
Autrement dit, Sp(A) est l'ensemble des réels \ pour lesquels la matrice A— A\1,, n'est pas inversible.

Preuve. Soit A € R.
AeESPA) <= IXeMy1®\{0y,1}, AX=AX
—  IXe 1R\ (0,1}, A-ARX=0p
< Ker(A-Alp) #{0,,1}

<= A-Al, nestpasinversible.

La derniere équivalence est une conséquence de la formule du rang.

Remarque. En particulier, 0 est valeur propre si et seulement si la matrice A n’est pas inversible.

matrices triangulaires

COROLLAIRE
SoitA € M, (R).
Si A est une matrice triangulaire,

alors les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux de A.




Preuve. Notons A = (a;});, Pel,ny2 Soit AeR. La matrice A — Al est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont les réels a;; — A

ou i€ [[1;n].

11 suffit ensuite de rappeler qu'une matrice triangulaire n’est pas inversible si et seulement si au moins 1'un de ses coefficients
diagonaux est nul.

A Attention. C’est grossierement faux si la matrice n’est pas triangulaire.

On pourra par exemple vérifier que [_1

2.3

5

Les sous-espaces propres E) (A)

0 n'admet aucune valeur propre réelle.

DEFINITION

SoitA € M, (R). Pour tout réel \, on pose

Ex(A) = {X€ A, (R) | AX = AX}.

Ex(A)

En remarquant que E (A) = Ker (A— AI,,), on en déduit que :

PROPOSITION

SoitA € M, (R). Pour tout A € R,

* E\(A) est un sous-espace vectoriel de 4,1 (R).

* E)(A) #{0,,1} si et seulement si A est une valeur propre de A.

structure de E) (A)

Remarque. La formule du rang donne alors dim (Ej (A)) + rg (A - AL,) = n.

Vocabulaire. SiE,(A) # {0,,1} alors on parle de 'espace propre associé a la valeur propre A. Dans ce cas,

Exercice 4

7
| &

Exemple. Le cas diagonal.
Si A est une matrice diagonale, alors les valeurs propres de A sont exactement les coefficients diagonaux de A et pour
A € Sp(A), la dimension de E) (A) est égale au nombre de fois ou1 A apparait sur la diagonale de A.

Exercice 5

Exercice 6

AU

4+ P SoientA,Be 4/, ([R), aeR*, PeR.

1. Montrer que si A et B sont semblables alors Sp(A) = Sp(B) et les sous-espaces propres de A
et B associés a la méme valeur propre ont méme dimension.

2. J3 Transformation affine du spectre
Donner le lien entre le spectre de A et celui de aA +pI,?

44 JJ VraiouFaux? PourtousA€ .#,[R) et \eR,
Si A € Sp(A) alors A2 € Sp(A2).
Si A2 € Sp(A2) alors A € Sp(A).

Sp(A) =Sp(A).
E\(A) =E, (“A).

dim (E) (A)) = dim (E), (*A)).
Si A est inversible, A € Sp(A) ssi A™1 € Sp(A~1).

+ J1 P SoitAe 4n(R).
1. Montrer que sila somme des coefficients de A sur chaque ligne vaut 1 alors 1 € Sp(A).

2. Est-ce encore vrai si la somme des coefficients de A sur chaque colonne vaut 1?2

1 <dim(Ex(A)) < n.

Les questions sont indépendantes.

NN YR NEN
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n Valeurs propres, vecteurs propres, cas des endomorphismes

3.1 Définitions et exemples

Reprenons et adaptons les définitions au cas des endomorphismes d'un espace vectoriel E.

DEFINITIONS valeur propre, vecteur propre, spectre

Soitp € Z(E).
e Soient A € R et u € E. On dit que \ est une valeur propre de @ et que u est un vecteur propre pour @ associé a la
valeur propre \ si

@Ww)=Au et u#0g.

e L'ensemble des valeurs propres de @ est le spectre de @, il est noté Sp(¢).

Exemple. Posons u=(1,0,-2), v=(0,0,1), w=(1,1,-2) et

R?) _ R?)
cp.{ (x,3,2) — (x+2y,3y,2x—4y+22)

On a ¢(u) = u, p(v) =2v et 9(w) = 3w. Comme u, v et w sont non nuls, 1, 2 et 3 sont trois valeurs propres de ¢.
C'est-a-dire, {1;2;3} < Sp ().

Remarque. Le vecteur u (non nul) est un vecteur propre de ¢ si et seulement si la droite vectorielle Vect(u) est stable
par ¢.

Preuve. Raisonnons par double implication.
Si u est vecteur propre de ¢ alors pour tout v = pu € Vect(u),

@) = e(uu) = pe(u) = pAu € Vect(u).

Le sous-espace Vect(u) est stable par ¢.
Réciproquement, si Vect(u) est stable par ¢ alors ¢(u) € Vect(u). Autrement dit, il existe A € R tel que ¢ (u) = Au. C'est-a-dire
que u (non nul) est vecteur propre de .

|
4+ Exemples Les questions sont indépendantes.
Exercice 7
On pose tp'{ Rplx] —  Rplx] et { ECRR) — ECRR)
. / . !
19 P P'+2P f f. D22
\. 7’
1\ 3 1. A Etudier les valeurs propres de I'endomorphisme .
2. & Montrer que tout réel est valeur propre de .
#VP7

Remarque. Soit A € .4, (R). Considérons 'endomorphisme

. Jﬂn,l(R) - sfﬂn,l(R)
Pa: X - AX

Les valeurs propres (et vecteurs propres) de ¢ correspondent exactement aux valeurs propres (et vecteurs propres)
de la matrice A.

DEFINITION - PROPOSITION Ex ()

Soient @ € £ (E) et A € R. On définit le sous-espace vectoriel E) (p) deE par

Ex(p) ={u€El@u) = Au} =Ker (¢ - Aidg).




Remarques.

e Pour tout A € R, Ey () est un espace stable par .

* E) () est bien un s.e.v de E puisque c’est le noyau d'une application linéaire.

e Si A est une valeur propre, on dit que E, (¢) est espace propre associé a la valeur propre A.

3.2 Précision en dimension finie

THEOREME lien matrice et endomorphisme

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, p € £ (E), u€ E, A e R et %8, une base deE.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base 9.
— A =Matg(y), la matrice de l'endomorphisme ¢ dans la base 2.

Alors, u est vecteur propre de l'endomorphisme ¢ pour la valeur propre A si et seulement si U est vecteur propre de la
matrice A pour la valeur propre A.

Preuve. Nous avons vu au chapitre précédent que AU est la matrice colonne des coordonnées de ¢(u) dans la base 9. Ainsi

AU=AU < ¢ =Au.

Application. Soient A et B deux matrices semblables. Elles représentent le méme endomorphisme ¢ dans des bases
différentes. On retrouve alors

Sp(A) = Sp(¢) = Sp(B) (voir exercice 4).

PROPOSITION caractérisations en dimension finie

Soient ¢ € £ (E) avecE de dimension finie et A € R. On a l'équivalence entre les énoncés suivants.

i)  Leréel A est valeur propre de .
ii) Lendomorphisme ¢ — Aidg n'est pas injectif.
iiliy Lendomorphisme @ — \idg n'est pas bijectif.

iv) rg(¢—Aidg) <dimE.

Preuve. Raisonnons par équivalences. Soit A € R.

JueE\{Og}, @) =Au
JueE\ {OE}, ((p—AidE) (u) =0g
Ker (¢ — Aidg) # {Op}
¢ — Aidg n'est pas injective
@ — Aidg n’est pas bijective car (p — Aidg est un endomorphisme de dimension finie
@ — Aidg n'est pas surjective
Im (¢ - Aidg) #E
rg (¢ — Aidg) < dim(E) car Im (¢ — Aidg) < E avec égalité si et seulement
s'ily a égalité des dimensions.

A€ Sp(¢)

pgpoognne




3.3 Précisions pour des endomorphismes remarquables

Les homothéties

Pour rappel, une homothétie de E de rapport A € R* est I'application

E—>

)\ldE:{ u - A

e Le polyndme P d’expression P(x) = x — A est un polyndme annulateur de 'homothétie de rapport A.

¢ Tout vecteur non nul de E est vecteur propre pour la valeur propre A.

Exercice 8
+4¢ 1 P Laréciproque
'1!, . Soit ¢ € Z(E) non nul tel que tout vecteur non nul est vecteur propre de ¢. p.- 25
| 2 Montrer que ¢ est une homothétie.
#VP8
Les projecteurs
DEFINITION (RAPPEL) projecteur
Soient E un espace vectoriel etF, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.
UG u - S . s ..
““““ o Ainsi pour tout u € E, il existe une unique décomposition
U = Ug + UG ot (ug, ug) € F x G. On pose
E Up 7 E — E
u +— Uug
/G
Cette application est linéaire, elle est appelée le projecteur sur F parallelement a G.
Remarque. On montre que p est un projecteur sur F = Im(p) parallelement a G = Ker(p). En particulier, le noyau et
I'image d'un projecteur sont supplémentaires dans E.
Im(p) ® Ker(p) =E.
Exercice 9
+
® ( p 1. Savez-vous prouver cette remarque? p. 22
I & 2. Vérifier que idg —p est un projecteur. Préciser ses éléments caractéristiques.
#VP9
THEOREME caractérisation d’un projecteur

Soit p : E — E une application. Les énoncés suivants sont équivalents.

i)  p estun projecteur.

ii) pestlinéaireetpop=p.

Résultat admis.
Spectre d’un projecteur.
Soit p € Z(E) un projecteur. Soient F,G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E de sorte que p soit le
projecteur sur F parallelement a G. Afin que F ou G ne soient pas réduits a {Og}, on suppose dans la suite que p # 0.
et p #idg.



e Pour tout u € Fnon nul, p(u) = u. Le vecteur u est donc vecteur propre pour la valeur propre 1.
Pour tout u € G non nul, p(u) = 0. Le vecteur u est donc vecteur propre pour la valeur propre 0. On a donc

{0;1} =Sp(p).
Réciproquement, supposons que p admet une valeur propre A associée a un vecteur propre u
pw=Au puis p(pw)= Au.
Oronaaussi p(p(w) = po p(u) = p(w) = Au. Comme u est non nul, \> =X et A =0 ou A = 1.On adonc
Sp(p) < {0;1}.
En résumé, par double-inclusion Sp(p) = {0;1}.

 Le polynome d’expression x? — x = x(x — 1) est un polynéme annulateur de p. Notons que les valeurs propres de

p sont des racines du polynéme.

e D’apres les résultats précédents sur les projecteurs,
F=Im(p) =E;(p) et G=Ker(p)=Ey(p).
D’olu E=FeG=E;(p)®Eo(p).
Autrement dit, E se décompose suivant les espaces propres de p.

<> Soit @ € R*. On définit les applications :

Exercice 10

1 1
pu:(x,y)e[RZZH (x+ay,ax+a2y)E[R2 et q:(x,y)e[RZH—(x+y,x+y)€[R2.
1+ a? 2

& . - . p. 26
& 1. Justifier que les applications p, et g sont des projecteurs.

i 2. Vérifier que (1, a) est vecteur propre de pg o q.

3. En déduire I'unique valeur a pour laquelle p, o g est un projecteur.

#VP10
Les symétries
Reprenons E, un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Pour tout u € E, il existe un unique couple (ur, ug) € F x G tel que u = up + ug. On définit alors la symétrie par rapport
a F parallelement a G comme I'application :
s:u€eE— ug—uge€kE.
On montre que s est une application linéaire.
4 Les symétries
Exercice 11 1. Faire un dessin similaire au cas des projecteurs pour illustrer la situation.
C 2. Préciser sos. En déduire un polynéme annulateur.
L 3. Onsuppose que s # +idg. p. 26
J Etudier les valeurs propres de s et préciser les espaces propres a I'aide de F et G.
. 4. Soit p le projecteur sur F parallelement a G.
Vérifier que s = 2p —idg. Retrouver les résultats de la question 3.
# VP11

n Polyndmes et valeurs propres




THEOREME polynomes et valeurs propres
SoientQ e R[x] etp € Z(E).

Si u est un vecteur propre de @ associé a la valeur propre A,

alors Q@) (1) = Q(A) - u.

Preuve. Par récurrence, on traite le cas des monomes Q(x) = xF. puis, par linéarité, on étend la relation a tous les polynémes.

Exercice 12

ibf/ 4 Rédiger cette preuve précisément. p. 26
# VP12
COROLLAIRE valeurs propres et racines

Soientp € £ (E),PeR[x] et A €R.

Si | — A estvaleur propre de .
— P est un polynéme annulateur de .

Alors A est une racine du polynémeP.

Preuve. Soit u un vecteur propre associé a la valeur propre A. D’apres I’énoncé précédent
P(@)(w) =P\ u.

Or, P est un polynéme annulateur de ¢,
P(@) (1) =0 ) (1) = Og.

Ainsi P(A) u = Og, puis P(A) = 0 car u est non nul (c’est un vecteur propre). En conclusion, A est une racine de P. -

Exemple. Soient E un espace vectoriel non réduit a {0} et ¢ € £ (E) nilpotent, c’est-a-dire qu’il existe p € N* tel que
¢F =02@).

Le polynome d’expression x” est annulateur de . Il ne peut avoir d’autre valeur propre que 0. De plus, ¢ ne peut étre
injectif, 0 est bien une valeur propre de ¢. Finalement

Sp(¢) = {0}

Remarques.
¢ On a des énoncés équivalents avec les matrices.
SiAe 4, R), Qe R[x] et X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors

QX =QMX.
De plus, si Q est annulateur de A, A est une racine de Q.

e Laréciproque du corollaire est fausse. Une racine d'un polyndéme annulateur n’est pas nécessairement une valeur
propre. En effet, si P est annulateur de ¢ et a ¢ Sp(y), le polynéme d’expression (x — a)P(x) est encore un polynéme
annulateur. Pour en savoir plus, on pourra consulter I'exercice 35, p. 19.

¢ Notons que le nombre de valeurs propres d'un endomorphisme de dimension finie est fini. En effet, nous avons vu
en exercice qu’il existe toujours un polynéme annulateur P non nul de I'endomorphisme, il y a alors au plus deg(P)

racines, au plus deg(P) valeurs propres.

10



Exercice 13
<> Soient neN\{0;1} et @: M€ 4, (R) — Me My[R).

v ( 1. Donner un polynéme annulateur de ¢ de degré 2. p.27

= 2. En déduire les valeurs propres de ¢.
#VP13

“ Somme directe de sous-espaces propres

THEOREME somme directe des espaces propres

Soit ¢ un endomorphisme d’'un espace vectoriel E.

Si A1,...,Ap désignent p valeurs propres deux a deux distinctes de ¢,

alors la somme )EE)W () est directe.
i=1

Preuve par récurrence

Preuve. Justifions par récurrence que la propriété

pour tout (¢, up,..., Ug) € E)\l () x E)\2 () x...x E)\k ()

. k
2k Zuj:OE = up=...=ug=0g.
j=1

— Initialisation. La propriété 22(1) est directement vraie.
— Heérédité. Soit k € [[1; p — 1]] et supposons £ (k). Soit (uy, up,...,Ug41) € Ej, (@) xE), (@) x ... x E)\k+l (@) tels que
k+1

Y uj=0g (L.
=1

Par linéarité de ¢, on obtient

k+1 k+1 k+1 k
0g = ¢ (0g) :(p(z u]) = Z (p(u]) = Z Ajuj= Z Ajuj+ Mg U (L)
=1 =1 im1 =1

On effectue ensuite Aj;1L; — Lo pour éliminer le terme en uj,, et obtenir

i ()\k+1_)\j) uJ ZOE.

Jj=le—— ——
€Ey; ()
D’apres 2(k), on a Vj ek, ()\kﬂ_)\j)uj:OE

Par construction Ay, # Aj, donc uj = Og pour tout j € [[1; k]l. Puis en reprenant Ly, uy 1 = Og. Dés lors, 2 (k + 1) est vraie si
(k) lest.

— Conclusion. Pour tout k € [[1; pll, 22 (k) est vraie. En particulier, on obtient 'énoncé avec 2 (p). -

Preuve les polyndmes de Lagrange

Soit p € N*. Soient Ay, Ap, -+ »Ap des réels deux a deux distincts, il existe p polynodmes, notés L;, appartenanta R, 1 [x]
tels que
.. s )0 sii#]
Vlyje [[lvp]]) LI(A])_ﬁl,] _{ 1 Sinon.

11



4+ J Existence des polynémes de Lagrange

1. & Prouver cet énoncé avec I'application linéaire

Exercice 14 tp:{ Rp-1[x] — RP
“ P —  (PA\1),P(A2),...,P(Ap)).
o«
\7 2. a) Exemples p. 27
/ g On suppose dans cette question uniquement que p =3 et A\; = -1, A2 =0 et Az =1.

- Préciser les trois polyndmes de Lagrange.
b) Donner I'expression de L; dans le cas général.

3. Justifier que pour tout P € Ry_1 [x], P(x) = § P(A)L;.
i=1

Preuwve. Soit (uy, uy,..., up) € By, (@) xEy, () x ... x E)\p () tel que

p
Y uj=0g (%
j=1

Montrons que chaque u vaut O pour justifier que la somme est directe.
Par définition des espaces propres, pour tout i € [[1; pll, ¢ (u;) = Aju;.
Soient Ly, Ly, ..., Lp, les polynomes de Lagrange associé€s a A1, Az, ..., Ap (distincts deux a deux). Soit i € [[1; p]]. Pour tout
j €1(1; pll, d’apres le théoréme précédent
L,-((p)(uj) = L,()\j)u] = Si,j . LL]

Puis par linéarité de I'application L; (¢p),
p p p
L@ | ) uj|=3 Li@wj) =) 8 j-uj=u;.
j=1 j=1 j=1
Or, par application de I'endomorphisme L; (¢) aux deux membres de I'égalité (x), on a aussi

p
Li((P)(Z uj) =L;(¢) (0g) = Og.
j=1

p
Il vient u; = Og. Finalement, pour tout i € [[1; pll, u; = Og. La somme ¥ Ej, () est directe.
i=1

|
COROLLAIRE en dimension finie
Si on suppose de plus queE est de dimension finie, alors
p
Y dim (Ey, () < dim(E).
i=1
Preuve. On sait que
p p
Y Ex,(@cE puis dim|} Ey,(9)|<dimE.
i=1 i=1
Or la somme des sous-espaces propres est directe,
p p
Y dim(Ey, (@) =dim| )" Ej, ()]
i=1 i=1
Le résultat s’en déduit. -

12
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COROLLAIRE famille libre de vecteurs propres

Soit @ un endomorphisme deE.

Si les vecteurs wy, uy, ..., u, sont des vecteurs propres de p associés a des valeurs propres distinctes,

alors lafamille (u,, ..., u,) est une famille libre de E.

Preuve. Soient uy, p2, ..., ip € Rtels que
M1uy +H2u2 + ...+ Pplp = OE.

Pour tout i € [[1; pl], W;u; € Ey, (). Comme la somme f E), () est directe, par définition,
i=1

Viell,pl, M;u; =O0g.

Or, pour tout i € [[1; pll, u; est un vecteur propre. Il est donc non nul et y; = 0. Finalement, la famille (u1, up, ..., up) est libre.

COROLLAIRE majoration du nombre de valeurs propres

Soit @ un endomorphisme de E de dimension finie. Alors le nombre de valeurs propres de @ est inférieur ou égal a la
dimension de l'espace :
Card (Sp(¢)) < dim(B).

Preuve. Si A est valeur propre de ¢, dim (E) (¢)) = 1. On a donc la minoration

Y dim(Ex(¢)= Y 1=Card(Sp(y)).
AeSp(e) AeSp(y)

D’ou le résultat d’apres le corollaire précédent en dimension finie.

Remarque. Matriciellement, si A € .4, (R),
Card(Sp(&)) < n.

On a vu, au début du cours, que 0, 1 et —2 sont trois valeurs propres de la matrice

1 3 0
A= 0 -2 0 |edsM@).
-1 -2 0

On peut donc en déduire qu’il n'y a pas d’autres valeurs propres. D’ou1 I'égalité Sp(A) = {—2;0; 1}.

n Recherche de valeurs propres et vecteurs propres

Cette section détaille les différentes méthodes pour calculer les valeurs propres et les vecteurs propres d’'une
matrice. Elles sont essentiellement basées sur la méthode du pivot de Gauss.

6.1 Recherche des valeurs propres

Rappelons que :
e Leréel A est valeur propre de A si et seulement sirg(A—Al,) < n.

¢ Lerang est invariant par transposition et opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.

0 2 -1
Exemple. OnposeA=| 3 -2 0
-2 2 1

13



Soit A € R. Procédons par opérations élémentaires pour se ramener a un systéme triangulaire.

-A 2 -1
rg(A-Al3) = rg| 3 -2-A 0 L3 —1L;
-2 2 1-A
-2 2 1-A Ls — 213 — AL
= rg| 3 -2-A 0
Y 2 -1 Ly < 2L, + 3L,
-2 2 1-A

Cy—Cy/2

= rg| 0 2-2x 3-3A o
(et factorisation)

[ -2 1 1-A

= rg| 0 1-A 3-3A ] L, < Lg
| 0 2-A (A+D(A-2)
[ -2 1 1-A

= 1Ig 0 2—A ()\+1)()\—2)] Cy, —3C,—Cg
| 0 1-A  30-N
[ -2 * .

woca < w0 eovaen D st o
0 0 3(1-A) )

Ainsi A est valeur propre si et seulement si rg (A — Alg) < 3. C'est équivalent a

2-MNA+4)=0 ou 3(1-A)=0.

Finalement Sp(A) ={-4;1;2}.

Remarques.

* Notez bien I'échange L3 — L; au début du pivot de Gauss. C’est particulierement utile pour avoir un pivot qui ne
dépend pas de A.

* Sion dispose d'un polynéme annulateur de petit degré, on peut se limiter a regarder le rang sur les quelques racines
du polynéme pour déterminer les valeurs propres.

6.2 Recherche des vecteurs propres

Expliquons maintenant comment calculer les vecteurs propres de la matrice A connaissant les valeurs propres.

X
* SoitX= | y | € 43,:(R). Raisonnons par équivalences.
z
XeE;(A) =o'
2y—-z = X -x+2y-z = 0
AX=X — 3x-2y =y S 3x-3y = 0 3l3=-2L,
—2x+2y+z = z —2x+2y = 0
— { -x+2y-z = 0 — { y=x
x-y = 0 zZ=Xx
X 1 1
— X=|x|=x|1 — X e Vect 1 .
X 1
1
Finalement E;1(A) = Vect 1 .
1

Déterminons les autres sous-espaces propres.

14



X
e SoitX=| y | €1 (R).
z

—2x+2y-z = 0 3x = 4y X 1
AX=2X = 3x-4y = 0 < { z = 2-% — X=| 3x/4 |=x| 3/4
-2x+2y-z = 0 -x/2 -1/2
1 4
Donc E2(A) = Vect 3/4 = Vect 3
-1/2 -2

e SoitX=| y | €1 (R).

z
4x+2y-z = 0
3x+2y = 0
AX=-4X 3x+2y = 0 < { J
X =
—-2x+2y+5z = 0
2
On trouve E_4(A) = Vect -3
2
. 7 3 -9
Excﬂ:rcwe 15 4 SoientA=| -2 -1 2 | etP(x) = x3 - 2x% —5x +6. On admet que P(A) = 03.
- 2 -1 -4
i p. 27
] \ 1. & Donner les racines de P. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de A2
»
- 2. Déterminer les valeurs propres de A et, pour chaque valeur propre, déterminer une base du
sous-espace propre associé.
#VP15
>> Pour un autre exemple de calcul, voir exercice 30, p. 18.
6.3 Cas particulier de la dimension 2
PROPOSITION lien avec le déterminant
SoientA€ Mr(R) et A\eR.Ona:
AeSp(A) < det(A—AL)=0.
Preuve. Raisonnons par équivalence
A €Sp(A) — A - Alp n'est pas inversible
— det(A—Aly) =0.
]
Exercice 16 4 PouraeR onpose  Rq=| <@ ~sin(@)
’ sin(a) cos(x)
U C 1. Donner, en fonction de o € R, le nombre de valeurs propres réelles de Rq. p.28
.7
1 2 2. Retrouver le résultat précédent sachant que ry, 'endomorphisme canoniquement associé
- a Rq, est une rotation de centre I'origine et d’angle a.
#VP16
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N Exercices 5

Exercice 17. ¢4 M JJ Soient n e N* et dy,...,dn, desréels deux a deux distincts. Posons D = diag(d,...,dn) . Montrer que la # VP17

famille [Dk ) est une base de 'espace vectoriel 2;, des matrices diagonales.

kell0;n—-11]]
>> Solution p. 28
Exercice 18. 44 Soit ¢ € Z(E) dont un polyndéme annulateur a pour expression P(x) = 2 +x-2. #VP18
1. Justifier que ¢ est un isomorphisme et exprimer ¢! en fonction de ¢ et idg.
2. & Démontrer I'existence de deux suites (@) zen €t (bn) pen telles que: VneN, ¢ =a,@+ byidg.

2

3. Soit n € N. Enoncer la division euclidienne du polynéme x” par x* + x — 2.

Retrouver le résultat de la question précédente.

>> Solution p. 28

Exercice 19. ¢ Posons ¢: (x,),2) € R3 — (y+z,x+z,x+y € R3. # VP19
1. Ecrire la matrice B de ¢ dans la base canonique de R3.

2 _ x—2 annule B.

2. a) Montrer que le polyndme défini par P(x) = x
b) En déduire que la matrice B est inversible et calculer B~!.
3. Justifier la bijectivité de ¢ et expliciter I'application ¢! a 'aide de B.

> Solution p. 29

Exercice 20. ¢+ 44 Vecteur cyclique et polyndme annulateur # VP20
Soient E un espace vectoriel de dimension finie 7 et ¢ un endomorphisme de E.

On dit qu'un vecteur u € E est cyclique pour ¢ s'il existe £ € N* tel que la famille 28,, ¢ = (u,(p(u), . .,(pe_l (u)) soit génératrice de E.
1. P Soit u, un vecteur cyclique pour ¢. Montrer que %y, , est une base de E.

1 .
2. Justifier qu'il existe n réels notés ag, a, g, ..., an—1 tels que @™ (u) = "Z a;'(w.
i=0
-1 .
3. Justifier que le polyndome d’expression P(x) = x™ — n): a;x" est annulateur de .
i=0
>> Solution p. 29

Exercice 21. ¢ # Soient ¢, v deux endomorphismes nilpotents de E. #VP21
Montrer que si @, Y commutent, alors la somme ¢ + W est nilpotente.
Un endomorphisme ¢ est dit nilpotent s'il existe un entier p tel que P = 0. () (composée p-ieme).
>> Solution p. 30

Exercice 22. 44 Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E, admettant un polynéme annulateur de degré m. On note # VP22

G = Vect ((f")efo,m-11)-

1. Vérifier que pour tout entier k = m, f keg.
2. Soient (g, h) € G2. Montrer que g o h € G. En déduire, pour tout k € N, gk eG.
3. Montrer que g admet un polynéme annulateur de degré inférieur ou égal a m.

> Solution p. 30

Exercice 23. 44 d’aprés EDHEC 2016 # VP23
1. Dans cette question, f est un endomorphisme de R” qui vérifie fo (f — id) = 0, ot1 id est I'endomorphisme identité de R”.

a) Déterminer (f —id)? + fo(2id-f).

b) Endéduire que:VxeR"”, x=(f —id)z(x) +(fo2id—f))(x).

¢) Utiliser ce dernier résultat pour établir que R” = Ker(f) @ Im(f).

2. Dans cette question, f est un endomorphisme de R” et P est un polyndme annulateur de f, dont le degré est égal a p (avec
p =2), ettel que P(0) =0 et P'(0) #0.

a) Montrer qu'il existe p réels ay, ..., ap avec a) #0, telsque P(x) =a; x+... + apx”.
b) En déduire que Ker(f) nIm(f) = {0}, puis établir que R” = Ker(f) ® Im(f).

16



Editeur

¢) En quoi cette question est-elle une généralisation de la premiére question?

Exercice 24. ¢4+ JJ Commutant d’'un endomorphisme cyclique, matrice compagnon

> Solution p. 31

Soit ¢ un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension 7. On note % () 'ensemble des endomorphismes de E qui
commutent avec ¢ et R(¢) 'ensemble des polynomes en ¢. Dit autrement

€@ ={we LE) | yop=qpoy}

Enfin, on dit qu'un endomorphisme & de E est cyclique s'il existe un vecteur ug € E tel que la famille

(uo, h (ug),...,h"" 1 (up)) soit une base de E.

1. Montrer que € () et R(¢p) sont des sous-espaces vectoriels de Z (E), puis que R(¢p) < € (¢).

2. Montrer que ¢ est cyclique si et seulement s’il existe une base 98 de E et des réels ay, ..., a;—1 tels que :

0 0
1 0

Matg(p)=| 0 1

0

Pour les questions suivantes, on suppose que ’endomorphisme ¢ est cyclique, et on fixe un vecteur ug € E tel que la famille

B = (ug, ¢ (Ug) ..., " ! (ug)) soit une base de E.

3. SoitP(gp) =" — "iltxk(pk. Montrer que P(¢p) = 0.
k=0

Indication : remarquer que P(p) (ug) = 0, puis montrer que P(yp) (cpe (uo)) =0 pour tout € € N.

4. a) Montrer que la famille (idg, @, ..., " ') est une base de R(¢p).

Indication : utiliser la division euclidienne.

b) En déduire que € () = R(y), puis la dimension du commutant € (¢).

Indication : si f € € (), exprimer f (ug) dans la base %, puis calculerf[tpi (uo)) pourieN.

Exercice 25. <> Expliquez I'intérét de la fonction Python suivante.

import numpy as np

def bidule(A,x) # A est une matrice
[n,pl=np.shape(A)
if n!=p
print (’Non, la matrice n est pas carrée
elif np.linalg.matrix_rank(A-x*np.eye(n))<n
print (?0ui !’)
else
print (’Non !’)

Exercice 26. 4 Vrai ou faux?
1. S'il existe une matrice carrée J telle que A = J2 alors Sp(A) c R*.
2. Soit A € R*. Si A € Sp (A2) alors VA € Sp(A) ou —vV/A € Sp(A).

Exercice 27. 4+ J3 Un exemple détaillé : la matrice Attila

carrée et ,

# VP24
() = {P(¢) | P e R[xl}.
ag
ay
I ap
>> Solution p. 31
# VP25
>> Solution p. 33
un réel
5 2)
# VP26
v %
VA
> Solution p. 33
# VP27

Soient n € N\ {0; 1}. Notons J € .4, (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1 et X € .4, 1 (R) la matrice colonne dont tous les

coefficients sont égaux a 1.

1. a) Préciser le rang de J. En déduire que 0 est valeur propre dont on précisera la dimension de I’espace propre associé. Préciser

une base € de I'espace propre associé a la valeur propre 0.
b) Calculer JX. Que peut-on en déduire?

2. En déduire que ] ne possede que deux valeurs propres.
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3. Montrer que J est semblable a une matrice diagonale dont on précisera les coefficients diagonaux.

4. Conclure en donnant tous les polynémes annulateurs de J.
> Solution p. 33

Exercice 28. ¢ JJ Transformation affine et spectre # VP28
Soient n € N\ {0;1}, ] € .45, (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1. Pour tous a, b € Z, on pose
a b e e b ]
b a . - b
M(a, b) =
: . . a b
b b - b a |

1. P Exprimer M(a, b) al'aide de I, et J. En déduire le lien entre le spectre de J et celui de M(a, b).
2. On a vu a l'exercice CA68 qu’il y a exactement 105 matrices non inversibles lorsque a, b € [[-50;50]] et n = 25. Retrouver ce
résultat sachant que J admet deux valeurs propres 0 et n (voir exercice précédent).
>> Solution p. 34

Exercice 29. 4 Soit ¢ 'endomorphisme de R3 défini dans la base canonique (e, e, e3) par # VP29
@(e;) = 6ep—4ex+4es
@le) = el +2ep+2e3
pes) = —ej+2ex+2es.

Déterminer le sous-espace propre de ¢ associé a la valeur propre 4.
>> Solution p. 34

Exercice 30. 4+ J3 D'apres EDHEC 2019 # VP30
On note id I'endomorphisme identité de R? et on considére I'endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est :
1 0 0
A=) -2 3 =2
-1 1 0

>> Solution p. 34

1. a) Déterminer un polyndme annulateur de A qui soit de degré 2 .
b) En déduire les deux valeurs propres possibles A1 et Ap de A (avec A1 <Ap).
c) EnPython, lacommande linalg.matrix_rank (M) de la bibliotheque numpy renvoie le rang de la matrice M. On a saisi

Python a répondu
import numpy as np
= _ - - -
§ A - np.érray([[l,'o, 0l,[ f, 3, -2],[-1,1,011) % >>> # script ezecuted
2| ri=np.linalg.matrix_rank(A-np.eye(3)) 2
2| r2=np.linalg.matrix_rank(A-2%np.eye(3)) g ri= 1 r2= 2
print (’ri=’,rl1,’r2=",r2) O

Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de f et a la dimension des sous-espaces propres associés?
d) Donner une base de chacun des noyaux Ker (f — A1 id) et Ker (f — A2 id). En déduire qu'il existe une base 98 dans laquelle la
matrice de f est diagonale.

2. a) Justifier qu'il existe une base (u1, v1,v2) de R, olt (u1, v1) est une base de Ker (f — A1 id) et (v2) une base de Ker (f — A2 id).
On choisira ces vecteurs de facon que leurs composantes soient des entiers naturels les plus petites possibles, la derniere
composante de u1 et la premiére de v étant nulles.

b) On note x = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de R3. Déterminer, en fonction de a, b et ¢ les coordonnées de x dans la base

(uy, vy, v2).

Exercice 31. 4 JJ Matrices stochastiques #VP31
Une matrice carrée P = (p; j)1<;, j<n est dite stochastique si elle vérifie les deux conditions :
n
i) Pourtoutie(1,n]], ¥ pij=1.
j=1

ii) Tous les coefficients de la matrice P sont positifs ou nuls.
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1. A Traduire la condition i) en termes de vecteur propre.
On pourra poserX = (1,...,1).

2. Montrer que I'ensemble & des matrices stochastiques est une partie convexe stable par produit.
Une partie A est convexe si pour tous a, b€ A, tout A€ [0,1], Aa+ (1 —-A)beA.
Une partie A est stable par produit si pour tous a, b € A, ab € A.

3. Démontrer que les valeurs propres réelles d'une matrice stochastique sont comprises entre —1 et 1.

>> Pour aller plus loin, on pourra consulter le sujet EM Lyon 2010 ECS, probléeme L.
> Solution p. 35

Exercice 32. 4 Projecteurs et vecteurs propres D’apres Ecricome 2018 # VP32
Soit a € R. On suppose dans cette partie uniquement que n = 2 et que les matrices de u et v dans la base canonique sont respectivement :

171 1
et B—E[l 1]

_ 1
T 1+a?

1 a

a (lz

1. Vérifier que u et v sont des projecteurs.

2. a) Vérifier que les endomorphismes u, v et o v sont tous de rang inférieur ou égal a 1.
b) Vérifier que le vecteur xg = (1, a) est un vecteur propre de uo v.
¢) Déterminer le spectre de uov.

3. a) Montrer que les valeurs propres de uo v appartiennent a I'intervalle [0, 1].
b) Pour quelle(s) valeur(s) de a, uo v est-il un projecteur?
>> Solution p. 36
Exercice 33. ¢ J3 Crochet de Lie et nilpotence # VP33
Soient n € N* et A,B € .4, (R) telles que AB— BA = A.
1. & Montrer que pour tout k € N, on a AFB - BAK = kAF.

2. On considere
| M ® — M [R)
P81 M  —~ MB-BM.

Vérifier que @p est un endomorphisme de .4, (R).
3. Traduire la question 1 en terme de vecteur propre et valeur propre.
4. P En déduire I'existence d'un entier k non nul tel que Ak =g,.

> Solution p. 36

Exercice 34. ¢4 JJ Soit n € N*. On note @ I'application définie sur R, [x] par ¢(P) = (x — P (x). # VP34
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [x]. Préciser sa matrice dans la base canonique de Ry, [x].
2. A En déduire le spectre de .
3. Soit P un vecteur propre de ¢ associé a une valeur propre A non nulle.

a) M Justifier que 1 est une racine de P.

b) # En étudiant la multiplicité de 1 en tant que racine de P, exprimer P en fonction de A.
4. Conclure en donnant tous les espaces propres de .

>> Solution p. 37

Exercice 35. 44 JJ Polynéme annulateur minimal Questions sans préparation HEC 2015 # VP35
Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
1. A Ftablir 'existence d'un polyndéme P non nul tel que P(f) = O02®)-

2. # Soit Q un polynéme tel que Q(f) =0 <) et de degré minimal parmi les polynomes non nuls annulateurs de f.
Montrer que toute racine de Q est valeur propre de f.

> Solution p. 37
Exercice 36. ¢4 & SoientA,Be #,[R) et A€ R. #VP36
Montrer que A est valeur propre de AB si et seulement si A est valeur propre de BA.
>> Solution p. 37
Exercice 37. 44 Soient E un espace vectoriel et ¢, v deux endomorphismes de E. # VP37

1. Montrer que
Sp(poy) U {0} =Sp(yop)u {0}
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2. Vérifier que si E est de dimension finie, on a directement I'égalité
Sp(poy) =Sp(yoy).
X
3. Enconsidérant @ : P e R[x] — P’ e R[x] ety : P e R[x] — f P(1)dt, tester sil’égalité précédente est encore vérifiée en dimension
0

infinie.

> Solution p. 38

Exercice 38. ¢4 Exemple d'une matrice de rang 2 d’apres ESCP 2001 # VP38

Soient n un entier naturel tel que n = 3 et A € .4, (R) définie par :

1 1 1 1

1 0 0
A= 1

1 0 0

et ¢ I'endomorphisme associé a A dans la base canonique de R”.
1. Déterminer une base du noyau de ¢ et une base de I'image de .
2. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

> Solution p. 38

Exercice 39. 4+ 44 Matrice a diagonale dominante, localisation des valeurs propres réelles # VP39
Une matrice carrée A = [a,' j) .. estdite a diagonale dominante si pour tout i € [[1, n]],
1<i,j<sn
|ai,il > |aia |+ +[aii1] +|aiicr| +-+]ain|
1. Montrer qu'une matrice a diagonale dominante est inversible.
Indication. On pourra s'intéresser au noyau de la matrice.
n n
2. SoitB = (bi‘j)lsi,jsn € M, ([R). Montrer que: Sp(B) c iL;Jl[bii —ribjj+ri] ou ri= j§1|bi,j|-
J#i
, . .o 0 1 0o ... 0
3. Exemple d’'une matrice tridiagonale
Soient n € N\ {0; 1} et A la matrice : 1 0 1
A=) g . . "0
: N | 0 1
0o ... 0 1 0
Montrer que si A est une valeur propre réelle de A, alors il existe 0 € [0, 7t] tel que A =2 cos(0).
>> Solution p. 38
Exercice 40. 444 D'apreés les oraux HEC 2018 # VP40
Soient A€ 4y, (R) et pp : M € My (R) — AM.
1. Démontrer que A et ¢ ont le méme spectre.
2. Justifier que pour toute valeur propre A commune, dimE) (¢a) = ndimE, (A).
> Solution p. 39
Exercice 41. 4+ 44 On considere les deux matrices Question sans préparation, HEC 2018 # VP41
01 0 O 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 O
A=lo oo o B0 0 01
0 0 0 O 0 0 0 O

1. Comparer leurs spectres, leurs traces, leurs rangs, ainsi que les dimensions de leurs sous-espaces propres.

2. & Sont-elles semblables?
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> Solution p. 39

Exercice 42. 44 JJ Exemple dans un espace fonctionnel D'aprés EMLyon 2014 ECS  # VP42
On note E l'espace vectoriel des applications continues de R dans R, E; le sous-espace vectoriel des applications de R dans R de
classe €. On note, pour tout élément f de E, T(f) I'application de R dans R définie, pour tout x € R, par

X+

1 1
T(f)(x) = 3 fndte.

x-1

1. Etablir que, pour tout élément f de E, T(f) appartient 2 E; et que, pour tout x € R :

(T(H) (x0) = %(f(x+ D-fx-1).

On note T: E — E I'application qui, a f, associe T(f).
2. Montrer que T est un endomorphisme de E. Est-il surjectif?
3. Soit s: R — R définie par s(¢) = sin(m¢). Calculer T(s). Est-ce que T est injectif?
4. Soit ¢ :R— R, définie par
el —e!
o) = 2t
1 sit=0.

sit#0

Pour tout a € R, on pose de plus f; : x € R— e € R. Vérifier que pour tout a € R, T(fz) = (@) fa.
5. Justifier que [1;+oo[c Sp(T). A-t-on égalité?
>> Solution p. 40

Exercice 43. 44 Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique 2 = (ey, €2, €3) est # VP44
2 0 0
M=|1 3 -2
1 1 0

. Montrer que f —idps est un projecteur.
. Quelles sont les valeurs propres de f?

. Combien existe-t-il de droites vectorielles de R3 stables par f?

=W N -

. Combien existe-t-il de plans vectoriels de R3 stables par f?

> Solution p. 40

Exercice 44. ¢4 On considere I'application ¢ définie sur R, [x] par # VP59

1
@:P— @) avec (p(P)(x):f tP(x—1)dt.
0

1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de Ry, [x].
2. Montrer que si ¢(P) = AP ou A € R alors ¢ (P') = AP’
3. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de .

> Solution p. 2?2

Exercice 45. ¢4 JJ Matrice Compagnon # VP60
Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On désigne par I, la matrice unité de .4, (R). On note id 'application identité de R" et
B = (e1,...,en) labase canonique de R". On considere un n-uplet (ag, ay, ..., a,—1) de R" et le polynome :

Px) = x"+ap_1x" ' +.. .+ a1x+ ag.

La matrice compagnon C du polynéme P de .45 (R) est définie par

0 0 —ap
1 0 -
C=lo 1
. . - 0 —ap—
L0 -~ 0 1 -aup

Soit f I'endomorphisme de R” canoniquement associé a la matrice C.

21



1. a) Exprimer, pour tout i € [[1,n—1]], f(e;) en fonction de e; .
b) Endéduire: Vje[[1,n-1]], fj (e1) =ej4 et f(e1)=—(ape1 +arez +...+ ap—_1ep).
2. Soit g 'endomorphisme de R” défini par g = " + ap_1 " L +...+ ar f + apid.
a) Vérifier: g(e1) =(0,...,0).
b) Montrer que: VieN, go fi=flog.
¢) Endéduire: Vi€ [[1,n]], g(e;) = (0,...,0).
d) Montrer que le polynéme P est annulateur de 'endomorphisme f. Que dire des valeurs propres de C?
e) Déterminer une matrice A € /5 (R) telle que AS = A3 4+2A% +15.

> Solution p. 22

Exercice 46. ¢4 Exemple en dimension infinie # VP61

On note E I'espace vectoriel réel des applications de classe €°° définies sur ]0, +oo[ et & valeurs dans R. On définit 'application ¢
de Edans E par:

o(f)=g ol Vxel0+ool, g(x)=xf(x).
1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Est-il injectif? Préciser le noyau de . Est-il surjectif?
3. Déterminer le spectre de .

On pourra étudier h: x — x_)‘f(x) ol f est une fonction propre associée a la valeur propre A.

> Solution p. 22

22



(.
1 =
sl

A Indications et solutions

& Indication de P'exercice 1 p.2
1. Que dire de la liberté de la famille si p > dim .45, (R)?
P Indication de 'exercice 3 p-3

1. SiA = Q™ !BQ, montrer que pour P € R[x], P(A) = Q" 1P(B)Q.
2. Ecrire P(x) = f ul-xi. Isoler I; dans P(A) = 05 pour trouver
£=0
B e/, (R) telle que AB=BA =1,,.

4]

A Indication de I'exercice 4 p-

Si A = P~1BP alors montrer que X € E, (A) si et seulement si
PX€E) (B).

o

& Indication de P'exercice 5 p-

1. Vrai, 2. Faux, 3. Vrai, 4. Faux, 5. Vrai.

& Indication de I'exercice 6 p.-5

1. Calculer AX ou X € .#,,1 (R) est la matrice constituée de 1.
2. Pensez a la transposée.

P Indication de 'exercice 7 p.6

1. Montrer que 2 est la seule valeur propre de ¢.
2. Calculer y (fy) ot fy : xR — e,

& Indication de P'exercice 8 p.-8

Détaillons les différentes étapes.
a. Si u # O, il existe un unique scalaire A, tel que ¢(u)
Ayu. Que dire si u =0g?
b. Soit (u, v) une famille libre de vecteurs de E. Montrer que
Ay = Ay en considérant u + v.
c. Conclure que ¢ est une homothétie.

P Indication de 'exercice 14 p.12

1. Lapplication ¢ est un isomorphisme. Pour le prouver,
commencer par montrer que Ker¢ = {0}.

& Indication de P'exercice 15 p- 15

1. Vérifier que 1 est une racine évidente. Factoriser ensuite par
(x-1).

P Indication de I'exercice 17 p.- 16

Soient Ag, A1, ..., Ay—1 € Rtels que

n—1
Y DR =0,
i=0

23

Que dire de P € R;;,—1 [x] défini par P(x) = nil)\kxk?
k=0

& Indication de I'exercice 18 p.- 16

2. Procéder par récurrence avec les suites (an)nen, (bn) nen
définie par:

ap=0
bp=1"

P Indication de I'exercice 20

an+1=bp—an

VneN,
{ bn+1 =2apn.

p. 16

Prouver par récurrence que la propriété
P(k): B, | estlibre
est vraie pour tout k € [[1; n]].

& Indication de Pexercice 21 p. 16

Justifier qu'’il existe n € N tel que
P"=0gr et Y'=0gm.
Calculer ensuite (¢ +)2".

& Indication de 'exercice 28 p- 18

1. Exprimer M(a, b) avec a, b, ] et 1. En déduire que

AeSp(J) < bA+(a-b)eSp(M(a,b)).

& Indication de Pexercice 31 p- 18

1. Calculer PX.

& Indication de Pexercice 33 p-19

1. Procéder par récurrence sur la propriété
P(k): A¥B-BAF = KAk,

4. En dimension finie, tout endomorphisme a un nombre fini
de valeurs propres.

& Indication de 'exercice 34 p-19

2. La matrice de ¢ dans la base canonique est triangulaire. Le
spectre se lit sur la diagonale.

3.a) Evaluer en 1 la relation ¢ (P) = AP.

3.b) Chercher P sous la forme P(x) = (x — 1) Q(x).

& Indication de I'exercice 35 p. 19

1. Etudier la liberté de la famille (idg, @, ..., P) pour un entier
p bien choisi.



