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CHAPITRE ]. 0

Algebre bilinéaire

“ Produits scalaires

Avyenuétentog undelc cioltw

Que nul n'entre ici s'il n'est géometre.

Inscription que Platon aurait fait graver a 'entrée
de I’Académie, son école d’Athénes.

1.1 Définitions et exemples

,—(Déﬁnition 1 (forme bilinéaire)]

— linéaire a droite

— linéaire a gauche

Soient E un espace vectoriel et ¢ : E x E — R une application.
On dit que ¢ est une forme bilinéaire si elle est

Yu,v,weE, VA peR, (U, A\v+pw) =A@(u, v) + pe(u, w).

VYu,v,weE, VA peR, OAv+pw, u) =A@V, u) + pe(w, u).

,—[Déﬁnition 2 (produit scalaire)]

— @ est une forme bilinéaire.
— ( est symétrique :
— (p est positive :

Soit @ : E x E — R une application. On dit que ¢ est un produit scalaire si :

@(u,v) =9, u).
o(u,u) =0.

— (p est définie: Yucek, o, u)=0 = u=0g.

Exemples.
e DansR".

Pour tous u = (x1,...,x;) et v= (yl,...,yn) dans R", posons (u, v) = fx,-yi.
i=1

Alors (., .) est un produit scalaire sur R", appelé produit scalaire canonique sur R”.

e DansR,[x].

Donnons deux exemples dans le cas polynomial.



— Soient ay, ai,..., an, n+ 11éels deux a deux distincts. L'application suivante est un produit scalaire
n
(P,Q) € Ry [x] — (P,Q) = D" Plax)Q(ay).
i=0

— On peut aussi poser pour a, be Ravec a< b

b
(P, Q) € Rylx] — (P, Q) =f P(Q()dr.

a
* Dans 4,1 [R).
Lapplication ¢ : (X,Y) — ‘XY est un produit scalaire sur .4, 1 (R). On I'appelle produit scalaire canonique de .4, 1 (R).
Noter, comme souvent, qu'on identifie . ; (R) et R.

e Dans 4, [R].
Pour A, B € .4, (R), on pose (A,B) =Tr(A'B).
 Dans€°(a; b]) avec a < b.
b
Pour f, g € 6°([a; b)) (f,g>=f fgmdr.
a
,—[Déﬁnition 3 (norme)] N\

Soit E, un espace vectoriel muni d'un produit scalaire ¢. Lapplication

E - R
N:{

u — N =yoluu

est appelée norme associée au produit scalaire .

\. J

Remarque. Dans R”, la norme euclidienne associée
au produit scalaire canonique est définie par:

n
Vu= (.., xn) €RY, Jlull=, 'leiz-
1=

Dans R? ou R?, on constate que la norme représente la
distance al'origine, ou encore la longueur du vecteur.
Par extension, pour u, v € E, ||ull représente la « lon-
gueur » du vecteur u alors que ||u — v|| correspond a la
«distance » entre les deux vecteurs.

1.2 Propriétés du produit scalaire, de la norme

,—[Proposition 4 (regles de calcul)] \

Soit E un espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-,-) dont ||-|| est la norme associée.
e YuekE, lu|=0 <= u=0g.
e VAeR, YuceE, IAull = [A]-[lull.

* Yu,veE, lu+ vi® = lull® +2¢u, vy + V).

4+ % Identité du parallélogramme et formule de polarisation
Montrer que pour tous u, v € E,

Exercice 1

2 2
(+ o112 = = vi?).

N

2 2 2 2
lu+vl®+lu-vi=2[ul”+2lv]|" et (w,v)=



,—[Théoréme 5 (inégalité de Cauchy-Schwarz)}

Soit E un espace vectoriel muni d'un produit scalaire (:,-) dont ||-|| est la norme associée.

Vu,veE, [{w, vy <llul-lvl.

De plus, on a égalité si et seulement si la famille (i, v) est liée.

Exercice 2

-
e

Exercice 3
~ a
V\ b

\. 7
‘ —

—

44 & Preuve
On suppose u # O, et on définit I'application P sur R par P(A) = [|Au+ v||2.

1. Vérifier que P est un polynome de degré 2. Préciser son discriminant

2. Conclure (sans oublier le cas d’égalité).

< Quiestqui?
Parmi les photos ci-dessous, reconnaitre Hermann Amandus Schwarz (mathématicien al-

lemand), Laurent Schwartz (mathématicien francais, médaille Fields pour ses travaux sur la
théorie des distributions) et augustin Cauchy (mathématicien francais).

Exemple. En reprenant le produit scalaire canonique sur R”, I'inégalité de Cauchy-Schwarz devient

YV (x)ieqn) €R™, VY )i, n €R",

[ n [n
< inz Zy,-z.
i=1 i=1

n
Y xiyi
i=1

"Le cas d’'égalité de l'inégalité de Cauchy-Schwarz est méconnu et beaucoup des tentatives pour prouver

\ o
\ / l'inégalité et son cas d’égalité ne sont que paraphrases et esbroufe."

-

Exercice 4

Rapportde Jury : HEC 2019

4 1. Justifier que 'application suivante est un produit scalaire sur €° (La; b1).
0 b
Vi, ge€ (lahl), o= f fngde.
a

2. Expliciter I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire.
3. Montrer quesi f € 6°([0;1]) avec f ne s’annulant pas sur [0;1]

1 11
t dt«f —dr=1.
fo U o f(®)

Préciser le cas d’égalité.

Proposition 6 (inégalité triangulaire)}

Pour tous u, v €E,

e+ vl < llul+ vl

Exercice 5
~Na
x G

\. 7’
‘ —

4

4+ Soient E un espace euclidien et B= {x € E|||x|| < 1}.
1. Soient u, v€E.
Que peut-on dire de u et v si on a le cas d’égalité ||u+ v] = |lull + v ?
2. Démontrer que B est une partie strictement convexe de E, c’est-a-dire que, pour tous
x,y€Bavecx#y,toutrel0,1[,onaltx+1-0yl<1.
3. Illustrer ce résultat dans R? et R3 pour le produit scalaire canonique.




Remarque. Par récurrence, on montre que pour tout famille finie (ul, U,..., up) de vecteurs de E

p
D Ui
i=1

p
< lull.
i=1

1.3 Orthogonalité

Orthogonalité et vecteurs

Définition 7 (vecteurs orthogonaux)]

Soient E, un espace vectoriel muni d'un produit scalaire (:,-).
Deux vecteurs u et v de E sont dits orthogonaux, noté u L v, si (u, v) = 0.

Remarque. Le seul vecteur de E qui soit orthogonal a tous les autres vecteurs de E est le vecteur nul. Autrement dit,
pour tout u € E, on al’équivalence :

(YveE, (u,v)=0) < u=0g.

A Attention. Lanotion d’orthogonalité est relative au produit scalaire.

44 & Deux produits scalaires sur R [x]
Pour tous P, Q € R2[x], on pose

Exercice 6

C @1(P,Q)=P(0)Q(0) +P(1)Q(1) +P(2)Q(2) et ¢2(P,Q) =[

g _

'y 1. Vérifier que ¢ et ¢, définissent deux produits scalaires sur Ry [x].

1
P(1)Q(r)dt.
1

2. Notons P; le polyndme d’expression P; (x) = x.
Donner un vecteur orthogonal a P; relativement a 1 mais non orthogonal pour ¢
et inversement.

[Théoréme 8 (de Pythagore)]

Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si

2 2 2
lu+vl® = llul®+ vl

,—[Déﬁnitions 9 (famille normée, orthogonale, orthonormée)] N\

Soit # = (w1, ..., up) une famille de vecteurs de E.
— La famille est dite normée si pour tout i € [1; p]], llu;ll = 1.
— La famille est dite orthogonale si, pour tout (i, j) € [[1; pll® avec i # j, u; L uj.

— La famille est dite une famille orthonormée (ou orthonormale) si c’est une famille orthogonale et

normée.
++ d’apres ESCP 2001
. On admet que pour tout n € N, il existe un unique polyndéme T, € R[x] tel que pour tout x
Ex‘(rercme 7 réel : T, (cos x) = cos(nx).
v 1 P(nQ(r
3~ 1. Montrer que (P,Q) — PO dz définit un produit scalaire sur R[x].

\ -1 V1-¢2
2. Montrer que la famille (T) ;>0 est une famille orthogonale de R[x] muni de ce pro-
duit scalaire.

3. Comment obtenir une base orthonormée?



Remarques. Autrement dit, la famille de vecteurs (uy,..., u,) est orthonormée si et seulement si

Ui
Vi, j) e llL, pl?, <u,-,uj>={0 :i#j

Le théoreme de Pythagore se généralise, si (ul, e up) est une famille orthogonale de vecteurs de E, alors
2, ,
=) lull~.
i=1

p
D Ui
i=1

,—[Proposition 10 (orthogonalité implique liberté)]

Soit &% une famille de vecteurs de E.
— Si & estorthogonale, et si aucun des vecteurs de & n’est le vecteur nul, alors & est libre.

— Si & est orthonormée, alors & est libre.

Remarque. Les réciproques sont fausses.

Orthogonalité et sous-espaces vectoriels

Définition 11 (sous-espaces orthogonaux)}

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont orthogonaux si

YueF, VvegG, ul v

Remarque. Soient (e;);e1;n) €t (€) je(1;py deux familles respectivement de F et G.
Si les familles sont génératrices, alors le sous espace vectoriel F est orthogonal a G si

Vie(l,nll, Vjellpl, e Lleg;j.
Exercice 8 < Dans R3 muni du produit scalaire canonique, on pose u = (1,2,3) et
',,’_ F:{(x,y,z)€R3|x+2y+3z=0}> et G=Vect(w).
) i 1. Donner une famille génératrice de F.
2. Vérifier que F et G sont orthogonaux.
Exercice 9 4 & Exemple dans 4, ([R).
C 1. Montrer que l'application ¢ définie sur .4, (R)? par ¢(A, B) = Tr (A’B) est un produit
i e scalaire.
17 ¢ 2. Notons % (R) (resp. <75, (R)), 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymé-
= triques). Montrer que ., (R) et o, (R) sont orthogonaux pour ce produit scalaire.

,—[Déﬁnition-proposition 12 (le s.e.v orthogonal)}

Soit F une partie de E muni d'un produit scalaire (-, -). Posons
Fr={xeE|VyeF, xly}

Alors :
» Lensemble F* est un sous-espace vectoriel de E.
* Les sous-espaces F et F- sont orthogonaux.

Le sous-espace vectoriel F* s’appelle orthogonal de F dans E.




Exemples. OnaE* = {0g} et {Og}* =E.

Exercice 10 4 Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Prouver les énoncés suivants.
_

v 1. Fe (FY)* 3. (FUGL =FLnGL.

2. FL+GLc(FnG)*t. 4. FLnGtc(F+G)t.

n Espaces euclidiens

2.1 Définitions et exemples

,—[Déﬁnition 13 (espaces euclidiens)] N\

Un espace euclidien est la donnée :

— d’un espace vectoriel E de dimension finie,
— d’un produit scalaire sur E.

Onnote (E, (-,-)).

2.2 Bases orthonormées

Définitions, exemples et coordonnées

Comme son nom I'indique une famille 98 = (e;) ¢ |1, €st une base orthonormée (abrégé en b.o.n) si c’est a la fois:

e unebase: VYuek, A ie;nn» u=s\e.
i=1
. ) .. 1 sii=j
¢ une famille orthonormée : Vi, jelll;nl, (uj,uj)=9; ;= T
0 sii#j].
Exemples.

e Les bases canoniques de R” et .#/,,,1 (R) sont des b.o.n pour les produits scalaires canoniques.
* On définit un produit scalaire sur R, [X] en posant, pour tous P et Q dans Ry [x]

(P,Q) =P(0)Q(0) +P(1)Q(1) + P(2)Q(2).

On vérifie que sil’on pose Ly(x) = %(x -1Dx-2),Lix)=—-x(x—-2)etLy(x) = %x(x — 1), alors la famille (Lo, L;,L>) est
une base orthonormée de R, [x] pour le produit scalaire précédent.

< Soient % = (e1, eo, e3) la base canonique de R3 et 0 € R. Justifier que labase € = (e1,€2,€3)
Exercice 11 définie par
N & . .
Y& €1 =cos(0)e; +sin(0)ex €2 =sin(B)e] —cos(B)ex et e3=e3

- reste une base orthonormée pour le produit scalaire canonique. Donner une interprétation
graphique.

< Pour tous P et Q dans R, [x], on pose (P,Q) = P(0)Q(0) + P’ (0)Q’(0) + P" (0)Q" (0).
1. (a) Montrer que ceci définit un produit scalaire sur R [x].
Exercice 12 (b) Vérifier que la base canonique de Ra[x] est orthogonale pour ce produit sca-
laire. En déduire une base orthonormée de E pour ce produit scalaire.
\ 2. Généralisation.
Pour P et Q dans R [x] on considére maintenant (P,Q) = f pk) (O)Q(k) (0).

(a) Vérifier que ceci définit un produit scalaire sur R [x].

(b) Donner une base orthonormée de R, [x] pour ce produit scalaire.



,—[Théoréme 14 (coordonnées dans une b.o.n)j <

Soient (E, oD ), un espace euclidien et 28 = (ey,..., e;), une base orthonormée.
Pour tout vecteur u € E,

n
u=y (u,e)e.
i=1
Autrement dit, les coordonnées de u dans la base 28 sont les réels (u, e1), ..., {u,en).
/
€3
T3

€2

,—[Proposition 15 (norme et b.o.n)} \

Soit (ey, e2,..., e,), une base orthonormée d'un espace euclidien (E, oD ) Pour tous u, v € E,

() =Y (e (ve) et lul>=) (ue).
=i i=i

Théoremes d’existence d’une b.o.n et procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Soit € = (f1,..., [»), une base quelconque d’un espace euclidien (E, (-,-) ). Prouvons qu'il existe une famille %8 =
(e1,...,en) telle que :

i) 2B estune base orthonormeée.

ii) Pourtoutke[1,n]l, vect(er,ey,...,ex) =vect(fi, f,..., fk)-

La preuve s’effectue par récurrence et donne un procédé de construction de la base 98 a partir de la base 6.
44 & Exemples

1. On considére R3 muni du produit scalaire usuel.
Orthonormaliser les bases ((-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1)) et ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) .

s 2. On consideére 'espace vectoriel Rz [x] muni du produit scalaire

Exercice 13

1
. (P,Q) = fo P(OQ() dr.

Orthonormaliser les bases (1, x, x?) et ((x — 1)2, (x — 1) (x + 1), (x + 1)?).

Corollaire 16 (existence d'une base orthonormée)j

Tout espace euclidien admet une base orthonormée.




,—(Corollaire 17 (base orthonormée incompléte)}

Toute famille orthonormée d’une espace euclidien (E, () ) peut étre complétée en une base orthonormée

deE.
Autrement dit, si (e, ey, ....,e,) est une famille orthonormée de E de dimension n, il existe des vecteurs

ep+1,€p+2,..., ey tels que la famille (el, €2y, €p,Cpily.-n) en) soit une base orthonormée de E.

Bases orthonormées et matrices

,—(Proposition 18 (expression du produit scalaire avec les matrices colonnes)j

Soient (E, () ), un espace euclidien, 8 = (ey, ..., e;) une base orthonormée de E et u, v € E.

— U =Matg(u).
— V=Mat%AB(v).

Si on note

Alors (u,v)="UV et Jul?='UU.

\.

A Attention. Rappelons que ces énoncés ne sont valables que dans le cadre d’'une base orthonormée.

Définition 19 (matrice orthogonale)]

Soit M € 4, (R).
On dit que M est une matrice orthogonale si M est inversible et M~ = M.

Remarque. D’apres les résultats sur les matrices, M est orthogonale si et seulement si ‘MM =1,, ou M'M =1,,.

¢ Structure de 'ensemble 0, des matrices orthogonales de taille (7, n)

— Présence d'un élément neutre : 1,€0,.
— Stabilité par passage al'inverse : VPeOy,, P led,.
— Stabilité par produit : VP, Qel,, PQe0,.

Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes

Exercice 14 . . .
- <> 1. Justifier les trois points de la remarque précédente.

- < 2. Que dire d’'une matrice diagonale et orthogonale?
9 44 3. Montrer que si P € .45 (R) est orthogonale avec det(P) > 0 alors il existe 0 € R tel que

P=Rg.

,—(Proposition 20 (matrice de passage orthogonale)}

Soient (E, D) ) un espace euclidien et 2 = (e;,..., ;) une base orthonormée de E.
Soit € une autre base de E. On a équivalence entre les énoncés :

i) Labase ¥ est orthonormée.

i) La matrice de passage P4« est une matrice orthogonale.

2.3 Le supplémentaire orthogonal

Tout s.e.v d’'un espace euclidien (E, D) ) admet un supplémentaire orthogonal.

10



,—[Proposition 21 (propriétés)]

\.

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, ) )
* F et F* sont supplémentaires dans E.
e dim (F!) = dim(E) - dim(F).

A Attention. Il n'y a pas unicité du supplémentaire, mais unicité du supplémentaire orthogonal.

Exercice 15
-

7~

—

Exercice 16

+ Les questions sont indépendantes
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace euclidien [E, [OD) )

1. Montrer que (FJ-)J‘ =F.
2. Montrer que (F + Gt =FtnGt puis FL+Gl=FnG)*t.

4 Soient n € N* et E =R, [x]. Considérons F et G les s.e.v de E constitués des polynomes
pairs (resp. impairs). Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires orthogo-
naux pour le produit scalaire

1
VP,QeE, <P.Q>=flp(t)dex.

11




Y Exercices L9

Exercice 17. 4 Vrai ou faux?
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien (E, (-, -} ). F et G sont supplémentaires si et seulement si FletGl
le sont.

Exercice 18. <> ® Montrer que pour tous réels xj, x2, ..., Xp, ona f x;<vn f x;2. Préciser le cas d’égalité.
i=1 i=1
Exercice 19. < Inégalité de Bessel
Soit &, une famille orthonormée d’un espace euclidien (E, (-,-) ). Montrer que pour tout vecteur u € E:

Y (e < ul®.
[

Exercice 20. 4

1. Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis vérifier que
VA€ Mp®), Tr(A%)<Tr('AA).

2. Montrer également que Tr (A%) = Tr (*AA) si et seulement si A est une matrice symétrique.

Exercice 21. 44 Condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité
Soient u et v deux vecteurs non nuls d'un espace euclidien [E, [OD) ) Ftablir I'équivalence entre les énoncés suivants :

i) Les vecteurs u et v sont orthogonaux.

ii) PourtoutAeR, [Au+v|=|v|.

Exercice 22. 4+4+4 Frames
Soient (E, {-,-)) un espace euclidien et % = (e, €2, ..., ep) une famille de vecteurs de norme 1 de E.

1. On suppose que

w 2
Vuek  ulP =) (ue;)”.
i=1

Justifier que 28 est une base de E.

2. On suppose maintenant qu'il existe deux réels strictement positifs A et B tels que
2_vy 2 2
YueE,  Alul<) (ue;) <Blul (%)
i=1

a) Justifier que 28 reste une famille génératrice.
b) En considérant sur E = R? la famille (e, e2, e3) définie par
e1=(1,0), ex= % (-1,V3) et e3= % (-1,-V3),
montrer qu'une famille peut vérifier (%) sans étre libre.
La théorie des frames permet d’étudier la stabilité et la redondance des représentations linéaires discretes d’'un signal. On la retrouve

notamment dans la théorie des ondelettes, particuliere utile en analyse d’images.

Exercice 23. 44 On considere un espace euclidien E ainsi qu'une famille & = (ey,--+, e p) de vecteurs de E. Montrer que si la
famille & est génératrice de E, alors 'endomorphisme

E —- E
R TN _é(u,el)el- est bijectif.

Indication. On pourra, pour un vecteur u bien choisi, considérer {u, p(u)).

Exercice 24. 4 % Soit (E, (-,)) un espace euclidien de dimension n € N*. Soit u € E\ {0g}. On définit ensuite I'application sur
E par
VxeE, @x) ={x,uyu.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E. Préciser Ker(¢p) et Im(¢).

2. Donner les valeurs propres et les sous-espaces propres de . Lendomorphisme ¢ est-il diagonalisable?

12



3. A quelle condition sur u, ¢ est un projecteur de E?

Exercice 25. 4 Probabilité de collision
Soient X et Y deux variables aléatoires finies indépendantes et de méme loi. Notons

X(Q) =Y(Q) ={x1,x2,-+,xp} et Vie[l,n] PX=x;)=p;.
1. Démontrer que PX=Y) = f pkz.
k=1

2. En déduire que PX=Y) = % Préciser le cas d’égalité.

Exercice 26. 4+ 44 % Dual d’'un espace euclidien
Soit (E, (-,-) ), un espace euclidien. On note E*, I'espace vectoriel des formes linéaires sur E. Pour tout u € E, on définit les applica-

tions @y par:
E - R
Pu { x = {ux).

1. Vérifier que pour tout u € E, &, € E*.
On pose alors I'application @ : E — E* définie par ®(u) = ®,.

2. a) Vérifier que ® est une application linéaire de E dans E*.

b) & Montrer que @ est injective.

¢) & En déduire que pour tout f € E*, il existe u € E tel que f = ®,,.
e Application

3. Justifier que si f est une forme linéaire de .4/ (R) dans R alors il existe une matrice A € .4, (R) telle que
VYMe 4y [R), fM) = Tr(AM).

4. & Soit n e N*. Justifier qu'il existe un unique polynéme P, de R, [x] tel que :

1
VQeR,Lx, fo Pa(HQ(D)d1 = Q(0).

1
5. a) Justifier qu'il n’existe pas de polynome P de R[x] tel que : VQ € R[x], f P(nHQ(r)dt =Q(0).
0
On pourra utiliser le polynome défini par Q(x) = xP(x).

b) Est-ce en contradiction avec la question 3?

Endomorphisme conservant la norme, les angles ...

Exercice 27. ¢4 Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.
1. Ondit que f est une isométrie si pour tout x € E, || f(x) [ = [ x|l
a) Montrer que si f est une isométrie alors f est un isomorphisme de E.
b) Etablir I'équivalence entre les énoncés :
i) f estuneisométrie;
ii) Pourtousx, y€E, (f(x), f(1))=(x, ).
Dans la suite, on s'intéresse aux trois conditions :
I) endomorphisme f est une isométrie.
) fof=—idg.
III) Pour tout x € E, f(x) est orthogonal a x.
On souhaite montrer que si deux des conditions sont vérifiées alors la troisieme ’est aussi.
2. Justifier que si les conditions I) et II) sont vraies alors III) aussi.

3. On suppose maintenant I) et III).
a) Calculer {f(x) +x, f2(x) + f(x)), en déduire (x, 2(x)) = — | x||>.

b) Expliciter || f2(x) + x| 2 puis montrer II).

4. Conclure en montrant la derniére implication.

Exercice 28. ¢4 Endomorphisme qui conserve 'orthogonalité Source : HEC 2007.
Soit (E, (-,-}) un espace euclidien de dimension n. On note (-,-) le produit scalaire et || - || la norme associée. Soit f un endomor-
phisme de E qui vérifie la propriété suivante :

V) eE:,  (un)=0 = {(ow),e®))=0.
1. Vérifier que si u et v sont deux vecteurs de méme norme, alors (1 — v) et (u + v) sont orthogonaux.

2. Démontrer qu'il existe k € R* tel que pour tout u € E, [[p(w)| = k[l ull.
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Produits scalaires sur R;[x] et familles de polyndmes orthogonaux
Exercice 29. 4+ A quelles conditions sur les réels a, p et y I'application définie sur R [x]% par
¢(P,Q) =aP(-1)Q(-1) +BP(0)Q(0) + YP(1)Q(-1)
est un produit scalaire sur Rp[x]?

Exercice 30. 4 Soient n e N* et ay,ay ..., an, nréels deux a deux distincts. Pour tout i € [[1; n]], on pose

X—a
L;i(x) = H 2% et P,-(x):[x—ai]L,-(x)z.
ke[1;n) 4 ~ Gk
ki

1. Justifier que I'application ¢ définie par
n
VP,Q eRp-11x%,  oP,Q = Y Par)Q(ax)
k=1

est un produit scalaire sur R;,—1 [x] et (L;) je[1;)) €st une base orthonormée.

2. Justifier que I'application y définie par : V(P, Q) € Ryj,_1 [x]?
n n , p
WP,Q) =3 Px)Q(xi) + 3 P () Q' ()
k=1 k=1

est un produit scalaire sur Rz, [x] et (P;) je[(1;5) €st une famille orthonormée.

Exercice 31. 44 Variantes de produits scalaires sur R, [x]
1. Soit a € R. Pour tous les polynémes P et Q appartenant a E = Ry [x], on pose
nooo. .
®,Q =Y PP @ -Q¥ (.
i=0

Montrer que (E, (-,-)) est un espace euclidien.
On pourra penser a la formule de Taylor pour les polynomes.

2. Soient ap,aq,...,ay des réels 2 a 2 distincts. Pour tous les polyndmes P et Q appartenant a E = R, [x], on pose

n . .
®,Q =Y PP (o) Q" (ay).
i=0

Montrer que (E, (-,-)) est un espace euclidien.

Exercice 32. ¢4 % Un classique : les polyndmes de Tchebychev
On définit (T ) ,en, une suite de polynomes par la récurrence

To=1, Ti(x)=x et VneN, Tupia(x)=2xT;41(x)—-Tn(x).
1. a) Soit n €N, justifier que pour tout 6 € R,
cos ((n+2)8) +cos(nB) = 2cos ((n +1)0) cos().
b) Montrer que pour tout réel 6, tout entier naturel n,
cos(nB) =Tp(cos®) ()

c) Vérifier que Ty est'unique polynéme vérifiant les relations (). Préciser le degré de T;,.

2. Soit 7€ N*. Soit (-,-) 'application définie sur R, [x]? par :

' P0QO)
-1 V1-¢2
a) Montrer que (-, ) est un produit scalaire bien défini sur Ry, [x].
b) Vérifier que la famille (Ty)

P,Q) =

o0<k<n €St une base orthogonale pour ce produit scalaire.

c) Déterminer ||Tk|| pour tout entier k € [[0, n]].

14



Algebre bilinéaire et réduction

Exercice 33. 44 Soit (E, (-,-)) un espace euclidien avec dimE = 2. Pour tout vecteur © non nul et pour tous les réels (A, p) #
(0,0), on définit'endomorphisme f de E par
fx) =Ax+ plx, uwyu.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. Est-ce que f est diagonalisable?
2. a) Onditqu'un endomorphisme g est une isométrie si pour tout x € E, ||g(x)|l = || x||. Justifier que Sp(g) = {-1;1}.
b) A quelles conditions sur A et y, 'application f est une isométrie?

Exercice 34. ¢4 d’apres EMLyon
Soit 7 € N*. On note E = Ry, [x] et on considére I'application ¢ de E? dans R définie par :

+00

<P(P,Q)=f0 P(1)Q(ne !dr.

1. Montrer que ¢ est bien définie puis montrer que c’est un produit scalaire sur E. On pose ||P|| = \/m .
2. Soit T le polynéme défini par TX) =1+ )jl—',l Calculer ||T||.
On posel = \I_%II
3. On définit 'application W qui a tout polynéme P de E associe 2¢(P,)I-P.
a) Montrer que 6 est un automorphisme de E et déterminer y~!.
b) Montrer que pour tout Pde E: [w(®)| = |IP].
¢) Quelles sont les valeurs propres possibles de y?

d) Lendomorphisme v est-il diagonalisable?

Exercice 35. 4+ 44 % Matrices de Gram et valeurs propres
Soient (E, (-,)) un espace euclidien de dimension n et (u1, u2,- -, u,) une famille de vecteurs de E. On pose

ol1 A est une base orthonormée de E.
1. Vérifier que G = ‘MM.

2. En déduire que ker(G) = ker(M), puis rg(G) =rg(uy, Uz, -, Up).
Indication. Considérer "XGX pourX € M1 (R).

3. Vérifier que G est inversible si et seulement si la famille (u1, up, -, up) est une base de E.

4. Justifier que les valeurs propres de G sont positives ou nulles.

n
5. Justifier que les valeurs propres sont majorées par ¥ ||u; ||2 )
=1

Compléments en dimension infinie

Exercice 36. ¢4 Un sujet de concours
On note E I'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur R* et a valeurs dans R et E; 'ensemble des fonctions f de E
telles que I'intégrale f0+°° (f (x))2 dx converge. Pour toute fonction f de E, on note ®(f) la fonction définie dans cette partie sur R*
par

X
izf tf(ndt six>0

vxeRY, o(f)x=4{ 0
@ six=0.

On admet que ®(f) est continue sur R*.

1. a) Justifier: V(x,y) e R?,|xy| < 1 (x® +?).

+00
b) En déduire que, pour toutes fonctions f et g de Ep, l'intégrale f(x)g(x)dx est absolument convergente.
0

¢) Montrer alors que E» est un sous-espace vectoriel de E.
2. On considere 'application (-,-) de Ep x E» dans R définie par:
+00

V(f,8)€Ex xEp, (f, &)= X fx)gx)dx.

Montrer que (:,-) est un produit scalaire sur E;. On munit E» de ce produit scalaire et de la norme associée notée | - ||.
3. Soit f une fonction de E.

X
On note pour tout x de R* : h(x):f tf(ndt.
0

2 2
a) Calculer les limites de x — (h(x—’fl)) etde x — (h(x+)) en 0.
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b)

c)

d)

e)

)

8

Montrer, a I’'aide d'une intégration par parties :

X (h(x))? 1 (h0)* 2 (X
+ = —_—— —_— L]
vXeR?, fo ” dx=-2 3 +3f0 fOO(H(x)dx ()

X
Soit X € R}. En étudiant le signe de la fonction polynomiale A € R — f (Af 0+ (x))2 dx, montrer I'inégalité de
0
Cauchy-Schwarz suivante :

1/2 1/2

on (@) (x)* dx)

<2{['vr e

2
Montrer alors que la fonction ®(f) appartienta E; et quel'ona: [|[O(f)]l < 3 £l

foxf(x)cl)(f)(x)dx < (jox (f(x))z dx)

En déduire :

1/2 1/2

X
VXeR?, (fo (@) ()2 dx)

En utilisant la relation (o), justifier que la limite de X — X(®(f) (X))2 en +oo est finie, puis en raisonnant par I’absurde,
montrer que cette limite est nulle.

En déduire :

D)2 = §<d>(f),f>.

Exercice 37. ¢44 444 Séries de Fourier
Dansla suite, E désigne I’espace vectoriel des fonctions continues sur R et 2n-périodiques. Pour tout f € E, on définit les coefficients
de Fourier par :

1 s
()=—f (ndt, bo(f) =0,
ap(f N _nf o (f

LS L
VneN*, an(f)zlf f(®cos(n)dr et bn(f)zlf f(@)sin(nt)dt.
nJ-7 mTJ—7

On définit de plus la matrice ?n(f):an(f)lg+bn(f)l ol I:[ _01 (1)]

e Régularité et décroissance des coefficients de Fourier

==

. Justifier que I'application définie sur .4 (R)? par

V(A B eR?,  @@AB) =Tr(AB)

est un produit scalaire sur .#> (R). On note || - || la norme associée a ce produit scalaire.

2. On suppose dans cette question que f est de classe €' sur R.
a) Montrer que: ap(f) n:Oo et bu(f) nfc;oo'

b) En déduire que ||1A:n(f)|| njo»oo.

On admet que ce résultat est encore valable méme lorsque f est continue (de classe €°).

3. Vérifier que si f est de classe ¢! sur R, alors pour tout e N* :  Fj, (f) = -nJEn(f).
4. Comparer ||F,(f)] et |En(H)]-
~ 1
5. En déduire que si f est de classe €P avec p € N alors ||Fn(f) || = o0 (—) .
n—+oo npP

Un produit scalaire sur E

6. Vérifier que 'application définie sur E? par

1 pm
V(f, g €E? <f,g>=;f fngde
-7

est un produit scalaire sur E. On note N(-), la norme associée.

7. Notons & (respectivement .#), le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions paires (respectivement impaires). Vérifier
que £ et .¢ sont supplémentaires orthogonaux dans E.

1
8. a) Justifier que pour tous a, b € R, cos(a) - cos(b) = 3 (cos(a—b) +cos(a+b)).

b) Soit n e N*. On définit les fonctions f;. pour k € [[0; n]] par

fo:teR—1/vV2 etpourk=1 fr: teR— cos(kt).

Justifier que la famille &, constituée des fonctions (i) kefo; ) €st orthonormée pour le produit scalaire ¢, ).
De la méme maniere, on montre que la famille 4, constituée des fonctions g : t € R— sin(kt) pour k € [[1; n]| est orthonor-

mée.

9. Vérifier que la concaténation des familles %, et ¢;, forme une famille orthonormée de E.
10. Soit f € Vect(F,%,). Démontrer que

NE=3 Y[R
k=0

16



CHAPITRE ]. ].

Introduction au calcul différentiel

The beauty of mathematics only shows itself to more patient followers.

MARYAM MIRZAKHANI
Mathématicienne iranienne ayant recu la médaille Fields en 2014

— Rappels : dérivation des fonctions d’une variable réelle

1.1 Définition du nombre dérivé et interprétation géométrique

— Définition 22 (nombre dérivé, fonction dérivée) ) \

Soient I, un intervalle, f:I—-Retacl
¢ f est dérivable en a si le quotient %
unique et notée f’'(a).

e f estdérivable sur I si elle est dérivable pour tout réel de I. Ainsi, on définit la fonction dérivée par

, (1 - R
f'{a —  fl(a).

admet une limite finie en a. Si cette derniere existe, elle est

¢ Graphiquement, f est dérivable en a s’il existe une tangente a
la courbe. L'équation de la tangente est alors Graphe de f

y=fl@+f(@x-a. Tangente
fx)-f(@ /

* Leterme — —-— estle taux d’accroissement de | entre a et x.

1.2 Les théoréemes

[Théoréme 23 (développement limité a 'ordre 1)]

Soient f:1— R et a € I. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) Lafonction f est dérivable en a et A = f'(a).

ii) f admetun développement limité al’ordre 1 en a.
C’est-a-dire, il existe A e Rtel que pourtout x€I, f(x) = f(a) +A(x—a)+04(x— a).
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Remarque. On peut réécrire le développement limité sous la forme : il existe une fonction € définie sur un voisinage

¥ de 0 telle que pour tout he 7/,
fla+h)=f(a)+ f(@h+he(h) avec e(h) p— 0.

[Théoréme 24 (extremum - condition nécessaire)]

Soit f: I — R outI est un intervalle.

S§i | — fadmetun extremum local en a.
— [ estdérivable en a.

— an'estpas un des bords de |, alors f'(a) =0.

Vocabulaire. On dit que A = (a, f(a)) est un point critique de f lorsque f(a) =0.
Remarque. La réciproque est fausse : tout point critique ne donne pas un extremum. La fonction x € R — x3 en 0

fournit un contre-exemple.

AN )

Point critique et minimum Point critique sans extremum

n Dérivées partielles et gradient

Soient f:R" - Ret a=(ay, ay,...,an) € R". Pour tout k € [[1; nl], on consideére f , définie par

R — R
Jra:
r - f(alyaZ)---;ak—l!t)ak+l)---!an)-

L'application f , estla k-ieme application partielle de f en a. C’est une fonction d'une variable réelle, on peut donc

utiliser les définitions et résultats de premiere année.

,—[Déﬁnition 25 (dérivée partielle)]

Soient f: R" - RetacR.
On dit que la fonction f admet une dérivée partielle d’ordre k en a sil’application partielle fi , est déri-

vable en aj. On note alors 0 f (a) le nombre dérivée f]é a(a). Autrement dit, la limite suivante existe et

. ay, az,...,05-1,t Ags1,...,a,) — f(a)
B i) = i flai,a k-1, 1 A1 n—f .
[—ag t—ag

J

\.

Remarque. Si f admet pour tout a € R”, une dérivée partielle en a, on peut définir la i-eme dérivée partielle par

0;f:ace RrR" — 0, f(a).

C’est encore une fonction de n variables réelles.
< Préciser les dérivées partielles des fonctions définies sur R? ou R3 suivantes.

Exercice 38
flx,y) = x%exp(xy), gxy) = ln(l +1/x2+ yz), h(x, y) = sin(x)? + cos(y)?,

is
1 2.2 2
i(x,y,2)=x"y“z%, j(x,¥ 2) =arctan(xyz).

On pourra utiliser les symétries pour simplifier certains calculs.
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,—[Déﬁnition 26 (gradient)]

Soient a € R" et f:R" — R tels que pour tout i € [[1;n]], f admet une i-éme dérivée partielle en a.
On définit le gradient de f en a, noté V f(a), par le vecteur de R"

Vf(a)=(01f(@),...,0,f(a)).

n Fonctions de classe €6
3.1 Définitions, exemples et régles de calculs

Définition 27 (fonctions de classe € 1)]

Soit f:R" — R une fonction.
On dit que f est de classe €' sur R” si pour toutes les dérivées partielles existent et sont continues sur R”.

Exemple. Les dérivées partielles d'une fonction polynomiale sont encore des fonctions polynomiales, elles sont donc
continues sur R”. Ainsi, les fonctions polynomiales sont de classe 6! sur R".

A Attention. La condition ¢! est une condition plus restrictive que la simple existence des dérivées partielles.

r—[Proposition 28 (linéarité, produit et quotient de fonctions %1)} N

Soient f, g deux fonctions de classe €' sur R”. Alors
* Pour tout réel A, A f est de classe €' sur R”.
e Lasomme f + g est de classe €' sur R".
 Leproduit f- g est de classe €' sur R".

* Side plus, la fonction g ne s’annule pas sur R”, alors f/g est bien définie et de classe €' sur R".

Exemple. Toute fonction rationnelle définie sur R” est de classe €. Pour rappel, une fonction est dite rationnelle si
elle peut s’écrire comme le quotient de deux fonctions polynomiales.

r—[Proposition 29 (composition de fonctions € 1)} \

Soient f: R" — R, une partieIde Retp: I — R.

Si | — PourtoutxeR”, f(x)el.
— Lafonction de plusieurs variables f est de classe €' sur R".
— Lafonction d’'une variable ¢ est de classe €' sur L.

Alors la composée @o f est bien définie et de classe €' sur R".

Exemple. Justifions que g: (x,y) € R* — xIn (1 + x2 + y?) est de classe € sur R.

— Pour tout (x,y) € R?, 1+ x>+ y? e R}.

— (x,7) €R? — 1+ x? + y? est de classe €' sur R? en tant que fonction polynomiale.

— Lafonction logarithme In : R} — R est de classe €' sur R} .

Par composition, (x,y) € R? —In (1 + x> + y?) est de classe € sur R?.

De plus, (x, y) € R? — x est aussi de classe €' sur R?. Par produit, la fonction g est de classe €' sur R?.
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3.2 Développement limité d’ordre 1

Condition d’existence et exemples

Rappelons la définition de la norme euclidienne et du produit scalaire canonique sur R”.

n n
=(x)eR”, Vy=@)eR", lxll=1/ Xx® et (x,y)=) Xy
i=1 i=1
Dans la suite, pour une fonction € : R” — R, la notation €(h) b 0 signifie que € est continue en Og» avec € (Og») =
C’est-a-dire
VneR!, JaeR, VheR" ( Ihl<a = [e)] sn).

,—[Théoréme 30 (développement limité d’ordre 1)}

Soit f: R — R de classe €' sur R".

Alors pour tout a € R", f admet en a un unique développement limité a 'ordre 1.
C’est-a-dire, il existe une fonction € : R” — R telle que, pour h € R",

fla+h) = f(a)+(Vf(@,h)+I|hleth) avec e(h)no.

Exercice 39
P +
f'vL!'J Donner le développement limité de f: (x,y) e RZ —In(1+x%+y*) en (2,1) et g: xe R" —
[ @ [x/|% en tout point a € R" .
Remarques.

* On peut reformuler I'équation précédente :
— Avec les dérivées partielles :

f(a+h):f(a)+iakf(a)xhk+||h||g(h) oil { h = (h, hy,..., "hy)
k=1 Vi@ = (@if@,...,0nf(@).
n
— Avec le changement de variable x=a+ h fx)=fla)+ Z (xx—ar) 0 f(a) + |x — alle(x — a).
k=1

* Lexistence de dérivées partielles ne suffit pas a assurer I'existence d’'un développement limité. On peut montrer
qu’elle n'assure méme pas la continuité de 'application.

44 Unicité du développement limité
Exercice 40

Soit f : R — R de classe €' sur R” et a € R". On suppose qu’il existe une forme linéaire
- L: R" — R telle que pour tout & € R"

}\J/ fla+h) = f(a)+L(h) +lhle(h) avec e(h)h_bo'

Montrer que pour tout h € R”, L(h) = (Vf(a), h).

Interprétation géométrique : le plan tangent

Exemple. Illustrons la situation avec la fonction f dé-
finie sur R? par f(x, y) = x*+y* eta = (0.1,0.5). Léqua-
tion du plan affine est

z=f(a)+0;f(a)(x—0.1)+02f(a)(y —0.5).

A Tinstar de la droite tangente pour une fonction
d’une variable réelle, on obtient ici un plan tangent a
la surface.
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Le gradient donne la direction de plus grande pente

Soit f : R" — R de classe €. Supposons de plus que Vf(a) # Ogn. D’apreés le développement limité d’ordre 1,
fla+h)— f(a) =(Vf(a),h)lorsque h est « proche » de 0. Or, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

[(Vf@, | <IVF@Il- IRl

avec égalité si et seulement siles vecteurs sont colinéaires. Autrement dit, la variation | f (a+ h)— f (a)| est «localement »
maximale lorsque le vecteur h est colinéaire au gradient V f(a). On dit que V f(a) donne la direction de plus grande
pente (et dirigé dans le sens des pentes croissantes).

Vf(a)

Le gradient est orthogonal aux lignes de niveau

Commencons par un exemple. On a tracé ci-dessous quelques lignes de niveaux de la fonction f : (x,y) € R? —
4sin(x/3) + cos(y) + 5 ainsi que quelques gradients V f (a) pour différentes valeurs de a.

)\/ w )
2 .

On constate que le gradient V f (a) est systématiquement orthogonal a la tangente a la ligne de niveau en a. Prouvons
le cas général. Soient f: R? — R de classe €' sur R? et vy, y2 : R — R de classe €' sur R. On pose

{ R — R?
YV = (n@y20).

Comme Y; et y» sont de classe €, on dit que y est de classe €', et on pose y' = (Y}, Y5)- Soient rp e Ret a =y (fy) € R?.

1. Montrer que y(£) — Y (fp) = Y, (t9) (£ — t9) + 0y, (£ — 1) o1 0y, (£ — tp) désigne une fonction

Exercice 41 de limite nulle en ty.
( 2. Démontrer que pour £ € R, f(y(£) = f(a) +{V(f)(@),Y' (to)) (£~ to) + 04, (£ — L)
- et en déduire que (f oY)’ (o) ={(Vf(a@),Y (1)).

y

4 3. OnposeK = f(a) desorte que a appartienne a la ligne de niveau Z = {x € R? | f(x) =K}.

s On suppose de plus que Yy est a valeurs dans %, c’est a dire, pour tout ¢ € R, y(¢) € Zk.
Montrer que Vf(a) LY (fp).

Y (%) -

-
-

-

Comme Y est a valeurs dans %, le vecteur Y’ (fp) est Vf(a)
un vecteur tangent a la ligne de niveau .%x. On montre
doncici que le gradient de f en a est orthogonal a tout
vecteur tangent (en a) a -%x.

Tangente

Ligne de niveau

Exercice 42 / <\l/ ( \
A\ 4 Que dire du gradient au niveau d'un croisement? ) < ( \LD
ONX

N
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Editeur

Tracé des vecteurs gradients avec Python

Pour le tracé de champs de vecteurs, on peut utiliser la commande quiver.

= np.linspace(-np.pi/3,np.pi/3,10) w0 % 7
= np.linspace(-np.pi/3,np.pi/3,10)
, Y = np.meshgrid(x, y)
= np.sin(X*Y) 054
dx=Y*np.cos (X*Y)
# expression de la premiére dérivée partielle \
dy=X*np.cos (X*Y) 0.0 4 {
'
/

N X< X

# expression de la seconde
color_array = np.sqrt ((dx) **2+(dy) **2)
# Pour que la couleur dépende -0.5 A
# de la morme du gradient
fig, ax = plt.subplots(figsize=(7,7))
ax.quiver(X,Y,dx,dy, color_array) ~1.0q %,
plt.show () T " y " "

Exercice 43

- L . ) . .
£/ 4 Associer a chaque surface ci-dessous, la représentation des gradients.
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Remarque. Enrajoutant, les lignes de niveaux, on peut de nouveau vérifier 'orthogonalité du gradient avec les lignes
de niveau. Voici une succession d’exemples avec les fonctions. (Attention, il faut bien rendre les axes normés).

—  f(x,y) = 4sin(x) + 3sin(y) sur [-3;3].
—  f(x,y) = x?*+ysur[-3;3]2.

— flx,y= —xye"‘z_y2 sur [0;2]2.

— flx,y= —Hié—);yz sur [-5,5] x [0;10].
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3.3 Dérivées directionnelles

Soient a, u € R" \ {0}. La droite affine passant par a et de direction u est 'ensemble 2, = {a+t-u|t € R}. Afin de
ramener le probléme a une fonction d'une seule variable, on peut restreindre I'étude de la fonction f ala droite 2,,,,.
Onposedonc g, : teER— f(a+t-u)eR.

8a,u

@a,u

,—(Théoréme 31 (gradient et dérivée directionnelle)) |

Soient f:R"” — R de classe € L sur R" et a, u € R" avec u, non nul. Alors la fonction
8au: teER— fla+t-uweR

est de classe € sur R avec VteR, g;,u(t) =(Vf(a+tuw),u).

\. J

Remarques.

n
 Sion précise les dérivées partielles, on obtient g;,u(t) =Y u;0;f(a+tu) ot u=(uy,..., Uy).
i=1
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Editeur

¢ Lorsqu’on considere le vecteur e; de la base canonique de R", on retrouve I'expression de la dérivée partielle 0. f (a).
e Pour t =0, on a directement

2.0 =(u,Vf(@).

Lorsque u est de norme 1, cette quantité représente la dérivée directionnelle de f au point a dans la direction (et le
sens) de u.

44 Soit f une fonction de classe ¢! sur R3. On pose pour tout (x, y,z) € R%, F(x,y,2) =
fx—=y,y—2,z—x). Soit ag = (xo, ¥, 20) € R fixé, on définit

R —R
. @:
Extirc1ce44 {t ’—'f(t—yo,yo—zo,zo—t).
is 1. ATl'aide du théoréme des dérivées directionnelles, justifier la dérivabilité de ¢ et pré-
\y ciser ¢ (xp).

-~ 2. Que peut-on en déduire sur 0; F?

3. Montrer que pour tout (x, y, z) € RS,

01F(x,y,2) +02F(x, y,2) + 03F(x, y,2) =0.

n Optimisation : condition d’ordre 1

41 Extrema locaux

,—[Déﬁnition 32 (extrema locaux)] N

Soient f:R" — Ret aeR".

— Ondit que f a un maximum local en a s'il existe r € R} tel que

VxeR", ( lx—al<r = f@s=f )
— Ondit que f a un minimum local en a s'il existe r € R} tel que

VxeR", ( lx—al<r = fl@s</f® )

— Ondit que f aun extremum local si f a un maximum local ou un minimum local.

Remarque. En pratique, pour étudier un extremum, on regardera le signe de f(x) — f(a).

Exemple. Ci-dessous, un exemple de fonction avec une multitude d’extrema locaux qui ne sont tous pas globaux.

def f(x, y):
z=np.sin(x)*np.cos (2xy) -(x**x2+y*%*2) /15
return z

x = np.linspace(-6, 6, 100)
y = np.linspace(-6, 6, 100)
X, Y = np.meshgrid(x, y)

Z = £(X,Y)

fig = plt.figure()

ax = plt.axes(projection=’3d’)
ax.plot_surface(X, Y, Z, rstride=1,
cstride=1,cmap=’jet’, edgecolor=’none’)
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4.2 Point critique et condition nécessaire d’extremum

,—[Déﬁnition 33 (point critique)}

Soient f:R"” — R de classe €' sur R" et a € R".
On dit que a est un point critique de f si V f(a) = Og». Autrement dit,

Viell;n], 0;f(a)=0.

1. < Calculer les points critiques des fonctions suivantes.

foy) =2x2+2y° +2xy—x—y et gx,y)=2e** +2e2 +2e°Y ¥ —¢V.

Exircice 45 2. Justifier que la fonction h définie sur R? par h(x, y) = e* (x+ y% +e*) admet un unique
- point critique.
\f\ 3. & Soit neN\{0;1}. On pose
V&
- n n 2 p
fix=(xp,..,xp) eR"— Y xk2+(z xk) -y x.

k=1 k=1 k=1

Vérifier que f est de classe ¢! sur R” et admet un unique point critique.

4+ ATaide des différentes vues de la surface, conjecturer le nombre de points critiques de

Exercice 46 5
la fonction f définie sur R“ par

DA

L

7 oy =xt+yt—20x- )2

'S

Prouver votre conjecture.

,—[Théoréme 34 (condition nécessaire d’extrernum)}

Soient f:R"” — R de classe €' sur R” et a € R".

Si f aun extremum en a € R”,

alors a estun point critique de f.

Exercice 47 4+ Preuve
Soit f une fonction de classe €1 sur R” admettant un maximum en a € R”.

1. Soit u un vecteur de R” non nul. En utilisant la fonction g4, : t € R — f(a+ tu),

Vo montrer que (Vf(a), u) =0.
S 2. Conclure que a est un point critique de f.

A Attention. La réciproque est fausse.
Reprenons le cas des fonctions (x, ) € R? — x* + y?, (x, ) € R? — —x% — y? et (x, y) € R? — x? — y2. Dans le troisieme

cas, (0,0) est un point critique sans pour autant donner un extremum.
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Méthode

1o 10

Vocabulaire. Un point critique qui ne correspond pas a un extremum est un point selle.

Recherche d’extrema d’une fonction de plusieurs variables

Etudions la fonction définie sur R? par f(x,y) = x> —3x +xy + y°.
— La fonction f est de classe €' et calcul des dérivées partielles.

La fonction f est de classe €' sur R?. Pour tout (x, y) € R?, on a
01f(x,y)=2x-3+y et 0f(x,y)=x+2y.

— Recherche du ou des points critiques.
Si f posséde un extremum local en (x, y), alors 0; f (x, ) = 02(x, ¥) =0, donc 2x + y =3 et x+ 2y = 0. On obtient
un unique point critique avec a = (2, —-1).

— Vérification sur chaque point critique.
On étudie le signe de la différence f(x, y) — f(a) pour déterminer si le point critique a donnera un extremum.
Par un changement de variable, c’est équivalent a étudier f(a; + hy, a2 + hy) — f(a) pour tout (hy, hy) € R2. Soit
(hy, hp) €R?

f@+hy,~1+hy)— f2,~1)=@2+h))* =32 +h) +@2+h)(=1+hy) + (-1+hp)? +3
hy )2 3hy”

=+ hh +h2=(h +—=| +—==0,
1 1782 2, 1 2 4

donc f possede un minimum global atteint en (2,—1). Il vaut f(2,-1) = —-3.

Exercice 48 4 En reprenant la méthode précédente, déterminer les extrema de f définie sur R? par

19 2 2
‘1\,/ ) =xy+y +x.

l &
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Y Exercices L9

On limite les exercices aux fonctions de classe €1 définies sur R". Le cas des fonctions de classe ‘6% ou définies sur une partie de
R” sera étudié au second semestre.
Dérivées partielles premiéres
Exercice 49. 4+ Déterminer toutes les fonctions f : R? — R de classe ¢! sur R? telles que
Y(x,y) € R?, 01 f(x,y) =4x3y+3y+1 et 02f(x,y) = x* +3x.
Exercice 50. 4 & Soit f une fonction de classe €1 sur R? telle que : V (x,y) € R?, Vi, y =xy).
Démontrer que tous les points (cos(#),sin(?)) € R? avec ¢ € R appartiennent tous 2 la méme ligne de niveau de f.

Exercice 51. 444 Inégalité des accroissements finis et suite du type ;12 = f(un, un+1)
On considére une application f : R? — R de classe ¢! sur R?. On suppose qu'il existe k € [0,1] tel que :

V() eR?,  |a1f(x, )| +]02f(x,p)| <k

1. Soienta = (x,y), b= (x/,y))€R?>.Onpose g: teR— f(a+t(b—a).
a) Préciser g(0) et g(1). Justifier que g est de classe € et préciser sa dérivée.

b) En déduire que

|f e, ») =,y < kmax([x =], |y = y/])-

2. Soit (up) pen la suite définie par
up=1, u1=0 et VYneN, upiz=f(Up+1,un).
Pour n €N, on pose a, = max (|un+2 — Un+1l, [tns1 — unl).

a) Montrer que, pour tout n €N, a,42 < kay.
b) En déduire I'existence d’'une constante c telle que pour tout n € N, a; < ck™?,

c) Conclure en prouvant la convergence de la série )" ;41 — Uy, puis de la suite (uy) en-
En passant a la limite dans la relation de récurrence, on montre que la limite € vérifiel = f(¢,0).

3. Justifier que la convergence ne dépend pas du choix des conditions initiales ug et u;.
4. Python. On définit la suite u par ug =1, u; =0 et

1
VneN, upi2=1+ 2 sin(un + up+1)-

a) Ecrire un programme qui prend en argument 7 et renvoie uy,.

b) Vérifier que la suite u converge vers une limite finie ¢.
On admet que pour tout n €N, |u, — €| < a/v2)n,

¢) En déduire un programme pour obtenir une approximation de la limite 2 1073 pres.

Exercice 52. ¢4 Soient f:R"” — R une fonction de classe € et a, b€ R".

1. & Montrer qu'il existe ¢ € R” tel que

f) - flay=(b-a,Vf(0).

2. On considere dans cette question la fonction f: R” — R définie par f(x) = || x||2. Déterminer une valeur de c en fonction de
aetb.

Points critiques et optimisation

Exercice 53. ¢4 % Une infinité de points critiques! D'apres oral ESCP
Soit f I'application de R? dans R définie par

V(x,y)eR?,  fx,y) = @x—y)?e* V.
1. Justifier que f est de classe €' sur R? et vérifier que

VaeR?  31f(a)+20,f(a)=0.

2. Montrer que f posséde une infinité de points critiques. Trouver ceux en lesquels f admet un extremum local ou global.
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Exercice 54. 4+ 44 % Mélange avec des probabilités D'apres oral ESCP
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont a densité et définies sur un méme espace probabilisé (Q,<,P). Sous réserve
d’existence, on note E(X) 'espérance d'une variable aléatoire X.

Dans tout I'exercice, X,Y et Z sont trois variables aléatoires ayant des moments d’ordre 2 . On admet que chacune des variables
aléatoires XY, XZ et YZ admet une espérance et on suppose que la condition suivante est vérifiée : E (XZ) E (Yz) — (E(XY))2 # 0 Pour
tout (x,y) € R%, on pose : f(x,y) =E (Z-xx- yY)Z).

. |a
1. Quelle est, selon les valeurs des réels a, b, c et d, le rang de la matrice

b,
J
2. a) Etablir les inégalités strictes : E(X?) > 0 et E(Y2) > 0.

% ona:E((xX+yY)2)>0.

3. a) Montrer que la fonction f est de classe €1 sur R? et qu’elle admet un unique point critique (%0, ¥0)-

b) Montrer que pour tout couple (x, y) € (R*)

b) Montrer que pour tout couple (x,y) € R?, on a:
E((Z-x0X-y0Y) (xX+yY)) =0.
¢) En déduire I'égalité :
009 =E((Z- x0X - yoV)? ) +E([x - 20)X - (y0 - ) Y]?)

d

4. Dans cette question, on suppose que X et Y sont indépendantes et suivent toutes les deux la loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]
et on pose : Z = X2. Déterminer I’ensemble des couples (x0, y0) pour lesquels E ((Z - xX - yY)z) est minimale.

Etudier les extrema de f.

=

Exercice 55. 444 % Fonctions convexes sur R” D'apres oral ESCP 2001
On munit R? du produit scalaire canonique. Soit f une application de R? dans R et de classe € sur R,

1. Soient x = (x1,%2), ¥ = (y1,2) € R? et 'application ¢y, , définie sur R par @y, ,(£) = f(x + t(y — x)).
Justifier que @,y est de classe %! et rappeler une expression de sa dérivée.

2. On suppose que f est convexe sur R2. C’est-a-dire
Vx,yeR?, VAe[0,1], f(Ax+1-Ny)<Af)+0-NfQ).
a) Montrer que pour tous X, y € R2, @x,y estune fonction convexe (d'une seule variable). Que dire sur les variations de la

fonction @7 ,?

b) En déduire que
Vx, yeR?, f)-f0)=(VFx),y-x) (v

3. Réciproquement, on suppose que f vérifie la relation (e) ci-dessus. Montrer que f est convexe.
4. Onsuppose que f est convexe sur R2.
a) Montrer que si f présente en xo € RZ un minimum relatif, alors f présente en xo un minimum global.

b) Montrer que sil’ensemble des points ot f admet un minimum, noté </, est non vide, alors cet ensemble est une partie
convexe de R?. C’est-a-dire
Yy e?, YAE[0,1], Ax+(—A)yesof.

Exercice 56. +44 % Soit n €N, n = 3. On se place dans R” munit de son produit scalaire canonique (-,-). Soient u, v deux
vecteurs non colinéaires de R” et f définie par

VxeR",  f(x) = (xw?+ (x, v)?

1. Vérifier que f est de classe €1 et vérifier que pour tout a € R", Vf(a) =2{a,u) u+2{a, vy v.
2. En déduire les points critiques de f.

3. Etudier les extrema de f.
Exercice 57. ¢ 44 Soient u € R"\ {0} et f la fonction définie sur R” par :

(x, u)
)= —=W
T =

1. Justifier que f est de classe ¢! sur R” puis déterminer une fonction g définie sur R” telle que :
VxeR",  Vf(x)=gx(u-2f(x)x).
2. Justifier que f a exactement deux points critiques.

3. Préciser les éventuels extrema de f.
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CHAPITRE ]. 2

Vecteurs aléatoires

Le hasard est ma matiére premiere.
] L
JEAN ARP (1886-1966) L™
Co-fondateur du mouvement Dada. . .
Ci-contre : "Collage avec des carrés dis- - .
posés selon les lois du hasard". w
“ Rappels : couples de variables aléatoires
1.1 Lois, lois marginales et indépendance
,—[Déﬁnition 35 (loi d'un couple)] \

Laloi (conjointe) d’'un couple (X,Y) de variables aléatoires discrétes, c’est la donnée de la valeur de P([X =
xIn[Y= y]) pour tout couple (x, y) € X(Q) x Y(Q).

\. J

,—[Déﬁnition 36 (indépendance)j iy

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes. On dit que X et Y sont indépendantes si

V() eX(@QxY(Q), P(X=xIn[Y=y]) =PX=x)-P(Y=y).

Remarque. Les lois de X et Y sont appelées lois marginales. Elles s’obtiennent a partir de la loi du couple en utilisant
la formule des probabilités totales :

Vx eX(Q), PX=1x)

2 P(X=xIn[Y=y])

yEY(@)

Y. P(X=xIn[Y=y])
xeX(Q)

VyeY(Q), PY=y)

A Attention. Les lois marginales de X et Y ne permettent pas de retrouver la loi du couple.
Par exemple, soient X et Y deux variables de Bernoulli de parametre 1/2. Dans les trois cas suivants, les lois margi-
nales sont identiques alors que les lois de couples différent.
— XetYindépendantes. - Y=X - Y=1-X

Par contre si X et Y sont indépendantes, la loi du couple (X,Y) est connue.
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,—[Proposition 37 (loi d’'une fonction, cas général)} \

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes, et soit g une fonction a valeurs réelles définie sur le
sous-ensemble X(Q) x Y(Q) de R%. Notons Z la variable aléatoire g(X,Y). Alors, pour tout élément k de Z(Q),

PZ=k= )  PX=iln[Y=j),
ieX(Q), jEY(Q)
gli, )=k

ol la somme porte sur le sous-ensemble de X(Q) x Y(Q2) constitué par les couples (i, j) tels que g(i, j) = k.

1.2 Calculs d’espérance

Sans hypotheses particulieres, 'espérance d'une fonction de deux variables aléatoires s’obtient a 'aide du théo-
reme de transfert. La loi conjointe des deux variables permet le calcul, lorsqu’elle existe de I'espérance de g(X,Y) sans
nécessité de calculer la loi de la fonction associée.

,—[Théoréme 38 (de transfert pour un couple de Variables)J |

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes, et soit g une fonction a valeurs réelles définie sur
le sous-ensemble X(Q) x Y(QQ) de R?. Sous réserve de convergence absolue,

E(gXY)= Y gy P(X=xIn[Y=yl).
o

Remarque. C’est]’hypothese de convergence absolue qui assure que la valeur de la somme ne dépend pas de I'ordre
de ses termes.

Voici deux applications de ce théoreme, dans le cas d'une combinaison linéaire d'une part, et dans le cas d'un
produit de deux variables indépendantes d’autre part.

,—[Corollaire 39 (linéarité de l’espérance)] <

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (2, </, P) et A et p deux réels.

Si X et Y admettent une espérance,

alors alors AX+ pY admet une espérance et E(AX+ pY) =AEX) + pE(Y).

\. J

,—[Corollaire 40 (espérance d'un produit de variables indépendantes)] \

Soient X et Y deux variables aléatoires.

Si XetY | — admettent une espérance et
— sont indépendantes,

alors X-Y admet une espérance et E(X-Y) = E(X) - E(Y).
Extircice 58 4 Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur X(Q) = {—1;0;1}. Notons Y = X2.
s 1. Déterminer la loi du couple (X,Y). En déduire laloi de Y.
-
\— 2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

g 3. Comparer E(X-Y) et EX) - E(Y). Commenter.
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1.3 Loi d’'une somme, exemples

Soient (X,Y) un couple de variables aléatoires. Donnons la loi de la somme Z=X+Y.On a

Z(Q) = {x+yl(x,y) e X(€) x Y(Q)}.

Pour tout z € Z(£2).
P(Z=2)= > P(X=xIn[Y=y])= ) P(X=xIn[Y=z-x]).
(X, Y)EX(Q)xY(Q) xeX(Q)
xt+y=z z—x€Y(Q)

Siles variables X et Y sont indépendantes, alors laloi de Z est donnée par la formule du produit de convolution discret.
Pour tout z € Z(L2) :
PZ=2= ) PX=x)PY=z-x).
xeX(Q)
z—x€Y(QQ)
Dans le cas particulier oi1 les variables X et Y sont supposées indépendantes, de loi binomiale ou de Poisson, et ou
la fonction g est simplement I’addition, la loi de g(X,Y) est en fait totalement connue :

,—[Proposition 41 (somme de binomiale)] \

Soient m, n € N*, p € [0;1] et X;,X» : Q — R deux variables aléatoires.

Si | — Xj etX, sontindépendantes.

— X; — B(n,p) etXp — B(m, p).

Alors X; +Xp — %B(n+m,p).

\. J

,—(Proposition 42 (somme de loi de Poisson)j <

Soient A, p e R} et X;, X, : Q — R deux variables aléatoires.

Si | — Xj etX, sontindépendantes.

- X;i =2\ etXy — 2 (p).

Alors X1 +Xp — 2 (A +p).

\. J

Remarque. Par récurrence, ces résultats s’étendent pour des sommes de n variables aléatoires.

1.4 Loi du maximum, du minimum

Pour déterminer la loi de max(X,Y), on passe par la fonction de répartition.
Pour laloi du T = min(X,Y), on passe par la fonction d’anti-répartition (x € R — P(T > x)).

4 & Unexemple classique

Exgrcice 59 Soient p et r deux réels de 10;1[ et X et Y deux v.a indépendantes. On suppose de plus que
v X—9(p),Y—4(r).
ry
59 1. Donner la loi de la variable aléatoire min(X,Y).

o

' 2. Calculer P([X=Y]).

3. Comment interpréter les résultats précédents en termes de lancer de pieces?

n Généralisation aux vecteurs aléatoires, indépendances

Dans la suite, un vecteur aléatoire sur un espace probabilisé (QQ, </,P) est la donnée d'un n-uplet (X,...,X;) ol
chaque X; désigne une variable aléatoire réelle sur (Q, </, P).
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2.1 Lois, lois marginales

,—[Déﬁnition 43 (loi d'un vecteur aléatoire, loi marginale)}

¢ La loi d’'un vecteur aléatoire (Xj,...,X,;) de variables aléatoires réelles est donnée par la fonction

Fx,,..x,) définie sur R” par

F(Xl,...,Xn) (tlr RN} tn) = P

n
ﬂ X; < ti]) .
i=1

* On appelle i-éme loi marginale de (X;,X»,...,X},) laloi de X;.

Exercice 60
4 Soient (X1,X>) et F la fonction de répartition associée a ce couple. Pour a = (ay, a2), b=

V' a
(b1, by) € R%, on définit 'ensemble Z =1ay, bi1x]az, bo]. Exprimer P((X1,X2) € %) a l'aide
deF, aetb.

,—[Proposition 44 (égalité en loi)]

Soient (X;)ieq;nn, (Yi)iei;n) deux vecteurs aléatoires définis sur un méme espace probabilisé (Q, o7, P).

Si | — Lesvecteurs (Xy,...,X,) et (Yq,...,Y,) ont la méme loi.

— Lafonction g est continue sur R” & valeurs dans R.

Alors les variables aléatoires g (Xy,...,X,) et g(Yy,...,Y,) ont la méme loi.
\ v
Exercice 61 . . .o PP N
a 4 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace pro-
' e babilisé (Q, 27, P), de méme loi, a valeurs dans [1;+oo].
’r Montrer que E [X—)JEY) existe et vaut %

o X o Y 5 i
On pourra remarquer que 3.5 et 5y ont méme loi.

2.2 Indépendance

,—[Déﬁnition 45 (indépendance)]

Soit (X1,Xo,...,Xy), un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q, o/, P).
., X, sont dites mutuellement indépendantes si pour tout (11,..., t;) € R", les évé-

Les variables X;, Xo, ..
[X,, < t,] sont mutuellement indépendants. Autrement dit,

nements [X; < f11,...,

n n
Y (f,....t) €R",  P[[X; < m) =[[PXi<t).
i=1 i=1

Remarques.
¢ Autrement dit, les variables aléatoires X, ...,X;, sont mutuellement indépendantes si et seulement si

n
Y (f, t, ..., t) ER", Fxy,xn (B0 t0) = | | Fxp ().
k=1
* Il est clair que, siles variables aléatoires X;,Xp, ..., X, sont mutuellement indépendantes, alors, pour tout k € [[1; n]],
les variables aléatoires X;,Xp, ..., X sont mutuellement indépendantes.

¢ On dit qu'une suite de variables aléatoires (X;) ey €St composée de variables mutuellement indépendantes si pour
toute partie finie I N, les variables (X;);¢; sont mutuellement indépendantes.
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,—[Proposition 46 (des coalitions)] \

Soit (X1,X»,...,X;), un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q, o/, P).

Si X1,Xo,..., Xy, sont indépendantes,

alors toute variable aléatoire fonction de X1, Xs,...,X, est indépendante de toute variable aléatoire
fonction de Xp11,Xp+2, ..., Xp.

Vocabulaire. Dans la suite, on note ¢(Xy,...,X,) de X1,X»,..., X, pour désigner I'application :

Q —- R
: N ‘R —R.
¢ { oW — (p(Xl((,U),,Xn(U))) on e

,—[Proposition 47 (caractérisation par des intervalles)] \

Soit (X3,Xo,...,X,), un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q,<f,P). Les deux énoncés
suivants sont équivalents.

i Xj,...,X; sont mutuellement indépendantes.

n n
ii) Pour tousintervallesI;,...,I, de R, Pl|NXiel; ) =[] P(X; €L;).
i=1 i=1
,—[Proposition 48 (caractérisation de I'indépendance, cas discret)] N

Soit (X3,Xo,...,X;,), un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q, «/,P). Les variables Xj,...,X,

sont mutuellement indépendantes si et seulement si pour tout (#,..., t;) € X3 (Q) x ... x X, (Q),
n n
P(NXi=6]|=]]PXi=1).
i=1 i=1
2.3 Calculs d’espérance et de la variance

Le programme limite la définition de I'espérance et de la variance aux cas de variables aléatoires finies, discretes
dénombrables et a densité. Mais les propositions s’étendent au cas général.

L’espérance

,—[Proposition 49 (linéarité de l’espérance)] \

Soient (X3,Xs,...,X;) un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q, «/,P) et (A1,...,A,) € R™.

Si pour tout i € [[1; n]], X; admet une espérance,
Alors A\Xj +:--+A,X;; admet une espérance avec

E(MXl +---+7\an) = )\1E(X1) +---+/\nE(Xn).
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,—[Proposition 50 (espérance d'un produit)] \

Soit (X1,X»,...,X;), un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q, o/, P).
Si | — Pour tout i € [[1; n]], X; admet une espérance.
— Les variables (X;)ie[1;n sont mutuellement indépendantes.
Alors X x---xX, admet une espérance avec

EXy x...xX,) =EXj) x...x EX}).

+ D’aprés oral ESCP 2022
1. Soient S et T deux v.a indépendantes, telles que T et —T aient la méme loi. Montrer que
Exercice 62 E(cos(S+T)) = E(cos(S))E(cos(T)).
- 2. On considere une suite (Ry)ep+ de v.a mutuellement indépendantes, a valeurs dans
«
2 {-1,1} et telles que pour tout k e N*, P(R =-1) =P(Rx =1) = % et on pose, pour tout

n
neN*, S, = ¥ Ri. Montrer que pourtous n€ N* et reR, ona:
k=1

E(cos(Sut)) = (cosn)".

4+ & SoientXj,Xo,...,Xy, des v.a indépendantes et suivant chacune une loi uniforme sur

Exercice 63 [-1/2,1/2]. Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = (¥ —e™*)/2 pour x € R. Montrer
e que pour tout réel £ >0
\. 7 n n

j 1Sy) _ f(t/2) N _ )

| & E(e )—( " oll Sn—i:ZlX,.

La variance
,—[Proposition 51 (variance et indépendance)] N
Soient X et Y deux variables aléatoires sur (2, <7, P).
Si | — XetYadmettent une variance.
— XetY sont indépendantes.
Alors X+Y admet une espérance avec VX+Y) =V(X) + V(Y).

Le résultat suivant s’en déduit par récurrence en rappelant que, par le lemme des coalitions, Xy estindépendants
de Xy +...+Xp).

,—[Corollaire 52 (variance et indépendance)] <

Soit (X1,Xo,...,Xy), un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q, o/, P).
Si | — Pourtout i € [[1; n]], X; admet une variance.
— Lesvariables (X;)je1.) sont mutuellement indépendantes.
Alors X +---+X, admet une espérance avec

VX;+---+X,) =VXp) +--- +V(Xp).
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Exemple. Nous avons vu que si X — Z(n, p) alors il existe Xj, Xo, ..., Xj;, des variables aléatoires mutuellement in-
dépendantes suivant des lois de Bernoulli de parametre p telles que X = ¥ X;. On retrouve alors I'espérance et la
i=1

variance

n n
EX)=E =Y EX)=) p=np et VX)=V
i=1 i=1

i=

n
2 Xi
i=1

n
X
i=1

n n
=) VX)) =) pq=npq.
i=1 i=1

n Compléments sur les couples : la covariance

3.1 Définitions et premiéres propriétés

,—(Déﬁnition-proposition 53 (covariance)j \

Soient X, Y deux variables aléatoires sur (Q, &, P).
Si X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors la variable aléatoire (X—EX))(Y - E(Y)) admet une espé-
rance. On définit la covariance de X et Y par

CovX,Y) = E((X~E(X) - (Y- E(Y)).

Remarque. Lorsque X =Y, nous retrouvons la définition de la variance.
V(X) = Cov(X, X).

Soit (Q, <7, P), un espace probabilisé. Dans la suite, .#> désigne 'ensemble des variables aléatoires de (Q2, </,P) ad-
mettant un moment d’ordre 2.

,—(Proposition 54 (propriété de la covariance)j \

La covariance est :
e Symétrique. VX, Ye >, Cov(X,Y) = Cov(Y,X).

¢ Positive. VXe M, Cov(X,X) = 0.
De plus, il y a égalité Cov(X,X) = 0 si et seulement si X est presque slirement constante.

o Bilinéaire.

— Linéaire a gauche. Pour tous X;, Xz, Y€ 4, tous A, HER,
Cov (A1 X; + pX2,Y) = A1 Cov(X;,Y) + pCov(X2, Y).
— Linéaire a droite. Pour tous X;, Xp, Y€ 4, tous A, PR,

Cov (Y, AX; + uXz) = ACov (Y, X1) + pCov (Y, X).

\. J

A Attention. Ces propriétés sont a rapprocher de la définition d'un produit scalaire. Il y a toutefois, une grande
différence : 1a covariance n’est pas définie.

CoviX,X)=0 » X=0.
Vocabulaire. Deux variables sont dites décorrélées sila covariance est nulle.

Exercice 64 < Les questions sont indépendantes.
' 1. Montrer que Cov(aX+ b, cY+d) = acCov(X,Y).

< 2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires admettant la méme variance. Montrer
qu’alors les variables aléatoires X +Y et X — Y sont décorrélées.
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,—[Proposition 55 (dépendance et corrélation)] \

Soient X, Y deux variables aléatoires sur (2, «,P) admettant un moment d’ordre 2.

Si X et Y sont indépendants
Alors XetY sont des variables décorrélées : Cov(X,Y) =0.
Exercice 65

p <> Laréciproque est fausse!
17 / Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {~1;0;1}. Vérifier que X et Y = X?
| 2 sont décorrélées mais non indépendantes.

—

Théoréme 56 (formule de Huygens)}

Soient X, Y deux variables aléatoires sur (2, «/,P) admettant un moment d’ordre 2. On a

Cov(X,Y) = EXY) -EXE(Y).

Exercice 66 4 Soient X et Y deux variables aléatoires sur (Q2, «/,P), indépendantes, admettant une es-
f‘ pérance p # 0 et une variance v # 0.
N7 1. Exprimer I'espérance et la variance de XY en fonction de p et v.
‘; ~ 2. Est-ce que les variables X+ Y et XY sont indépendantes?
44 Soient X1, X, ..., Xy, des variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi de
Exercice 67 Bernoulli de parametre p. On note M;, la variable aléatoire définie sur Q par My (w) =
max X; (w).
~ 4 1<isn
A\ 1. Reconnaitre la loi de My, préciser sont espérance.
‘\ - 2. Soient r et s deux entiers tels que 1 < r < s. Vérifier que EM; M) =1—¢".
3. Calculer la covariance cov (M, My).
,—[Proposition 57 (variance d’'une somme)} <

Soient X, Y deux variables aléatoires sur (Q2, </, P) admettant un moment d’ordre 2.
Alors pour tout (A, p) € R2, la variable AX + pY admet un moment d’ordre 2, et

VX + pY) = A2V(X) + 2Ap Cov(X, Y) + u2 V(Y).

Remarques.
e En particulier, X+ Y admet un moment d’ordre 2 et V(X +Y) = V(X) + 2 Cov(X, Y) + V(Y).
¢ Cette formule est a comparer avec la formule avec le produit scalaire. Si (E, ¢, -)) est un espace euclidien

Vx,yeE,  lx+yl®=lxI?+2(x,y)+lyl>

e Soient Xj,...,X; de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé et admettant des variances. On
montre que

n n
VY Xe|=)Y VX +2 Y cov(X,X;).
k=1 =1 Isi<jsn
Exercice 68 +
.f 1. Mntrer que pour tous réels xi,...,Xu, (X1 +- +Xp)2 < n (x% et x%)
“ o 2. En déduire que f X} admet une variance, puis justifier 1'égalité de la remarque précé-
~ k=1
S dente.
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[Théoréme 58 (inégalité de Cauchy-Schwarz)]

SoientX, Y.On a
| CovX, V)| < oX) o(Y)

ol 6(X) et o(Y) désignent respectivement I'écart-type de X et Y.

4 Preuve
Exercice 69 1. Prouver cette inégalité en introduisant la fonction polynomiale t € R — V(¢ X +Y).
4 2. Préciser le cas d’égalité.
Y 3. Exemple.

. Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé et sui-
vant des lois de Bernoulli. Montrer que 4Cov(X,Y) < 1.

3.2 Coefficient de corrélation

,—(Déﬁnition 59 (coefficients de corrélation)}

Soient X, Y deux variables aléatoires sur (Q2,«/,P) admettant un moment d’ordre 2. On suppose de plus

que V(X) # 0 et V(Y) # 0. On appelle coefficient de corrélation linéaire, noté p(X,Y), le nombre réel défini
par

Cov(X,Y)
oX)a(Y)
ol 0(X) et o(Y) désignent respectivement I'écart-type de X et Y.

pPXY) =

Remarques.

e SiXetY sontindépendantes, leur coefficient de corrélation linéaire est nul. Mais la réciproque est fausse.
« ATaide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

X, Y)|<1.

Précisons que le cas d’égalité. Si |pX,Y| =1, alors il existe des réels a et b tels que P(Y = aX+ b) = 1.

<> Soient X et Y des variables aléatoires et @, be R}, b, d € R.

Exercice 70 1. Prouver que p(aX+ b,cY+d) =pXY).

2. Soient X et Y des variables aléatoires admettant des variances non nulles. Soit

”
& e (- (0
1 a(Y) a(X)

(a) Exprimer V(Z) al’aide de p(X,Y).

(b) Que peut-on en déduire si [pX,Y)| =12
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Y Exercices L9

Révisions : couples de v.a discrétes

Exercice 71. <> On considére n boites numérotées de 1 a n. La boite numéro k contient k boules numérotées de 1 a k. On
choisit au hasard une boite, puis une boule dans cette boite. Soient X et Y les numéros de la boite et de la boule obtenues.

1. Déterminer laloi du couple (X,Y).
2. CalculerPX=Y).
3. Déterminer laloi de Y ainsi que son espérance.

Exercice 72. ¢ Une urne contient N — 2 boules vertes, 1 boule blanche et 1 boule rouge. On tire les boules de 'urne, une a une
et sans remise.

1. Soient X le rang d’apparition de la boule blanche et X, le rang d’apparition de la boule rouge. Déterminer la loi de X3, la loi
de X» etlaloi du couple (X1,X>).

2. Soit Xle rang ou1 on obtient pour la premiére fois soit la boule blanche, soit la boule rouge. Soit Y le rang oi1 on a obtenu pour
la premiére fois les deux boules blanche et rouge. Déterminer la loi de X et la loi de Y.

Exercice 73. 44 D'aprés Oral HEC 2014
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, «Z,P), a valeurs dans N telles que :

.. 2 . o)
V (i, j) eN?, P([X—z]m[Y—]])——(i+j+1)!.
1. Déterminer le réel A.

2. Lesvariables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

Compléments
Exercice 74. <> Vrai ou faux?

Dans la suite, X et Y désignent deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé admettant un moment d’ordre 2.
1. SiEX) = 0alors EX?) =0. v o
2. SiXetY sontindépendantes, Cov(X,X+Y) = V(X). v ox

Exercice 75. 4 % Soient p €]0,1[ et (X,Y) un couple de v.a a valeurs dans N dont la loi conjointe est donnée par

_pk s
vn, keN, P([X:n]m[Y:k]):{(x(l prt sik=n

sinon

. Préciser a.

. Déterminer les lois marginales du couple (X,Y).

. Reconnaitre la loi de X+ 1?2 En déduire I'espérance et la variance de X.

. Vérifier que X et Y — X sont deux variables de méme loi et indépendantes.

G = W N =

. En déduire Cov(X,Y). Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

Exercice 76. 4 Un cas trés particulier!
Soient X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, o/, P) telles que X — 2B(p) et Y — B(q).
Montrer que si X et Y sont décorrélées alors elles sont indépendantes.

Exercice 77. ¢4 & Soient (X;) ,en+ une suite de variables aléatoires indépendantes et suivant toute une loi de Bernoulli de
parametre p. On pose
VvreN*,  Y,=XXps1 et Up=Y1+...4Y,.
1. Quelle estlaloide Y, ? Les Y; sont-elles deux a deux indépendantes?

2. Calculer I'espérance et la variance de Uy,.

Exercice 78. 44 % Loide Pascal
On dispose d’'une urne contenant une proportion p €10, 1[ de boules blanches. On effectue une suite infinie de tirages, indépen-
dants. Pour chaque r € N*, on note R, la variable aléatoire qui renvoie le rang de la r-iéme «boule blanche», (avec 0 si le r-ieme
boule blanche n’apparait pas ).
Pour i € N*, on note X; la v.a qui renvoie 1 si I'on a obtenu une boule blanche au i-éme tirage, et 0 sinon.

n
Pour n € N*, on note Y, = ¥ X;. On note aussi Yo = 0.
i=1

i=
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1. On note Al'événement « obtenir un nombre fini de boules blanches » et, pour tout n € N, A, I'événement « ne plus obtenir
de boules blanches a partir du n-iéme lancer ».

a) En utilisant le théoreme de la limite monotone, montrer que pour tout n €N, P(A;;) =0.
b) Exprimer A en fonction des événements (A;) ,en* - En déduire P(A).
¢) En déduire que, pour tout r € N*, P(R, = 0) = 0.

2. Identifier laloi de Rj, en déduire I'existence et la valeur de E(R;) et V(Ry).

3. Soit n € N*. Quelle estlaloide Y, ?

4. SoientreN* etneN* telsquen=r.
Exprimer I'événement [R; = n] en fonction d’événements formés a partir des variables Y,,—; et X;;.

5. En déduire laloi de R;.

6. Ecrire une fonction Python qui prend en argument r et simule la variable aléatoire R;.

Exercice 79. ¢4 % Somme aléatoire de variables aléatoires discretes - identité de Wald
Soit (Xy) zen* une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, a valeurs dans N, de méme loi et admettant une
espérance. Soit N, une nouvelle variable aléatoire a valeurs dans N, indépendante de X, pour tout n € N* et admettant aussi une
espérance. On pose

Mz

s=Y X;.

i=1

C’est-a-dire, pour tout w € Q :
X1 (@) + -+ XN (@) siN@) =1
S(w) =
0 siN(w) =0.
On admet que S est une variable aléatoire.
1. Soit n e N tel que P(N = n) # 0. Justifier I'existence et calculer 'espérance E(S| [N = n]).
2. En déduire I'existence de 'espérance de S et 'égalité E(S) = E (X7) - E(N).

Avec un peu d’algebre linéaire...

Exercice 80. 4+ % Matrice de variance-covariance
Soit (X1,Xa,...,Xy), un vecteur aléatoire dont chaque variable aléatoire admet un moment d’ordre 2. On définit la matrice colonne
aléatoire & et la matrice & des espérances et 7 des variances-covariances par

X1 EX1) V(X1) Cov(X1,X2) - Cov(X1,Xn)

X2 EX2) Cov (X2,X1) V(X2) -+ Cov(X2,Xp)
X = . , &= . et V=

Xn EXy) Cov(Xp,X1) Cov(Xp,Xp) -+ V(X5n)

1. Comparer la somme de tous les coefficients de la matrice 7 avec V ( f Xi).

i=1
2. Soient ay, ay,...,an des réels et A la matrice ligne A = [ ay ax ... ap ] On note Z la variable aléatoire réelle définie par
Z=A% = f a;X;. Exprimer E(Z) al'aide de Aet &, puis V(Z) avec A et 7.
k=1

3. a) Justifier que la matrice 7 est diagonalisable et que les valeurs propres sont positives.
b) Préciser les valeurs propres lorsque les variables sont mutuellement indépendantes.

4. Que dire des variables aléatoires X; sila matrice 7' n’est pas inversible ?

Exercice 81. ¢4 % Matrice de variance-covariance II
Soit n e N\ {0;1} et (X;) i€l n] des variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (Q, </,P). On sup-
pose que, pour tout i € [1, n],X; suit la loi de Poisson de parametre 1.

k
Pour tout k € [[1, n]], on pose Y. =X1 + -+ X = ¥ X;.
i=1

On définit aussi la matrice de variance-covariance par

M, = (Cov(Y,-,Yj]]u’j)e[[l;n]]z € Mn(R).

1. Pour tout k € [1, nl, rappeler la loi de Y. Préciser E (Yy) et V(Yg).
2. On considere tout d’abord le cas particulier n = 2.

a) Expliciter la matrice Ma.

b) Montrer que M est inversible et expliciter son inverse.
3. Onrevient au cas général avec n € N\ {0; 1}.

a) Soit (i, j) € 11, n]? tel que i < j. Montrer que Cov(Y,-,Yj] =1i.
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b) Expliciter la matrice My,.

On note
11 1
0 1 1
No=1: "~ " =[ti’j](i,j)€[[l;n]]2'
Lo - . 0 1

la matrice de .4 (R) dont tous les coefficients situés au-dessus de la diagonale sont égaux a 1, les autres étant nuls.
4. Montrer que Ny, est inversible et calculer son inverse que I’on notera R;,.
a) Exprimer M, en fonction de ‘N, et de N ,.

b) Justifier que M, est inversible et exprimer (Mn)’1 en fonction de Ry, et 'R,.

<1
6. Soit (z1,...,2n) €R™ etsoit Z,, = € My,1 (R). Montrer que V i 2;Y; | = {TnZp) (TnZy).
2 i=1
w1
On pose Wy, =T,Z;,, = € Mn,1(R).
Wn
7. Montrer que ‘R, W) RpWp) = nil (w; - wl'+1)2 + w2

i=1
8. Vérifier que, pour tout (@, b) € RZ, (a— b)% < 242 + 2b?. En déduire ‘R, W,,) Ry W) < 4 (W,)W,,.

9. Conclure que pour tout (z1,...,2,) € R,

\%

n 1 n
ZZiYi = — Zziz.
i=1 4ia

Exercice 82. ¢4 Matrice des lois conditionnées
On dit qu'une matrice carrée a coefficients positifs M est stochastique si la somme des coefficients de chaque colonne est égale
a 1. Soient X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans [[1, n]]. On appelle matrice des lois conditionnées de X sachant Y, la matrice
carrée d’ordre n,

M= (aij)i,je[[l;n]] ou  ajj=Py=jX=10.

1. Montrer que M est stochastique et que 1 est une valeur propre de M.
Indication. Montrer que 1 est valeur propre si et seulement si "M — 1, n'est pas inversible.

2. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si les colonnes de M sont proportionnelles.

Exercice 83. ¢ 44 d’apres oral ESCP 2022
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, «/,P). On suppose que X et Y admettent des
moments d’ordre 2 et on suppose que X n’a pas une variance nulle. Soit la matrice :

E(X?) EX
EX 1 |

1. Pourtout (a,b) € [Rz, montrer |'existence de I'espérance E((Y —aX—- b)z) et trouver une matrice colonne B et un nombre C € R
(qui ne dépendent nide anide b) tels que :

E((Y— ax— b)ZJ —UAU-2'BU+C avec U=

a
b

On souhaite montrer I'existence et trouver (a, b) € R? tel que E((Y-aX- b)z) soit minimal. On pose f(a, b) = E((Y—aX— b)z].
2. Montrer que f admet une borne inférieure sur R?.

3. Montrer que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont strictement positives.
On admet (pour Uinstant) qu'il existe une matrice orthogonale P telle que A = PD'P avec D diagonale.

4. En déduire I'existence d’un minimum pour f sur R?.

5. Trouver explicitement tous les couples (a, b) pour lesquels ce minimum est atteint.

Exercice 84. ¢ 44 Application de I'inversibilité de la matrice de Vandermonde d’apres Oraux HEC 2014

1. Soient ag, ay, ..., an, n+1 réels deux a deux distincts. Notons & = (1, X,..., x”) labase canonique de Ry, [x] et € = (ep,...,en),
la base canonique de R”*1,
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a) Montrer que I'application suivante est un isomorphisme
) { [Rn [x] N Rﬂ‘f’l
‘1 P~ (Pap),...,P(an).

b) Expliciter A, la matrice de ¢ de la base 2 a 6. Est-t-elle inversible?
2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discretes finies définies sur (Q, o, P), et soit n et m deux entiers supérieurs
ou égaux a 2 . On suppose que X(Q) = {x1,x2,..., Xp} et Y(Q) = {y1,¥2,..., ym}. On pose pour tout i € [[1, n]] et tout j € [1, m] :

Pi =P(X=xi), qj =P(Y=yj), T :P([XZXi]ﬁ [Y=yj]) et Si,]‘ =1;j—Pidj-.
On suppose que pour tout i € [[1;n—1]] et tout k € [[1; m — 1]], la covariance de X" et Y¥ est nulle.
a) Soit k € [[1; m — 1]]. Montrer que pour tout i € [1;n]l,ona: % 8l',jyjk =0.
i=1

b) En déduire que X et Y sont indépendantes.

Exercice 85. ¢4 % Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (Q2, «,P),
suivant la méme loi et avec un moment d’ordre 2. Pour tout w € Q, on pose

X(w) Y(w)

A= v X |

1. On suppose dans cette question que X, Y — ¥ (p).Calculer la probabilité que la matrice A soit inversible.

2. Justifier que A est toujours diagonalisable.
3. Notons A et Ay les variables aléatoires égales aux valeurs propres de A. Calculer Cov (A1, A2) puis E(A1A2).

Probleme 86. ¢4 4 Distance en variation totale
Toutes les variables aléatoires de ce probleme sont définies sur le méme espace probabilisé (Q, o/, P) et a valeurs dans une partie

de N.

1. * Préliminaires : loi d'un couple
Soit p €]0;1/2[. On considere deux variables aléatoires S, T respectivement a valeurs dans N et {0;1}. On suppose que la loi du

couple (S,T) est donnée par

e_p_p(l_e_p) sik=0 p(l—e_p) sik=0
VkeN, P([S=kIn[T=0])= 0 sik=1 et P([S=kIn[T=1])= pe P sik=1
pke Pkl sik=2 0 sik=2.

a) & Vérifier que cela définit bien une loi de probabilité.
b) Reconnaitre les lois marginales de S et T.

¢) Exprimer P(S =T) en fonction de p.

d) & Endéduire que P(S=T)=1-2p2.

2. * Ladistance en variation totale
+00

PourX, Y deux variables aléatoires, onpose: d(X,Y)= )Y  |P(X=n])-P([Y=n])|.

n=0
a) Vérifier que d(X,Y) est bien définiet d(X,Y) < 2.
b) QuediredeXetYsid(X,Y)=0?
¢) SoientX, Y et Z trois variables aléatoires. Montrer que d(X,Y) =d(Y,X) et dX,Z2) < dX,Y) + d(Y,Z).

3. ¢ Une majoration de la distance
a) & Justifier que pour toute partie A de N, on a |P(X eA)—-P(Ye A)| <P(X#Y]).
b) OnposeA= {n eN |P([X =n])=P([Y= n])} , justifier que

d(X,Y) =2|P(IXe Al) - P(IYe AT)| puis d(X,Y) < 2P(IX#Y]).

¢) & On suppose dans cette question que X s’exprime sous la forme X = f X; ou les variables (Xi,...,X;) sont indépendantes
i=1

i=

n
et de méme loi. De méme, on suppose que Y= ¥ Y; ol les variables (Y,...,Y,) sont indépendantes et de méme loi. Montrer
i=1

alors que

n
dXY)<2n-2) P(X;=Y;).
i=1
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4. o Inégalité de Le Cam
422
Soient A € R et n e N\ {0; 1}. Montrer que si X — % (n, %) etY— 22(A),alors: dXY) < —.
n

5. Quel théoreme retrouve-t-on lorsque n — +o0o?

> Solution p. 22
Exercice 87. ¢4 % Théoréme de Weierstrass dans le cas €

Soit f une fonction de classe € sur [0;1].

1. Justifier qu'il existe M € R* tel que pour tout (x, y) € [0;1]2, |f(x) - f(y)| <Ml|x-yl.

Pour tout 7 € N*, on définit la fonction P, par

{ R —R
Pp: oy ek ke pan—k
t kgo[k)f(n]t a-nnk,
Soient p € [0;1] et X3, ..., X}, des variables aléatoires de méme loi de Bernoulli %(p) et indépendantes.
2. a) Rappelerlaloide Sy = f X;. Préciser son espérance et sa variance.
i=1

— — 1
b) Vérifier que si on note X;; = 87”, alors V(Xn) < yre
n

3. Montrer queE(f (i )) =Py (p). En déduire que
n k
Pup)-f(p) =3 (f(;)—f(P))(Z)pk(l—p)n_k.
k=0

4. Soite € RY.Onnote:
— A1, 'ensemble des entiers k € [[0; n]] tels que |k/n— p| <e/M;
— Ay 'ensemble des entiers k € [[0; n]] tels que |[k/n — p| = e/M.
En particulier, on obtient P, (p) — f(p) = S1,¢ +S2,¢ ol

k

Vie{l;2}, Sje= ), (f(—)—f(p))(n)pk(l—p)”k-
kEAi‘E n k

a) Démontrer que |Sy¢| <e.

b) Vérifier ensuite que [Sp¢| < 2MP( Xn—p|= e/M).

5. a) & Justifier que pour tout n € N*, P( X, — p‘ = S/M) <M?/(4ne?).

b) & Avec un bon choix de €, conclure en montrant que

sup |f(x)—Pu(x)] — 0.

xe[0;1] | | n—oo

e [llustration avec Python

6. Ecrire un programme qui prend en arguments un réel ¢, un entier naturel n, une fonction f définie sur [0; 1] et renvoie P, () ou
P, est défini a la question 1. )
On pourra utiliser la commande sp.binom(i,j) de la bibliotheque scipy.special pour le coefficient ( ;)

7. Proposer un code pour afficher sur le méme graphe, la courbe de f: ¢ € [0;1] — sin(2mn?), et les courbes de P; pour i € [[2;8]].

1.00 4 Fonction f

0.75

0.50 A

0.25

0.00

—-0.25 1

-0.50 A

—0.75 A

—1.00 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

42



	Algèbre bilinéaire
	Produits scalaires
	Définitions et exemples
	Propriétés du produit scalaire, de la norme
	Orthogonalité

	Espaces euclidiens
	Définitions et exemples
	Bases orthonormées
	Le supplémentaire orthogonal


	Introduction au calcul différentiel
	Rappels : dérivation des fonctions d'une variable réelle
	Définition du nombre dérivé et interprétation géométrique
	Les théorèmes

	Dérivées partielles et gradient
	Fonctions de classe C1
	Définitions, exemples et règles de calculs
	Développement limité d'ordre 1
	Dérivées directionnelles

	Optimisation : condition d'ordre 1
	Extrema locaux
	Point critique et condition nécessaire d'extremum


	Vecteurs aléatoires
	Rappels : couples de variables aléatoires
	Lois, lois marginales et indépendance
	Calculs d'espérance
	Loi d'une somme, exemples
	Loi du maximum, du minimum

	Généralisation aux vecteurs aléatoires, indépendances
	Lois, lois marginales
	Indépendance
	Calculs d'espérance et de la variance

	Compléments sur les couples : la covariance
	Définitions et premières propriétés
	Coefficient de corrélation



