ECG2 4h

DS 1 -sujetA

THEME : REVISIONS ANALYSE ECG1, VALEURS PROPRES

part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
L'énoncé est composé de trois exercices et d’un probleme indépendants les uns des autres.

Exercice 1
Etude de séries avec des intégrales généralisées

+00 dx
Pour tout n de N*, on pose I, :f —_
1 x(x+1)

1. Vérifier que I, est une intégrale convergente.

a b

2. a) Déterminer les réels a et b tels que, pour tout réel x différentde —1 et 0, on ait: ———=——-——.
x(x+1) x x+1

b) En déduire la valeur de I;.
1

3. a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala2,ona: 0<I;< 2=
n—
b) En déduire I'existence et la valeur de liT 1.
n—+oo

4. Justifier que pour tout n de N*, I, + 1,41 = 1/n.
5. Recopier et compléter le programme Python suivant qui prend en argument n € N* et renvoie I,.

import numpy as np
def Isuite(n):

I=

for i in range(1l,n):

Editeur

return I

6. Adapter le programme précédent pour créer une nouvelle

fonction Python nommeée suite qui prend en argument n et 0.7 1
renvoie la matrice ligne (I, I, ...,Ix].
7. Testons avec : 061
0.5 1
import matplotlib.pyplot as plt 0.4
=l =n=10
2| dind=np.linspace(l,n,n) 031
8 plt.plot(ind,suite(n),’ko’)
plt.show () 0.2
0.1 1
Con'Jecturer la monotonie de la suite (I")ner\l*' Prouver votre T . e : o
conjecture.

8. En déduire un équivalent de I;, puis donner la nature de la série de terme général I,.

L'objectif de la suite est d’établir la convergence de la série 3 (—1) k=1 et de donner la valeur de la somme.
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9. Pour tout n € N*, on pose S;; = f (—l)k‘llk.
k=1

e Convergence
a) Justifier que les suites (S2;,) nen* €t (S2+1) nen* sont adjacentes.
b) En déduire la convergence de la série )" (— l)k_llk.
¢) Onnote S, la valeur de la somme. Justifier que pour tout n € N*

IS S| !
=S|< —.
2n an

d) En déduire un programme Python qui prend en argument e € R} et renvoie une approximation de S a e-pres.

e Calcul de la somme

+00 dx
10. Pour tout n de N, on pose J;; = f —_—.
1 x"(x+1)?2
a) Montrer que J; est une intégrale convergente.
b) Calculer Jj.

11. Pour tout k de N*, exprimer J; +J;_; en fonction de I.

n
12. Déterminer alors, pour tout n de N*, I'expression de Z (—l)k_llk en fonction de J .
k=1
13. Montrer que:
1
Vn eN\{0;1}, 0]y —m.
o1 "T4amn-1
Donner lavaleurde lim Jj.
n—-+oo

14. En déduire la somme de la série de terme général (—1)%11 k-

Exercice 2
Valeur propre d'un endomorphisme de Ry [x]

On considere I'application ¢ définie sur R2 [x] qui a tout polynéme P associe le polyndme ¢(P) défini par
@(P)(x) = @x+ DP() - (2 = 1) P/ ().
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry [x].

2. Donner A, la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry [x].
3. Al'aide du code suivant, donner le spectre de A et préciser la dimension des espaces propres.

import numpy as np

A=np.array( ... ) # la matrice A

Editeur

li=np.linalg.matrix_rank (A+np.eye (3))
12=np.linalg.matrix_rank(A-np.eye(3))
13=np.linalg.matrix_rank (A-3*np.eye(3))
print(’11=>,11,°12=’,12,°13=",13)

>>> 11= 2 12= 2 13= 2

Console

4. Donner une base de vecteurs propres de A.
5. En déduire une base de vecteurs propres pour .
6. Pour quelles valeurs de a € R, 'endomorphisme ¢ + aidg, [y st un isomorphisme?
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Exercice 3
Endomorphisme sur un espace fonctionnel

OnnoteE=%¢ O([O; 1],R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0; 1] a valeurs réelles. Pour tout f € E, on définit la fonction
T(f) par

1
Vxe(o,1], T(f)(x)=f (=0 f(Dd.
0

On note idg 'endomorphisme identité de E.
1. Montrer que, pour tout f € E, la fonction T(f) est une fonction affine.
2. Montrer que T est un endomorphisme de E.
3. On pose
ep: x€[0;1]—1 et ey:x€[0;1]— x.

Montrer que Im(T) < Vect(eg, e1).
4. Calculer T(eg) et T(ey).
5. En déduire que le sous-espace vectoriel F = Vect(ep, e1) est stable par T, puis donner la matrice de I'endomorphisme induit par

T sur F dans la base (eg, e1).
6. Montrer que cette matrice n'admet aucune valeur propre réelle.
7. Soit A € R*. On suppose que A est une valeur propre de T.

a) Montrer que tout vecteur propre associé a A appartient a F.

b) En déduire que T n'admet aucune valeur propre non nulle.
8. On considere la fonction fj: x € [0;1] — cos(2nx). Vérifier que fy est un élément non nul de Ker(T).
9. En déduire le spectre de T.

Le chat - Geluck.

Probléme
Endomorphisme diagonalisable sur I'espace des quaternions

On considére les matrices suivantes de .4 (R) :

1 0 0 O 0o -1 0 O 0o 0 -1 O 0 0 0 1
01 0 O 1 0 0 0 00 0 -1 0 0 -1 0
1= 0 0 1 0} e 0 0 0o 1|’ K= 1 0 0 0 et L= 0o 1 0 0
0 0 0 1 o 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0 O

On note E 'espace vectoriel engendré par (I,],K,L) et id 'endomorphisme identité de E. On pose A=J + K.

Partie I

. Montrer que (I,],K, L) est une base de E et donner la dimension de E.
a) Exprimer JK,KL et L] en fonction respectivement de L, ] et K.
b) Calculer IZ,K2 et L2 puis en déduire que : K] = -L,LK=-J et JL=-K.
¢) En déduire que E est stable pour le produit matriciel. C’est-a-dire

N =

VC,DE€E, CDE€E.

3. Calculer A%. En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A.
4. Inverse d'un élément de E\ {0}
On appelle conjuguée d’'un élément M = al + bJ + cK+ dL de E la matrice

M=al-bJ-cK-dL.
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5.
6.

© 0N

11.

12.
13.

Editeur

a) Justifier que le produit MM est colinéaire a 1.
b) En déduire que tout élément non nul de E est inversible dans E, et donner son inverse.
¢) Appliquer cette formule 2 A = J +K et retrouver I'expression de A~
Proposer un code test qui prend en argument deux matrices et teste si elles sont égales.
Recopier et compléter ce programme qui prend en argument M € .#, (R) puis vérifie si M € E. De plus, si M est inversible, le code
renvoie M™. On suppose que les matrices1, ], K et L sont déja définies dans le programme.

import numpy as np

def MdansE (M) :
# Si M=alI+bJ+cK+dL

a=M[0,0]

b=

c=

d=

if Lo
return "La matrice est nulle"

if test(a*xI+b*xJ+c*xK+d*L, ... )==False
return "M n’est pas dans E"

else:
return

Partie II : un endomorphisme de E

On considére maintenant I'application (4 qui a toute matrice M de E associe :

PAM) = AMA™!

. Montrer que @p est un endomorphisme de E.

. Vérifier que @ o o = id. Que peut-on en déduire sur le spectre de a ?
. Déterminer Ker @, puis montrer que @a est un isomorphisme de E.

. Justifier que la matrice ®5 de @ dans la base (I,],K,L) est donnée par

0 0 O
0
0
-1

(=R

0
1
0

o O

1 .
o| etpour chaque valeur propre, préciser un vecteur propre

a) Donner les valeurs propres de la matrice de taille (2,2) : S = [(1)

associé.
b) En déduire des vecteurs propres et le spectre de @p.
Conclure en montrant que la matrice de @ dans la base (I,],K,L) est semblable a une matrice diagonale.
On pose p = %(idﬂpA) etg= %(id—(pA).
a) Montrer que p et g sont des projecteurs.
b) Déterminer Ker(p), Im(p), Ker(q) et Im(q) .

Partie III : une notion d’orthogonalité

On rappelle que 'application, notée Tr, qui a toute matrice de .#4 (R) associe sa trace (c’est-a-dire la somme de ses éléments
diagonaux) est une application linéaire de .#4 (R) dans R.

On pose de plus
0. M® — R
1 MN) — Te(MN).

14. Démontrer que, pour tout couple (P,Q) de E x E, Tr(PQ) = Tr(QP).
15. Etablir

VM, N€eE,  ®(M,@a(N)) = D(N,pa(M).

16. En déduire que

VMeKer(pp—id), VNeKer(pp+id), @M,N)=0.
-FIN -
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ECG2 4h

DS 1 - sujet +

THEMES : REVISIONS ANALYSE ECG1, VALEURS PROPRES

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
L'énoncé est composé de deux problemes indépendants.

Probléme 1
Matrices stochastiques

Dans la suite de ce probleme :
— ndésigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.
— On dit qu'une matrice M = (m,- J’J de 4, (R) est une matrice stochastique d’ordre n si tous ses coefficients sont des réels
positifs ou nuls et si, pour tout entier i de [[1; n]] :
n
Mi=mj1+Mmjp+---+mj, =1
k=1
Ces matrices jouent un role important, notamment en calcul des probabilités.
— On note .%, I'ensemble des matrices stochastiques d’ordre n.
— La famille 9 désigne la base canonique de R" et on note ey, e, ..., ey, les vecteurs de & et v le vecteur de R" dont les
composantes dans la base 28 sont toutes égales a 1.
—  id désigne I'application identité sur R".
—  Soit (Ag) pen une suite de matrices. Notons ag’k} le coefficient de Ay, en position (i, j). On dit que (Ay) e CONVerge vers une
(k)

matrice A = (a,-,j) si, pour tout couple d’indices (i, j), la suite de réels (al. i )keN COnverge vers a; j .

Partie A : un exemple

On considere 'endomorphisme f de R” dont la matrice dans la base 28 est la matrice stochastique :

n-1 n-1

M= | 71 o eu,®.

|’_‘

==

. Déterminer une base du noyau de f —id.
2. Montrer que € = (e] —e2,e1 — e3,..., €] — ep) est une famille libre d’éléments de I'image de f —id, puis établir que c’en est une
base.
3. Etablir que R” = Ker(f —id) ® Im(f —id).
4. Soit p le projecteur sur le sous-espace vectoriel Ker(f —id) parallelement a Im(f —id).
a) Déterminer p (v), puis p(e1),p(e2),...,p(en).
b) Expliciter la matrice P associée a p dans la base 23.
On s'assurera que tous les coefficients de P sont identiques.
5. Soit g le projecteur sur le sous-espace vectoriel Im(f —id) parallelement a Ker(f —id).
a) Quedirede p+q, pog, gop?
b) Donner ensuite la matrice Q associée a g dans la base 2.
6. Al'aide du code ci-dessous, conjecturer les valeurs propres de M.

import numpy as np

def test(mn,l):
M=1/(n-1) *(np.ones ([n,n])-np.eye(n,n))
r=np.linalg.matrix_rank(M-l*np.eye(n,n))
return r

Editeur

Lycée Saint Louis 2026-2027



>>> test (10,0) >>> test (50,0) >>> test (100,0)
10 50 100
3] ] ]
— — —
2| >>> test(10,1) 2| >>> test(50,1) 2| >>> test (100,1)
5| o 5| 49 5| 99
o o o
>>> test (10,-1/9) >>> test (50,-1/49) >>> test (100,-1/99)
1 1 1

7. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés.
8. Exprimer M comme combinaison linéaire de P et Q.
9. a) Ecrire une fonction Python qui prend en argument 7 et renvoie la matrice M.
b) En déduire une fonction Python qui prend en arguments 7, k et renvoie Mk,
Ci-dessous, quelques tests

>>> puissance (3,2) >>> puissance (3,3)

) o

) )

g array ([[0.25 , 0.375, 0.375], g array ([[0.375 , 0.3125, 0.3125],

8 [0.375, 0.25 , 0.375], 8 [0.3125, 0.375 , 0.3125],
[0.375, 0.375, 0.25 11]) [0.3125, 0.3125, 0.375 11)

On affiche aussi les premiers termes des coefficients de Mk en position (1,1) et (1,2) pour différentes valeurs de n.

035
05
—#— M[1,1] pour n=3 —x— M1, 1] pour n=4 0.25 —a— M¥{1,1] pour n=5
M¥(1, 2] pour n=3 0.30 MK[1, 2] pour n=4 M¥[1, 2] pour n=5
0.4 —
/\ 0.25 e ———— 020 N -
. ~—
s \
03 \/ 020 0.15
015
0.2 0.10
0.10
01 0.05
0.05
0.0 0.00 0.00
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

10. a) Déduire de la question 8 I'expression de la matrice M¥, ainsi que sa limite lorsque k tend vers +oo en fonction des matrices
PetQ.
b) Exprimer de méme l'inverse de M en fonction de P et Q.

Partie B : propriétés spectrales dans le cas général

Soit Vla matrice colonne d’ordre n dont les coefficients sont tous égaux a 1.

11. Montrer qu'une matrice M de .4, (R) a coefficients réels positifs ou nuls est stochastique si et seulement si MV = V.

12. En déduire un programme Python qui prend en argument une matrice A et teste si cette derniére est stochastique.

13. Justifier que, pour tout couple (A,B) d’éléments de .#;, le produit AB appartient encore a .%#,, de méme que les puissances
positives de A et B.
Dans la suite, on désigne par f un endomorphisme deR" dont la matrice M = (ml- j) dans la base canonique 9 est stochastique.

Pour tout vecteur x = (x1, X2, ..., Xn) deR", on convient de noter :
Ixll = max{lx|,1x2l,...,1xn] }.

a) Ftablir que, pour tout élément x de R™, || f(x)|| < || x|l

b) En déduire que toutes les valeurs propres de f sont comprises dans [—1;1]. Montrer que 1 est valeur propre de f.
Soit y un élément de Im(f —id) nKer(f —id), écrit sous la forme f(x) — x. Pour tout nombre entier naturel non nul k, exprimer
fk(x) en fonction de k, x et y. Déduire du 14. a) que k|| y|l < 2|/ x|, puis prouver que y est nul.
Déduire des questions précédentes que Ker(f —id) @ Im(f —Id) = R".
Montrer que, pour tout élément x de Im(f —id), f(x) appartient & Im(f —id). Etablir que tout sous-espace propre de f associé a
une valeur propre autre que 1 est inclus dans Im(f —id).

14.

15.

16.
17.
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Partie C : retour sur la partie A, lien avec les probabilités (facultative)

On considére une expérience aléatoire répétée. A chaque instant, un mobile se déplace sur les sommets d'un polygone régulier
a n sommets. Chaque sommet est repéré par un entier de [[1; n]].
S’il se trouve al'instant k sur le sommet i, alors al'instant k+1, il choisit au hasard 'un des n—1 sommets différents du sommet i,
chacun avec la méme probabilité. Il ne peut donc pas rester deux instants de suite sur le méme sommet.
Pour tout entier naturel k, on note X;. la variable aléatoire égale au numéro du sommet du mobile a I'instant k.
18.  a) Soient i et j deux éléments de [[1; n]l. Déterminer Pk, —;1(Xg41 = j). Vérifier que la matrice M étudiée dans la partie A
contient exactement ces probabilités conditionnelles.
b) Soient i € [[1;7n]] et k € N*. Al'aide de I'étude précédente, montrer que

P[Xk:iIXO:i):%+(— ! )k(1_l).

n—-1 n

1 1( 1 \F
Btsij#i, P(Xk=j|xozi)=;_;(_ ) .

Probléme 2
Endomorphisme sur des intégrales a parametres

Dans ce probléme, on considére Eg, 'ensemble des fonctions continues sur R et bornées sur R. Pour f € Eg, on note
No(f) =sup|f(x)I.
x€R

La partie B est indépendante des parties C et D.

Partie A : Définition de 'application ®

1. Vérifier que Eg est un sous-espace vectoriel de €0 (R,R).
2. Rappeler la définition de la fonction arctangente, son graphe, ses limites en +oo et sa dérivée.

+0o (t)
3. a) Soit f € Eg. Montrer que, pour tout x € R, f arctan(zx) lf ) dt est absolument convergente.
0 +

b) On définit alors 'application ® sur E par

+00 f(t)
Vf€E, D(f): x(—:[R»—»CI)(f)(x):f arctan(x) 5 dr.
0 1+¢

2
Soit f € Eo, montrer que ®(f) est bornée et que No(®(f)) < %No(f).

Partie B : Lendomorphisme ®

Dans cette partie, f désigne un élément de Eg et x un réel.
4. Soit A un réel strictement positif et & € R*. Vérifier que

A _ +00 _
O+ h) —CD(f)(x)‘ <No() ([0 Iarctan(z,‘(JCJ;T)t2 arctan(tx)| dt+[A |arctan(zf(xiiz—))t2 arctan(tx)| d

5. a) Justifier que pour tous x, y € R,
|arctan(x) — arctan(y)| < |x - yl.
b) En déduire que pour tout 4 € R*, pour tout A >0

D(f)(x+ h)—fb(f)(x)‘ <Np(f) (|h|fA ! dt+JTf+OO de )
S0 0 1+12 A 1+12
6. a) Vérifier que pour a € R}

+oo dt
—— =arctan(a).

b
arctan(a) +arctan(l/a) = —, uis f
2 P la 1+1¢2

b) Soit h € R*. En choisissant A = ﬁ, établir que

No(f)

QNN (x+ h) = [P(HI ()] < 2

-|h|1In +niNp (f) arctan|h|.

L
Tz
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7. a) Calculerlalimite de |k|In (1 + #) lorsque i — 0.
b) Montrer alors que @(f) est continue sur R.
¢) Endéduire que ®: f € Eg — @(f) est un endomorphisme de Eg.
" n? n?
8. ATlaide de la question 3.b), prouver l'inclusion Sp(®) [ )

Dans toute la suite de cette partie, on considere :
2

4 bs
e AeRtelquelAl< —5, 0N pourra poser y = 7T [A].
T
e pourtout n€N, ®" = do-..0®d, autrement dit @0 = idg, et, pour tout n € N, 0"l = dod”,
S
n fois
* fe€Ep\{0}, on poseraM = Ng(f).
e pourtout neN, @, =A"®"(f).

9. Vérifier que, pour tout n e N,
Pn+1 =D ((Pn) et Np (‘Pn-%—l) <YNp ((Pn)

On pourra utiliser le fait que pour toute fonction g € E et tout A e R, Ng(A - g) = |AINp(g).
10. En déduire que seule la fonction nulle vérifie A®(f) = f. Que peut-on alors dire de I'application idg, — A®?
11. Démontrer que pour tout n € N, No (@) < Y"M.

En déduire la convergence de la série ) No(¢pp) puis la convergence, pour tout x € R, de Y_ @ (x).
n=0

+00
On peut donc définir lapplication ¢ : xe R— Y. @p(x). On admet que dans ce cas, ¢ € E et (idg, —A®) (@) = f.
n=0

12. Que peut-on alors dire de I'application idg, —A®?

12

13. Soit p € R* tel que ® — pidg, ne soit pas bijective, montrer que || < T

Le chat - Geluck.

Partie C : Etude de ®(1) et application au calcul de {(2)

Dans cette partie, on s’intéresse a I'application

+00 arctan(tx)

‘R—-R, x— g(x)= f
& & 0 1+ 12
Ainsi g est]'image par ® de la fonction constante égale a 1.
14. Vérifier que g est impaire.

2

15. Lobjectif de cette question est de montrer que g(x) Mo lre
—+00

a) Vérifier successivement les deux égalités :
2 - f+oo 1 . ( 1 ) dr jv+m arctan(lt) dr
—-glx) = —— arctan | — =X ———dt.
R 1+ 72 rx 0 X%+ 12

b) En découpant la seconde intégrale entre ]0;1] et [1; +oo[, montrer que

72 b ln(1+x2)
0S—-gX¥)s —+———.
4 2x 2x

c) Conclure.
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On admet dans la suite que la fonction g est de classe € sur]0;+oo[ avec pour tout x €10, 1[{U]1;+ool,

W=D o gm=s
&= 1073
. e X Int
16. Justifier, pour tout x > 0, la convergence de I'intégrale P dr.
o 12—
17. Montrer que, pour tout x >0,
*o0 arctan(tx * Int
[t o e e,
0 1+ 12 0o 2-1
t© Int <o . -
18. Montrer que ) dt est convergente et calculer sa valeur a I’aide des questions précédentes.
0 _
+o0 Int 1 Int
19. Vérifier quef —dr= Zf 5 dr.
0 1-¢ -t

1
7

Llnt norl 1 Int
f Sdt= Z[ t2klntdt+f —— 22 dr
01—t k=070 01—t

(on admet la convergence des intégrales introduites).
1
21. PourtoutneN, calculerf #"Intdt.
0

1 Int
22. Montrer que lim — P24 =0.
n—+ooJo 1- 12

On pourra, en le justifiant, utiliser le changement de variable u =
20. Soit n € N. Démontrer que

+00 +00
23. Donner alors la valeur de Z —— . En déduire celle de Z —.
=0 2n+1)2 1= n?

Partie D : Retour sur la dérivabilité de g (facultative)

24. Preuve de la dérivabilité de g sur]0,+ool. Soit x un réel strictement positif.
a) Soient a et b deux réels distincts et Ile segment d’extrémités a et b. Montrer que :

b—a (b—u)2
<

1
arctan b —arctana — < max (
2 uel \1+ u?

+a?

b) Soient he ,]— g; g [ et ¢ un réel positif, établir :

arctan (¢(x + h)) — arctan(rx) — th e
1+12x2 ) 1+t24_x2.
x x
¢) Montrer alors que, pour tout h € ]—E;E[,
+00 t 1 +oo tz 1
X+ h)— x—hf L S ST szhzf S ST
‘g( TR e 1 ) 0 (4+22x%) (1+17)

d) En déduire que g est dérivable sur ]0, +oo[ et justifier que, pour tout x >0,

/(x)_f‘”;;dt
8% ) (1+222%) (1+122)

25. Lafonction g est-elle dérivable sur ] —oo,0[2 Si oui, que vaut g’ (x) pour x < 0?
26. Calculde g'(x) pour x e R}.
a) Pour tout x € R} \ {1}, chercher des expressions A(x) et B(x), indépendantes de t, telles que, pour tout € R,

! — A — - 4B —
N 22 1+

(1+2:2)(1+ 12) 1+ 2x 2

b) Conclure en montrant les relations (x).

- FIN -
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ECG 2

DS 1 A - solution

Bonus pour toute erreur/coquille trouvée ou remarque 3) a) Pour tout réel x supérieur ouégalal,onax+1=2donc,

intéressante sur ce corrigé.

Exercice 1
adapté de EDHEC 2015

Le corrigé est une adaptation du corrigé officiel.

1. La fonction x — A est continue sur [1,+oo[ etona

1 1
x"(x+1)+oco0 xntl

+00
et comme n+1 =2 > 1, I'intégrale f converge
1

xh+l
et, grace au critere d’équivalence pour les intégrales de
fonctions continues et positives, on peut conclure : I, est
une intégrale convergente.

2.a) On a les équivalences suivantes (valables pour tout x
différentde —1et0):

1 _a__b
x(x+1)_x x+1
1 a(x+1)-bx
=S =
x(x+1) x(x+1)
1 _(a-bx+a
x(x+1)  x(x+1)

Par identification des coefficients au numeérateur, on

obtient :
a-b=0
a=1

En conclusion, on trouvea=b=1etona:

1 1 1
VxeR\{-1,0}, - =
x(x+1) x x+1

2.b) Pour tout réel x supérieur ouégalal,ona:

fA dx jA(l 1
=) |[=-——]|dx
1 x(x+1) 1 \x x+1

=[lnx-In(x+ 1)]1;‘
=InA-In(A+1)+In2.

Pour terminer,
. . A
lim (InA-In(A+1))= lim In——=0
A—+o0 A—+00 A+1

d’oty, apres passage a la limite :

par décroissance de la fonction inverse sur [2,+o0o[, on

obtient : -1+ < % Comme tout est positif, on peut écrire

1 x+1
0<

1 BT 1 .
3T < 3, eten multipliant par 7 =20, ona:

1 1
S ———<s< —
x"(x+1) 2x"
Il reste a intégrer de 1 a A, avec A = 1 (bornes dans "ordre
croissant) et on trouve :

A 1 1 A1
o< [ ol axed [* L
1 x"(x+1) 2J1 x"

Ceci donne :
fA 1 1 -1 A
0< dx< =
1 x"(x+1) 2| (n-1xn-1],
Onadonc:
A 1 1
0< f dx < 1- .
1 xT(x+1) 2(n-1) An-1
1
Comme n=2,ona lim =0 et, apres passage a la
A->+00 A1
limite :
1
Vn=z=2, 0<Iy< .
2(n-1)
. 1 .
3.b) Comme lim ——— = 0, on obtient par
n—+oo2(n—1)
encadrement :

nlir}—lmln =0.

. Pour tout nde N*, on a:

+00 dx +o00 dx
In+1,41 = + )
nr it fl x"(x+1) f1 x"l(x+1)

Par linéarité de I'intégration, on obtient :

In+1 = +
nTintl fl (x”(x+1) (x4 1)

+00 x+1 +oo 1
B S  L
1 xn+l(x+1) 1 xn+1

On a déjavu que l'intégrale f1+°° # dx était convergente
etde plus,ona:
+oo ] A
f ——dx= lim
1 xh+l A—+ooJ1 xht1
A

-1

nx"

m
A—+o0

1

X 1 1 1
= lim —|1-—|=—.
A—+o00 A" n

Finalement :

1
In+1lpe1=—.
n
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import numpy as np
def I(m):
I=np.log(2)
for i in range(l,n):
I=1/i-1I
return I

import numpy as np
def suite(m):
I=np.log(2)

L=[I]
for i in range(1,n):
I=1/i-I

L.append(I)
return L

import matplotlib.pyplot as plt

n=10

ind=np.linspace(l,n,n)
plt.plot(ind,suite(n),’ko’)
plt.show ()

7.Pour tout ndeN*,ona:

+00 dx +00 dx
o1 —In= - .
nHlTin fl x"l(x+1) f1 x"(x+1)

Par linéarité de I'intégration, on obtient :

+00 1 1 d
I Iy = - X
nHL T .[1 (xn+1(x+1) x”(x+1))
:f —dx
1 x"lx+1)

Comme x = 1, on a < 0, et ainsi [;;+1 — I est

1-x
21 (x+1)
I'intégrale, bornes dans l'ordre croissant, d’'une fonction
négative donc: 1,41 -1, <O0.

Conclusion :

La suite (I;) e+ est décroissante.

8. Grace a la décroissance de la suite (I;), onal, =1, d’ou
I'on tire
2lp 2 In+1In41,

et comme, avec la question 4), on sait que

1
In+Ipt1=—,
n

1

on en déduit : Iy=—.
2n

D’apres la question 3a), on sait que I, < ﬁ et en
regroupant ces deux dernieres inégalités, on trouve :
1 1
—<Iys ——
2n 2(n-1)
En multipliant par 27 > 0, on trouve :
n
1<2nl; < —.
n-1

Par encadrement, on a liIP 2nl, =1, ce qui signifie :
n—+oo

Ip~—.
" on

La série de terme général % est divergente donc, grace au
critere d’équivalence pour les séries a termes positifs, on
peut conclure :

La série de terme général I, diverge.

9.a) Soit n e N*.
So(n+1) —S2n =S2n+2 —S2n
= (D" Uy — (-2
=Dn+1—2n+2

=0

car la suite (I) est décroissante.
On a aussi

So(n+1)+1 —S2n+1 = S2n+3 —S2n+1
= (123, a2l
=Ipt+3—Ion+2

<0.

La suite (S2;;,+1) est décroissante.
Enfin,

Son+1-S2n = (D", 20

d’apres la question 3.b).

Notons que cela fonctionne lorsque :

—  (I) est positive;

® —  (I) est décroissante;

—  (Ip) tend vers 0.

C’est le critere spécial des séries alternées.
9.b) D’apres le critere des suites adjacentes, les suites

S2n)n et (San+1)n

convergent vers une limite commune. Ensuite, d’apres un
résultat de cours sur les suites extraites, la suite (Sy;)p,
converge.

9.c) On a aussi I'’encadrement dans le cas des suites extraites
VneN*, S3,<S<Sinii-
Dot VneN*, 0<S-S5,<Sou+1-S2n=Dn+1.

Puis, la question 3.a) donne aussi

1 1

o<l <— =—,
LS 50n+1-1)  4n
Ce qui conclut.

9.d) On utilise le code de la question 6 et 'encadrement de la
question précédente.
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def approx(e):
n=np.floor (1/(4*e))+1
n=int (n) # conversion en entier
L = suite(2*n)
S =0
for k in range(l, 2%n+1):
S += (-1)**(k-1) * L[k-1]
return S

10.a) La fonction x — % est continue sur [1, +oo[ et
x"(x+1)

1 1
xMx+1)2+00 xNt2

+oo _dx

et comme n+2 = 2 > 1, l'intégrale f; Lz converge
et, grace au critere d’équivalence pour les intégrales de

fonctions continues et positives, on peut conclure :

‘ ], est une intégrale convergente. ‘

10.b) Pour tout réel x supérieur ouégalal,ona:

fA dx
1 (x+1)2

1
Comme lim —— =0, ona, aprés passage a la limite :
A—+c0A+1

Al o

12 A+1

-1
x+1

I_1
0—2~

11. Pour tout k de N*, on a:

+o00o dx +o00o dx
oot [T [
kel 1 xk(x+1)2 1 xk‘l(x+l)2

Par linéarité de I'intégration, on obtient :

Ttk _fl (xk(x+ 02 "k lxr1)2

oo 14x
- f LN
1 xkx+1)2

+00 1
- f 1
1 xkx+1)

12. De I’égalité précédente, on tire, pour tout n de N* :

Onadonc:

n n
Y D= Y DR (e +Tkc)
k=1 k=1

n n
=Y 0 Y Rl
k=1 k=1

k n—-1 .
DR+ Y =0
1 i=0

M=

k

En écrivant (-1)! = —(=1)!"!, on obtient :

n n n-1 .
(5 s P G DLy PR G Lt
k=1 k=1 i=0

Par télescopage, on trouve :

n
DR = 0, 470
k=1

Comme Jy = %, on a finalement :

7 1
[CSOLat P D Loy >

k=1

13. Pour tout réel x supérieur ouégalal,onax+1=2

donc (x + 1)% = 4, par stricte positivité de (x + 1)? et par
décroissance de la fonction inverse sur [R{i, on obtient :

1 1

0Ss —— =<
(x+1)2 4
En multipliant par xi" =0, on trouve :

1 1
0Ss —— < —.
xM(x+1)2  4xn

Le calcul est le méme qu’a la question 3a) ot1l’on a montré

que [;"*° 1 dx =15 Onadonc:

1

VneN,n=2, o]y —m
4(n-1).

0, on en déduit, par

Comme lim
n—+oo4(n—1)

encadrement :

im0

14. D’apres la question 11., on a:

2 k-1 1 1
D" =(-D"" In+§
k=1

On en déduit :

=Jn,

o k-1 1 n-1
Y DR M- = |0,
k=1 2

car J; est positif. Comme nliT Jn =0, on obtient
—+00

n—+oo

n 1
lim Y ~pF -2 =0,
k=1 2

ce qui prouve que :

n

1
im Y (D=2
"LIJ'OOIC:I( b Tk 2"

Ceci signifie que la série de terme général (—=1)"11,, est
convergente et sa somme est :

+00

k-1 1
Y D =
k=1 2

Exercice 2
Valeur propre d'un endomorphisme de Ry [x]
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1.0On a, pour tout P = ax’+bx+ce Ro[x] :
eP)(x)=2x+1) (ax2 +bx+ c] — (x2 — l) (2ax+b)
=(a+b)x*+(2a+b+20)x+(b+o0).
On a donc bien
@p(P) e Ra[x].
De plus, pour (P,Q) € Rz [x] et a € R.
PP +Q) () = 2x+ D (P + Q) (x* = 1) (P + Q') ()
= a@x+ VP - (x* - 1) P'(w)
+(@x+ D - (2 -1)Q )
=apP)(x) + Q) (x).

Ainsi,

‘ ¢ est un endomorphisme de Ra[x]. ‘

. En reprenant le calcul précédent :

. Le calcul Python affirme que pour A valant 1, —1 et 3,
rg(A—AI3) =2.
D’apres la formule du rang
dimE) (A) = 1.

Ainsi, 1, —1 et 3 sont trois valeurs propres de A. Comme il y
a au plus trois valeurs propres :

Sp(A) ={-1;1;3}.

Remarque. Voici la rédaction sans le calcul Python :
Soit A e R.

rg(A—Alg)
1-A 1 0
=rg 2 1-A 2
1 1-A
2 1-A 2 L —1L2
=rg| O 1 1-A ] Ly —1L3
0 l+2)\—)\2 -2(1-A) L3<—2L1—(1—)\)L2
2 1-A 2
=rg| 0 1 1-A L3«—L3—(1+2)\—)\2)L2
0 0 *
ol

x=—2(1-A)— (1+2A—A2)(1—A)
—(1-N (—3—2)\+)\2] —1-NA+1)A-3)
Finalement, on retrouve

SpA) ={-1;1;3}.

X X+y=x
X=|y |€eE1(A) <=1 2x+y+2z=y
z y+z=2z
y=0 y=0
¢:>{ 2x+2z=0 ¢:>{ z=-X
D’olu

E1(A) = Vect (

2 )

De méme, on trouve

E3(A) = Vect

E_1(A) =Vect

|
|

E_1(¢) :Vect(l —-2x+ xz]

5. On trouve

Ei(p) = Vect(l - x2]

E3(¢) :Vect(l 2%+ xz] .

6. Lendomorphisme de dimension finie ¢ + aidp,[y) est
bijectif si et seulement si —a n’est pas valeur propre de .
Ainsi

aeR\{-3;-1;1}.,

Exercice 3
Endomorphisme sur un espace fonctionnel

1. Soit f € E. Soit x € [0, 1]. Par linéarité de I'intégrale :

1 1
T(f)(x)=(fO f(t)dt)x—fo tf(nde.

Si on pose

1 1
O(f=f0 fde et ﬁf:_fo tf(ndt,

ona:
Vxel0,1], T(Hx)=oarx+Py.
La fonction T(f) est donc bien affine.

2. D’apres ce qui précede, T(f) est affine donc continue sur
[0;1]. Soit
T(f) €E.

Soient f, g€ E, A € R. Soit x € [0;1].
1
T()\f+g)(x)=j(; x-Af+gmdt
1 1
=)\f (x—t)f(t)dt+f (x—pg(ndr.
0 0

Ainsi
TS +g)(x) = AT(f)(x) + T(g) (x).
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Cela étant valable pour tout x € [0;1] :

TAAf+8) =AT(f) +T(g).

Remarque. Dans la rédaction, il faut bien distinguer

la fonction T(f) du réel T(f)(x).

En conclusion, T est un endomorphisme de E.

3.0navuque

Vxell], T(HX)=arx+Pr=oarer(x)+preo(x).

D’ou T(f)z(xfel+ﬁfeo € Vect(ey, eg).

Des lors
Im(T) < Vect(eq, eg).

4. Soit x € [0;1],

1 1
T(eo)(x)=f (x—t)eo(t)dtzf (x—1) x1dt
0 0

1

:x—g.
0

2
Xt——
2

On a aussi

1 1
T(el)(x):f (x—t)el(r)dt:f (x— 1) x tdt
0 0

1
x>

2 3

1
3

X
02

Finalement

1 1 1
T(eg)zel—zeo et T(€1)=§€1—§€0-

5. La famille (e, e1) est génératrice de F avec
T(eg) €F, T(e;)€F.

Ainsi F est stable par T. Al'aide du calcul précédent

1 1
2 3
M = Mat(g ¢,)(T) = . } .
13
6. Soit A € R.
1oy 1
detM—Alp) =| 2 3
‘ 2-A
1 1 1 1 1
=—+ ———A)(——A)=—+(A2——
3 2 3 4
Ainsi, det(M—ALp) =A% + {5 >0.

Ainsi M — Al est toujours inversible, il n'y a pas de valeur

propre réelle.

7.a) Soit f un vecteur propre de T associé a la valeur propre

En particulier
feIm(T) =F.

7.b) Deés lors f est un vecteur propre pour I'endomorphisme
restreint de T. Or ce dernier n'a pas de valeur propre
puisque sa matrice représentative dans (eg, e1) n'a pas de
valeur propre. On a donc une contradiction et T n’a aucune
valeur propre réelle non nulle.

8.0On a par le calcul
1

0

sin(2mx)
2n

1
f fo()de=
0

et via une intégration par parties :

1 1
ftfo(t)dt:f tcos(2nt)dt
0 0
1

B [ tsin(2mt)
B 21

1 1
— f sin(2mwr)dr
2n Jo

0

1 1
=0+ — [cos(2m¢t
1z [cos@nnlg

_ (cos(2m) — cos(0))
== -

1
f tfo(ryde=0.
0

D’ou pour tout x € [0;1]
1
T(fo) (x) =f0 (x—0fo(r)ds

1 1
=xf fo(t)dt—f tfo(r)dt=0.
O 8
=0 =0

Ainsi T(fy) est 'application nulle :

fo € Ker(T).

9. D’apres la question 7,
Sp(T) = {0},
etla question 8 donne
0eSp(T), soit {0} <Sp(T).
Par double inclusion, on a

{0} = Sp(T).

Probleme
adapté d’EDHEC 2007

1. Par définition (I,],K, L) est une famille génératrice de E.
Montrons que cette famille est libre. Soient a,b,c et d
quatre réels tels que : al + b] + cK+ dL = Og. C’est-a-dire

A#£0: 1 000 0 -1 0 0
T(H)=Af 01 0 0 1 0 0 0
1 1 “ooi1 o™ o o o 1]|*
puis =31 =T(xf)~ 00 01 0 0 -1 0
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0 0 -1 0 0 0 0 1 La matrice A est donc inversible et d’'inverse —%A. A est
0 0 0 -1 0 0 -1 0 |_ inversible et
“l'y o 0 o |* 0o 1 o o]|7% 1
01 0 0 -1 0 0 0 AT =—oA
Ainsi : 4.a) Ona
a -b -c d _
boa -d —|_, MM = (al + bJ + cK + dL)(al — bJ - cK - dL)
= E_

= a?1- ab) - acK - adL

+baJ - b*J - bcJK - bdJL
Alors a=b =c=d =0. La famille (I,],K,L) est une famille

libre de E. +caK— cbKJ — ¢?K? — cdKL
Concluons : +dal.—dbl] - dcLK - d?1?
‘ (I,J,K,L) est une base de E. ‘ =a’l- ab] —acK- adL

+baJ + b*1— beL+ bdK
+caK+ bl + 21— cd]

+adL - bdK+ cd) +d*1.

2.a,b) Vérifier que On constate que les termes symétriques par rapport a la
diagonale sont opposés. Dans la somme, il ne reste que les
termes diagonaux :

Cette famille étant de cardinal quatre,

‘ E est de dimension 4. ‘

JK=L, KL=J, LJ=K

P=-l, KP=-I, *=-1 MM = (@® + b2 + ¢ + d2)L.
_ — X271 — — A LK — —
J =KL donc KJ = K°L = ~IL = ~L. De méme : K = LJ donc En particulier MM et I sont colinéaires.
IK=12]=-1J = -J;L=JKdoncJL=J?K = -IK = -K. )
4.b) Si M est non nul,

Kl=-L LK=-Jet]L=-K 1—
a=a?+b+c+d?>0 et M(—M) =14.
2.¢) Soient N,M ¢ E. «

1l existe donc x, ', 3, 7', 2,2, £, ' € R tels que On en déduit que M est inversible (a droite) donc

inversible avec

M= N = 1 1 —
X -y -z ~t x: _J//’ _Z/’ —f’ M= a2+b2+02+d2M'
y x -t z ) y/ x/ _€ Zl 4.c)Danscecasa=0,b=1,c=1etd=0.Dol
z t x -y Z ot x -y ) ) )
r -z y x 7 -7y ¥ e A= —(J+K)=--A
02 +12+12 +0? 2 2

Par suite, en reprenant les calculs de la question 5. Donnons un code possible :

précédente
def test(A,B):
MN n,p=np.shape (A)
= (l+yJ+ 2K+ D) (X T+ YT+ 2K+ £'1) m,1l=np.shape (B)
if n!=m or p'=1
= xx'T+xy'T+xz/K+xt'L return False
+yx'T+yy'1% + yZ'JK+ yt'IL for i in range(n):
+2x'K+ z2y'K] + 22'K% + zt'KL for j in range(p):
ix'L+ ty'L) + 12/ LK + 1112 1AL, 51t=BlE, 30
thxL+lyl+1z + return False
— xx’I+xy’]+xz’K+xt/L return True
+yx'T—-yy'1+yZ L-yt'K 6.
/ / / !
+zxK—z;;L—zzI+zt] import numpy as np
+txX'L+ty'K—tz2']—tt'1.
L L . def MdansE(M):
MN est une combinaison linéaire de la famille (I,],K,L). # Si M=aI+bJ+cK+dL
MN est donc un élément de E. a=M[0,0]
b=M[1,0]
E est donc stable par produit matriciel. c=M[2,0]
d=M[3,0]
3. if a==0 and b==0 and c¢==0 and d==

A=+ =0+K00+K)
=P +K+JK+KE=-I-L+L-1

return "La matrice est nulle"

if test(a*I+b*xJ+c*xK+d*L,M)==False

=-2L return "M n’est pas dans E"
Alors else:
1 1 return (a*I-b*J-c*K-dxL)/(a"2+b"2+
A(—EA)zl et (—EA)AzL c~2+d"2)
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On peut aussi mettre pour le test de nullité :
test (M,np.zeros ((4,4)))
7. SoientAeR, M, N€E.

PAAM +N) =AAM +N)A~! = AAM +AN)A™!
=AMA™! +ANAT!

=ApaM) +@a(N).
(A est donc une application linéaire.
* SoitM € E.
@AM) =AMA™!
1
=AM (— —A)
2
1
=—ZAMA.
2

Les matrices M, A, —A/2 sont trois éléments de E et E est
stable par le produit matriciel donc — %AMA est encore un
élément de E. Ainsi ¢ (M) appartient a E. ¢ est bien une
application de E dans E.

@A estun endomorphisme de E.

8.SoitM € E.
A0 PAM) = pa(AMA™])

=AAMA A ™!
=A2Mm@% L.

Or on a vu ala question 3 que

AZ =21y,
d’ou
PAOPAM) = (219 M(-2I5) !
=-2M (— l) Iy
2
=M.

Ceci étant valable pour tout M € E, on obtient
paopp =idg.

Dés lors, x?—1 est un polyndme annulateur de @4. Comme
ce polyndme a deux racines : +1. On peut affirmer que

Sp(pp) c{-1;1}.

9. Rédaction 1.
Soit M un élément de Ker@ya. C'est-a-dire AMA™! = 0.
Alors
M=A"'AMA"!A

=A"10pA = 0.
Ce qui suffit pour dire que :
Kergp = {0g}.

Des lors, a est un endomorphisme de dimension finie
injectif,

(A est un isomorphisme. ‘

Rédaction 2.
Vérifier que si on pose

g:MeE—A"'MACE,

alors
gopa=idp et @pog=idg.
Par la caractérisation des applications bijectives, 4 est

bijective et o1 = g.

10. Vérifier que

eaD =1, pad) =K, @a(K)=], @a@)=-L

Ceci permet de dire que la matrice ®5 de @A dans la base
(LJ,K,L) est:

1 0 0 0
0 0 1 0
Pa=19 1 0 o
0O 0 0 -1
11.a,b) Soit A € R
-A 1
det(S—)\Iz)—det( Y )

=A2-1=A-DA+1).
Deés lors S— Al est non inversible si et seulement si A = +1.
Sp(S) = {£1}.

De plus, on vérifie que

E1(S) = Vect(

) E_1(S) = Vect(

)

1
1

On montre que le spectre de ¢ est

Sp(pa) ={-1;1}.

Et en s’appuyant sur les vecteurs propres S, on peut
«deviner » des vecteurs propres de ®4.

0

1
0
E_1 (pa) = Vect(K-]J,L)

Ej (pa) = Vect,K+]J).

E_1(®p) = Vect

)

o o O

Ej(®p) = Vect

o O O =
O - - O

D’ou

12. Dans la base (I,K+J,K-]J,L), la matrice de ¢p est

maintenant

S OO =
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Les matrices ®5 et D sont semblables car elles
représentent le méme endomorphisme dans des bases
différentes.

13.a) Les applications p et g sont linéaires. De plus,

1. 2
p°= 7 (ide+@p)
1/ . 2 .
=1 (1dE +2idgo@p + cpA) (idg, @A commutent)
1.
= Z (2 ldE +2(pA] .
Ainsi p?=p.

De méme q2 =q.
On a donc bien deux projecteurs de E.

13.b) Soit M € E.
MeKerp <= M+@pa(M) =0
= paM)=-M
—= MeE_1(pp)
<= M e Vect(K-],L).
Ensuite, sachant que p est un projecteur,

MeImp < M e Ker(idg —p)

1

— Me Ker(z(id—(pA))

= M-ppa(M)=0

= paM) =M

<= M e E;(pa) =Vect(,K+]).
Comme

p+q=idg,

les deux projecteurs sont associés :

Kerp=Img et Kerg =Imp.

14. Voir cours.

15. Soient M, N € .44 (R)

@ (M, pa(N)) =Tr (‘Mpa (N))
Tr[fMANAfl)

Tr[f(fMANA‘l)]
Tr[fA*“NfAM]
:Tr[tNtAMtA_l).

Comme J et K sont antisymétriques, les matrices Aet A1 =
- %A le sont aussi. On peut donc simplifier

IAMIA~! = (—A)M(—A‘l)
=AMA™!
=@pAM).

Finalement,

@ (M, pa(N)) =Tr (N, A (M)
=@ (N, pa(M)).

On dira que l'endomorphisme @y est symétrique pour le
produit scalaire ®.

16. Soient M € ker (¢ —id), N € ker (¢4 +id). On a donc
eAM) =M et @a(N)=-N.

®(M,N) = @ (pa(M),N)
=0(M, pa(N))
=®(M,-N)
=-®(M,N).

On dira que Ker (pa —id) et Ker (¢, +id) sont orthogonaux
pour le produit scalaire ®.

On obtient alors
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ECG 2

DS 1 + solution

Bonus pour toute erreur/coquille trouvée ou remarque
intéressante sur ce corrige.

Probléme 1
adapté de HEC 1993
1. Soit X = (x;)j=1.., € R". On ales équivalences
XeKer(f-id) e fXN=Xe rn-1DfX)=(n-DX

O+x2+x3+--+xp=(n-1x1
X1+0+x3+--+xp=(n—1x2

X1+ xX2+:--+0+0=(n—-1)xy.
En sommant toutes les lignes, on a

X1 +X2+...+Xp=nX1

X1+Xo+...+Xp=nxp.
On en déduit que ce systeme est équivalent a
X1 =X2=...=Xpn.
En posant v =(1,...,1), on continue |'équivalence avec
X=x1-v <= XeVect(v).

Finalement

] Ker(f —id) = Vect(v).

Comme v est non nul, il forme une base du noyau.

2. Avec la notation précédente, v = f e;. Pour tout j € [[1; n]]
i=1

f[ejJ—ej= Y ﬁei—ejz(ﬁ[v—ej])—ej

i#j
1 1
= v—(——l)ej
n-1 n—-1
1
= v— e;
n-1 n-1"71

Soit j € [[2, nll, posons w; = e) — e;. Par linéarité de f
f(wj)—wj:f(el)—f(ej]—e1+ej
=fen-ei=(f[es)-¢)
1 n ( 1 n )
= [ 2 e — [ €j
n-1 n-1 n-1 n-1
n
=_n—1(el_ej)
-_—— n w,
T on-1 7

Sionnote g = f—id

[5)
- wil=e1—e;j.
g\-—, Wi|j=ea~¢j

Donc ‘el—ejelmg:hn(f—id).

e On vérifie que la famille € est libre.

Vect(e; —ez,...,e1 —ep) cIm(f —id) e R”

dim=n-1 dimR"=n

Or f #id, et dimIm(f —id) < n On a donc I'égalité
Vect(e; —e,...,e1 —ep) =Im(f —id).
C’est donc une famille génératrice puis une base de

I'image.
3.0navuque:

Ker f —id = Vect(v)

Im f —id = Vect(e] —e2,...,e1 —en)

De plus, on vérifie que la famille (v, e; — e2,e1 —e€3,...,e1 —ep)

est une base de R”". Par concaténation de bases, cela
prouve que

Ker(f —id) ® Im(f —id) = R".

4.0na

v= v + 0
—~—~ ~—~
eKer f—id €Im f—id

Par définition du projecteur :

Reprenons la notation wj =e; —ej €Im f—id. Ona

on

(el—ej] =(n-1)e; — i ej
j=2

j=2
=(n-De1—(v-e1)
=ney—v
1 12
D’ou el= —vU +—Z e1—e;j
\I’l , anZ‘/—.‘
Ker f-id Im f-id
On lit (e1) !
n li e1)=—v.
pler "

Puis pour tout j € [[2; n]],
p(ej) = p(el +ej —elJ
= p(el)—p(el —ej)

1 .
:;v+0 carej—ej €Ilmf-id.
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En résumé p (ej] = 1 v.

* On en déduit que

1/n 1/n 1/n 1/n
) ] 1 - 1
p= 1/n . " : :l
: . e . 1 - 1
1/n 1/n -+ 1in
5.0na
peq=qop=0 et g=id-p.
Ainsi
Q =Matg(q) = Matg(id) —Matg(p)
=1, -P.
Apres simplifications
n-1 -1 - -1
1l -1 on-1 e -1
Q=-—
n . . . .
-1 - -1 n-1

6. On conjecture que 1 est valeur propre avec
dimE; (M) =1
etaussi que —1/(n —1) est valeur propre avec
dimE_j;(p-1yM) =n-1.
7.0navuque

E; =Ker f —id = Vect(v).

Donc 1 est valeur propre. De plus, on constate que la

matrice .

n-1
est de rang 1. D’ouy, par la formule du rang :

M+

In

1
n—-1

1
dim (Kerf + id) = dimker (M + 1 In)
n—

1
=n-rg|M+ I
g( n-1 ")
=n-1<n.
Par conséquent, - ﬁ € Sp(f).
Or en comptant les dimensions

dimE; (f) + dimE—l/(n—l] (f) =n.

On peut affirmer que il n'y a pas d’autre valeur propre.
D’ou

1
Sp(f) :{—m,l}.

8. On vérifie que

1
M=P-——Q.
n-1

9.a) Un code possible est :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def matriceM(n):
A=1/(n-1) *np.ones ([n,n])
B=1/(n-1)*np.eye(n)
return A-B

Si on veut éviter les matrices pré-programmées :

def matriceM(mn):
A=np.zeros ([n,n])
for i in range(n):
for j in range(n):
if il=§:
Ali,jl=1

return 1/(n-1)*A

9.b) On utilise le code précédent :
Ci-dessous le code qui a généré les graphes :

n=3
m=10
Mk1l=np.zeros (m)
Mk12=np.zeros (m)
M=matriceM(n)
P=M
for k in range (m):
Mk11 [k]=P[0,0]
Mk12 [k]=P[0,1]
P=np.dot (P,M)
plt.plot(np.arange(1,m+1) ,Mk11,’-%’,label=
r’$M"k[1,1]$ pour n=’+str(n))
plt.plot(np.arange(1,m+1) ,Mk12,’-%’,label=
r’$M"k[1,2]1$ pour n=’+str(mn))
plt.legend ()
plt.show ()

10.a) ¢ Les matrices P et Q commutent, donc d’apres la
formule du bindme de Newton. Pour k € N*

ko k)i LRk
M" = . |PY = B
5l )
k-1 —i+k k
; 1 . 1
e
o\t n-1 n-1
k-1 k—i k
1 1
B o
o\ n—-1 —~— n—-1
=0
k
Mk—P+(— )Q.
n-1
e Par passage a la limite
Mk — p,
k—+o0

Résultat cohérent avec la simulation python.

10.b) Testons si la formule précédente convient pour k = —1.
Posons

1 _l
B:P+(——l) Q=P-(n-1)Q.
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Ainsi 14.a) Soit x € R". Posons

MB = (P_ (n_l)Q) (P_(n_l)Q) f(x) = (}’I,J’Zv--nJ’n)-
=P’ _(n- 1)PQ - ( 1 5 QP+ Q2 Par définition de M = (mij), on a pour tout i € [[1; n]]
n—
=P+ n
Q Vi= ) mijx;
MB =1I,,. =1
De méme BM=1,. Par I'inégalité triangulaire
n
On vérifie ainsi que M est inversible et lyil< > |ml-j) . )xj)
j=1
‘M_I—B—P—(n—l)Q L
- : <) mjj-lxll.
j=1
11.SiM=(m,-j)ij,ona <1-lx]l.
Cette inégalité étant vraie pour tout indice i
1 X mj
Xl = max |y;|<Ix].
MV=M _ £ GOl jem;nﬂlyll Il
1 Z,.l_l I’I’ln] . .
Jj= 14.b) Soit A € Sp(f). 1l existe donc un vecteur x non nul tel
ue
La matrice M est stochastique si et seulement si d _
f(x) =Ax.
12} Linégalité précédente donne alors
viellnl, ) mj=1
j=1 ANl =1L f Gl < .
si et seulement si Comme x est non nul, ||x|| >0 et |A| < 1. D’ou le résultat.
MV=V.
15. Calculons les premiéres puissances
12.
f=fx)-x+x=y+x.
import numpy as np fz(x):f(f(x)):f(y)+f(x)
=y+f
def stocha(M):
=y+y+x=2y+x.
[n,p]l=np.shape (M) 3 _ 2 _
V=np.ones (n) e f[f (x)) fRy+x)
N=sum (sum (M>=0)) =2f(y)+ f(x)

# Nombre de coefficients posttifs
=2y+x+y=3y+x.

if N==n*#*2 and sum(np.dot(M,V)==V)==n On conjecture puis on montre par récurrence que pour
print (’Oui, la matrice est tout ke N. p
stochastique’) ¥ =ky+x.
else
print (’Non, la matrice n est pas De plus ||x+ky||=“fk(x)“snxn,

stochastique’)
Par I'inégalité triangulaire :
13. Soient Pq, P> deux matrices stochastiques
=llxll+klyl < llx]
(P1P2)V=P; (P2V) =P1V=V, D'ou  klyll <2lxl.
donc la somme des coefficients sur chaque ligne vaut 1. Stllyll#0, alors
Notons [M];; le coefficient de la matrice M en position
(i, j). Par définition du produit matriciel absurde d’apres l'inégalité précédente. Donc ||| = 0,
c'est-a-dire

n
[P1P2];j = Y [P1lik [P2lg; = 0.

klyl — +oo,
k—+00

k=1 16. On vient de montrer que
> >0
La matrice P;P; a donc tous ses coefficients positifs. Im(f —id) nKer(f —id) = {Ogn}

La matrice P1 P, est donc une matrice stochastique. De plus, par la formule du rang :

#y est stable par produit. dimIm(f —id) + dimKer(f —id) = dimR".
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‘ Les espaces sont bien supplémentaires.

17. Soit x € Im(f —id). Il existe donc z € R" tel que

f(@—z=x.
Ainsi
fx) =f(f2)-f(2)
=fw)-w ot w = f(2)
€Im f-id.

Soit A # 1, une valeur propre de f. Soit x € ker(f —Aid). On
a f(x) = Ax puis

Ax—x=f(x)—x
puis A-Dx=f(x)—-x
1 1
x_f()\—lx)_)\—1x
elm f—id.

D’oti le résultat.

18.a) A la lecture de I'énoncé, on a pour i # j

1
Py, o1 Xpu1 = j) = ——
Xy=i] Kg+1 = 1) 3
etpouri=j,
Pix,=i|Xg+1=7)=0
car le mobile ne reste pas sur le méme sommet.
Ce sont précisément les coefficients de la matrice M
étudiée dans la partie A. Plus généralement, en utilisant la
formule des probabilités totales, on montre par récurrence
que
P(Xj = j|Xo=1)=MF]; .

18.b) D’apres la question 10,

1 k
k
Mf=pP+ ——) Q,
n-1
avec
1 1
1
P=—1: et Q:In_P
nl:
1 1

Le coefficient diagonal de P vaut % etceluide Q vaut 1— %
Ainsi

. . k 1 1 \k 1
PO =i1%0 = 1) = IMF]j = - + |- — (1—;).

Si j # i, le coefficient (i, j) de P vaut % et celui de Q vaut
- % Par conséquent,

1. La fonction nulle est continue et bornée. Elle appartient a
Ep qui est donc non vide.
Soient f, g € Eg et A € R. Les fonctions f et g sont
continues par combinaison linéaire, donc A f + g est aussi
continue. De plus,
VxeR, [f(x)I<No(f) et |g(x)I<No(g.
D’ou, pour tout x € R,
IAf+ &)X =IAf(x) +g(x)]
<IMfE)+18(x)
< |AINp(f) +Np(g)-

Donc la fonction A f + g est bornée. Il vient A f + g € Eg.
Concluons :

‘ Eg est un sous-espace vectoriel de °(R,R).

2. Cours.

3.a) Soient f € Eg et x € R. Pour tout ¢ € [0, +o0],

arctan(l‘x)M < ENO—(f).
2 1+¢2

1+ 12
Car la fonction arctangente est minorée et majorée par
—-n/2 etn/2.Or, pour A€ R},

A dt bL¢
A

——- = | arctan(¢ —_— -

](; 1+12 [ ()]OA +oo 2

—

+00
En particulier, f 2 est convergente. Par le critere
0 +1

de comparaison, on en déduit la convergence de

f+oo f
0

1+ 12
Par conséquent

+00
f arctan(tx) f(t)2 dt
0 1+ 71

arctan(tx) dr.

est absolument convergente.

3.b) Soit x € R. A l'aide de I'inégalité triangulaire

+00
f arctan(tx) f@ dt'
0

[0) =
LIGIE] g
f

+00
<),
0 1412

+00 dt
< nNo(f)fO

) 1+ 12

arctan(tx) dt

2
() ()] < %No(f).

En reprenant le calcul de la question précédente.
4. Par linéarité puis par 'inégalité triangulaire

P(N(x+ h) = [P0

+00 f([)
k = [ (arctan(t(x + h)) — arctan(tx)) 5 dt
. . k 1 1 1 0 1+¢
PXp=JlXo=0=M";j=-—|=2— | - +oo £
< f (arctan(z(x + h)) — arctan(zx)) dt
0 1+
+00 N
< f |arctan(#(x + h)) — arctan(zx)| OU;) dt
0 1+¢
Probléeme 2 D’oli le résultat a I'aide de la relation de Chasles.
adapté de Essec 2013
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5.a) C’est une conséquence de I'inégalité des accroissements
finis sachant que la fonction arctangente est dérivable sur
R avec pour tout ¢ € R

1
|arctan'(t)| = ms 1.

5.b) Soient A € R} et h € R*. Soit e R™.
Distinguons deuxcas: t<Aett=A.
e Pour t € [0,A], d’apres la question précédente

|arctan(t(x + h)) —arctan(tx)| < |t(x+ h) — tx| < |th| < t|h|

Par division par 1+ 2 > 0 et par croissance de I'intégrale

dt.

A |arctan(t(x + h)) — arctan(tx)| A t
dr< | Al
0 1+1¢2 0 1+12

* Pour t € [A; +oo[, on a par I'inégalité triangulaire
|arctan(z(x + h)) — arctan(tx)|
< |arctan(z(x + h))| + | arctan(zx)|

1 I
<=+

S—-+—-SsT.
2 2

De nouveau, par croissance de I'intégrale

f+°° |arctan(¢(x + h)) —arctan(tx)| f+°° dr
dt<mn
A 1+ 12 . 1+22

On obtient alors le résultat demandé en reprenant
I'inégalité de la question 3.b).

6.a) Posons

f:{[R* - R

x +~— arctan(x) +arctan(1/x).

Comme la fonction arctangente est dérivable sur R et la
fonction inverse x — 1/x est dérivable sur R* a valeur
dans R, la fonction f est dérivable sur R* par somme et
composition. Pour tout x € R*,

, 1 1 1 .
= 1+x2+(_?)'1+(1/x)2_ :

La fonction f est constante sur lintervalle ]0;+ool.
Finalement, on obtient pour tout o > 0.

’ arctan(a) +arctan(l/a) = m/2.

Attention. Pourtant la fonction f nest pas constante sur R*
qui n'est pas un intervalle.

1 I 1 I
f=3 et fen=-2

big
(car arctan(l) = —arctan(-1) = Z)

6.b) Soient a, p € R},

fﬁ dz = [arctan(l‘)]ﬁ
1/a 1+ t2 - 1/a

= arctan(p) —arctan(1l/a).

Par passage a la limite § — +o0, on prouve la convergence
et]'égalité

+00 dt b1
f 5 = ——arctan(l/a)
1/a 1+t 2

= arctan(a).

7.a) Soit heR.Ona
|h|ln(1+ %) =|h| (1n(1 +h2] -1n(h2)]
= Ihlln(l +h2) —2/h|In|Al.
Par produit,

|h|1n(1+h2) 0

—0t

et par les croissances comparées

2|h|In|h| — 0.
h—0

Par différence

1
hln{l+ =] — 0.
I ( hz)h—»o

7.b) Par continuité de la fonction arctangente
arctan|h| = arctan(0) = 0.

Par combinaison linéaire

N, 1
%f)lhlln(l+ ﬁ) + N (f) arctan | k| }:E)O.

En utilisant I'inégalité de la question précédente et le
théoréeme d’encadrement, on prouve l'existence de la
limite et 'égalité

}llin})[q>(f)](X+ h)—-1®(H=0
Ce qu'on peut réécrire
}llin%][q>(f)](X+ h) =[@(N1x).

C’estla définition de la continuité de ®(f) en x. Ce résultat
étant valable pour tout réel x

®(f) est continue sur R.

7.c) Résumons, pour tout f € Eg :
e O(f) est continue;
e O(f) est bornée.
Ainsi @(f) € Eg. Comme @ est linéaire

‘ ® est un endomorphisme de Eg. ‘

8. Soit A € Sp(®). Soit f un vecteur propre associé
F#0 et ®(f)=Af.

On a d’apres la question 3.b)

2
Mmms%mm.

Or AN (f) = No(Af) = No(®(f)). Ainsi

2
wmms%mm
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Comme f #0, No(f) #Z0 et

72

A< —.
4

D’oti le résultat.

9. Soit n € N.

AD(@n) = AD (" (f))
=A-A"®o®"(f) @ estlinéaire
=A"1o" 1 (f)  par définition
=Pn+1-

Puis
No (¢n+1) = No (A® (@n))
= IAINo (@ (¢n))
2
L
<IN <-No (in)
< YNo (¢n)-
10. Supposons qu'il existe une fonction f € E telle que
AD(f) = f. Par récurrence
VneN, on=1f.

Or on a vu d’apres la question précédente

No(f) =No (@n) <Y"No(f).

Comme |)\|<4/n2,Y€]—1;1[ y* — 0.
noo

Par encadrement,
No(f)=0.

La fonction f est alors la fonction nulle. Réciproquement,
la fonction nulle est solution. On peut retraduire ce
résultat avec

ker (idEo —)\CD) ={0g}

Autrement dit, 'endomorphisme

‘ idg, —A® est injectif. ‘

Remarque. Comme on est en dimension infinie, on ne
peut rien en conclure sur la surjectivité de l'application
ldEO —A\D.

11. Par récurrence et en utilisant la seconde inégalité de la
question 9, on montre que pour tout n € N

0<No (¢n) <Y"No (po) = Y"No(f) =y"M.

Or la série géométrique Y. y" est convergente puisque y €
1 —1;1], par le critére de comparaison de nouveau, on en
déduit que

La convergence de la série ¥ No (¢5). ‘

De nouveau, pour x € R,
lpn(x)] <Nolpn).

Le critere de comparaison s’applique pour justifier la
convergence de la série. Concluons :

’ La convergence de }_ ¢ (x) pour tout x € R. ‘

12. Le résultat admis se traduit par :

‘ idg, —A® est surjectif. ‘

13. Pour p € R\{0}
. . 1
®—pidg, = —p (ldE0 ——CD).
W
Des lors, ® — pidg, n'est pas bijectif si et seulement si

idg, — ﬁ@ n’est pas bijectif. Or, en regroupant les questions
27 et 29, on a montré que si

‘1<4 ||>n2
w2 M7

alors idg, —rllQJ est bijective. Par contraposée si @ — pidg,
n’est pas bijective, alors

2
<
4

14. Soit x € R. Comme la fonction arctangente est impaire :

+oo _ +o00
g(—X)=f arctan(—tx) dtzf _arctan(tx)dt:_g(x).

1412 1+1¢2

’ La fonction g est impaire. ‘

15. Soit x € R}

2 +00 +00
b8 n 1 arctan(zx)
- - (x):—f —dl’—f —dt
1 8 2Jo 1+¢2 0 1+12
+00 1 e
:f — (— —arctan(tx)) dt
o 1+2\2
+00 1 1
:f arctan(—)dt.
o 1+ tx
15.a) Pour tout x >0, 0on a
P f+°° 1
—_ == dt.
4 2Jo 1+¢
Ainsi,
2 . f+00 4 —arctan(tx)
 _o(x) = 2 - 7
4 g 0 1+12

Or, pour ¢ >0, comme fx >0,
T 1
— —arctan(tx) = arctan| —|.
2 tx

On obtient donc

ﬂ.2 +oo 1 1
——-gx) =f arctan | — | dt.
4 0 1+£2 rx

Effectuons maintenant le changement de variable u = tx.
Alors

u du
r=— et dt=—.
X
Il vient
2 o f+oo arctan(%) p
——-gx)=x ———du.
s & 0 X2+ u?
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En renommant la variable d’intégration,

t.

72 +o0 arctan (%)
———d

——-gx)=x
4 8) 0 X2+ 12

15.b) Découpons 'intégrale précédente en 0, 1 et +oo:

JTZ 1 arctan(%] +oo arctan(ltJ
[ P e U A
1

——8X)=x
PR 0 x2+12 X2+ 12
Les deux intégrales sont positives, donc

06 oty
< — — X).
2 8

Pour 1 €]0;1],

1
0< arctan(;) <

N A

et x2 + 12 = x2. Ainsi

1
1 arctan(—t) 1/2 T
0 XxXc+t 0 X 2x

Pour t = 1, comme arctan(u) < u (question 5.a) avec x = u,
y =0) pour tout u =0,

(7)<
arctan|— | < —.
t t

Par conséquent,

+00 arctan(%) +00o drt
X ————dt<x
1 1

x2 + 12 tx2+12)’
Or
11 (1 t
t(x2+12) x2\t x2+¢2)
Donc
too  dp 1 1 +oo
/ — = |Int--Inx%+13
1 t(x2+12) X 2 1
1 2
= —=In(1+ x°).
2x2
Ainsi
+00 arctan(%) In(1 + x2)
X ) dt< .
1 X+t 2x
Finalement,
o< 72 . +ln(1+x2)
Sy EWS T
15.c) On a
2% x—t00
et, par croissance comparée,
In(1 + x2)
2X X—+00
Par encadrement,
LA 0
4 glx X—+00

On en déduit

2

X—+oo 4

g(x)

16. Soit x € R . La fonction f : £~ In(#)/ (> — 1) est continue
sur ]0; x] \ {1}.

e FEtudeen 0.
Ona
f(0) = ~In().

et par le critére d’équivalence pour des fonctions positives
( fol Pnmnde  est intégrale convergente). Lintégrale

fol/z f(2)dt est convergente en 0.

e Ftudeen 1.
De plus
In(t) 1
f= -1 71
_In+@-1) 1
T 1 Tt
1 1
et

La fonction f est prolongeable par continuité en 1.
Lintégrale flx f(®)dt est donc faussement impropre, elle
converge.

Finalement :

/’x Int d
t converge.
b 2-1 &

17. On vérifie que
g(x) — 0=g(0).
x—0*

La fonction g est continue en 0.

Soit x € R}. Soit « € Rf. Comme g est de classe ¢! sur
10; +o0l, par le théoreme fondamental de I'analyse

"¢ (a il de
- = Hdt =
g(x) - gla) fag() f 21

04

Par passage a la limite (les convergences ont été prouvées
précédemment) avec a — 0,

) 0 x In(1) B
- = t
800~ &l .[O 2-1

D’ol1 le résultat.

18. On a vu a la question 16

. 72 . X Int 72
lim gx)=— << lim dr=—.
X—+00 4 x—+ooJo 2-1 4

+o0o
Cela prouve la convergence de f dr et 'égalité
0

2-1
f+°° Int 72
dt=—.
b r2-1 4
. T Int 2
Puis f dt=—-—.
o 1-¢2 4
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19. Comme indiqué, on effectue le changement de variable
u =1/t strictement décroissant de [1;+oo[ dans ]0;1] et de
classe €. Lintégrale obtenue est convergente et

+00 Int 0 1nl 1
e
1 1-¢2 11-L 0 w2
u
L]
:f Znudu
0 uc—1
1]
=f nu du
0 1—u?
On conclut a I'aide de la relation de Chasles
+00 Int I Int +00 In¢t
f Ldt:f Ldmf L P
o 1-¢2 0 1-1¢2 1 1-¢2
I Int 1]
=f 1 dt+f 8 du
0o 1-12 0 1—u?

I Int
=2f 1 dr.
o 1—1¢2

3 1- l.21’l+2 1 n 2 t21’l+2

20. Soit t e R\ {£1}

_— — I3 .
2 2 2
Pt 1-¢ -2 5 1-¢

En effet, on reconnait une somme géométrique de raison
2 #1.D'olt

Inz
1-12

1 Int
=) (np Py — p2n+2,
1-12

Par intégration, on obtient le résultat demandé.

21. Soient A, B €]0;1[. Procédons par une intégration par
parties en considérant les fonctions u et v (de classe 7
définies sur [A;B] par

Par les croissances comparées

h(t) — 0.
r—0*
De plus, en reprenant I'équivalent de la question 16
1
h(t) — ——.
( )t—>1 2

La fonction h est continue sur ]0;1[ et prolongeable par
continuité en 0 et 1. La fonction & est donc bornée sur
[0;1] : il existe Ke R* tel que

Vtelo;1, |h(D)| <K
Puis
In() 2n+2
—t
1-72
Par croissance de l'intégrale

fl In(#) 2”+2dt<Kf 2ngp- K
o 2n+1’

1-12
Comme K/2n+1) Moy 0, on termine par encadrement
—+00

Y telo; 1], <Kr?".

L In(¢
f n(z) 22y, o
0

1-2 n—+00

23. En reprenant les questions précédentes :

2 1f+°° Int
-— == de
8 2Jo 1-¢2

I Int
= dr
fo 1—t2
I
——Z f DL en+2q,
2k+1)2 0 1—1¢2

Par passage a la limite

t2n+1
t) =In(z t 1) = .
u(t) =In(r) et wv(z) CTYS] +00 1 :n_z
2 8’
On obtient n=0 2n+1)
B ¢ En distinguant les indices pairs et impairs
f (no)2"dr g p p
2n+1 B 2n+1 —_— = +
= |insL —f ! dt s 2 S @nt1)?2 = 2n)?
2n+1|, Ja t@n+1) foo 1 1J§o 1
1 B 2n = — —
_ (ln(B)BZ’”l —ln(A)AZ”“) _/ Soen+?2 4
2n+1 A 2n+1
+00 +00
2n+1 B ) s 3 1 1
t D’ou - — =
= In(B)(B)?**! —In(A)A>"H! ) - | —— 4 =2 E 2
2n+1( ®®) ) ] @2n+1)2 A n=11" p=0@n+1)
1 1 * EtI'on conclut ce sujet par
_ (ln(B)B2"+1 —ln(A)A2"+1J _ (B2n+1 _A2n+1) ]
2n+1 @2n+1)2
Jf 1 4 Jio 1 4an? n?
+ —_ . . — I — — —_—— = —,
Lorsque A— 0" etB— 17, il vient cn? 3,2 0(2n+1)2 38 6
fl(ln H2nde = -—. 24.a) Posons f = arctan. On a
0 2n+1) »
/ I X
(x)= et (X)=——=.
22. Posons pour tout £ €]0; 1{ f 1+ x2 fx 1+ x2)2°
2 De plus
t“In(1) plus,
h(t) = — 2)x| <1+x2%,
1-t
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donc
2| x| 1
<

A+x2)2  1+x2°
Par la formule de Taylor avec reste de Lagrange, il existe un
réel ¢ appartenant au segment I d’extrémités a et b tel que

If" ()] =

b-a (b—a)?
arctanb - arctana = 5 +———f" (0.
l1+a 2
Par conséquent,
b-a| (b-a? 1
arctan b — arctan a — < max .
+a? 2 uel \1+u?

24.b) On applique la question précédente avec
a=tx et b=t(x+h).
On obtient

th 2n2 1

arctan(t(x + h)) —arctan(zx) —

Comme X
|hl < -,
2
ona X
x+h>—.
2
Les deux extrémités tx et ¢(x+ h) sont donc supérieures ou

égales a % Ainsi, pour tout u €1,

tx
uz=—.
2

Par décroissance de u —

1
Ty sur Ry,
1 1
<

max S ——5.
wel 141 = 1 22

D’out

< max .
1+ 12x2 2 uel 1+u?

th <t2h2 1
1+2x2| 2 14 22

arctan(t(x + h)) —arctan(zx) —

24.c) On a

+00 arctan(t(x + h)) —arctan(tx) dt

h — =
glx+h)—gx) fo 32

Ainsi

h h e d d
- - e — l-
‘g(ﬁ )-8 fo A+ 2x2)(1+12) ‘

_ f+w ‘arctan(t(x + h)) —arctan(tx) — #
0 1+1¢2
D’apres la question précédente,
too t
‘g(x+h)—g(x)—hfo mdt‘

<h2 too 2 gy
“2 b 1+#1+t2'
1 4
2x2 T 4+ 252"
1+~ .

Finalement,

h h ™ ! d
- - — t
'g(“ )-8 fo 1+ £2x2) 1+ t2)

w2 [ 2 d
<2 — _dt.
fo A+12x2)1+t2)

24.d) Pour x > 0, 'intégrale

+00 t2
[ —
0 (@+r2x)HA+13)

est convergente.
En divisant 'inégalité précédente par | k|, on obtient

‘g(x+ h)—g(x) f+°° t

= = - —————dt

h 0 (1+2x)HA+13)
+00 t2

<2|h f —————-dt.
I 0 @4+2x3)(1+12)

Le membre de droite tend vers 0 lorsque / tend vers 0.
Ainsi g est dérivable en x et

, +00 t d
= —————dt
g () fo Q+12x2)(1+12)

Cerésultat étant valable pour tout x > 0, g est dérivable sur
10, +ool.

25. On a montré a la question 14 que g est impaire.
Soit x < 0. Comme —x > 0, la fonction g est dérivable en
-xet
g8(x)=-g(-x).
On en déduit que g est dérivable en x avec

g =g(-x.

Ainsi g’ est paire sur R*.
En particulier, pour x <0 et x # -1,

/. In(=x)
g0 = x2-1"

De plus,

g-n=g'm= L
2

26.a) On cherche A(x) et B(x) tels que

t t t
————F =A(X%) +B(x) .
A+ £2x2)(1+t2) 1+ t2x2 1412

Apres réduction au méme dénominateur, il suffit d’avoir
1=A@ 1+ ) +B@) + 2x2).
Par identification,

A +B(x) =1,
A(x) + x?B(x) = 0.

Comme x # 1, on obtient
2

A(x) = et B(x)=-

x2 - x2-1

Ainsi

t X2 t 1t
(1+2x2)(1+12) x2-11+82x2 x2-11+1¢2"
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26.b) Soit x > 0, x # 1, et A > 0. D’aprés la question
précédente,

A t X2 A g
[ ar- 2 [
0 (1+£2x2)(1+12) x2-1Jo 1+12x2

1 At
[
x2-1Jo 1+1¢2

Or N
t 1 2 9
———dt=—=1In(1+ x°A
fo 1+ 2x2 2x2 ( )
et A
t 1
f—dt:—ln(1+A2).
o 1+12 2
Ainsi
fA t 1 1+ x2A2
dt= n
o (1+£2x2)(1 +12) 2(x2-1) 1+A2

Lorsque A — +o0,
242
1+ x°A . 2
1+A2

Comme x>0,

, ln(xz) Inx
8= T 21!
2(x4-1) x-—-1
Pour x=1,
too 1 too 1
(1 =[ dt= l— == |
g o (1+12)2 201+ 12) ]g 2

On retrouve donc bien les relations (x) :

g=

pour x €]0,1[U]1, +oo[

X2 —

et

’(1)—1
gW=.
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