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CHAPITRE ]. 3

Compléments sur les variables a densité

Il n’y a rien de plus triste qu'une vie sans hasard.

HONORE DE BALZAC (1799-1850)

_ Loi du maximum, loi du minimum

Soient X, Y des variables aléatoires indépendantes a densité définies sur un méme espace probabilisé (Q, <7, P).
Notons fx et fy des densités respectivement de X et Y. On définit les applications

5.0 — R .
Mo — maxXo;Yw) & o — minXo);Yow).

Noter simplement Z = max(X,Y) et T = min(X,Y). Les applications Z et T sont des variables aléatoires.

e Pour tout ¢ € R, on montre que
Fz (1) = Fx (1) - Fy ().

Par produit, Fz est continue sur R et de classe €1 sur R sauf en un nombre fini de points (noté D). Z est une variable
aléatoire a densité. Une densité est donnée par dérivation, pour t € R\ D

fz(t) =F7 (1) = Fx' (1) - Fy () + Fx (1) - Fy' (1) = fx(O)Fy(0) + fy (1) Fx(0).

La dernieére égalité s’étend a tout réel t.
* Le calcul est similaire pour le minimum en rajoutant le passage au complémentaire. Pour tout € R,

1-Fr(f) = (1 -Fx() -1 -Fy(#).
La variable T est a densité. Une densité est donnée par dérivation, pour f € R

fr@® = O -Fy(®) + f(0(1 - Fx(®).

< & Soient X, Y des variables aléatoires indépendantes suivant respectivement des lois
exponentielles de parameétres A et .

4 1. Donnerlaloide T=minX,Y).

Exercice 1

2. En déduire I'existence et le calcul des espérances de min(X,Y) et max(X,Y).

3. Généraliser le résultat de la premiere question avec n variables.

Le calcul précédent se généralise au cas de n variables aléatoires indépendantes a densité (X;, Xo, ..., X;). Avec

Z =max(Xj,...,X;) et T=minXj,...,X,),

3

n
ona Fz=[]Fx, et 1-Fr=]](1-Fx,).
i=1 i=1

3



Editeur

Les variables Z et T restent des variables a densité.

Exercice 2 +
Ve 1. Que permet de conjecturer le programme et les résultats suivants?
& 2. Prouver votre conjecture puis généraliser le résultat obtenu? Comment interpréter gra-
‘\ v phiquement ce résultat?

def simul():
return max(rd.random(2))
def simu2():
return np.sqrt(rd.random())
m=5000
Echl=np.zeros(m), Ech2=np.zeros(m)
for i in range(m):
Echi[il=simul ()
Ech2[il=simu2 ()
plt.hist (Echl,30,density=True,color="’
black?’)
plt.hist (Ech2,30,density=True,rwidth
=0.5)
plt.show ()

n Loi d’une somme de variables aléatoires a densité

2.1 Calcul d’un produit de convolution

Soient f, g deux fonctions continues sur R (sauf éventuellement en un nombre fini de points). Pour tout réel x, on
définit, sous réserve d’existence, f * g(x) par

+00
f*g(x)=f fx-pg(rdt.

Cela définit alors une nouvelle fonction x € R— f * g(x). On parle alors de produit de convolution, noté f * g.

<> Conditions suffisantes d’existence et propriétés
+oo

E ice3
xerelce Soient f et g, deux fonctions continues sur R telles que f soit bornée sur R et f g(nde
< ,f soit absolument convergente. ®
\. &
I 1. Montrer que f * g est bien définie sur R.
2. Vérifierque fxg=g= fetpourtout AeR, f*(g+Ah)=(f*g) +A(f * h).
Exemples.
e Exemple 1 avec la gaussienne.
* Exemple 2 avec une fonction a support borné. Soit ¢ définie sur R par
) ———
1 site[-1;1]
c(t) = .
0 sinon.
-3 -2 -1 1 2 3




Editeur

On montre que

0 si x¢[-2;2]
cxc(x)=< 24+x si xe[-2;0]
2—-x si x€[0;2].

On obtient un graphe en "triangle". 3 1 5 3
Exercice 4 444 On définit les fonctions f, g et h sur R par
P, 1 - s t=0 si te[0;1]
?\ = — = € st ¢ = ’
\ > _ F® 1+¢2 80 0 sinon et h(®) sinon.
v Calculer fxh, g+ g, g * h.
2.2 Le théoreme de sommation
,—[Théoréme 1 (loi d’'une somme)] N

Soient X et Y deux variables aléatoires sur (Q, «/,P), de densités respectives fx et fy.

Si | — Lesvariables X et Y sont indépendantes,

K®Ofx-1ndt

(o0}
est bien définie et continue sauf en un nombre fini de points.

— Lafonction h définie sur R par +
h(x) = [

Alors la variable X+ Y est a densité et & est une densité.

Exemple. Le deuxieme calcul de I’exemple 2 traduit le fait que la somme de deux lois uniformes sur [—1; 1] est encore
une variable aléatoire a densité dont une densité est donnée par

0 si x¢[-2;2]
2+x)/4 si xe[-2;0]
2-x)/4 si x€]0;2].

h(x)

Vérification expérimentale avec Python

m=500
# puis, 1000, 5000 et 1074
# taille de l’échantillon
x=-1+2%np.random.rand (m)
y=-1+2%np.random.rand (m)
# simulation d’une lot uniforme So 415 -0 05 00 05 10 15 20 Do -5 -0 05 00 o5 10 15 20
# continue sur [-1;1]

plt.hist (x+y,30,density=True)
# tracé de l’histogramme
plt.plot([-2,0,2]1,[0,0.5,0])
# tracé de la densité
plt.show ()
# affichage

-20 -15 -l10 -05 00 05 10 15 20 20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20

A Attention. La somme de deux variables aléatoires a densité n’est pas toujours une variable aléatoire a densité.
11 suffit de considérer X+ (—X) pour s’en convaincre.



Exercice 5
. 44 Probabilité de collision
17 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a densité bornée.

Que dire de la probabilité P([X = Y]) ?

n Application aux lois usuelles

3.1 Stabilité par somme des lois y

On rappelle les définitions des fonctions I et §

+00 1
F:xe[RI—»[ *le7tdr et ﬁ:(x,y)e[R?z—>f la-prtde.
0 0

,—[Théoréme 2 (somme de deux lois Y)}

Soient vy, v, € R} etX;, X, deux variables aléatoires sur (Q, </, P).

Si | — Xj etX; sontindépendantes.

— Xj = y(vi) etXy — y(va).

Alors X +Xp — y(vi+ V).

Remarque. Ce calcul a permis de retrouver I'égalité

1 IrovpT(v
veeRt, o = [ 0w u= TS
0 I'(vi+vz)
,—[Corollaire 3 (cas particulier des lois exponentielles)}
Soient Xy, -+, X;;, n variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé.

Si | — Lesvariables Xy, -, X, sont mutuellement indépendantes.

— Pourtout i € [[1; n]], X; — &(1).

Alors X1 +Xo + -+ X5 = Y(1).

Exercice 6
4+ % Cas général - loi d’Erlang

Soient Xj,---, X, des variables mutuellement indépendantes suivant une loi &(A). Vérifier
| = que la somme Xj +Xo +--- + X, est a densité et préciser une densité.



3.2 Stabilité par somme des lois normales

,—[Proposition 4 (somme de deux lois normales)] <

Soient m;, my €R, 01,02 € R} et X;,Xs : Q — R deux variables aléatoires.

Si | — Xj etX; sontindépendantes.

— X; = N (m1,012) et Xy — N (mp,022).

Alors X; +Xp = N (my + mp, 012 +02%).
44 Preuve
Exercice 7 Prouver I'énoncé en adaptant le premier exemple du chapitre et en admettant I'égalité sui-
vante :
7
v )
' (x—1)? 2 o2 92 2 \ > -
f - — - = — I——X| —— ou o0=\/01°+02°.
L 2012 2052 2012052 o2 202
Ex:ercwe 8 4 On considere X, Y deux variables aléatoires indépendantes de loi respectives A (my, 012)
9 et A (my,022). Soient S=X+Yet T=X-Y.
N f_ 1. Déterminer la loi de S puis celle de T.
= 2. On suppose que S et T sont indépendantes. Donner la loi de S + T. En déduire 01 = 2.
r—(Corollaire 5 (somme de 7 lois normales)} N
Soient X, -, X, n variables aléatoires indépendantes telles que pour tout i € [[1; n]], X; — A (m;, O'iz).
Alors
n n 2
X1+"~+Xn‘—>=/V( Y mi, Y 0; )
i=1 i=1

Exemple. En particulier, retenons que si (X;);e[1;2) €St un vecteur aléatoire composé de variables mutuellement in-
dépendantes et de loi identique .4 (u,0?), alors

_, EXi-np
X, = =————— H(0;1).
n oV 0;1)

Remarque. Nous avons vu que les lois normales sont stables par transformations affines, ainsi toute combinaison
linéaire ed variables aléatoires suivant des lois normales restent une loi normale.



B Ui exemple détaillé

Déterminons la loi de Z.

Simulation Python et conjecture

Editeur

import random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def simulation():
X=rd.random ()
Y=rd.random ()
Z=min(X,Y)/max(X,Y)
return Z

Ech=[]

for i in range (5000) :
Z=simulation ()
Ech.append (Z)

Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur ]0; 1[. On pose

_ min(X,Y)
" max(X,Y)"

plt.clf ()
plt.hist (Ech, bins=20, density=
True)
plt.show() De maniére assez surprenante, la loi semble uniforme sur
I'intervalle [0; 1]. Une preuve s'impose!
+4 Les questions sont indépendantes.
1. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes de loi %2/(]0; 1). Donner la loi de
Exercice 9
T = —In(max{X,Y}).
19
i V/ 2. Reprendre le probléme avec trois variables aléatoires indépendantes X, Y, T suivant des
L % lois uniformes sur ]0;1] et
min(X,Y,T)
C max(X,Y,T)
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Exercices {5

Compléments sur les variables a densité

Exercice 10. 4 % Anticiper la réponse de la machine a la suite des commandes suivantes :

import numpy.random as rd
c=0
m=5000
for i in range (m):
if rd.normal (0,1)<rd.normal(0,1):
C+=1
print (C/m)

Exercice 11. 4
Soient (X;) ,en Une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi normale centrée réduite et o € R\ {+1;0}. On définit

Yo=Xo et VneN, Ypi1=aY,+Xp41.

1. Calculer pour tout n € N, E(Y,) et V(Yy,).
2. Justifier que pour tout n € N*, la variable Y, suit une loi normale dont on précisera les parametres.

3. Calculer pour tout p € N*,Cov (Yp, Yn+p).

Exercice 12. 44
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (2, <, P) telles que X — A (a,0?%) et Y — A (b, 6?). Prouver I'équivalence

1
P(XsY)zE <~ as<h.

Exercice 13. ¢4 . .
(0.0} (o0}
Soient f, g deux fonctions positives non nulles bornées, continues et telles que les intégrales f(ndt et f g(r)dt soient
convergentes. Montrer que ® ®
+00 +00o +00
f (f*g)(t)dtz(f f(t)dt) U g(t)dt).
-0 —00 —00
D'apres oraux HEC 2013

Exercice 14. ¢4 &
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (Q,«/,P) et de méme loi .4(0,1). On

note a, la probabilité que la matrice ci-dessous soit diagonalisable.

=<

l
o <o
o o X
o oo

1. CalculerPX=Y) et P(XY > 0).

2. Calculer a.

Exercice 15. ¢4 SoientX,Y, et Z trois variables aléatoires, indépendantes de méme loi. On pose

c

a b
Va,bceR, M(a,b,c)=| a b
a b c

1. a) & Justifier que si a+ b+ ¢ # 0 alors M(a, b, ¢) est diagonalisable.
b) Comparerles événements [X+Y+Z # 0] et "La matrice M(X, Y, Z) est diagonalisable". En déduire la probabilité que la matrice
aléatoire M(X,Y, Z) soit diagonalisable lorsque les trois variables suivent des lois normales.

2. & Reprendre la question en supposant que X+ 1, Y et Z suivent des lois de Poisson.



Loi d’'une somme, d’un maximum, d’un produit, etc

Exercice 16. ¢ & Maximum et loi de Gumbel

On dit que la variable X suit la loi de Gumbel si sa fonction de répartition Fx est définie sur R par Fx(x) = e e

1. Soit n € N*. On considére n variables aléatoires mutuellement indépendantes Xj,...,X; suivant chacune la loi de Gumbel.
Montrer que la variable aléatoire Z définie par Z = max (Xj,...,Xy) — Inn suit également la loi de Gumbel.

2. On considere maintenant une suite de variables aléatoires indépendantes (Y,) e+ suivant chacune la loi exponentielle £(1).
Posons S;; = max(Yy,...,Y,) —Inn. Montrer que l'on a, pour tout x = 0, la convergence suivante :

Fs, (x) — Fx(x) ol X suit une loi de Gumbel.
n—oo

Exercice 17. 4 & % Loi d’un produit d’'une variable discréte et d’'une continue
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé. On suppose que X est une variable
discrete a valeurs dans {—1;1} et que Y suit la loi normale centrée réduite .4 (0;1).
Donner laloi de Z =XY?

Exercice 18. 4 Exemples avec les lois uniformes D'apres EDHEC
On considere deux variables aléatoires X et Y, définies sur le méme espace probabilisé (Q, </,P), indépendantes et suivant la loi
uniforme sur [0,1]. On pose : Z=X+Y.

1. a) Déterminer une densité de Z.

b) Montrer que, pour tout x €]0, 1[, les événements (Z > 1) et (1 — x < Z < 1 + x) sont indépendants.
2. Onpose:T=max(X,Y). On admet que T est une variable aléatoire définie sur (Q2, <7, P).

a) Montrer que T est une variable aléatoire a densité, puis donner une densité de T.

b) En déduire que T posséde une espérance et la déterminer.

3. On pose : U = [X—Y]| et on admet que U est une variable aléatoire définie sur (Q, «/,P). Montrer que U est combinaison
linéaire de Z et T, puis en déduire I'espérance de U.

Exercice 19. 4 Loi d’une différence de lois exponentielles D'apres Ecricome
Soient a et b deux réels strictement positifs, X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (Q2, «/,P),
indépendantes et suivant chacune une loi exponentielle de parametres respectifs a et b.

1. Déterminer la fonction de répartition, puis donner une densité de la variable T = —X.

2. Montrer que Y — X admet une densité, notée h, définie par:

ab_ _pt
n be , pourt>0
hp={ ¢
a—be‘” our <0
arp. P e
3. On considere la variable Z = |[Y — X|.
be~ %5 + ge~bs
a) Montrer que pour tout s € [0, +oco[, P(Z< s) =1- b
a

b) Vérifier que Z est une variable aléatoire a densité, puis donner une densité de Z.

c¢) Montrer que Z admet une espérance et la calculer.

Exercice 20. ¢4 Lois de Pareto et produit a4 §ife (L +ool
Pour a € R}, on définit la fonction f surRpar: [f,(f) = { t“(;'l sino;l

1. Vérifier que f, est une densité de probabilité.
On dit qu'une variable X suit une loi de Pareto de parameétre a si X admet f,; comme densité.

2. & Soient X, ..., Xy, n variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes une loi de Pareto de parametre a. Justifier que le
produit Xj ...X; est une variable a densité, et en donner une densité.

Exercice 21. 44 Un exemple sans ’hypothese d’'indépendance
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0;1].

1. & Déterminer la loi et I'espérance de Y = min(X, 1 —X), ainsi que de Z = max(X, 1 — X).

2. Vérifier que vos résultats sont en accord avec les simulations numériques suivantes :

10



Editeur

Editeur

3.

25

2.0
ech=np.zeros (5000)
for i in range (5000) : s
x=np.random.rand ()
ech[il=min(x,1-x)
plt.hist(ech,30,density=True)
plt.show ()

1.0

0.5

0.0

2.0

ech=np.zeros (5000)
for i in range (5000) : 15
x=np.random.rand ()
ech[il=max(x,1-x) 1.0
plt.hist(ech,30,density=True)
plt.show ()

0.5

0.0

Calculer, si elles existent, les espérances de X/Z et de X/Y.

Exercice 22. 444 % Minimum sur un nombre aléatoire de variables

On considére une suite (Xy) xeny+ de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, <, P), indépendantes, de méme loi
exponentielle de parameétre 1. On pose pour tout n € N*, U, = min (X1,--+,Xp).

1.
2.

3.

Donner la loi de Uy,.

& Soit N une variable aléatoire qui suit une loi gé¢ométrique de parametre p €]0,1[. On suppose que N est indépendant des Xy,
pour tout k € N*, et on pose :
UN =min (Xl, tee ,XN)

i.e. Ux(w) = min (X} (@), -, XN(w) (@), pour tout w € Q. On admet que Uy est une variable aléatoire.
Déterminer la loi de Uy;.
Sofent g e10; 1[et1(q) = [ —")

oien ;e =| ——dt.

1 P=)y a=qn?
1 a b
=—+ .

t(l-qt) t 1-qt

a) Déterminer deuxréelsaetbtelsque: Vtel0;1/ql,

b) En déduire I'existence et la valeur de I(g).

¢) Conclure en montrant que Uy a une espérance que 'on calculera.

Indication : on pourra utiliser le changement de variable ¢(t) = e~ .

Exercice 23. 444 Soit une suite (X;) ,en+ de variables aléatoires indépendantes toutes de loi uniforme continue sur [0; 1[.

On définit, pour tout n € N*, les variables aléatoires S;, et Ty, :

1.

n
Sp=) Xj et Tp=S,-I[Sul.
j=1

Vérifier que Sy est a densité et donner une densité.

2. Montrer que T suit la loi uniforme sur [0; 1[.

3. On note h la fonction définie sur R par h(x) = x — [x].

a) Soit n € N*. Vérifier que h (h (Sp) +Xn+1) = Th+1-

b) & En déduire que T}, suit la loi uniforme sur [0; 1].

Compléments

1.

Probléeme 24. 444 % Lois de Cauchy

e Préliminaire sur la loi de Cauchy

Soit a € Ry . On définit sur R la fonction f, par: fg(x) = L.
(a2 +x2)

a) Montrer que f;; est une densité de probabilité.
Dans la suite, X est une variable aléatoire réelle sur (Q2, «/,P) admettant f,; pour densité. On dit alors que X suit une loi de
Cauchy de parameétre a et on écrit X — € (a).

11
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b) Donner la fonction de répartition de X.
¢) Soit A € Rf. Reconnaitre la loi de AX lorsque X — € (a).

2. Quotient de lois normales centrées
Soient N et N’ deux variables aléatoires définies sur (Q, «¢, P), indépendantes, a valeurs dans R*, suivant une loi normale centrée

réduite A(0;1).
a) Montrer que la variable aléatoire Z = In|N| est une variable aléatoire a densité, et en déterminer une densité. Quelle est une

densité de la variable aléatoire —Z?
X

2
b) Montrer qu'une densité & de la variable aléatoire In |N/ N’ | estdonnéepar: VxeR, h(x)=— Tl
T esX +

c¢) i) En déduire que la fonction de répartition de U = |N/ N'| est donnée par Fyy(x) = 2arctan(x)/m - 1+ (x).

ii) Vérifier que pour tout x € R, P(N/N’ =x) =0. En remarquant que N et —N ont méme loi, déduire que G(x) + G(-x) =1
ol G désigne la fonction de répartition de N/N'.

iii) Conclure en montrant que N/N’ — €(1).
3. Proposer une fonction python qui simule une loi de Cauchy de parametre 1, puis de paramétre A € RY.
4. ATaide du code suivant, que peut-on conjecturer sur la loi de 1/X si X — % (1) 2 Prouver la conjecture.

> Solution p. 22

plt.clf ) -

X=np.zeros (50000)

for iter in range (50000) :
X[iter]l=1/Cauchy () 073

plt.hist(X,np.linspace(-3,3,30),density= 020
True ,rwidth=0.8,color="k’)

x=np.linspace (-4,4,200)

plt.plot(x,1/(np.pi*(1+x*%2)),linewidth=3) @0
plt.show () 0.05
0.00
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Exercice 25. 44 Maximum de loi normale D’aprés EDHEC 2006

On considere deux variables aléatoires X et Y, définies sur un espace probabilisé (Q, &/, P), indépendantes et suivant toutes deux la
loi normale centrée réduite (de densité notée ¢ et de fonction de répartition notée ®).
On pose Z = max(X,Y) et'on se propose de déterminer la loi de Z, ainsi que son espérance et sa variance.

1. a) Montrer que Z est une variable aléatoire a densité définie elle aussi sur (Q, </, P).

b) Vérifier que Z admet pour densité la fonction f définie pour tout réel x par :

Fx) =2 x) ).

+oo 2
2. a) Rappeler lavaleur de I'intégrale f e 2 dt.
—00
+o0o 2
b) En déduire la convergence et la valeur de f e " dt.
—00

¢) Enremarquant que, pour tout réel x, ¢’ (x) = —x¢(x), montrer, grace a une intégration par parties, que :

f+oo 1 1 +00 t2
X (x)dx=—+—f e dt.
0 ! Va2t TJo

d

-

0 1 10 2
Montrer de méme que : f xfxX)dx=—-———=+— f e~ ¥ dt. En déduire que Z a une espérance et donner sa valeur.
(o0}

V2n TJ-co

Montrer que X2 et Z2 suivent la méme loi.

w
&

b) Déterminer E (Z?), puis donner la valeur de la variance de Z.

=

Exercice 26. 4+4 % Maximum de loi exponentielle

On considere n variables aléatoires Xy, ..., Xy indépendantes, de méme loi exponentielle de parametre 1. On pose alors
Yy =Max(Xy,...,X5n).

On pose de plus pour tout k entier naturel non nul, on pose :

k=1 (-DI(;5) k-1 (DI ()
L T T
j=0 j=0 U

1. a) Expliciter la fonction de répartition de Yj,.

12



b)

a)

b)

c)

d

a)

b)

En déduire que Y est une variable aléatoire a densité et donner une densité.

Vérifier que Y, a une espérance avec :

n=1(=1J (")
_ j+1
E(Yn) = j§:0 TS

k k k-1
Vérifier que, pour j et k deux entiers entre 1 et n—1 vérifiant j< k—1,0ona k(j) = j(j) + k( i )

1
Justifier que pour tout entier k=2 : ug = up_; + -

no1
En déduire que E(Y,) = X % Préciser un équivalent.
k=1
1

Justifier que pour tout entier k=2 : vy —vg_; = % U.

n
Montrer que Y, a un moment d’ordre 2 avec E (Ynz] =2vy. En déduire que Y a une variance avec V(Y,) = Y.
k=1

n 2 n
Indication. Pour (a;) ;¢ .y €R™ (‘Zlai) =2 ¥ aaj- 'Zlaiz.
1= =

1<isjsn i

13

1
ﬁ.
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CHAPITRE ]. 4

Endomorphismes symétriques

Cercles dans un cercle, 1923, VASSILY KANDINSKY

— Matrices et endomorphismes symétriques

1.1 Les définitions et exemples

Définition 6 (matrice symétrique)]

On dit qu'une matrice A € .4, (R) est symétrique si ‘A = A.

Autrement dit, si (a;,j);,; sont les coefficients de la matrice A:  V (i, j) € [[1; nll?, aij=aj;.
Exercice 27
' 4 & Donner la dimension de % (R) défini comme le sous-espace vectoriel des matrices
Y 4 symétriques de .4, (R).

Définition 7 (endomorphisme symétrique)}

Soient, E un espace vectoriel muni d'un produit scalaire (:,-) et ¢ € £ (E). On dit que ¢ est un endomor-
phisme symétrique si
Vu, veE, (), v) = (u, (v)).

Exemples.
rR? - R?

p) 2 . . . .
6)) — (2x-6y,—6x-7y) est symétrique sur R= muni du produit scalaire canonique.

e Lapplication ¢ : {

* Soient E, un espace euclidien de dimension n = 2 et ug € E\ {Og}. Pour tout réel a € R*, on définit 'endomorphisme
@q: E— Epar@,(u) =u+au, up) up. On vérifie que ¢, est symétrique.

15



4+ Soient (E, ¢;,-) ) un espace euclidien, et f, g deux endomorphismes symétriques de E.

Exercice 28
A 1. Justifier que si f et g commutent alors f o g est symétrique.
' — 2. On souhaite prouver la réciproque. On suppose donc f o g symétrique.
) l‘ - (a) Simplifier pour tous x, y€ E, (x, fog(y) —go f(1)).
- (b) En déduire que f et g commutent.
1.2 Premiéres propriétés

,—[Proposition 8 (caractérisation via une base)]

Soient & = (ey, ..., ey) une base de E et ¢ € £ (E). Les deux énoncés suivants sont équivalents.

i) Lendomorphisme ¢ est symétrique.

i) VG Hellnl? (e, ej)=(ei,p(ej)).

,—[Théoréme 9 (lien avec les matrices)]

Soit ¢ € Z(E) ou (E, ¢, -)) est un espace euclidien. Les trois énoncés suivants sont équivalents.

i) Lendomorphisme ¢ est un endomorphisme symétrique de E.
ii) 1l existe une base orthonormée 28 de E telle que la matrice Matg () soit une matrice symétrique.

iii) Pour toutes les bases orthonormées 2 de E, la matrice Matgg () est une matrice symétrique.

Exercice 29 . , . .
4 1. Justifier que 'ensemble des endomorphismes symétriques de E est un sous-espace
o { vectoriel de Z(E).
‘ & 2. SiE est de dimension finie, pouvez-vous préciser sa dimension?

BER  Reéduction

2.1 Diagonalisation des endomorphismes symétriques

Premiéres propriétés

,—[Proposition 10 (espace stable)}

Soient ¢ un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien (E, (-,) ) et F un sous-espace vectoriel de E.

Si F est stable par ¢,

alors F' est également stable par .

16



,—[Proposition 11 (vecteurs propres orthogonaux)} \

Soit ¢ un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien (E, -, -)).

Si u et v sont deux vecteurs propres de ¢ associés a des valeurs propres distinctes,

alors les vecteurs u et v sont orthogonaux.

J

\

Remarque. On ala généralisation suivante. Si e, ..., e, sont des vecteurs propres de f associés a des valeurs propres
deux a deux distinctes, alors la famille (el, ey ep) est orthogonale.

Corollaire 12 (espaces propres orthogonaux)]

Soit ¢ un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien (E, (-, -} ).
Alors les sous-espaces propres de ¢ sont deux a deux orthogonaux.

Exemple. Soit .#,(R) muni du produit scalaire (A,B) = Tr(’AB). On vérifie que ¢ : M € 4,[R) — ™ € 4, (R) est
un endomorphisme symétrique. ¢ posséde deux valeurs propres : —1 et 1 ou E; (¢), E_; (¢) désigne respectivement
I'ensemble des matrices symétriques et antisymétriques. Ces sous-espaces sont donc orthogonaux.

Le théoreme spectral

,—[Théoréme 13 (spectral)} \

Si ¢ est un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien (E, (,-)),

alors | — L'endomorphisme ¢ est diagonalisable, les valeurs propres sont réelles.

— Il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de .

\.

A Attention. Il ne faut pas oublier que la base des vecteurs propres peut étre choisie orthonormée.

44 % Soit ¢ un endomorphisme symétrique d’'un espace euclidien (E, ¢-,-) ).

Exercice 30
1. Que dire de ¢ si pour tout u € E, (u,p(u)) =0?
~ \'f ) 2. Justifier que Sp(@) < R* si et seulement si ¢ vérifie
l & VueE, (n,eu)>0 (v
2.2 Diagonalisation des matrices symétriques réelles

Théoréme spectral dans le cas matriciel

,—[Théoréme 14 (spectral, version matricielle)] N

Si A€ ., (R) est symétrique,

alors | — A estdiagonalisable, les valeurs propres sont réelles.

— Il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale réelle D telles que

A=PDP ! =PDP.

J

\.

Remarque. Les colonnes de la matrice P forment une b.o.n de vecteurs propres de A. Pour rappel, une matrice est or-
thogonale si et seulement si les matrices colonnes forment une base orthonormée pour le produit scalaire canonique

de M1 (R).

17



Méthode

1. 4 On consideére la matrice

oS = O
[

0
A=1] 0
Exercice 31 1

Justifier que A est diagonalisable. Calculer A%. En déduire que Sp(A) = {-1;1}.

'y
3 2. 4 Soient A et B deux matrices symétriques réelles d’ordre n dont les valeurs propres

\y .. e
sont positives ou nulles. Montrer 'équivalence: A=B <<= A?=B2

- 3. 44 Soit M e ./, (R) telle que M + "M soit nilpotente.
Montrer que la matrice M est antisymétrique.

,—[Proposition 15 (décomposition d'une matrice symétrique)] \

Soit A une matrice symétrique de .4, (R).
Notons — (A1,...,Ap) les valeurs propres de A.
— (Xj,...,X5) une b.o.n de vecteurs propres de A telle que AX; = A\;X; pour tout i € [[1; n]].

n
Alors A=Y NXi'X =Xy X+ A X X
i=1

Remarque. En particulier, A est combinaison linéaire de n matrices de projecteurs de rang 1.

4+ Soit A= (a; j);,j une matrice symétrique réelle, et soient Ay, ..., A, ses valeurs propres.

Grace au calcul de Tr (“AA), démontrer que

& n
\ > Z ai,jzz Z)\iz.
j i=1

‘; i=1j=1

Exercice 32

Pratique de la réduction des matrices symétriques

Comment obtenir une b.o.n de vecteurs propres d’'une matrice/endomorphisme symétrique ?
— Déterminer les valeurs propres.
(Par un calcul du rang, un polynéme annulateur, le déterminant ...)
— Pour chaque valeur propre, déterminer une base de vecteurs propres.
— A Tlaide du procédé d’orthonormalisation de Schmidt, déterminer une base orthonormée pour chacun
des sous-espaces propres.
— On obtient une base de E par concaténation des bases orthonormées des sous-espaces propres.

. 4 & Donner une b.o.n de vecteurs propres pour la matrice
Exercice 33 propres p

- 2 2 =2
- B=| 2 5 -4
iy -2 -4 5

Pour le spectre, regarder le rang de A —13 et la trace.
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n Formes quadratiques associées a une matrice

Définitions

,—[Déﬁnition 16 (forme quadratique d'une matrice symétrique)]

Soit A € 4, (R), symétrique. La forme quadratique associée a A est 'application définie sur R” par
q(h) = 'HAH

ol H est la matrice des coordonnées de h dans la base canonique de R”.

\.

Remarque. On constate que pour A= (ai;); j\c e €6 1= (hdieq;ny, Gh) = Y. ajjhih;.
i,jellL;nl
Par symétrie de A, on peut réécrire cette expression

q(h) =

1

n
2
aiih; +ZZ aijhihj.
=1 i<j

n
En particulier, si A est diagonale avec A = diag (A1, A2,...,A,), on a simplement q(h) = Z A; hiz.
i=1

4 & Forme quadratique associé a un endomorphisme symétrique
Soient ¢ un endomorphisme symétrique de R” et A la matrice de ¢ dans la base canonique.
A Justifier que si g est la forme quadratique associée a A alors

Exercice 34

x‘\‘-

i VheR", q(h)={(hoh)

ot (,-) est le produit scalaire canonique sur R”.

Expression dans une b.o.n

[Théoréme 17 (expression dans une b.o.n)]

Soit g, une forme quadratique associée a une matrice symétrique A. Alors il existe une base orthonormée
% de R" telle que si h a pour coordonnées hy, ..., h, dans 98, on a

o2
qh) =) Aih;",
i=1

ou Ay,...,A, sontles valeurs propres de A.

4 Un classique : 'encadrement de Rayleigh

Exercice 35 Si on pose a = minSp(A) et f = maxSp(A), montrer que
_
1 q(h)

VheR™\ {0}, as ——<p.
I Rl P

Signe d’une forme quadratique

< % A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur le spectre de A, a-t-on

Exercice 36
{ 1. YVuek, qu)=0?

s 2. Yuek, q(u) <0?
)¢ 3. VueE\{0g}, qw>0?
" 4. YueE\{0g}, g <0?
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N Exercices 9

Matrices symétriques

Exercice 37. ¢4 % Soient A et B deux matrice symétriques réelles telles que les formes quadratiques associées ga et gg
soient égales. Justifier que A= B.

Exercice 38. 4 Rayon spectral, exemple de convergence de suite de matrices
On munit .#p,1 (R) du produit scalaire canonique défini par (M,N) = !MN et on note |-|| la norme associée. Soit A, une matrice
symétrique de .4, (R). On pose p(A) = max |A|.
¥ d p posep AeSp(A)

1. Justifier que pour tout X € .4 1 (R), [AX]| < p(A)IX].

2. Etablir I'équivalence entre les énoncés :

i p<1 ii) PourtoutXe ./, (R), [A"X| 0.

Exercice 39.50it A € ./, (R) symétrique a valeurs propres positives. Trouver une solution de 'équation X% = A, o1 X € ./, (R).
A-t-on unicité de la solution?

Matrices symétriques positives, définies positives

Exercice 40. ¢ . Définitions des symétriques définies positives et équivalences
On dit qu'une matrice symétrique M de .#, (R) est définie positive si pour tout X € .4}, 1 (R) non nul, on a XMX > 0. Montrer
I'équivalence des quatre énoncés suivants :

i) M est définie positive.
ii) Les valeurs propres de M sont strictement positives.
iii) Il existe P orthogonale, D diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs, telles que M = PD*P.

iv) Il existe une matrice R inversible et symétrique telle que M = R2.

Exercice 41. ¢44 % Racine carrée d’'une matrice de %,
Pour tout n € N*, on note .%, I'ensemble des matrices symétriques de .4, (R) dont les valeurs propres sont strictement positives.
SoitA € & .
1. Montrer qu'il existe R € %, telle que A = R2. On dit que R est une racine carrée de A.

2. SoientR; et Ry deux racines carrées de A appartenant a ., .
Montrer que R; et Ry ont les mémes valeurs propres et les mémes vecteurs propres. En déduire que la matrice A admet une
unique racine carrée dans ., notée dans la suite vA.

3. Expression de v/A via les polynomes de Lagrange.
Soient p € N* et Ay,...,Ap, les p valeurs propres de A deux a deux distinctes. Pour tout j € [[1; p]], on définit le polynome :

x—)\,‘
Li= T[] :
] .
ieit;pn Aj A

i#]

a) Montrer que % = (Ll,...,Lp) est une base de Rp—1 [x]. En déduire I'existence d'un unique polyndome P de Rj,_1 [x] tel que,
pour tout i € [1; pll, P(A;) = V/A;.

b) Exprimer v/A comme un polynéme en A.

2 1 1
4. SoitA=| 1 2 1 |.vérifier que A est dans S}, et déterminer vA.
1 1 2

Endomorphismes symétriques

Exercice 42. 4 Soient (E, (-,)) un espace euclidien et ¢ un endomorphisme symétrique de E. Démontrer que Ker(¢) et Im(¢)
sont supplémentaires orthogonaux.

Exercice 43. <> Vrai ou faux?
Si %8 est une base adaptée a la décomposition en sous-espaces propres d'un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien,
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alors & est une base orthogonale.

Exercice 44. ¢4 La symétrie implique la linéarité
Soit ¢ : E — E tel que, pour tous u, v € E, on a (@p(w), v) = (u, (v)). Justifier que ¢ est un endomorphisme.

Exercice 45. ¢ & Exemple d’endomorphisme symétrique en dimension infinie D'apres EMLyon 2011
On note E = €°°([0; 1];R), muni du produit scalaire (-,-) défini par :

1
Vhigen  (fg)= [ fwgodr

et, pour toute fonction f € E, on pose

;1 - R
T(f)-{ X . (x2_x)f”(x)+(2x—l)f'(x)-

Montrer que T est un endomorphisme symétrique de E.

Exercice 46. ¢ Endomorphisme symétrique et produit scalaire d’apres EDHEC 2015
On considere I'espace euclidien R"” muni du produit scalaire canonique. On note % = (ey, €2, ..., e5) la base canonique de R" qui
est orthonormeée pour le produit scalaire (-, -).
On considere un endomorphisme f de R", symétrique, dont les valeurs propres sont toutes strictement positives.

1. Justifier 'existence d’une base orthonormée de R", %' = (11, uy, ..., uy), formée de vecteurs propres de f.
2. a) Montrer que, pour tout x de R”, ona: {x, f(x)) =0.
b) Vérifier que I'égalité (x, f(x)) = 0 alieu si et seulement si x = 0.
¢) En déduire que I'application ¢, de R” x R" dans R, définie par ¢(x, y) = (x, f(»)), est un produit scalaire sur R".

3. a) Enutilisant %', montrer qu’il existe un endomorphisme g de R”, symétrique pour le produit scalaire canonique, dont
les valeurs propres sont strictement positives, et tel que g2 = f.

b) Etablir que g est bijectif.

¢) Montrer que la famille (g_1 (e1),g v e),...,g7 ! (en)) est une base orthonormée de R” pour le produit scalaire .

Exercice 47. 44 D'aprés ESCP 2011.
Soit n un entier naturel non nul. On désigne par E un espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalaire {.,.). On note
(e1,...,en) une base de E. Pour tout vecteur x de E, on pose

n
f= 3 (xex)er.
k=1

1. a) Lapplication f est-elle un endomorphisme de E?
b) Lapplication f est-elle injective ? surjective?
c¢) Lapplication f est-elle un endomorphisme symétrique de E?
d) Caractériser les bases (ey, ..., ep) telles que f soit un projecteur.
2. a) Montrer que les valeurs propres de f sont strictement positives.
b) Montrer qu’il existe un isomorphisme symétrique s de E a valeurs propres strictement positives tel que s = (so f° )L
c¢) Montrer que (s(ey),...,S(en)) est une base orthonormée de E.

d) Que dire de f sila matrice de s dans 98 est une matrice orthogonale?

Exercice 48. ¢4 &
Soient (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n, et f un endomorphisme symétrique de E. En notant AlL,...,Ap ses valeurs
propres telles que A1 <--- < Ap, montrer que

VxeE,  Allxl® < (fx),x) < Aplxl?

Exercice 49. ¢4+ Oraux HEC 2009
Soient (E, (-,)) un espace euclidien de dimension n et f, g deux endomorphismes de E symétriques et ayant des valeurs propres
strictement positives.

1. Prouver qu'il existe un endomorphisme ¢ de E ayant des valeurs propres positives tel que f = @2 = @ o .

2. Montrer que : Ker(f + g) =Ker f nKerg.
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Endomorphismes particuliers d’un espace euclidien
Exercice 50. 4+ Etle cas antisymétrique?

Soient n € N* et R est muni de son produit scalaire usuel. Soit A une matrice de . (R) antisymétrique.
1. Montrer que la seule valeur propre réelle possible de A est 0.
2. Montrer que B = A? est une matrice symétrique réelle.

3. Quel est le signe des valeurs propres non nulles de B?

Exercice 51. ¢ & Un exemple d’endomorphisme antisymétrique
Soit n un entier au moins égal a 3. On travaille dans I'espace E = R” muni de son produit scalaire canonique. On considére deux
vecteurs a et b de R” de norme 1 et orthogonaux. On définit sur E I'application f par:

VxeE, f(x)=(a,x)b—(bx)a.

1. Vérifier que f est un endomorphisme de E.
2. a) Déterminer Ker f et une base de Im f.
b) Vérifier que Ker f et Im f sont supplémentaires.
3. Montrer que :
V(xy) €E, (F(0),1) = —~(x f()
4. En déduire que f o f est un endomorphisme symétrique.

5. A quelle condition sur I'entier naturel k, I'endomorphisme f k est diagonalisable.

Exercice 52. ¢4 Soit E un espace euclidien de dimension . Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fog =go f.On
note S (resp. T) la matrice de f (resp. g) dans une base orthonormée 28 de E. On suppose que S est symétrique et T antisymétrique.
Montrer que :

VxeE  |(f-9W|=[+8w].

Exercice 53. ¢ ® Adjoint «* d’'un endomorphisme u et endomorphismes normaux d'aprés EDHEC 2019
Soient (E, ¢ -)) un espace euclidien de dimension 7 et ¢p un endomorphisme de E. On note 28 = (ey, €2, ..., ex) une base orthonor-
mée de E.

e Définition de l'adjoint d’'un endomorphisme de E
n
Pour tout y € E, on pose * () = Y_ {p(e;),¥)e;.
i=1
1. Vérifier que ¢* estun endomorphisme de Eet: Vx,yeE, (), y)={x,¢* ).
2. & Quedirede (¢*)*?

3. & Comparer les matrices de ¢ et @™ dans la base 8. En déduire que @ o ¢* est diagonalisable.

e Ftude des endomorphismes normaux
Dans la suite, on suppose que ¢ est un endomorphisme normal, c’est-a-dire ¢p commute avec @™ :
k ok
Pop =@ ©@.

. Montrerque: Vx€E, [lo@)l=|¢*@].
. En déduire que Ker(¢) = Ker (¢*).

. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de E stable par , alors FL est stable par ¢*.

N O g s

. On suppose que ¢ posseéde une valeur propre A et on note E, () le sous espace propre associé. Montrer que E) () est stable par
¢*, puis en déduire que Ei‘ est stable par ¢.

> Pour aller plus loin, HEC 2019 Maths I, Essec 2014

Compléments

Exercice 54. 444 Une descente de gradient D'apres ESCP 2012
Soit n € N\ {0;1}. On considere R” muni de son produit scalaire canonique noté (-,-) et || - ||, la norme associée, et A € .4, (R),
symétrique réelle dont les valeurs propres sont toutes strictement positives.

On confond vecteur de R” et matrice colonne canoniquement associée et on pose, pour tout X € R”,

D(X) = 'XAX.

1. Soit B un élément de R”. Montrer que I'équation AX = B d’'inconnue X € R” admet une unique solution qu’on notera R.

2. Montrer qu'il existe deux réels a et f strictement positifs tels que pour tout X de R"

all X% < ©(X) < BIXI2.

22



. Dans la suite de I'exercice, on pose pour X € R” : F(X) = ®(X) - 2!BX.

a) Déterminer le gradient VFx de Fen X.

b) Soient X et H deux éléments de R”. Montrer que
FX+H) =FX) + (VFx,H) + ®(H).

¢) En déduire que F posséde un minimum sur R”. En quel point est-il atteint?

. SoitX e R" fixé, X # 0. Déterminer a € R de fagon a ce que F (X — aVFyx) soit minimal. Calculer ce minimum.

5. Soit Xg € R”. On définit une suite (Xk)keN de vecteurs de R” par, pour tout k € N :

2
Xi+1 =X —ag VEx,, ol ag = M si Xy # R et 0 sinon.
‘ 20 (Xy)
a) Montrer que la suite (F (Xj)) e converge.

b) Exprimer F(Xj.1) — F (Xy) en fonction de oy, et de VFy, .

. Une suite (Yg) en de vecteurs de R” sera dite convergente vers un vecteur Z € R" si klim ||Y;C - Z|| =0, ce qui revient a dire
—+00
que les coordonnées de Yj convergent vers les coordonnées correspondantes de Z.

a) Montrer que la suite (VFx, ), ., converge vers 0.

keN
b) En déduire la limite de la suite (Xg) zen-

Algebra is like sheet of music. The important thing isn't can you read music, it’s
can you hear it. Can you hear the music, Robert?

NIELS BOHR TO J. ROBERT OPPENHEIMER,
2023, Oppenheimer (film)
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