CHAPITRE ]. 4

Endomorphismes symétriques

Cercles dans un cercle,
1923, VASSILY KANDINSKY

Lobjectif principal de ce chapitre est I’étude de la réduction des matrices et endomorphismes symétriques par
I'intermédiaire du théoréeme spectral.

_ Matrices et endomorphismes symétriques

1.1 Les définitions et exemples
DEFINITION (RAPPEL) matrice symétrique
On dit qu'une mairice A € My, (R) est symétrique si'A = A.
Autrement dit, si (a;, )i je;n) sont les coefficients de la matrice A : ¥ (i, j) € [[1; nll?, aij = aj,;.
Exercice 1
o "f 4 Donner la dimension de %, (R) défini comme le sous-espace vectoriel des matrices symé- m
.77 triques de /5 (R). p-
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DEFINITION endomorphisme symétrique

Soient, E un espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-, -) et ¢ € £ (E).
On dit que @ est un endomorphisme symétrique si

Yu, veE, (), v) = (u, p(v)).

Exemples.
e On définit
2 - R2
‘p‘{ (6,y) — (2x-6y,—6x—7y).

Pour u = (x,y) € R?, v =(x,y') € R? et avec le produit scalaire canonique sur R
(pw),v) = 2x—6y)x"+ (-6x-7y)y' = x(2x' - 6)y') + y (-6x" = 7)) = (w, p(v)).
Lendomorphisme ¢ est symétrique.

* Soient E, un espace euclidien de dimension n = 2 et ug € E\ {Og}. Pour tout réel a € R*, on définit 'endomorphisme
@q: E—Epar
Qq(u) = u+alu, ug) ug.

Justifions que ¢, est symétrique. Soient u, v € E

(pa(w),v) = {u+alu,up)ug,v) = (u, v) + alu, up)(uo, v)
=(u, v) +{u, alug, v) up) ={u,v+alup,v) Up)
= (U, 9a(v)).

¢ On pourra consulter I'exercice[22} p.[13} pour un exemple d’endomorphisme symétrique en dimension infinie.

4+ Soient (E, (-,-)) un espace euclidien et f, g deux endomorphismes symétriques de E.

Exercice 2
{ 1. Justifier que si f et g commutent alors f o g est symétrique.

— 2. On souhaite prouver la réciproque. On suppose donc f o g symétrique. p.[I7
\ s

J y a) Simplifier pour tous u, v€E, (u, fog(v) — go f(1)).

o b) En déduire que f et g commutent.

1.2 Premiéres propriétés
LEMME caractérisation via une famille génératrice

Soient 2B = (ey, ..., e,) une famille génératrice deE et ¢ € £ (E). Les deux énoncés suivants sont équivalents.

i) Lendomorphisme @ est symétrique.

i) VG, )ellLnl? (o), e)=(e,o(e))).

Preuve. Raisonnons par double implication.

Sil’endomorphisme ¢ est symétrique :
Yu, veE, (), vy = (U, p(v)).

On obtient directement le résultat avec u = e; et v = e;.

Réciproquement, supposons I'énoncé ii) vrai.
Soient u, v € E. Par définition d'une famille génératrice de E, il existe des réels A1, Ap, ..., An, M1, M2, ..., Un tels que

n n
u=2)\ie,~ et U=ijej.
i=1 j=1
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Par linéarité de ¢ :

n
oW =) \iple;)

i=1

Puis, par bilinéarité du produit scalaire

(pw),v)= <Z_ZIA,LP ei), i >

n
et @)=} ujple;).
j=1

Wi [\/]:

n n n
Z l“]< >= Z Z Al <ei,kp(ej)> condition ii)
j=1 i=1j=1
n
= <Z Aiei, Z Uj(Pj(ej)> =(u, 1))
i=1 j=1

Ce qui prouve I'énoncé i)

THEOREME

lien avec les matrices

Soitpe Z(E) ou (E ( )) est un espace euclidien. Les trois énoncés suivants sont équivalents.
i) 1
ii)

Lendomorphisme @ est un endomorphisme symétrique de E

Il existe une base orthonormée % deE telle que la matrice Matg () soit une matrice symétrique.
iii)

Pour toutes les bases orthonormées 98 deE, la matrice Matg (@) est une matrice symétrique.

Preuve. Rappelons que pour une base orthonormée %

=(e1,e2,...

ep), onapour tout i € [[1, n]|
n

@lej) = Z <e,~,q)(ej)> e;.

i=1
Par définition de la matrice d'une application linéaire, il vient

(e, @(e1)) (e1,@(e2)) (e1,¢(en))
(e2,9(e1)) (e2,p(e2)) (e2,9(en))
Matg () = . . .
(en,@(eD)) (en ¢(e2)) (en, @ (en))
Par définition de la transposée
(e1,@(en)) (e2,¢(e1) (en, @ (e1)
(e1,0(e2)) (e2,9(e2)) (en ¢ (e2))
"Matgg () = . .
(e, @(en)) (e2,@len)) --- (en@len))
Le lemme précédent justifie alors directement les équivalences i) <ii) et i) <iii)
A Attention. Il ne faut pas oublier que 28 doit étre une base orthonormée!

Exemple. Si on reprend I'exemple de ¢ défini sur R? par @(x, y) = (2x -6y, —6x — 7y), la matrice de ¢ dans la base
canonique est bien symétrique

Remarque. Donnons une seconde justification de I'implication ii) = iii)

Soit 98, une base orthonormeée telle que la matrice Matgz (¢) soit symétrique. Soit €, une seconde base orthonormée
de E. Montrons que Mat« () est symétrique. Par la formule de changement de base, il vient

Mate (@) = Pga%o_l Matg (P)Pg¢



1

et la matrice de passage P est orthogonale (c’est-a-dire Pg¢ ' = 'Pgge). Ensuite,

Mat () = '(Pg ' Matg (9)Pge)
= P Matg (@) (Pae ")
=Pge ' Matg()Pge = Mate ().

La matrice Mat () est bien symétrique.

Exercice 3 +4
~ a 1. Justifier que I'ensemble .#(E) des endomorphismes symétriques de E est un sous-
'\ S espace vectoriel de £ (E). p-[[7]
L - 2. SiE est de dimension finie, pouvez-vous préciser sa dimension?

n Réduction

2.1 Diagonalisation des endomorphismes symétriques

Premiéres propriétés

PROPOSITION espace stable
Soient ¢ un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien (E, (-,-)) et F un sous-espace vectoriel deE.

Si F est stable par ¢,

alors F* est également stable par .

Preuve. Rappelons que
Ft={veE|VueF, (uv)=0}

Soit v € F+, montrons que ) e FtL.
Soit u € F. Lendomorphisme ¢ étant symétrique

(), u) =<(v,u)) =0

car v e FL et () € F. Ainsi, pour tout u € F, ¢(v) est orthogonal a u, c’est-a-dire ¢(v) € FL.
En conclusion, F- est stable par .

|
PROPOSITION vecteurs propres orthogonaux
Soit ¢ un endomorphisme symétrique d’'un espace euclidien (E, (-,-)).
Si u et v sont deux vecteurs propres de @ associés a des valeurs propres distinctes,
alors les vecteurs u et v sont orthogonaux.
Preuve. Soient u, v deux vecteurs propres de ¢ associés respectivement aux valeurs propres A et p (distinctes).
Mu, v) = (A, v) = {p(w), V)
=(u, () = (u, uv) = Wu, v).
Or A # W, nécessairement (u, v) = 0. Les vecteurs u et v sont orthogonaux. -

Remarque. On ala généralisation suivante. Si ey, ..., e, sont des vecteurs propres de ¢ associés a des valeurs propres
deux a deux distinctes, alors la famille ey, ..., e,) est orthogonale.
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On en déduit directement le résultat suivant.

COROLLAIRE sous-espaces propres orthogonaux

Soit ¢ un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien (E, (-,-)).
Alors les sous-espaces propres de @ sont deux a deux orthogonaux.

Exemple. On considere .#,,(R) muni du produit scalaire (A, B) = Tr(‘AB). On vérifie que ¢ : M € /4, (R) — M € 4, (R)
est un endomorphisme symétrique. Lendomorphisme ¢ possede deux valeurs propres : —1 et 1 ou E; (¢), E_;(¢p)
désigne respectivement I’ensemble des matrices symétriques et antisymétriques. Ces sous-espaces sont donc ortho-
gonaux.

Le théoréeme spectral

THEOREME spectral
Soit ¢ un endomorphisme d’un espace euclidien (E, oD} )
Si @ est un endomorphisme symétrique,

alors | — Lendomorphisme @ est diagonalisable.

— Il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de @.

A Attention. Il ne faut pas oublier le second point du théoréme : 1a base des vecteurs propres peut étre choisie

orthonormée.

Preuve. On admet que tout endomorphisme symétrique d'un espace euclidien admet une valeur propre réelle (voir exercice 22,
p- 22 sur le quotient de Rayleigh pour une preuve).

On raisonne par récurrence forte sur la propriété :

2(k): | Toutendomorphisme symétrique d'un espace euclidien de dimension k
est diagonalisable dans une base orthonormée.

— Initialisation. 22(1) est claire puisque la linéarité impose dans ce cas que tout endomorphisme est de la forme Aidg.

— Hérédité. Soit k € N*. Supposons (1), 2(2),..., 2 (k) vraies et démontrons & (k + 1). Soit ¢ un endomorphisme symétrique
d’un espace euclidien de dimension k + 1. D’apreés la remarque préliminaire, il existe une valeur propre A a ¢. Notons E) (¢), le
sous-espace propre associé a la valeur propre A.
- SiE=E,(y), alors ¢ = Aidg et ¢ est directement diagonalisable dans une b.o.n de E.
- SiEj (¢) #E. Alors E, (¢p) est stable par ¢ et d’apres la premiere proposition de cette section, Ey (cp)J- # {Og} est aussi stable
par ¢. On peut donc considérer 'endomorphisme ¢ obtenu par la restriction de ¢ a Ey (¢)L. Comme ¢ est symétrique,
I'est aussi pour I'espace euclidien E), (gp)l muni du produit scalaire restreint.

Vu,veEy (@t (U, (1)) = (u, ) = {@(w), vy ={p(w), v).

Or E) () est de dimension comprise entre 1 et k. D’aprés I hypothese de récurrence, ¢ est diagonalisable dans une b.o.n
de E) (@)L Soit 28 une telle base. Noter que les vecteurs de 2 constituent aussi des vecteurs propres de ¢. Soit aussi By,
une base de E, (). Les vecteurs de 98, sont des vecteurs propres de ¢ (associés a la valeurs propres A). Comme

E\(¢) TE)\((P)J' =E,

on peut concaténer les familles %), et 98 respectivement en une base 98 orthonormée de E. On obtient ainsi une b.o.n de
E constituée de vecteurs propres de ¢. Lendomorphisme ¢ est diagonalisable dans une b.o.n.
Si2(1), 2(2),...,2(k) sont vraies, 2 (k + 1) 'est aussi.

— Conclusion. Pour tout k € N*, 22(k) est vraie. -




Remarque. Laréciproque est vraie mais elle est beaucoup moins utile.

Exemples. Vérifions le théoréme sur les deux premiers exemples du chapitre (page p[2).
*La matrice de ¢ dans la base canonique est

2 -6

A:Matcan(tl)):[ 6 _7

Soit A € R. Déterminons les valeurs propres par un calcul de déterminant.

2-A -6
det (A— Al3) = det _6 _7_)\]
=(2-N(=7-A)-36
=A%+5A-50

det(A—Al3) = (A+10)(A—5).

Iy a deux valeurs propres —10 et 5. Précisons les espaces propres. Soit X = [ e Mo (R)

AX=5X < {2x—6y=5x — {3x+6y=0

—-6x—7y=>5y 6x+12y=0

— x4+2y=0 < x=

.
AlnSl ES((p) = Vect(u ) ou u = (_2, 1).

De méme, on trouve
E_jo(p) =Vect(up) ou up=(1,2).

Il est clair que u; et u, sont orthogonausx, Es5 () et E_1(¢) le sont aussi.
* Reprenons I'exemple de ¢, du début de chapitre. On constate que
@a (o) = g + auo, uo) g = (1 + alluoll) uo.

— Comme ug # Og, U est vecteur propre pour la valeur propre A =1+ a | up 12 #0 (car a = 0).
— De plus, pour tout u € Vect (uO)L, ona

=0

@©a(u) = u+alu, up) up = u.

Le réel 1 est donc une seconde valeur propre pour ¢,. Précisons que Vect (1) n'est pas réduit a {Og} car dimE > 2. De
plus,
dimVect(ug) =1 et dimVect(uo)L =n-1.

D’ol dimE; (p4) + dimE, (¢p,) = n.

Nécessairement, il y a égalité des dimensions et méme E), (¢4) ® E; (¢,) = E. Lendomorphisme ¢, est diagonalisable
dans une b.o.n de E. Pour trouver un telle base, on peut ajouter le vecteur normée uy/| gl a une b.o.n de E; ((pa).

+4 Les questions sont indépendantes.
Exercice 4 Soit ¢ un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien (E, (O )
- 1. Que dire de ¢ sipourtout u€E, (u,p(u))=0?
7 2. Justifier que Sp(¢) = R™ si et seulement si ¢ vérifie p-
{
- VueE, (u,@)=0 (o)




En mathématiques, les noms sont arbitraires. Libre a chacun d'appeler un
opérateur auto-adjoint un éléphant" et une décomposition spectrale une
"trompe". On peut alors démontrer un théoréme suivant lequel "tout éléphant
a une trompe". Mais on n'a pas le droit de laisser croire que ce résultat a
quelque chose a voir avec de gros animaux gris.

GERALD SUSSMAN
spécialiste en intelligence artificielle (1947).

2.2 Diagonalisation des matrices symétriques réelles

Théoréme spectral dans le cas matriciel

THEOREME spectral, version matricielle

Si A est une matrice symétrique réelle,

alors | — La matriceA est diagonalisable.

— Il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale réelle D telles que

D =P 'AP = 'PAP.

Preuve. Soit ¢ 'endomorphisme de R” canoniquement associé a2 A. Comme la base canonique est une b.o.n pour le produit
scalaire canonique, ¢ est un endomorphisme symétrique en dimension finie. D’apres ce qui précede ¢ est diagonalisable dans
une b.o.n. (notée ¥). Précisons que la matrice de passage, notée P, entre la base canonique et la base € est orthogonale (puisque
les deux bases sont orthonormées). La formule de changement de base donne alors

A = Matcan (¢) = PMate ()P~ = PMate (¢) P

D’otl1 le résultat avec D = Mat () qui est bien diagonale.

Remarques.
¢ Les colonnes de la matrice P forment une b.o.n de vecteurs propres de A.
» Laréciproque, qui est bien moins utile, est vraie. S'il existe P orthogonale et D diagonale telles que A = PD'P alors la
matrice A est symétrique puisque
‘A='(P'DP) = ("P)'D'P=PD'P=A.

Les questions sont indépendantes.
0 0 1
1. 4 Onconsidérela matriceA=| 0 1 0
Exercice 5 1 .00
4 Justifier que A est diagonalisable. Calculer A2. En déduire que Sp(A) = {-1;1}.
— 2. 4 Soient A et B deux matrices symétriques réelles d’ordre n dont les valeurs propres p.[[[
- sont positives ou nulles. Montrer I'équivalence
. A=B < A%2=B%
3. 4+ Soit M e .#y(R) telle que M + ‘M soit nilpotente.
Montrer que la matrice M est antisymétrique.
4 SoitA = (a; ), je[1;n) une matrice symétrique réelle, etsoient Ay, ..., A, ses valeurs propres
Exercice 6 comptées sans multiplicité (c’est-a-dire que I'on prend en compte les éventuelles répétitions).
p Grace au calcul de Tr (‘AA), démontrer que
AN , oo, p-[18]
| & ajji“=3 A
- (i, )ell1;n)? i=1




PROPOSITION décomposition d’'une matrice symétrique
Soit A une matrice symétrique de M, (R).
Notons | — (Ay,...,Ay) les valeurs propres de A.

— (Xy,...,Xp) une b.o.n de vecteurs propres de A telle que AX; = A\;X; pour touti € [[1; n]].

n
Alors A=Y XX =X Xy 4+ A X X

i=1

Preuve. Posons B = f \iX;'X; de sorte que, pour j € [[1; 7],
i=1

Or la famille (X;,X,...,X;) est orthonormée

La somme précédente se simplifie, et on obtient
BX; = )\ij =AXj.

Les endomorphismes canoniquement associés a A et B sont donc égaux sur la base (Xi,...,X), ils sont donc égaux et A = B.

Remarque. En particulier, A est combinaison linéaire de n matrices de projecteurs de rang 1.

Exercice 7
\f 4+ Justifier que les matrices X;’X; pour i € [[1;7]] sont des matrices de projection dont on 22
1k g déterminera les éléments caractéristiques (ici, une base du noyau et de I'image). b- %t
Exercice 8 4 On reprend les notations de I'énoncé précédent et on suppose en plus les réels A; positifs.
n
O 1. Montrer que lamatrice L= ¥ /A; X; !X, est symétrique a valeurs propres positive et vérifie
g . i=1
b 2 I'égalité L2 = A. Prouver que L commute avec A. p-[[
/ b 2. On admet que c’est la seule matrice symétrique avec des valeurs propres dont le carré vaut
- A et on la note v/A. Montrer que si A est de plus inversible, alors on a (vA)~! = VA~T,

Pratique de la réduction des matrices symétriques

Comment obtenir une b.o.n de vecteurs propres d’'une matrice/endomorphisme symétrique ?
— Déterminer les valeurs propres.
(Par un calcul du rang, un polynéme annulateur, le déterminant ...)
— Pour chaque valeur propre, déterminer une base de vecteurs propres.
— A Tlaide du procédé d’orthonormalisation de Schmidt, déterminer une base orthonormée pour chacun
des sous-espaces propres.

Méthode

— On obtient une base de vecteurs propres par concaténation des bases orthonormées de chacun des sous-
espaces propres.

Exemple. Partons de la matrice symétrique

>

Il
i\ )
—_— N =
DN



— Le spectre est donné par Sp(A) = {1;4}. Pour s’en convaincre, on remarque que rg(A —I3) = 2, donc 1 est valeur
propre, I'espace propre associé est de dimension 2. Pour trouver la derniére valeur propre, on considére la trace.

1
— Onvérifieque X; = | 1 | estune base de E4 et une base de E; est donnée par les deux vecteurs colonnes
1
- -1
Xy = 1 et Xz= 0
1

— Comme E, est de dimension 1, il suffit de renormaliser X; pour obtenir une base orthonormée de E4.
IX;12=3 et E L x
== 1= —=A1.
V3

Par contre, X, et X3 ne sont pas orthogonaux. On pose donc

X2 1
E2 = — =
X0l 2
-1
. (X3,X2) 1
Puis Vg =X3—<X3,E2>E2 =X3— 5 X2=— -1
X2l 2 2
-1
- V> _ 1| _
Et EBs=mwr=%| !

— Finalement, une b.o.n de vecteurs propres de A est donnée par la famille

(Eq,E2,E3) 1 } 1 _1 L _}
1, E2,E3) =] —— iy Ry -
VBl V2] o VB[ 2

Exercice 9 4 Diagonaliser dans une b.o.n chacune des matrices symétriques suivantes :
_ 2 0 2 2 2 =2
N N A=[0 0 0| et B=| 2 5 —4 p-[
| ¢ 2.0 2 -2 -4 5
4 On consideére la matrice carrée d’ordre 3 : d’'aprés EMLyon 2007 E
Exercice 10 1 01 1
C A= 1 01 ] .
3 1 10 p.[[@
J 4 1. Montrer, sans calcul, que A est diagonalisable.
- 2. Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible et symétrique P, de pre-
miéreligne[ 1 1 1 ]etdedeuxiémeligne[ 1 -1 0 ]tellesqueA=PDP!.

n Formes quadratiques associées a une matrice

Définition et exemples



forme quadratique d’'une matrice symétrique

DEFINITION
Soit A € M, (R), symétrique. La forme quadratique associée a A est l'application définie sur R" par

q(h) = 'HAH

ot H est la matrice des coordonnées de h dans la base canonique de R".

, 1a forme quadratique associée est définie pour tout i = (hy, hy) € R? par

Exemple. Sion poseAz[ g _31

2 3 h
-t w2 3][2)
2h1+3h2]

=l h ][ 3hy — hy
2h12+ 3hyhy

= hy (2hy +3h) + hp (3hy — hp) = 2y + 6y hy — hy® = iShohid —1hy?

Remarque. En généralisant le calcul précédent, on constate que pour A = (a; ;) @ peny? €t h=(h)ien;n)

qh) = Z a,-jh,-hj.

i,jell1;nll

Par symétrie de A, on peut réécrire cette expression

n
q(h) = Z aiihiz +ZZ aijhihj.

i=1 i<j

En particulier, si A est diagonale avec A = diag (A1, Az,...,A,), on a simplement

n
qah) =Y \ihi®.
i=1

4 Forme quadratique associée a un endomorphisme symétrique

Exercice 11 . . . . . . )
On se place dans R” muni du produit scalaire canonique. Soient ¢ un endomorphisme symé-

. . trique de R" et A la matrice de ¢ dans la base canonique.
(5 Justifier que si g est la forme quadratique associée a A alors p-[8]
Y o
YheR", g ={(heH)).

Expression de la forme quadratique dans une b.o.n

expression dans une b.o.n

THEOREME
Soit q, une forme quadratique associée a une matrice symétrique A. Alors il existe une base orthonormée % deR" telle

que si h a pour coordonnées hy, ..., hy, dans 98, on a

)
q(h) =) Aih;
i=1

OitAy,..., A, sont les valeurs propres de A.
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Preuve. D’apreés le théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que A = PD’P. Ainsi,

pour tout i € R”
q(h) = "HAH

= 'HPD'PH.
gm="ADA ou H='PH.
Il existe une base 98 telle que ‘P soit la matrice de passage de la base canonique a la base 2. Si [ﬁl, ho,..., h~n) sontles coordonnées

de H dans cette nouvelle base

h A h
_ ﬁz - - - )\2 };2 n -2
A=| . et gqw=| hi,hy ... hy | . A =X MRS
: - : i=1
Tin An hn
|
Application. . Lencadrement de Rayleigh
Si on pose o = minSp(A) et f = maxSp(A), montrons que
q(h)
VheR"\ {0}, a<_——<f.
IRl
11 suffit de reprendre I'expression obtenue précédemment
o~ 2 L) no~2
g(h)=) Aih;" puis, a) hi"<q)<p) h;".
i=1 i=1 i=1
On conclut en rappelant que pour une base 28 = (ey, e, ..., e,) orthonormée, on a f ﬂ,-z = f {h, el-)2 = ||h|?.
i=1 i=1
Signe d’une forme quadratique
Exercice 12 4 %, A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur le spectre de A, a-t-on
{ i) Yuek, qu) =0?
3 ii) Yuek, q(u) <0? p.[@

iii) YueE\{0g}, qu)>0?
- iv) YueE\{0g}, qu)<0?
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\ Exercices - TD (2

Matrices symétriques

Exercice 13. 4 Soit n = 3. On note A € .4 (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1 sauf le coefficient en position (#n, n)
qui vaut 0.

1. Justifier que A est diagonalisable.

2. Vérifier que A est semblable a une matrice diagonale de la forme D = diag(0,...,0, a, b) avec a, b e R.

3. En calculant de deux manieres la trace de A et celle de A%, déterminer a et b.

> Solution p. 22

Exercice 14. ¢4 & Soient A et B deux matrice symétriques réelles telles que les formes quadratiques associées g, et gg soient
égales. Justifier que A = B.

> Solution p.

Exercice 15. 4 Rayon spectral, exemple de convergence de suite de matrices
On munit .#p 1 (R) du produit scalaire canonique défini par (M,N) = !MN et on note ||-|| la norme associée. Soit A, une matrice
symétrique de .4, (R). On pose p(A) = max |Al.
v d P bosep AeSp(A)

1. Justifier que pour tout X € .4 1 (R), [AX|| < p(A) IXII.

2. Etablir I'équivalence entre les énoncés :

i pA)<1 ii) PourtoutXe ./, (R), [A"X] 2.0

>> Solution p.

Matrices symétriques positives, définies positives

Exercice 16. ¢ % Définitions des symétriques définies positives et équivalences
On dit qu'une matrice symétrique M de .#, (R) est définie positive si pour tout X € .4}, 1 (R) non nul, on a *XMX > 0. Montrer
I'équivalence des quatre énoncés suivants :

i) M est définie positive.
ii) Les valeurs propres de M sont strictement positives.
iii) 1l existe P orthogonale, D diagonale 2 coefficients diagonaux strictement positifs, telles que M = PDP.

iv) Il existe une matrice R inversible et symétrique telle que M = R2.
> Solution p.[T9]

Exercice 17. ¢4 Racine carrée d’'une matrice de .,
Pour tout n € N*, on note .%, I'ensemble des matrices symétriques de .4, (R) dont les valeurs propres sont strictement positives.
SoitA € &
1. Montrer qu'il existe R€ . telle que A = R2. On dit que R est une racine carrée de A.

2. Soient R et R, deux racines carrées de A appartenanta %, .
Montrer que R; et Ry ont les mémes valeurs propres et les mémes vecteurs propres. En déduire que la matrice A admet une
unique racine carrée dans %, notée dans la suite vA.

3. Expression de v/A via les polynomes de Lagrange.
Soient p € N* et Ay,...,Ap, les p valeurs propres de A deux a deux distinctes. Pour tout j € [[1; p]], on définit le polynome :

x—)\,‘
Li= T[] :
] .
ieit;pn Aj A

i#]

a) Montrer que %8 = (Ll,...,Lp) est une base de Rp—1 [x]. En déduire I'existence d’'un unique polynoéme P de Ry_; [x] tel que,
pour tout i € [[1; pll, P(A;) = V/A;.
b) Exprimer vA comme un polynéme en A.
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4. SoitA= . vérifier que A est dans S}; et déterminer VA.

i\ )
—_— N
N = =

>> Solution p.

Exercice 18. 4+ 44 Matrices symétriques positives et définies positives

Soient neN*, S = [“ij] € M (R) symétrique telle que :

1<i,j<n
V@, j)ellnl?  a;j>0.

On note f la plus grande valeur propre de S et V le sous-espace propre de S associé a §. On munit .4, 1 (R) de son produit scalaire

canonique et de la norme associée | - ||.
X1 [x1]

1. SoitXgp = € V\{0}. On note |Xp| =
Xn |xn|
a) Montrer IXOSXO <t [XolSIXp! et en déduire : [Xg| € V.

b) Montrer que les coordonnées de S |Xp| sont toutes strictement positives et en déduire que Xy n’a aucune coordonnée
nulle.

c) Montrer : ’XySXg = !|Xo|S [Xg| et en déduire que les coordonnées de Xy sont toutes de méme signe.
2. a) Endéduire qu’il n’existe pas deux vecteurs de V\{0} orthogonaux entre eux.
b) Conclure : dim(V) = 1.

>> Solution p. 2

Endomorphismes symétriques

Exercice 19. 4 Soient (E, (-,-)) un espace euclidien et ¢ un endomorphisme symétrique de E. Démontrer que Ker(¢) et Im(¢)
sont supplémentaires orthogonaux.

>> Solution p.

Exercice 20. <> Vrai ou faux?
Si %8 est une base adaptée a la décomposition en sous-espaces propres d'un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien,
alors 28 est une base orthogonale.

> Solution p.[20]

Exercice 21. 44 Lasymétrie implique la linéarité
Soit ¢ : E — E tel que, pour tous u, v € E, on a (p(u), v) = (u, p(v)). Justifier que ¢ est un endomorphisme.
> Solution p.[20]

Exercice 22. 4 Exemple d’endomorphisme symétrique en dimension infinie D’apres EMLyon 2011
On note E = €°°([0; 1];R), muni du produit scalaire (-, -) défini par :

1
Vi geE  (f.g) =f0 fx)gx)dx.
et, pour toute fonction f € E, on pose

011 — R

T(f):{ X = (xz_x)f”(x)+(2x—l)f’(x).

Montrer que T est un endomorphisme symétrique de E.
> Solution p.[20]

Exercice 23. 4 Endomorphisme symétrique et produit scalaire d’apres EDHEC 2015
On considere I'espace euclidien R” muni du produit scalaire canonique. On note % = (ey, e, ...,ey) la base canonique de R" qui
est orthonormeée pour le produit scalaire (-, -).
On considere un endomorphisme f de R", symétrique, dont les valeurs propres sont toutes strictement positives.

1. Justifier 'existence d’une base orthonormée de R", %' = (11, uy, ..., uy), formée de vecteurs propres de f.
2. a) Montrer que, pour tout x de R”, ona: {x, f(x))=0.
b) Vérifier que I'égalité (x, f(x)) = 0 alieu si et seulement si x = 0.

¢) En déduire que I'application ¢, de R” x R” dans R, définie par ¢(x, y) = (x, f())), est un produit scalaire sur R".
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3. a) Enutilisant %', montrer qu'il existe un endomorphisme g de R", symétrique pour le produit scalaire canonique, dont
les valeurs propres sont strictement positives, et tel que g2 = f.

b) Etablir que g est bijectif.

c) Montrer que la famille (g_1 (e1),g ' (e),...,g7 " (en)) est une base orthonormée de R” pour le produit scalaire ¢.
> Solution p.[21]

Exercice 24. 44 D'aprés ESCP 2011.
Soit n un entier naturel non nul. On désigne par E un espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalaire (.,.). On note
(e1,...,en) une base de E. Pour tout vecteur x de E, on pose

n
F =Y (xe)ex.
k=1

1. a) Lapplication f est-elle un endomorphisme de E?

b) Lapplication f est-elle injective? surjective?

c¢) Lapplication f est-elle un endomorphisme symétrique de E?

d) Caractériser les bases (ey, ..., e5) telles que f soit un projecteur.
2. a) Montrer que les valeurs propres de f sont strictement positives.

b) Montrer qu’il existe un isomorphisme symétrique s de E a valeurs propres strictement positives tel que s = (so f° )L

c¢) Montrer que (s(ey),...,S(ep)) est une base orthonormée de E.

d) Que dire de f sila matrice de s dans 28 est une matrice orthogonale?

> Solution p.[21]

Exercice 25. ¢4 &

Soient (E, (-,-}) un espace euclidien de dimension n, et f un endomorphisme symétrique de E. En notant AL,...,Ap ses valeurs
propres telles que A} <--- < Ap, montrer que

VX€eE,  MlxI® < (f(x),x) < Aplxl.

> Solution p.

Exercice 26. 444 Oraux HEC 2009
Soient (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension et f, g deux endomorphismes de E symétriques et ayant des valeurs propres
strictement positives.

1. Prouver qu'il existe un endomorphisme ¢ de E ayant des valeurs propres positives tel que f = @ = @o.
2. Montrer que : Ker(f + g) =Ker f nKerg.
> Solution p.

Endomorphismes particuliers d’'un espace euclidien
Exercice 27. 4 Etle cas antisymétrique?
Soient n € N* et R est muni de son produit scalaire usuel. Soit A une matrice de .4, (R) antisymétrique.
1. Montrer que la seule valeur propre réelle possible de A est 0.
2. Montrer que B = A2 est une matrice symétrique réelle.
3. Quel est le signe des valeurs propres non nulles de B?
>> Solution p.

Exercice 28. 4 Un exemple d’endomorphisme antisymétrique
Soit n un entier au moins égal a 3. On travaille dans I'espace E = R muni de son produit scalaire canonique. On considere deux
vecteurs a et b de R" de norme 1 et orthogonaux. On définit sur E I'application f par:

VxeE, f(x)={(a,x)b—(bx)a.

1. Vérifier que f est un endomorphisme de E.
2. a) Déterminer Ker f et une base de Im f.

b) Vérifier que Ker f et Im f sont supplémentaires.
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3. Montrer que:
Vix,y) €, (), ) =—(x, f(1)
4. En déduire que f o f est un endomorphisme symétrique.

5. A quelle condition sur I'entier naturel k, I'endomorphisme f k est diagonalisable.
>> Solution p.

Exercice 29. ¢4 Soit E un espace euclidien de dimension . Soient f et g deux endomorphismes de E tels que fog = go f.On
note S (resp. T) la matrice de f (resp. g) dans une base orthonormée 28 de E. On suppose que S est symétrique et T antisymétrique.
Montrer que :

VxeE ||[f-9W|=|+m]|.
> Solution p.

Exercice 30. ¢ % Adjoint u* d’'un endomorphisme u et endomorphismes normaux d’apres EDHEC 2019
Soient n € N* et (E, ¢, -)] un espace euclidien de dimension n. On note %8 = (e, €2, ..., e;) une base orthonormée de E.

Partie A. Définition de 'adjoint d'un endomorphisme de E
Dans toute cette partie, u désigne un endomorphisme de E. On se propose de montrer qu’il existe un unique endomorphisme de
E, noté u*, qui a tout vecteur y de E associe le vecteur u* (y) vérifiant :

VxeE, (ux),y)=(xu"y).

Montrer que si u* existe, alors on a, pour tout y de E :
* n
uw (=Y (ule).yyei
i=1

En déduire que si u* existe, alors u* est unique.
1. Vérifier que 'application u* définie par I’égalité établie a la question 1a) est effectivement un endomorphisme de E.

2. Conclure que cette application est solution du probléme posé, c’est-a-dire que c’est 'unique endomorphisme de E, appelé
adjoint de u, vérifiant :
Vixy) €EY, (u(x), y = (x,u* ()

Partie B. Etude des endomorphismes normaux
On dit que u est un endomorphisme normal quand on a I'égalité :

uou* =u*ou.

3. Soit f un endomorphisme symétrique de E. Donner son adjoint et vérifier que f est normal.

Dans la suite, u désigne un endomorphisme normal.

4. a) Montrer que: Vx€E, [u(x)| = |u*(x)].

b) En déduire que Ker(u) = Ker (u*).
5. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors FL est stable par u*.
6. On suppose que u posséde une valeur propre A et on note E, le sous espace propre associé.

a) Montrer que E) est stable par u*.

b) Etablir que (u*) * = u puis en déduire que E* est stable par u.

> Pour aller plus loin, HEC 2019 Maths I, Essec 2014

> Solution p.[24]

Compléments
Exercice 31. 444 Une descente de gradient D'apres ESCP 2012
Soit n € N\ {0;1}. On considére R” muni de son produit scalaire canonique noté (-,-) et || - ||, la norme associée, et A € .4, (R),

symétrique réelle dont les valeurs propres sont toutes strictement positives.
On confond vecteur de R” et matrice colonne canoniquement associée et on pose, pour tout X € R”,

X = XAX.

1. Soit B un élément de R™. Montrer que I’équation AX = B d’inconnue X € R” admet une unique solution qu’on notera R.
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2. Montrer qu’il existe deux réels « et p strictement positifs tels que pour tout X de R"
allX|1* < ®X) < BIX].

3. Dans la suite de I’exercice, on pose pour X € R” : F(X) = ®(X) — 2IBX.
a) Déterminer le gradient VFx de Fen X.
b) Soient X et H deux éléments de R". Montrer que

FX+H) =FX) +(VFx,H) + ®(H).

¢) En déduire que F posséde un minimum sur R”. En quel point est-il atteint?
4. SoitX e R" fixé, X # 0. Déterminer a € R de fagon a ce que F (X — aVFy) soit minimal. Calculer ce minimum.
5. Soit Xp € R”. On définit une suite (X) reny de vecteurs de R” par, pour tout k € N::

[vEx |*

—— si X #R et 0 sinon.
20(%) *

Xi+1 =X —a VEx,, oo =
a) Montrer que la suite (F (Xj)).cp converge.

b) Exprimer F (Xj.1) — F(Xy) en fonction de oy, et de VFy, .

6. Une suite (Yg) .y de vecteurs de R sera dite convergente vers un vecteur Z € R" si klim [Yx —Z| =0, ce qui revient a dire
—+o0
que les coordonnées de Y convergent vers les coordonnées correspondantes de Z.
a) Montrer que la suite (VFx, ), ., converge vers 0.

b) En déduire la limite de la suite (Xg) rcp-
> Solution p.[24]

Exercice 32. 444 Exemple dendomorphisme symétrique
On pose E = Ry [X] muni du produit scalaire définie par

1
®.Q= [ Pwouadr.
1. Montrer que la relation
1
u(P)(x)=f (x+0)"P(n)drt
0

définit un endomorphisme u de I’espace E.

2. Vérifier que 'endomorphisme u est symétrique.
> Solution p.[24]
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js, 3 ° Y
. I =l i Indications et solutions
RSN R |
Ly
& Indication de l’exercice p. puis fog=go f,les endomorphismes commutent.

Vérifier que la matrice A—B est symétrique réelle et avec
une forme quadratique nulle. En déduire que A—B estla ma-
trice nulle.

Exercice[l] p.

Notons E;j, les matrices €lémentaires de .4, (R). Une
base de % (R) est donnée par

E;; ou i€l[l;n],

E;j+E;j ou (i,j)ell;n)*aveci< j.

n nn+1)
D’out dim%;[R) = n+ 5= CE

Exercice[2] p-

1.Soient u, ve E

(foglw),v)=(f(g(u)),v)
=(gu), f(v)) f estsymétrique
=(u,go f(v)) g estsymétrique
=(u, fog()) f, g commutent.

Donc f o g est symétrique.
2.a)Ona
(x, fog(y)—gof(y)=(x,fog(y)—(x,gof(¥).
Or f o g est symétrique donc
(x,fog(y))=(fog(x),y
et en reprenant le calcul de la question 1,
(x,80 f(y)) =(8x), f(y)) =(fog(x), ).
Finalement (x,fog(y)—gof(y)=0.

2.b) Soit y € E. Le vecteur (f o g — go f)(y) est donc orthogonal
atout vecteur x € E, il est donc nul. D’out

Vy€eE, (fog—-gefHiy =0,

C'est-a-dire fog—8of=0%F)
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Exercice p-B

1. Uapplication nulle x € E — O € E est symétrique.
Soient A, peRet f, g€ F(E). Soient u, veE

(Af+ug)(w), vy = A{f(w), v) + p{g(w), v)
=Mu, f(v)) + ulu, g(v))
={(u, A\ f + pg)(v)).

Ainsi A f + g e F(B).
#(E) est un sous-espace vectoriel de Z(E).

2. Fixons %, une base orthonormée de E. Rappelons que 'ap-

plication
@ { ZE) - M[®)
P —  Matg(p)
est un isomorphisme d’espace vectoriel.
Posons %, (R), 'espace vectoriel des matrices symétriques
de ./, (R). D’apres ce qui précede, 'application suivante est
bien définie

&).{ FE - FHM®
’ ® —  Matg(p).

D’apreés le rappel et par restriction, ® est linéaire et injective.
Prouvons la surjectivité : soit A € %, (R). PAr surjectivité de
®@, il existe un endomorphisme ¢ tel que

A =Matg ().

Comme A est symétrique, le théoréme précédent permet
d’affirmer que ¢ € & (E).
Concluons en reprenant l'exercice:

nn+1)

dim . (E) = dim %, (R) = 5 .

Exercice[q] p.[

1. Appliquons le théoreme spectral. Il existe 28 une base ortho-
normeée constituée de vecteurs propres. Soient A € Sp(¢p) et
e, un vecteur propre

@pe)=Ae et e#O0g.
Par hypothese sur ¢
0=(e,p(e)) = (e,\e) = A Jlell”.
~——
#0

D’olt A = 0. Ensuite, Matg(¢) = 0 et ¢ est'endomorphisme
nul.

Réciproquement, ce dernier est bien symétrique et vérifie
bien la condition.



2. Raisonnons par double implication.
Si (o) est vérifiée, en reprenant le raisonnement précédent,
ona
Alell® = (e, p(e)) = 0.
——
>0

Dot A e R et Sp(p) =R™.
Réciproquement, supposons que Sp(p) c R*.
Soit %8 une base orthonormée constituée de vecteurs
propres B = (e1, €, ..., en). Soit (A1 ...Ap) € (RT)" tel que

Vie[[l,nll, ¢(e;)=A;e;.

Soit u € E, par définition d'une base, il existe des réels
M1, , Uy tels que

n
u=Yy pe.
i=1
(ona méme y; = {u,e;)). Puis, par linéarité de ¢
n n
e =) wie(e) = Aiuje;.
i=1 i=1
D’ou

n n
(u,w) = < Y Hker Y Ailliei>
=1

i=1

M=

n
Y HEAi (exei)
i=1 N——

k=1
=0si k#i
n
= Z Ak pkz =0.
i=1 N~~~
=0
La condition () est vérifiée.
Exercice[5| p-[1

1. La matrice A est symétrique donc diagonalisable. On a
AZ =15,
Le polynéme x%2—1=(x-1)(x+1) est annulateur. D’out
Sp(A) = {-1;1}.

Comme A est diagonalisable, Sp(A) # @. De plus, le cas
Card(Sp(A)) = 1 est a exclure car A serait diagonalisable avec
une seule valeur propre, donc semblable a une matrice Al;,
et méme égale a une matrice Al,. Absurde. Finalement,
Card(Sp(A)) = 2 et]’égalité s’en déduit.

3. La matrice ‘M + M est une matrice symétrique, donc diago-
nalisable. De plus, par hypothése, ‘M + M est nilpotente, il
existe donc p € N* tel que le polynome x” soit annulateur
de "™ + M. Le réel 0 est donc la seule valeur possible pour
M + M. Finalement ‘M + M est semblable 2 la matrice nulle,
c’est la matrice nulle et ‘M = —M.

Exercice[f] p.

D’une part, on a vu (voir exercice ?2) que

Tr (tAA) = Z (,l,'jz.
(i, )ellt;n]?

18

D’autre part, le théoréme spectral justifie I'existence d’'une
matrice orthogonale P et d'une matrice diagonale D telles
que

A=PDP ( avec P = Pfl) .

D’ou
'AA = (PD'P)PD’P

=PD’PPD’P
=PD?'P=PD?P L.

Or deux matrices semblables ont méme trace
n
Tr(‘an) =Tr(D?) = Y A/
i=1

car on rappelle que les coefficients diagonaux de D sont les
valeurs propres de A.

Exercice p.
Exercice[d)] p-fl
Exercice p-Pl
Exercice p-[I0]

D’une part, on vient de voir que

qm= 3

i,jelll;n]]

a,-’jhl- h]
D’autre part, en notant (ey, ..., e,) la base canonique de R”

n n
(h,@(h)) = <Z hiei.w(Z hjej)>
i=1 j=1
n
- £y (evoe))
i=1

Or par construction de la matrice A;, a;; représente la
coordonnée de cp(ej) suivant e;. Comme (ey,...,ey,) est

une b.o.n, cette derniere est justement <e,-,(p(ej)>. Ce qui
conclut.

Exercice p-
Vérifier que

i) — Sp(A) cR*

ii) — Sp(A) cR™

iii) — Sp(A) < [RI

iv) — Sp(A) cR;.
Exercice p-[12

. Soient X1,Xy, ..., Xp € A1 (R) une base de vecteurs propres

de A. D’apres le théoreme spectral, il existe (X1,Xz,...,Xp)
une base orthonormée constituée de vecteurs propres de A.
Notons Ay,...,Ap, les valeurs propres associées :

Vie([l;pl, AX;=AX;.



Soit X € 4p1(R), il existe des réels yy, ..., pp tels que
p
= Z MiX;
i=1
) 14 p
puis AX =) WiAX; = ) wiNiX,
i=1 i=1

ensuite, par bilinéarité du produit scalaire

p p
IAX]1% = (AX, AX) = <Z wikiXs, Y p,-)\jxl->
i=1 j=1

f‘, 1] tH] <XivXj>
j=1 N———
5,‘,]‘

FM'@

(Uz l <p(A)ZHl
i=1

I
g

< p(A) X112
D’ot1 le résultat.

2. Raisonnons par double implication.
On monte par récurrence que :

vneN, 0<|A™X|<p@)"-IXI.

Or p(A) €]-1;1[, p(A)" n—0>00. Par le théoreme d’encadre-
ment
[A™X] — o.
n—o0

On dit alors que la suite de matrices (A™),, converge vers la
matrice nulle.

. Prouvons la réciproque par contraposée. Suppo-
sons donc p(A) = 1. Il existe donc une valeur propre A avec
Al =1etXe Mp,1(R) tels que :

AX=AX et X#0p,.
Puis pour ne N
la™x] =

IA"-IXI A= 0.
n—+oo

Ce qui prouve la seconde implication.

Exercice

p-[3

Supposons M définie positive. Soit X un vecteur
propre associé a A. On a donc

MX=AX et X#0p

puis 0 < 'XMX = A'XX = A X2
——

0

Nécessairement, A > 0 et Sp(M) < R

Supposons que Sp(M) < Rf. Comme M est sy-
métrique, il existe Pe.#,(R) inversible, D diagonale telles
que M = PD!P (théoréme spectral). Comme les coefficients
diagonaux de D correspond aux valeurs propres de M, ces
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coefficients sont bien strictement positifs. Lénoncé iii)est
prouvé.

Supposons iii). Posons
D= diag[\/ﬁl, Vaa,..., \/dn] ot D = diag(dy, da, .., dp)

et R=PDpP! =pDP L.

Ainsi ~
=pD?p!

RZ =pPDP~!.PDP!
=PDP ! =M.
Précisons que R est symétrique
R="(PDP") = ('P)'D'P=PD'P=R

et R est inversible par produit de matrices inversibles.
L'énoncé iv)est vérifié.
Supposons iv). Soit X € Ay, 1 R)\ {0p,1}.

IXMX = 'XR?*X = X' 'R-RX

= "(RX)(RX) = [RX||* >0

Si de plus [|RX|1
inversible, KerR =
lors

=0 alors RX =0, et X € KerR. Comme R est
{041}, X=0y,1. Cas exclu au début. Dés

XMX > 0.

La matrice M est définie positive.

Exercice

p-[12

1. 11 suffit de reprendre 'implication iii)=iv)de I'exercice pré-
cédent.

2. Soit X un vecteur propre de Ry associé a une valeur propre
A.Onadonc
RiX=AX et X#0p].

On en déduit que
Ro®X=A%X, R;2X=A%X.
Des lors
(R2 = AIp) R + Al X = Rp®X = AX = 0,1

La matrice (R2 — Al7) (Rp + Al,) n'est pas inversible. Comme
—A <0, —A n'appartient pas au spectre de Ry et Ry + Al est
inversible. En multipliant par (R, + )\In)_l, il vient

(R2—AIp)X=05,1 et X#O0p,1.

Ainsi X est vecteur propre de Ry et A est une valeur propre
de Rp. On vient de montrer que tout vecteur propre de R;
est un vecteur propre de Ry et toute valeur propre de Ry est
valeur propre de Ry.

Par symétrie des rdles entre R; et Rp, on obtient bien
I'énoncé demandé.

3.a)Onal;(x) e Rp_l [x].
Soient y; ... up € R tels que

p
Y L) =0
i=1



En évaluant en A; (pour j fixé), on a directement

MjiL; ()\j) = pj = 0. La famille 8 est donc libre. Comme
elle contient autant de vecteurs que la dimension, % est
une base de Ry [x].

* Raisonnons par analyse-synthese.
Analyse. Supposons qu'il existe un polyndéme P solution du

probléme. Soient j ---pp € R, les coordonnées de P dans la
base 28 :

p
P=) L.
i=1
En évaluanten A pour j fixé, ona:
p p
\/A_j=P(7\j) = ZluiLi ()\j) = Zlui5ij =M
i= i=

En particulier, on a montré ici que si P existe alors il est
. 2z p
unique et donné par P = ¥ y/A;L;.
i=1

Synthese. Posons P = f VAiL; € Rp_1[x]. On vérifie que
i=1

p(nj)=

Ceci prouve 'existence.

pour tout j € [[1; p]l

3.b) Comme A est symétrique, il existe Q orthogonale, D dia-
gonale telles que :

A=Qp'Q ('Q=Q7').
La racine carrée est donnée par

VA=QVD'Q.

ol vD est la matrice diagonal

\/ﬁzdiag(\/d_,...,\/dn) siD =diag(d; ..., dn)

Or pour tout i € [[1;nll, d; € Sp(A) et P(d;) = \/d;. On en
déduit que

P(D) =diag(P(dy),...,P(dn))
- diag(\/d_,..., \/d_n) =vD.
Or on démontre que (par exemple a |'exercice 22)
P(A) =P [QDQ_I]
=QPM)Q"
=QvDQ ! =VA.

La racine carrée v/A est bien un polynéme en A.

Exercice[T9] p-

Soient u € Ker g et v € Im@. On a donc ¢(u) =0 et I'exis-
tence de w € E tel que ¢(w) = v. Par conséquent
(u, v) = (u, p(w))
=(p(u), w) ¢ symétrique
=0, w) =0.
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Ce calcul étant valable pour tous v € Kerg, u € Im¢, les
sous-espaces Ker ¢ et Im ¢ sont orthogonaux. En particulier

Ker¢pnIme = {O0g}.
De plus, par la formule du rang :
dimKer¢ + dimIm¢ = dimE.

Ces espaces sont aussi supplémentaires dans E.

Exercice p.[13]

Faux. D’apreés le théoréme spectral, on peut choisir une
b.o.n mais toute base n’est pas forcement orthogonale. Len-
domorphisme idg donne un contre-exemple car toutes les
bases de E sont adaptées a la décomposition.

Exercice p-

Soient u, v € E. Soient A, p € R. Pour w € E

(@AU+puv), w) = (Au+ puv, (w))
= Mu, (w)) + (v, ¢(w))
= Mo ), w) + o (), w)
= ApW) + pe(v), w).

1l vient <tp()\u+ pv)—()\cp(u)+p(p(v)),w> =0.

=X

Autrement dit, le vecteur X est orthogonal a tout vecteur w
de E. C’est nécessairement le vecteur nul et

@Au+pv) =A@ + pep(v).

Lapplication ¢ est linéaire.

Exercice p-[13]

* Précisons que pour tout f € E, f”, f’ € E et par produit de
fonctions €°°, T(f) € E. Justifions que T est bien linéaire en
utilisant la linéarité de la dérivation.

Soient f, g € E et A € R. Montrons que

T(f +Ag) = T(f) + AT(g).
C’est-a-dire, pour tout x € R,
T(f +Ag)(x) = T(f)(x) + AT(8) (x).
Or, pour x € R,
T(F+ M) = (x* = x) (F + @) () + 2x = 1) (£ + Ag) ()
=(#*-x) "+ ex-nf
A (2 -x) "W+ @x-1g' W)
=T(f)(x) +AT(g) (x).

Lapplication T est donc un endomorphisme de E.



* Soient f, g€E
1
(T(f),g>=f0 T(f)(x)g(x)dx

1 1
- f (xz—x) (g dx+ f @x—1)f (x)gx) dx.
0 0

Intégrons par parties (les fonctions considérées sont de
classe €1)

1
fo (xz - x) g f"(x)dx
[ oo

—fol [(Zx—l)g(x)+(x2—x]g’(x)]f’(x)dx.

D’out

1
(T(f), g) = - fo & (0 f (1) dx.

On constate que cette expression est symétrique en f et g.
On peut intervertir les roles et obtenir :

1
T, f) = - fo Fwg xdx.
On en déduit que

(TN =(T(f), 8-

Lendomorphisme T est symétrique.

Exercice p-

1. C’est une conséquence directe du théoréme spectral avec f
symétrique.

2.a,b) Soient A1,...,A, € R} tels que
Viellnl, f(u)=Au.

n
On vérifie que pour x = ¥ piep, ona
k=1

n
xfE)= Y mPAe=0
k=1

avec égalité si et seulement si, pour tout k € [[1; n]l, B kz)\ k=
0, c'est-a-dire, uy = 0. Finalement (x, f(x)) = 0 si et seule-
mentsix=0.

2.c) Lapplication ¢ est :
— Symétrique. Pour tous x, y € R"
@x, ) ={x, f()
={f(x),y
= f(X)) =@, x).

symétrie de f

— Bilinéaire. Pour tous z, x, ye R", A, pe R

QOAX+ Py, 2) = Ax+ uy, f(2))
=Nx, f(2) + Wy, f(2))

On en déduit la linéarité a gauche et donc, par symétrie, la
linéarité a droite.
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— Définie positive. C’est prouvé a la question précédente.

3.a) Rappelons que pour définir un endomorphisme g de R”,
il suffit de donner I'image d’'une base de R”. Dans notre cas
, il suffit de préciser g(u; pour tout indice i.
On sait que
Viell;nl, f[u,-)Z)\,-u,-.

Comme les réels A; sont positifs, on peut poser

g(u;)= \/)\—iui eR™.

On définit ainsi un endomorphisme de R”.

Par construction, 98 est une base orthonormée constituée
de vecteurs propres de g. On en déduit que g est un endo-
morphisme symétrique. Enfin, pour tout i € [[1; n]]

gog(ui) =g(\/xiui)

= hig(w)

=Nju; =g (u).

Les applications linéaires go g et f prennent les mémes va-
leurs sur une base, ils sont donc égaux : g2 = f.

3.b) Par construction

s~ [

et 0 ¢ Sp(g). Donc g est un isomorphisme.

ie (1}

3.c) Soient i, j € [1;n]]

Comme 28 est une b.o.n pour le produit scalaire canonique

U 1 sii=
o(g7 (e7).8 1(ej))={ !

0 sinon.

D’ot le résultat.

Exercice p-[[4]

1.a) Oui. La linéarité de f découle de la linéarité a gauche du
produit scalaire. De plus, pour tout x € E, f(x) € E.

1.b) Soit x € Ker f. Comme la famille (eg)c(y.,y st libre, la
condition

n
0=fx)=) {(xer)ex
k=1

donne : Y kell;nl, (x,er)=0.



Comme (ex) 1., €St génératrice, on en déduit que
xEVect(el,...,en)J‘ =gt

Or E* = {0}, il vient x = Og. Lendomorphisme est injectif.
En dimension finie, il est aussi surjectif.

1.c) Soient x, y € E

n
(fx),y) = < y <xrek>ekvy>
k=1

=3 (nerd{ery)= 3 (nlepy)ex) = < 3 (ery)
k=1 k=1 k=1

(f(x),y)={x, fy).

L'endomorphisme est bien symétrique.

1.d) Le seul projecteur bijectif est 'application identité idg.
Si % = (ey,..., en) est une base orthonormée, on sait que

n
VX€E,  f)=) (xex)ep=x
k=1

donc 28 est bien solution.

On vérifie la réciproque en testant I'égalité pour chaque in-
dice i en remplacant x par e;.

Finalement, f est un projecteur si et seulement si la famille
est une base orthonormée.

2.a) Soit e un vecteur propre associé a une valeur propre A de
f.D’une part

(fe),e) = (Ae,e) = A~ [le]®
N——’
>0

et

(f(e), e <

zl<e,ek>ek,e>

n
k=
n n 2
> (eer)(er.e)= ) (eer).
k=1 k=1
2.b) La condition est équivalente a
s=flos! = 2=yl
Comme f~! est un endomorphisme symétrique, en repre-

nant par exemple la premiére question de 'exercice |26} on
prouve bien I'existence de s.

2.c)Onapouri, je€[[1;n]

<s(e,-),s(ej)> = <sos(e,-),ej> symétrie

1 L 1
Or e; =f(f7 (ei)> =) <f7 (ei),ek>ek.
k=1
La famille étant libre pour tout k # i

(Fei)ser)=0 et (F7(e;),er)=1
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ce qui permet d’avoir :
1
<s(e,~),s(ej)> = {0

Exercice

sii=j

sinon.

p.[14]

Cest la version "endomorphisme" de l'encadrement de
Rayleigh.

Comme f est un endomorphisme symétrique, f est dia-

une telle base. Il existe donc pi, ko, ... un € R tels que

> gonalisable dans une base orthonormée. Soient (ey, ..., ep)
€k

viellinl, f(e:)=wue;
Par hypothese de I'énoncé
VielL;nll, Al<p;<Ap.

Ensuite, la base étant orthonormée et f linéaire

n
=Y (vee
i=1

et

fx)= zn: <x,ej>f(ej] :]§1<x,ej)pjej.

Puis, par bilinéarité du produit scalaire

n n
F@0=Y Y (xne)(xej)u(eie;)
i=1j=1 NI
81',]‘
n
2
=2 mifxe).
i=1
En minorant (respectivement majorant) chaque p; par A;
(resp. Ap) il vient

n n n
A1 Z <x,e,-)2 < Z Wi <x,e,-)2 < Z An (x,e,-}z.
i=1 i=1 i=1
C’est-a-dire

M lxl? < (F(x), %) < Apllxl?

car (ey,...,ep) estune b.o.n.

Exercice p.[[4]

1. Lendomorphisme f est diagonalisable dans une b.o.n
(e1...epn). ll existe A1,Ap,...,An € Rtels que

flei) =Ae;.

Comme le spectre est inclus dans R*, \/A; a un sens et
on peut définir 'endomorphisme uniquement en donnant
I'image d'une base. Vérifier que ¢ défini par

(er) = \/Aie;

Viell;n],

Vie(1;n],

convient.

2. Procédons par double inclusion.



Soit veKerfnKerg,ona
(f+8w)=f(w)+g(u)=0g+0g=0g

puis u € Ker(f + g).

Soit u € Ker(f + g), on a donc f(x) + g(x) = Og. Cal-
culons de deux manieres différentes la quantité (f(x), x).
D’une part, en utilisant le fait que ¢ est symétrique

(f00,0 = (9?00, x)
= (@), () = | p(0)|1%.
On a aussi (en notant y un endomorphisme tel que y? = g)
(f(x),x) =-(gx),x)
=- <w2 (%), x>
=~ (W), y) = - ly@I>
Dot o) = = (0%
—— ——
=0 <0
Nécessairement [[@p(x)[| = [y (x) || = 0 et ¢(x) = y(x) = 0 puis
f0)=¢*(x) = plpx) = ¢ (0g)=0g et g(x)=0g.

C’est-a-dire
xeKer fnKerg.

Le résultat s’en déduit par double inclusion.

Exercice p-

1. Soit A € Sp(A) et X un vecteur propre associé a A
AX=AX et X#0,1.
On a alors
(AX,X) = M(X,X) = AIX|I®
et (AX,X) = L(AX)X
=IX'AX = (X, 'AX)
=—(XAX) = —(AX, X).
D’oti (AX,X) = 0 et comme [ X]| #0, A = 0. Ce qui conclut.
2.0na
B="(A%)="A-"A=(-A)-(-A) = A= B.
La matrice B est donc symétrique.
3. Soit A € Sp(B) et X un vecteur propre BX =AX et X #0,,1. On

a d’une part
(BX,X) = (X, X) = AlIX]1?

et d’autre part,
(BX,X) = <A2X,X>
- t[AZX]X
— tXtAtAX
= -"(AX)(AX)
= —[|AX|I.
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D’ot1 A|X[|2 = — [ AX||2. Puis Sp(B) cR™.

Exercice p.[[4]

1. Soient A, p € R, x, y € E. Par linéarité a droite du produit sca-
laire

fAx+puy) =(a,Ax+py)b—(b,Ax+uy)a
=ANa, x)b+ pla, yyb—A(b,x)a— (b, y)a
=N+ pf ).

Ce qui prouve la linéarité de f.

2.(a) Notons que
fla)={a,a)b—(b,aya
=llal*b#0
fb)={a,byb—(b,bya
=—|bl*a#0
et pour tout x € Vect(a, b)*
f@) =<(a,x)b+(b,x)a=0.
=0 =0

On a donc

Vect(a,b)cImf et dimImf=2.

Vect(a, b)l cKerf et dimKerf=zn-2.

Par la formule du rang, on a aussi
dimIm f +dimKer f = n
On adonc

dimIm f =2, dimKerf=n-2

et les égalités
Im f =Vect(a,b) et Kerf =Vect(a, b)J‘.
2.(b) Pour F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien
(E,¢,»),ona
FeFl=E.
En appliquant ce résultat a F = Vect(a, b) et on utilisant la

question précédente, on montre que Ker f et Im f sont sup-
plémentaires dans E.

3. Soit (x,y) € E2

(f(x),yy=Ka,x)b— (b, x)a,y)
={a,x)(b,y) — (b, x){a,y)
={b,yya,x) - a,y)b,x).
={b,yya—L{a,y)b,x)=—(f(y),x)

4. Soient x, y € E. En appliquant deux fois la question 3

(fof(x),yy=(f(f(x)),

==(f), fy)
—(=x, fF(fF N
x, fo f(yh.



Finalement, f o f est symétrique.

5. Lendomorphisme f est diagonalisable si et seulement si k
est un entier pair.

Exercice p-

Soitx€E
I - @@ = 1f (0 - g
= IF I + 180117 = 2(f (x), g (x))

I+ @I = 1F I + 18I +2¢f (0, g (x).

On constate que 1'égalité est prouvée si on montre que
(f(x),8(x) =0.
Or, par symétrie de f et le fait que f et g commutent
(f(x),8(x)) = (x, fog(x)) =(x,80 f(x))
et par « antisymétrie » de g
(f(x),g(x)) =(=go f(x),x) = —(x,g0 f(x)).

D’ou (f(x), g(x)) = 0 etI'égalité.

Exercice[30] p-
Exercice[3]] p.
Exercice p-

1. Soient A, p € R, P, Q € E. Par linéarité de 'intégrale

1
u(AP+pQ)(x):f (x+ 0" AP+pQ) (1) dr
0
1
:f (x+ 0" (AP(®) + pQ(®)) dr
0

1 1
= )\f (x+0"P(H)dt+ pf (x+0"Q(pdt
0 0
= Au(P)(x) + pu(Q)(x)
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Lapplication u est linéaire.
Soit k € [[0; n]].

1
u(ey) (x) =f (x+0"tkds
0

:fl i (’?)xitn_i+kdt

0 s\

= i fl (’?)xit”_ﬂkdt
—oJdo \1

D’olt

nn 1
u(ek)_igo(i)n+k—i+lei'

On constate que u(ey) € E. Par linéarité, u endomorphisme
de E.

2.0n apour k, j € [[1;n]]

M=
B

I
=}
~

<u[ek),ej>:

1
— = leie;
i n+k—i+1<’ f>

1 1
i|(n+k—i+1) i+j+1

Il
=

I
=}
~

1 1
k+0+1 n—0+j+1

I}
M=
S

~

I

o
~

al'aide du changement de variable £ = n —i. On en déduit

(il )= ule) o)

On en déduit que u est symétrique.
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