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CHAPITRE ]. 5

Projections orthogonales

Lart des mathématiques consiste a trouver le cas particulier qui
contient tous les germes de la généralité.

DAvVID HILBERT
Mathématicien allemand (1862-1943)

_ Rappels

1.1 Les projecteurs

,—[Déﬁnition 1 (projecteur)} N\

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

G / ------------ 2 u Ainsi, pour tout u € E, il existe une unique décompo-
i sition u = ug + ug ou (ug, ug) € F x G. On pose
F O i E — E
u +— Ug.

Cette application est linéaire, elle est appelée le projecteur sur F parallelement a G.

\. J

Remarque. Rappelons que F = Im(p) = Ker (p —idg) et G = Ker(p). En particulier, on a E = Im(p) @ Ker(p). De plus,
idg —p est le projecteur sur G parallelement a F.

[Théoréme 2 (caractérisation d'un proj ecteur)}

Soit p : E — E une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lapplication p est un projecteur.

ii) Lapplication p estlinéaire et pop = p.

‘

Exercice 1 1. Soit p un projecteur d'un espace vectoriel E.

( a) Donner les puissances de p, puis celles de 2idg +p.

vz b) Soient A, u € R, simplifier (Ap + pidg) o (2idg + p). En déduire que 2idg +p est un iso-
morphisme.

. 2. Considérons deux projecteurs p et g qui commutent.
Montrer que p o g est un projecteur et justifier que Ker(p) + Ker(g) c Ker(p o q).




1.2 Rappels sur les sous-espaces orthogonaux

Soit F un sous-espace vectoriel de E. On appelle orthogonal de F, et on note F, 'ensemble des vecteurs orthogo-
naux a F, c’est-a-dire :

F={ueE|VveF, (uv)=0}.

,—[Proposition 3 (espaces supplémentaires orthogonaux)]

Soit F, un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, D) ) Alors
E=FeF'.

En particulier dimF + dimF! = dimE.

Remarque. Soit (ey,...,ep) est une base orthonormée de F que 'on compléte par (ey,...,ep, €p+1,...,en), une base
orthonormée de E. On a

F=Vect(ey,...,ep), F-=Vect(eps1,...,en).

+ Les questions sont indépendantes.
3 . . . . L 1s 4 .
Exercice 2 1. Dans [R' muni du produit scalaire canonique, on considere les plans F et G d’équations
" respectives :
-, x+2y+3z=0 et x—-y—-z=0.
-
A Déterminer une base de F+ puis de (Fn G)J-.
1
- 2. Soit R3[x] muni du produit scalaire (P,Q) = f P(1)Q(t)dt. On pose F =Ry [x].
0
Déterminer une base de FL.
Exercice 3
vl 4+ Soient (E, (-,-)) un espace euclidien et F, G deux sous-espaces vectoriels.
| &7 Justifier que F et G sont supplémentaires si et seulement si F et GL sont supplémentaires.

Proposition 4 (condition nécessaire et suffisante d’appartenance a l’orthogonal)}

Soit F = Vect (ey, ..., ex) un sous-espace vectoriel de E. On a

ueFt < Viell,kll, <(ue;)=0.

44 Vecteur normal a un hyperplan
Soit F un hyperplan d’un espace euclidien (E, (-,-)).

Exercice 4 1. Montrer qu’il existe up € Etel que pourtout veE: veF <<= (ug,v)=0.

- 2. Exemples

'3

“T a) On considere E = R3 muni du produit scalaire canonique et 'hyperplan F =

4 {(x, y,2) € R3 [2x+3y—-z= 0}. Déterminer un vecteur normal a F.

& 1

b) Soit maintenant E = R3[x] et le produit scalaire défini par (P,Q) = f P(HQ(ndt.
1

|

Déterminer un vecteur normal a Ry [x].




n Projecteurs orthogonaux

2.1 Définitions et exemples

,—[Déﬁnition 5 (projecteur orthogonal)} N\

Soit (E, (-, - ), un espace euclidien.
On appelle projection orthogonale sur F, notée pg, la projection sur F parallelement a F*.
Pour tout u € E, pr(u) est appelé le projeté orthogonal de u sur F.

N Retenons
F v € F
v=pru) << N
u F u-v € F-.
D’apres le rappel du début de chapitre, un projecteur p est
() orthogonal si et seulement si Im(p) et Ker(p) sont supplé-
Pr(u

| mentaires orthogonaux, si et seulement si Eg(p) et E;(p)
\ sont des supplémentaires orthogonaux de E.

4 & Exemple

Exercice 5 Soit .4y, (R) muni du produit scalaire (A, B) = Tr (*AB). On définit 'application
9 M+ M
- P ln®) My ®),  p(M) = ———.

|

1. Vérifier que p est un projecteur. Préciser le noyau et 'image de p.

2. Est-ce que p est un projecteur orthogonal?

,—[Proposition 6 (caractérisation)] <

Soit p, un projecteur d'un espace euclidien (E, () ) On al’équivalence entre les énoncés suivants.

i) Le projecteur p est orthogonal.

ii) Lendomorphisme p est symétrique.

,—[Proposition 7 (caractérisation matricielle)] \

Soient E un espace euclidien, 28 une base orthonormée de E, p un endomorphisme et A = Matg(p).
On al’équivalence entre :

i) Lendomorphisme p est un projecteur orthogonal.

ii) Lamatrice A est symétrique et A = A.

A Attention. Il ne faut pas oublier la condition : 28 est une base orthonormée.

Exemple. La matrice U’U o1 U est une matrice colonne de norme 1.



Méthode

2.2 Expression et calcul explicite du projeté

[Théoréme 8 (expression du projeté dans une b.o.n)]

Soit F, un sous-espace vectoriel d’'un espace euclidien (E, (-,-) ) et p, le projecteur orthogonal sur F.

Si %r = (e1,...,ep) estune base orthonormée de F,
P

alors YucekE, pp(u)=Z<u,ei)ei.
i=1

* Projection sur une droite vectorielle
Considérons le cas ou1 F est une droite vectorielle. 11
existe donc e € E\ {0} tel que F = Vect(e). e
La famille constituée d'un unique vecteur (e;) = u
(e/llell) est une base de F et d’apres ce qui précede
(W= (wenye (u, ey . pr(u)
=(Uu, = —28.
Pr Ve = O f
1
* Projection sur un hyperplan.

Remarque. Retour sur le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

Soient (u1,...,uy,) une base de E non nécessairement orthonormée. Pour tout k € [[1;n — 1]], posons py, le projecteur

orthogonal sur Vect(uy,..., u). On définit ensuite la famille (ey, ..., e,) de vecteurs de E par la récurrence

Uk+1 — Pk (Uk+1)
| i1 = prcCuis)||

u
ep=—— et Vkel[2;k-11, exs1=
e

La famille (e, ..., e,) est bien définie, elle constitue une base orthonormée de E avec

Ykel[l;n], Vect(uy, ..., u;) = Vect(ey,...,ex).

Comment calculer en pratique un projeté?

Soient u € E et F, un sous-espace vectoriel de E. Calculons pr(u), le projeté orthogonal de u sur F.

o Etape 1
On trouve une base (u1, ..., up) de F (non nécessairement orthonormée).

o FEtape?2
p
Comme pg(u) € F, il existe un unique p-uplet (Ay,...,A,) € RP tels que pr(u) = X A;u;. On remarque
1

1=
ensuite que
(u—pr(w),u1)=0
(u—pe(w),uz2) =0

(u—pr(w),up)=0

On explicite alors le systéme linéaire d’inconnues (A;)eq1;p)
n

(W) =(prw),u1) = ¥ \; (ui, ur)
i=1

(u, up) = (pr(w), up) = é?\i (Ui, up)

(u,up)=(pr(w), up) = é)\i(ui, Up)




o Etape 3
Onrésout le systéme linéaire précédent a p équations pour trouver les p inconnues (A;) ief1;py. On conclut

Méthode

p
par le calcul de pp(w) = Y Aju;.
i=1

Exemple. Dans R3, calcul du projeté de u = (0,—1,4) sur 'espace vectoriel F = {x,y,2) € R3|x-2y+3z= 0}.

Exercice 6
1 4 Exemple

> 1
- Soient Ry [x] muni du produit scalaire (P,Q) = f P(H)Q(r)dr et F =Ry [x].
5 0

Y

|
y Donner I'expression du projeté orthogonal de Q(x) = 1+ x + x2 sur F.

n Applications a I'optimisation

3.1 Distance a un sous-espace vectoriel

Soient F un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien (E, (-,-)) et u € E. On définit (sous réserve d’existence), la
distance du vecteur u a F par

d(u,F) =min|u-v|.
veF

Notons que u € F si et seulement si d(u,F) = 0.

[Théoréme 9 (caractérisation du projeté par minimisation de la norme)]

Soient F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, (-,-}), pr la projection orthogonale sur F et
u € E. Alors la distance d(u, F) est bien définie et

d(u,F)=min|u-vl=|u-pr@w)|.
veF

De plus, le minimum est atteint seulement pour v = pp(u).

Remarques.
 Le projeté orthogonal de u sur F est caractérisé par
" u—p(u

VveF, llu-vi=lu-pl.

Al it : €E,
utrement dit : pour tout u Op li
v=pru) < |veF et |u-v| =Iul’jléll’:1||u— wll|. h'/ pE() — v
1200y A4
F
© dw,F)? = u-p@)l® = lul® - lIpw|>.
Exercice 7 44 Exemples

Soient (E, (-,-}), un espace euclidien, ug € E # Og et un hyperplan H.

k= 1. Exprimer la distance d'un vecteur x a la droite Vect(uyg).

J 2. Faire de méme avec la distance a H (on pourra exprimer le résultat a I'aide de ugp, un

- vecteur normal a H, voir exercice 22).
Exemple. On montre que la fonction de deux variables

V(x,y) eR?,  flx,y)=4x-1*+(x+p*+x-2y+1)?
admet un minimum sur R? en considérant dans R3, le produit scalaire canonique de sorte que

2

flx,y) = H[Z(x—l),x+y,x—2y+1)” H(Zx,x+y,x—2y)—(2,0,—1)”2.

7



44 Justifier que la quantité

Exercice 8
_ 1 2
1 inf (tz—at—b] dr
) (a,b)eR2J-1
- est bien définie et la calculer.
3.2 Probleme des moindre carrés, droite de régression

Projeté sur I'image et moindre carrés

Soit f une application linéaire R” dans R”, b un vecteur quelconque de R”. Lorsque f n’est pas surjective (p < n),
il se peut que b n'appartienne pas a I'image de f et1’équation f(x) = b, d'inconnue x € R”, n'admette pas de solution.
On cherche alors un vecteur x dont I'image « est la plus proche » de b. Plus précisément, on munit 'espace d’arrivée
de sa structure euclidienne canonique et on veut justifier I'existence de

min || f(x) - b
xeRP
et trouver un (le?) vecteur x réalisant le minimum. On constate qu’il s’agit de rechercher
min |ly-bll.
yelm f

Comme Im f est un sous-espace vectoriel de E, le théoreme de minimisation prouve I'existence du minimum qui est
atteint en un unique point :

y=p((b) ou p désigne le projeteur orthogonal sur Im f.

[Théoréme 10 (probléme des moindre carrés, pseudo-solution)]

Soient n, pe N* avec n = p, A€ Mp,p(R) derang p et Be 4,1 (R).
Alors il existe un unique vecteur Xg € .#, 1 (R) minimisant la quantité |[AX—B|| ot || - || désigne icila norme
associée au produit scalaire canonique sur .4, 1 (R).

Remarque. Lexercice suivant permet de justifier que le vecteur Xy est1'unique solution du syst¢éme de Cramer ‘AAX =
!AB. On parle alors de pseudo-solution.

44 Reprenons les notations du théoreme et justifions la remarque précédente.
Exercice 9 1. a) Justifier que Ker’AA = KerA, puis rg(‘AA) = rg(A).

{ b) En déduire que ’AA est une matrice inversible.

is 2. a) Vérifier que pour tout X € .4, 1 (R), (X, ’A(AXg —B)) = 0.

) b) En déduire que ‘AAX( = AB.

‘ On a donc bien une unique solution donnée parXo = (tAA)_1 AB. Pour une seconde démons-
tration, voir l'exercice 22, p.22, partie II.

1 2 0
2 0 et B=]|1
1 1 2

Justifier et calculer 'unique matrice colonne X telle que la norme [|AX — B|| soit minimale.

Exercice 10 * Exemple

On pose A=

Régression linéaire

Considérons n points de R?, (x1,1), ..., (Xn, yn) non alignés verticalement. On cherche la droite qui « approxime »
au mieux ces n points. Si on note y = ax + b, I'équation d’'une droite, on cherche a minimiser I’erreur

n n
E, = Zdiz = Z (ax,- +b—yl')2.
i=1 i=1

8



10 ° Droite de regression
b=27 Erreur
Point Moyen

] . Erreur : 30.1 (jS, y’l)

x 1 n ax1+b-y
a X2 1 Vo ax,+b—y;

X= b | A= . . et B= . de sorte que AX-B= .
X, 1 Yn axp+b—yn

Si on considere le produit scalaire canonique sur .4, 1 (R) et la norme associée
E, = |AX - B||?
r= .

Les deux colonnes de la matrice A forment une famille libre (les points ne sont pas alignés verticalement). La matrice A
est donc de rang 2. D’apres le théoréme précédent, il existe un seul vecteur minimisant [|AX— B||. Calculons ce vecteur
Xp al’aide de la remarque. On a

yxi? L
TAA=| =} i=1 € M (R)
Xi n
i=1

i=

On montre que ‘AA est inversible et 'inverse est donné par

- 1 no-ix
(IAA) 1= n n 2 —EX' ﬁlz.;z
n.);lxiz—(.;xi) [ =
. Y XiYi
De plus, on calcule AB=| =}
£y

Ceci permet d’expliciter le vecteur X, puis ses composantes a et b :

nfxv= () (Er) g (5Em) (£

n n 2 n 2
1 1
I’ZAEI.XZ‘Z—(AEI.XZ‘) ﬁz Xiz—(%é x,-)
i= i=

Si X (resp. j) et o (resp. o) désignent la moyenne et I'écart-type empirique de la série statistique {xili € [L;n]}
(resp. {yili € [1;n]}), Cov(x, y) désigne la covariance empirique de x et y et p,,, désigne le coefficient de corrélation
empirique, alors la droite de régression linéaire de y en x a pour équation :

_ o _._ Cov(x,y) ;
J’_J’:px,yo—y(x—x) = —zy(X—x)-
X

X

Remarque. Nous verrons une seconde démonstration de ce résultat par le calcul différentiel.



y Exercices &9

Exercice 11. ¢ Déterminer la matrice dans la base canonique de R" de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel

H= {(xl,...,xn)E[R"

n
Z X 20}.
i=1

Exercice 12. 4 On place dans R’ muni de son produit scalaire canonique et on note 22, la base canonique de R°. Soit F =
VeCt(flervf3) ou
fi=er+tex—e3, fo=es+es et fa=ex—e3.
Donner la matrice dans la base canonique du projecteur orthogonal sur F.

Exercice 13. ¢4 Abonne distance d’Attila
On considere .4, (R) muni du produit scalaire

(A,B) € (R — (A,B) =Tr ("AB) € R.

Soit H, le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle.
1. Donner la dimension de HL. Préciser une base.

2. Soit] la matrice de .4, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Calculer i\nilril [IA=TIl.
€

Exercice 14. ¢ 44 CNS pour un projecteur orthogonal
Soient (E, (-,-)) un espace euclidien et p, un projecteur de E.

1. Montrer I'équivalence entre les énoncés :
i) Le projecteur p estorthogonal i) Vx€E, (x,p(x))=0.

Indication. On pourra considérer A\xx + y otux€Kerp, yeImp et A€ R.

2. Méme question avec les énoncés :

i) Le projecteur p est orthogonal iii) Vxe€E, lIp@I<lxl.

Exercice 15. 44 Matrice d’'un projecteur orthogonal
Soient (E, {-,-)), un espace euclidien et F, un sous-espace vectoriel de E.
Soient % une base orthonormée de E et (ul,..., up) une base orthonormée de F. On note Uy,...,Up, les vecteurs colonnes des
coordonnées de uy, ..., up dans la base %. Montrer que la matrice du projeté orthogonal sur F, noté pr, dans la base % est donnée
par

p
Mat (pF) = Z UitUi.
i=1

Exercice 16. 444 Deux approches pour un méme probléme de minimisation
Soit F la fonction définie sur R par :

F(x,y,2) = 24x? +2y2 +z22+ 12xy+2yz+4zx—240x—-48y —12z.

1. a) Vérifier que F admet un unique point critique, noté A.

b) On admet (par le calcul) que F(x,y,2) = 2x+y+z— 6)% + (dx+ V- 18) +4(x —9)% — 684.
En déduire que F admet un minimum sur R3. Préciser la valeur du minimum.

+oo

c) Calculerl, = f e tdr pour tout n € N.
0

d) Justifier la convergence et exprimer en fonction de F, I'intégrale :
+00 2
I(a,b,c):f e_t[tg—atz—bt—c) dr.
0

e) En déduire I'existence et la valeur de

I= inf I(a,b,c).
(a,b,c)eR3

2. Pour tous P, Q € R3[x], on pose
+00
®Q= [ e rmQuadr
0

On vérifie que cela définit un produit scalaire sur R3[x].

10



a) En utilisant la question 1, calculer la distance du polynéme Py (x) = x3 au sous-espace Ro[x].

b) Comment retrouver ce résultat en calculant le projeté orthogonal de Pg sur Ry [x]?

Exercice 17. 444 Partition de P'unité
Soit (E, (-,) ) un espace euclidien.

1. Soient p, g deux projecteurs orthogonaux tels que
VxeE  Ip@IZ+l1gl* <lxl?.

a) Justifier que pog=gqop=0gyr).
b) En déduire que p + g est un projecteur orthogonal.

2. Soient maintenant p1, p2, ..., pn des projecteurs orthogonaux tels que f pi =idg.
i=1

a) Montrer que pour tout x € E

L 2 2
Y lpi | =1x07.
i=1
b) En déduire que pour toute partie non vide I de [[1; n]] 'endomorphisme ¥ p; est un projecteur orthogonal.
i€l

Exercice 18. 444 Sujet de révision extrait de ESSEC 2012
Soient m, n € N*. On munit .#;; 1 (R) de sa structure euclidienne canonique. Ainsi si

X1 N
X2 Y2

X= . et Y= . € Mm1[R),
Xm Ym

m m
le produit scalaire de X et Y s’obtient par la relation 'XY = Z x;y; etlanorme euclidienne de Y par : ||Y||?n =lyy= Z yiz.
i=1 i=1
1. Question préliminaire.
Soit F un sous-espace vectoriel de .#, 1 (R) de dimension k non nulle et (Ul,Ug,...,Uk) une base orthonormée de vecteurs
colonnes de F.

On envisage la projection orthogonale sur F représentée par sa matrice P dans la base canonique de .#, 1 (R).
Montrer que P = iflUfUi et vérifier que P est une matrice symétrique.
2. Partie I. Décomposition spectrale de la matrice YAA associée a une matrice A de M/, m,n([R).
On envisage dans toute cette partie une matrice A appartenant a .#, » (R).
a) Préciser la taille de la matrice ‘AA et vérifier que KerA c Ker! AA.
b) Montrer que si X € Ker? AA alors [|AX||,, = 0 et établir que Ker A = Ker! AA. Montrer que A et ‘AA sont nulles simultanément.
c) Justifier 'égalité : Im’ A = Im” AA.
3. a) FEtablir que la matrice YAA est diagonalisable et en calculant ||AX||§,L pour X vecteur propre de la matrice “AA, montrer que
ses valeurs propres sont des réels positifs.

b) On désigne par (A1,Az,...,Ap) laliste des valeurs propres distinctes de la matrice !AA, classée dans I'ordre croissant.
On rappelle que

p
Mu®) =@DE), (‘AA) ot Ey, ("AA) =Ker ("AA- ;1)
i=1

Pour i entier naturel compris entre 1 et p, on note P; la matrice de la projection orthogonale sur E,, (*AA) dans la base
canonique de %1 (R).
Vérifier que pour i et j distincts compris entre 1 et p, P;P; est la matrice nulle.

P P
Justifier les relations : I, = ¥ P; et ‘AA= ¥ \;P;. Cette derniére écriture s’appelle la décomposition spectrale de ‘AA.

i=1 1

i= i=

4. Exemples

a) Déterminer la décomposition spectrale de ‘AA lorsque A est la matrice 3,3 égale a

b) On envisage la matrice ligne A = (ay ay --- ap) ol les réels ay, ay, ..., a, sont fixés, non tous nuls simultanément. Ainsi, A‘A
est un réel. Montrer que le polynéme X% — (A’A)X est annulateur pour la matrice AA. Préciser la liste des valeurs propres et
la décomposition spectrale de la matrice ‘AA.

11



Partie I1. Pseudo solution d’'une équation linéaire.
On s'intéresse dans cette partie a I'équation AX = B olt A € .# 4 (R) et B € .#);,1 (R). Une matrice X appartenant a .4, (R) est
dite solution de cette équation si elle vérifie la relation AX = B. Elle est dite pseudo solution de cette équation si elle vérifie :

VZe Mn)(R) |AX-Bllm <I|AZ-Blm

5. On suppose que 'équation AX = B admet au moins une solution. Montrer que X est une pseudo solution si et seulement si elle
est solution de I’équation.

6. On suppose que X est une pseudo solution de 'équation. Montrer que, pour tout réel A et toute matrice Y de .#},,1 (R), ona:
A2AY )12, + 21 Y'A(AX - B) > 0.

En déduire que ‘AAX = ‘AB.

7. Montrer que tout X de .#/,,1 (R) vérifiant la relation ‘AAX = ’AB est pseudo solution et en déduire qu'il existe toujours au moins
une pseudo-solution de I'’équation.

8. Exemple
Déterminer toutes les pseudo-solutions de I'équation AX = B lorsque :
1 -1 1 2
A= 1 -1 1 et B=| 2
-1 1 2 1

Parmi celles-ci, préciser celle dont la norme euclidienne est minimale.

9. Donner une condition sur le rang de A pour que I'’équation admette une unique pseudo solution.

Les exotiques

Exercice 19. ¢44 Dans la suite, on identifie les vecteurs de R” avec les matrices colonnes de .4/, 1 (R).
Soient X1,X»,...,Xy, n variables aléatoires centrées et admettant un moment d’ordre 2. On pose
X1
X= . et Cx = (COV(Xi,Xj))_
. 1
Xn

€ Mn(R).
J

’

1. Soit u= (uy, uy,..., up) € R". Exprimer la variance V ((u, X)) a 'aide de Cx et u.
«:,-) désigne ici le produit scalaire canonique surR").

2. Soient H un hyperplan de R” et u € HL.
Montrer que 'événement [X € H] est presque str si et seulement si u € Ker Cy.

Exercice 20. 444 Soient X, X, deux variables aléatoires indépendantes et suivant une loi normale centrée réduite. Soit M,
un point de coordonnées (X1,X»2). Soient a € R et A, la droite d’équation y = ax. On pose

Y= inf M- ul?.
uel,

Justifier que Y admet une espérance et la calculer.

12



CHAPITRE ]. 6

Convergences et approximations

Ce calcul délicat s'étend aux questions les plus importantes de la
vie, qui ne sont en effet, pour la plupart, que des problemes de
probabilité.

PIERRE-SIMON, MARQUIS DE LAPLACE
Mathématicien, physicien francais (1749-1827)

— Inégalités de concentration

,—[Proposition 11 (inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev)]

» Soit Z une variable aléatoire positive admettant une espérance, alors

EZ
VAeR], P(Z=A])< %

¢ Soit X une variable aléatoire réelle admettant une variance, alors

V(X)

VeeR!, P(X-EX)|>¢)< —
€

4 En moyenne, une personne sur 100 sait placer dans YL e
le bon ordre les pays baltes sur une carte. On choisit )
au hasard n personnes et de maniere indépendante,
notons Y, le pourcentage des personnes capables de

Exercice 21 donner le bon ordre. o
RUSSTA
e 1. Donner I'espérance et la variance de Y. )
& 2. Par application de Ilinégalité de Bienaymé-

| & Tchebychev, donner une valeur de n a partir

de laquelle Y;, se trouve dans l'intervalle

BELARUS

1=10,009;0,011[ TRussia (7 e |

avec une probabilité supérieure a 0,9. e

Remarque. Ces inégalités ont peu d’applications pratiques, car la majoration qu’elles fournissent est la plupart du
temps excessive, mais elles sont valables quelle que soit la loi de X, pourvu que I'on puisse définir une espérance
ou une variance. Linégalité de Bienaymé-Tchebychev nous permettra toutefois de démontrer la loi faible des grands
nombres (voir théoreme page[9).
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4 Soit X une variable aléatoire possédant une espérance de 6 et une variance de 2. Appli-
Exercice 22 quer, lorsque cela est possible, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour majorer ou mino-
( rer les probabilités des événements suivants. Préciser si le résultat obtenu est intéressant.

‘e
I 1. 2<X<10]; 3. X<7]; 5. [X=11];
v 2. 5<X<7; 4. [X-6|=1]; 6. [X=4].

n Convergence en probabilité

Définition et exemples

,—[Déﬁnition 12 (Convergence en probabilité)} N\

Soient (X;;) en Une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, 7, P) et X une
variable aléatoire définie aussi sur cet espace.

] g S~ . . . P .
On dit que la suite (X;), converge en probabilité vers la variable aléatoire X, noté X;, — Xsi:

n—+oo

veeRy,  P(X,-Xlzg) — 0.
—00

\ J

Exemple. Soit (X;;) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi uniforme continue sur [0; 1].
On montre que (Y;) ,en+ converge en probabilité vers la variable aléatoire presque surement constante a 1.

Exercice 23
o <> Pour tout n € N*, on pose Z, = min (X1,X2,...,X5).
e Reprendre le calcul précédent pour justifier la convergence en probabilité de (Z;),, vers une
{ variable aléatoire que 'on précisera.
2.2 Les théorémes de convergence en probabilité

Reégles de calcul

A Attention. Contrairement au cas des suites réelles ou des fonctions numériques, il n'y a pas unicité de la
limite (si elle existe). Plus précisément, si (X;),en €St une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace
probabilisé (Q, «/,P) et X, X’ des variables aléatoires définies sur le méme espace et telles que

X, = X et X, — X alors P(X#X)=0

n—+oco —
,—[Proposition 13 (convergence en probabilité et combinaisons linéaires)] \
Soient (X)) nen, (Yn) nen deux suites de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, <7, P).
. P P
Si X, — X et Y, — Y
n—+oo n—+oo
p P
Alors pour tout A € R, AX;, T AX et X,+Y, it X+Y.
Exercice 24 4 Prouver cet énoncé. Pour le second point, on pourra utiliser l'inclusion
_a
A Xp—X| < = ] [0 =YI< = ] [Xn+Yn - X+ V)] <e].

14



,—[Proposition 14 (composition par une fonction continue)]

Soit (X;,) nen une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, <7, P).

Si | — Lasuite (X;;) nen converge en probabilité vers X.

— Lafonction f est continue sur R a valeurs réelles.

Alors f&Xn) == fOX.

Remarque. On peut affiner le théoreme en ne supposant seulement que f est continue sur un intervalle I tel que
pourtoutneN,PX, €l) =1.

44 Preuve dans deux cas particuliers
Exercice 25 Soient (X),, une suite de variables aléatoires définies sur (Q,«/,P) et f:R— R.
( 1. On suppose qu’il existe a € RY tel que : Vx, yeR, |fx)-fWIsalx—yl.
- Montrer que f (Xy) 2 fX.
o n—+oo

Y

/

2. Justifier que si les variables X, sont a valeurs dans [a; b] et la fonction f est de classe €'
P
sur [a; b], alors f (Xp) oo fX.

Loi faible des grands nombres

[Théoréme 15 (loi faible des grands nombres)]

Soient (X,),en une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q,</,P) et X
une variable aléatoire définie aussi sur cet espace.

Si | — Lavariable X admet un moment d’ordre 2.

— Les variables (X;;) nen* sont mutuellement indépendantes et de méme loi que X.

Alors la suite des variables aléatoires X,,, moyenne arithmétique des n variables Xj, Xp, -+, Xj,
converge en probabilité vers son espérance mathématique E(X). Autrement dit,

X, = ;i;xi o EX).

Remarque. Cas de laloi binomiale
Soit (Y,) nen* une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (QQ, «/,P) avec Y,, — ZB(n; p). Alors

Yo p N . . L .
— Z, ol Z est une variable aléatoire certaine égale a p.
n n—-+oo

Application. Considérons une expérience aléatoire, et un événement A de probabilité théorique p associé a cette
expérience. Soit n € N*. Répétons n fois 'expérience de maniere indépendante et désignons par X, le nombre de
succes (c’est-a dire le nombre de fois o1 A est réalisé). Y,, suit donc une loi binomiale de parametres n, p.

Posons de plus,

Y
Fr(A) = 7”, la fréquence empirique d’apparition de I’événement A.

Par la loi faible des grands nombres, on en déduit I'énoncé suivant :
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,—(Corollaire 16 (interprétation d’'une probabilité)} <

Lorsque le nombre d’expériences aléatoires augmente indéfiniment, la fréquence d’apparition F, (A) d'un
événement A converge en probabilité vers sa probabilité théorique p. Autrement dit

veeR!, P([F,-p|>¢) — 0.

n—+oo

On a une premiere formulation mathématique de l'interprétation intuitive d’'une probabilité d’'un événement.

La probabilité d'un événement est la fréquence que I'on observerait si on effectuait
une infinité de fois I'expérience dans « des conditions parfaitement identiques ».

n Convergence en loi

3.1 Rappels : représentations graphiques des lois

Cas des variables aléatoires discretes

¢ Soit X une variable finie avec X(Q) = {x1, X2, -, Xm}.

Nous avons vu que 'on peut résumer une loi d'une variable finie par un tableau. Pour chaque indice i, on indique la
probabilité P(X = x;).

On peut aussi utiliser les diagrammes en batons, en abscisse, on place les valeurs x;. Dans la suite, on s’arrange pour
que la hauteur du baton partant de x; soit telle que 'aire du rectangle s'identifie a P(X = x;).

. Exemple. Ci-contre, le cas de la loi binomiale de para-
metres n =20, p=0,3.
Notons que pour avoir la probabilité P( [X€ [a;D]] ), il suffit
de sommer les aires des rectangles compris entre les abs-
cisses a et b. En particulier, la somme des aires totales des
rectangles est P(Q) = 1.

A A Ici, la partie grisée a pour aire P( [X € [4;6] ])
0o 2 4 6 8 10 12 14

¢ Lorsque X est une variable aléatoire discrete dénombrable (X(Q) = {x1, X2, , X5, +}), on ne considére qu'un nombre
fini de valeurs {x;, x2, -, x,}. En géneral, les valeurs ot la probabilité n’est pas négligeable.

Donnons I'exemple de la loi géométrique de parametre p = 0,2 ol on s’est limité a [[0;20]].

<N
0.2
p=0.2
0.15 1 .
0.11
0.05 1
L
0 I I I I | I I ——— 5
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Laire de la partie la plus grisée correspond a une approximation de P([X > 4]).

16



Graphe des densités des variables aléatoires a densité

Soit X une variable aléatoire a densité dont f, est une

densité.
Laire de la partie grisée comprise entre la courbe, I'axe Graphe
des abscisses et les droites d’équation x = a, x = b cor- de f

respond exactement a la probabilité que X prenne les
valeurs entre a et b.

b
Aire=P(la<X< b]):f Fodt. ~

3.2 Définition et exemples

,—[Déﬁnition 17 (convergence en loi)]

Soient (X;;) nen une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire toutes définies sur (Q, .o/, P).

Notons | — pour tout n €N, F,, la fonction de répartition de la variable X;;,

— F, lafonction de répartition de la variable X.

. . . . £ . . C
On dit que la suite (X;,) ,eny converge en loi vers X, noté X, . X, si en tout point x de continuité de F :
n—+00

Fpn(x) n:;oF(x).

\

A Attention. Il n'y a pas unicité de la limite lors d'une convergence en loi. Si X et Y ont méme loi, alors

Xn Z, X <= X, Z, Y.
n—+oco n—+oco
Exemples.
e Exemple 1. Pour tout n € N*, on vérifie que la fonction f;, définie sur R par : fult) = R’ texp (- n’t?| 2) 1g, (%)

est une densité de probabilité. Soit (X;;) ,en+ une suite de variables aléatoires a densité ou f;, est une densité de X,,. On
montre que (X;),en+ converge en loi vers X ou X est une variable presque surement constante a 0.
Ci-dessous, une représentation des courbes des premiéres fonctions de répartition dans des plans séparés.

e Exemple 2. Reprenons le cas de (X;) ,en+, Une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que
pour tout n € N*, X;; — %([0;1]). On montre que la suites de variables Y, = max (X;,Xp,...,X;) converge en loi vers
une variable presque surement constante en 1.

» L'exercice suivant donne un exemple ol la suite converge vers une variable non presque surement constante.

Exercice 26 4 Reprenons les notations de I'exemple précédent et posons, pour tout 7 € N*,

_
v, Mu=n(1-Yyp).

« Etudier la convergence en loi de la suite (M) ;e -
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,—[Proposition 18 (convergence en loi)] \

La convergence en loi de la suite (X;,) ,en Vers X impose pour tous points a, b de continuité de F

P([a<X,<b]) — P(la<X<b]).

\ J

,—(Proposition 19 (convergence en loi dans le cas discret)] <

Soit (X;,) nen une suite de variables aléatoires telles que :
VneN, X,(@cN et VkeN, P(X,=kl) — prel0;1].
—00
Alors (X;,) nen converge en loi vers une variable aléatoire X avec

X(@QcN et VkeX(Q), P([X = k) = pi.

\. J

Exemple. SiX, — %B(p,) avec pj, P €]0;1[. On montre que (X;) ey converge en loi vers une variable aléatoire
—00
suivant une loi de Bernoulli 2(p).

< Exemples Les questions 1 et 2 sont indépendantes
1. Soient n € N* et X;; une variable aléatoire de loi
Exercice 27 2 . 2
- X, (Q) = (0;1:2) P([X 0) n-—o P(X 1) n+cos(n) P[X 2] n+sin(n)
- =1{0;1; et = = — = = = =
. n n="0l] 3n Xn=1] 3n Xn =2] 3n
' -
iy a) Déterminer la valeur de a.
~ b) Vérifier que la suite (Xj;) ,en+ converge en loi vers une loi usuelle.
2. SoitXp — P(Ay) avec Ay — \e€ R},
Montrer que (X)) ,en converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.
3.3 Les théoréemes de convergence en loi

Régles de calculs sur les limites

A Attention. Contrairement a la convergence en probabilité, la convergence en loi de (X,) nen €t (Y) nen vers X
et Y n'implique pas nécessairement la convergence de la suite (X,; + Y;) ,eny vers X+Y.

Exercice 28
4 Contre-exemple

47 Soit X € 98(1/2). Posons pour tout n €N, X;; =X et Y, =X.
[ @ Vérifier que cela fournit bien un contre-exemple.

Remarques. Un peu de hors-programme
* On montre que la convergence en probabilité implique la convergence en loi :

P %4 . .
X, — X = X, — X voir exercicef49 5).
X 2 X, X 9 )

Il est a noter que la réciproque est fausse. Il suffit de reprendre le contre-exemple de 'exercice précédent.

Exercice 29
e <> Soient ¢ un réel et (X;) ,en Une suite de variables aléatoires réelles convergeant en loi
AL vers une variable aléatoire X. Alors la suite de variables aléatoires (X;; + ¢) ;e cOnverge en

f loi vers X + c.

e Lexercice s’étend avec le théoréeme de Slutsky :

. < . e, 2
SiX,, — Xetsi(Yy),en converge en probabilité vers une constante c, alors :
n—+oo
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—  (Xp +Yy) ey converge en loi vers X+ ¢

— (X, Y,)en converge en loi vers cX.

,—(Proposition 20 (composition et convergence en loi)}

Soit (X;) nen une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, «/, P).

Si | — Lasuite (Xj)en converge en loi vers X.

— Lafonction f est continue sur R a valeurs réelles.

&2
Alors Xp) — .
Fo%) L fe0
Exercice 30
" ( 4 Cas particulier
\. 7”7 Justifier I'énoncé précédent dans le cas particulier ou1 la fonction f est bijective croissante.

‘\ w

—

Convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson

,—(Théoréme 21 (convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson)}

Soient (X;;) ey Une suite de variables aléatoires binomiales 98(n; p;,) telles que
npn, — AeR].

n—+oo

Alors la suite (X,) ,eny converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi de Poisson 22(A).

X, = 7 avec Z—PN).

n—+0o
Exercice 31 4 Prouver le théoreme en partant de
o k
S @ nyk n—k _ |7 n|_ Pn
\ P([X, =kl) = 1- = 1- .
‘ // ([ n ]) (k)l?n ( pn) (k)( pn) (I—Pn)

Interprétation graphique

On trace les diagrammes représentant les lois binomiales 28(n; A/ n) et de Poisson Z2(A). On constate que plus 7 est

grand, plus les diagrammes associés aux lois 22(A) et 28(n; A/ n) se confondent.

0.4 - 0.4 _
n=10 — n=25
| -
o P ' o 7o I '
A ] A
02 B(n,— 0.2 Bl n,—
n n
0.1 0.1
0 | - 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 ] 4 6 8 10 12 14
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0.4 o
n =60
A ] -

03 P(A)

— A
0.2 B n, —

I n
0.1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Application a I’approximation

Considérons X — %(n; p), on a pour tout k € [[0; n]],

n

P([X=k])= (k

)pk(l _ p)n—k_

Ce produit peut étre assez difficile a évaluer numériquement lorsque n est « trés grand » et p « petit».
L'idée est donc dans les cas limites (n est « tres grand » et p « petit») d’avoir une expression approchée plus simple de
la probabilité en posant A = np et

P(X=k])=P([Z=k]) ol Z— PQ).
Remarque. Dans la pratique, des que n =30, p<0,1 et np < 15, on approche 8(n; p) par Z(np).
Exemple. Nombre de fautes d’orthographe.

Exercice 32. 4 Soit Z— Z2(A).
eXye X +oo x2k
2 e

1. Justifier que pour tout réel x, . En déduire P([Zest pair]).

2. Application. Une ligne de transmission entre émetteur et récepteur transporte des données représentées par
10000 bits (un bit est un élément de {0;1}). La probabilité que la transmission d'un bit soit erronée est estimée
2107° et on admet que les erreurs sont mutuellement indépendantes les unes des autres. On contréle la qualité
de la transmission avec un calcul de parité sur le nombre de « 1 » envoyés :

— S’ily aun nombre impair d’erreurs, un message d’erreur apparait.
— Sinon, c’est-a-dire s’il y a un nombre pair d’erreurs, la transmission est acceptée.
a) Considérons X la variable aléatoire associant a chaque envoi de données, le nombre d’erreurs lors de la

transmission, c’est-a-dire le nombre de bits parmi les 10 000 dont la transmission est erronée. Quelle est
laloi de X?

b) Donner une approximation de la probabilité qu’il n'y ait aucune erreur sachant que la transmission est

acceptée.

Exercice 33

4 Proposer une méthode pour simuler une loi de Poisson £2(5) uniquement a partir de la
\ commande rd.random().
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n Théoreme limite central

41 Le théoréme

,—[Théoréme 22 (limite central)j

Soit (X;) nen une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, </, P).

Si | — Lesvariables (X;),en+ sont mutuellement indépendantes.

— Les variables (X;) ,en+ 0Nt méme loi et admettent une espérance m et une variance o2 # 0.

n

— Onnote X,=1yX; et X, = Y2 (X, - m).

i=1 ©
— @
Alors (X,, ) 2, 7 avec Z— N (0:1).
neN* n—+oo
q T Lorb o
Autrement dit, pour tous a < b, P([a <X, < b]) — O(b) - DP(a) = —f e ds,
=9 V2nda

ol @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

\ Lénoncé du théoreme central limite est parfois surprenant et n'a souvent rien a voir avec celui du pro-
o
\ -~ | &ramme.

Rapport de Jury : Oral HEC 2021
4.2 Cas particuliers

Rappelons que si X est une variable aléatoire admettant une variance o2 (et donc une espérance), on définit la variable
aléatoire centrée réduite associée a X, notée X* par

X-EX)
X*=— avec EX")=0 et VX")=1.
o

i 7P alors 7= A
et, si — alors o —
VA

,—[Théoréme 23 (de Moivre—Laplace)}

Si (X;) nen €St une suite de variables aléatoires suivant des lois binomiales 98(n; p) avec p €]0; 1], alors

X,—n
X =t P £ vec Ze— N (O:1)

/np(l —p) e

Autrement dit, pour tous a < b, on a

1 b
P([a<X," <b]) — @b)-d(@ = Efa e 24y,

ol @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

\

Remarque. Dans la pratique, des que n =30, np =5 et nq =5, on approche 2(n, p) par A (np,npq).

A Attention. Ilya deux théoremes de convergence impliquant des lois binomiales. Précisons la différence :
¢ Dans le cas de convergence vers une loi de Poisson : n — +o0o mais np,, — A > 0, sous-entendu, p, — 0.
n—oo n—oo
¢ Dansle cas de convergence vers une loi normale : n — +oo mais p correspond a une probabilité fixée strictement
positive.
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Interprétation graphique

On trace les diagrammes associés aux lois de X, pour différentes valeurs de n (10, 50, 100 et 500). On superpose la
courbe représentative de la densité de loi normale centrée réduite.

e

n=10

S N—

p=03 7‘
—

n

=100

p=03 f
M\ M .

7 N n =500

On constate que plus 7 est grand, plus les diagrammes épousent la forme de la courbe.

%%

‘o

D

Z

)

)

The

_

b

Interprétons.

Soit X,, — 2B(n; p). De nouveau, placons le dia-
gramme associé a laloi X, *. Laire hachurée est
l'aire sous la courbe représentative de la den-
sité. Elle vaut donc

b
f fdt=P(la<Z<b)),

1
ol f:t-—»\/T_nexp(—tz) et Z— N (0;1).

Cette aire s’identifie approximativement a 'aire des rectangles compris entre les droites x = a et x = b. Or, cette der-
niére est par construction P([a <X, * < b]). On en déduit 'approximation :

Exemple. La planche de Galton.

P([a

<X'<h

M ”:PUasZst
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Méthode

[Théoréme 24 (convergence des lois de Poisson)]

Soit (X;,) nen* une suite de variables aléatoires telle que X, — Z2(nA) pour tout n € N*.
Alors la suite des variables aléatoires centrées réduites (X, *) ,en converge en loi vers une variable aléatoire
suivant une loi normale centrée réduite.

—nA
X, =2 " £ 7 avec Z— .N(0:1).

‘/n)\ n—+oo

Remarque. Dans la pratique, dés que A = 18, on approche la loi 22(A) par la loi normale A (A, A).

4.3 Applications a I’approximation

Comment approximer une probabilité a 'aide d’'une loi normale ?

On lance une piece équilibrée 10000 fois et on souhaite calculer la probabilité que le nombre de « PILE » soit
compris dans I'intervalle [4900;5100].

On suppose les lancers mutuellement indépendants.

Ainsi si X est la variable aléatoire qui compte le nombre de « PILE », X suit une loi binomiale de parametres
n=10000, p = % Lespérance de X est np = 5000, 'écart type est /np(1 — p) = 50. Evaluons P([4900 < X < 5100]).

e La premiére étape consiste a renormaliser en introduisant X* :

P([np—-100<X<np+100]) = P([-100 <X- np < 100])

X -
= P([_2< isz]) =P([-2<X*<2]).

vaup(l-p)

P([4900 < X <5100])

 Puis, on applique le théoreme précédent.
P([-2<x" <2|)=P(-2<2<2) = 0@) - ®(-2) =202) -1 avec Z—.N(O;D).

A l’aide de Python ou de table de la loi normale (en fin de livret), on sait que ®(2) =~ 0,9772.En conclusion : la
probabilité recherchée vaut environ 0,9544.

Exemple. Le Surbooking.

n Compléments avec Python

Simulation d’une loi normale par la méthode des 12 uniformes

Le théoréme limite central énonce que si (X;),en+ €St une suite de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes suivant une loi uniforme sur [0; 1] alors

(in*) £, 7 avec Z— N (0;1).
neN* n—+oo
-

Exercice 34 1. Enselimitant a douze variables Xy, ..., X2 suivant des lois uniformes, écrire une fonction
{ Python qui renvoie une simulation approchée de la loi normale centrée réduite.
vz 2. En déduire une seconde fonction qui prend en arguments |, G, m et renvoient m simu-
] lations d'une loi A (1, 02).

= 3. Tester votre programme en superposant sur une méme graphique I'histogramme de
2000 simulations approchées de loi A (1;4) et une densité de cette loi.
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Editeur

5.2 Exemples de méthodes de Monte-Carlo

Les méthodes dites de Monte-Carlo sont toutes basées sur la loi (faible) des grands nombres.

Applications aux calculs d’aire

Commencgons par un cas d’école : 'approximation de m.

On tire au hasard et uniformément un point dans le carré [0; 1] x [0; 1]. La probabi-
lité que le point soit situé dans le quart de disque est nt/4 (aire du quart du disque
71 x 12/4 sur l'aire du carré 1). Partant de ce constat, on peut simuler un grand
nombre de tirages d'un point dans le carré et approximer la probabilité de /4 par
la fréquence empirique. En multipliant par 4, on obtient une approximation de .

Ce qui donne ici :

0.0 1.0

def approxPI(m):
# m correspond au nombre de tirages
Compteur=0 >>> approxPI (1000) Approximation: 3.152
for i in range (m): ol > approxPI (10000) Approximation: 3.1412
x=rd.random () =| >>> approxPI(50000) Approximation: 3.14552
y=rd.random () g >>> approxPI (100000) Approximation: 3.14632
if x**2+y*x2<1: 8
Compteur+=1 # d comparer a
print (> Approximation:’ ,4*Compteur/m) 3.141592653589793

La convergence est assez mauvaise mais il ne faut pas pour autant écarter la méthode. Elle s’avere par exemple parti-

culierement efficace en grande dimension.

Exercice 35. 44 Aire d’'une cardioide

Lobjectif de cet exercice est d’obtenir une approximation de l'aire de
la partie délimitée par la courbe d’équation

(2 +y2-x)° =x%+ )2
1. Comment tirer un point au hasard dans le carré [-0.5;2.5] x

[-1.5;1.5] en utilisant la commande rd.random?

2. En déduire un programme qui tire au hasard un point dans le carré
et déclare si le point est a I'intérieur de la cardioide ou non.

3. Al'aide d’'une méthode de Monte-Carlo, donner une approximation
de l'aire de la cardioide.

4. Enremarquant que la courbe estlaligne de niveau Ly d'une certaine
fonction de deux variables, tracer la cardioide.
Application a I'approximation d’intégrales

e Principe
Considérons :

1519

1.01

0.51

0.0

—1.0

-1.54

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

1
— g:10,1] — [a; b] une fonction continue dont on souhaite calculer I'intégrale f g(nde.
0

— (Uj)jen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1].

— Pour tout i € N*, on pose g (U;). D’apres les lemme d’égalité en loi et des coalitions, les variables sont indépen-

dantes et de méme loi.

Par le théoreme de transfert, les variables X; = g (U;) admettent toutes une méme espérance donnée par

1
EX)) :fo g(ndr.

De méme, ces variables admettent une variance et la loi faible des grands nombres donne

X;+---4+X 1
At A P, E(Xl):fo gt dr.

n n—-+0o0
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Des lors, pour calculer une valeur approchée de I'intégrale, on peut simuler un grand nombre de fois les variables U;,
calculer les images g (U;) et en faire leur moyenne arithmétique.

Exercice 36. 44

e Lathéorie : estimation de la probabilité de l'erreur
Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans [a; b].

(b—a)?
Y

1. Pour quelle valeur de m, E ((X— m)z) atteint son minimum? Avec m = %b, déduire : VX) <

2. Enreprenant les notations du début, justifier que

VeeR!, P
4ne?

1 12 b— 2
f g(t)dt——Zg(Uk) >s)sﬁ (o)
0 n =

e La pratique

1
3. CalculerI= f dz. En déduire, une fonction avec en argument n et qui permet d’approcher .

o 1+12
4. Déterminer n afin d’obtenir une valeur 2 102 prés de 7 avec une probabilité d’au moins 95%. Commenter.
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7 Exercices L9

Révisions
Exercice 37. ¢ & Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Montrer que xP(X > x) - 0.
X—+00

Exercice 38. 44 % Soit X une variable a densité dont une densité f est nulle sur R~. On suppose qu’il existe A € R} tel que

+00
f f (neM dr soit convergente. Montrer que
0

VaeR?, VxeloAl P(X;a)se‘“xE(exx).

Exercice 39. 4+ Estimation
Une urne contient une proportion p de boules blanches. On souhaite obtenir expérimentalement une approximation de p. Pour
cela, on effectue n € N* tirages avec remise et on note X, le nombres de boules blanches obtenues au cours de ces 7 tirages. On
suppose les tirages mutuellement indépendants.
1. Donner la loi de Xj,. Préciser 'espérance et la variance.
1
4ne?’

3. Combien de tirages faut-il effectuer pour pouvoir affirmer, avec un risque inférieur a 5%, que la fréquence d’obtention de boules
blanches au cours des n tirages differe de p d’au plus 1%?

X
2. Justifier que pour tout réel € > 0, P (| - p| = e) <
n

Exercice 40. ¢4 Les souris mutantes
Un laboratoire éléve des souris dont 1/4 sont mutantes. La durée de vie d'une souris mutante est une variable aléatoire dont la
moyenne est de 3 ans avec un écart-type de 9 mois, mais elle ne vit jamais plus de 4 ans. La durée de vie d'une souris normale a une
moyenne d’'un an, avec un écart-type de 6 mois. On ne prend en compte que les souris dont la durée de vie est strictement positive.

Une souris est vivante au bout de deux ans. On note « la probabilité qu’elle soit mutante.

On considere I'événement M : « La souris est une souris mutante »et on note X la variable aléatoire égale a la durée de vie de la
souris.

. PMn[X=2]) .
1. Exprimer —————— en fonction de a.
PMn[X=2])

2. Enutilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une minoration de a.

Exercice 41. ¢4 % Inégalité de Chernov

1. Soit ¢ € R}. Soit X une variable aléatoire discrete telle que e'X admette une espérance. Montrer, 2 I'aide de I'inégalité de Markov,
que pour tout a € R,
E (etX)

PX=za) < eT

2. SoientneN* et p e] 0,1[. On suppose que X — %B(n, p).

a) Montrer que pour tout £ € R}, e’ admet une espérance et que :
E[etX] =(1-p+pe)”.

b) Etudier les variations de la fonction f: £ — (1 — p)ef% + peit sur R} . En déduire que f admet un minimum sur R}, égal a
2,/pd-p).

- n
©) ATlaide dela question 1, montrer que P(X> ) <2"(p(1-p))2.
Exercice 42. ¢4 % Comparaison entre la médiane et 'espérance
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, «/,P). On suppose que X admet une variance.
E((X-E00 +)°)

1. & SoientaeR},BeR*. Démontrerque  P([X=EX)+a]) < @i P2
a+

VX)

2. Avec p =V(X)/qa, en déduire que P(X=EX) +a]) < VO + a2

3. On suppose dans cette question que X est une variable aléatoire a densité avec une densité strictement positive.
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a) & Justifier qu'il existe un unique réel m telque P([(X< m]) =

N =

Un tel réel m est la médiane de la variableX.
b) ATlaide dela question 2 pour un réel a bien choisi, justifier que E(X) + o(X) = m ot1 6(X) désigne I'écart-type de la variable X.

¢) En considérant aussi la variable —X, conclure en montrant que |m - E(X)| <oX).

Exercice 43. 444 Inégalité de Cantelli
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, o7, P), centrée et admettant une variance 2.

1. & Montrer que pour toute variable aléatoire Y définie sur (Q, «/,P) et admettant un moment d’ordre 2, ona:
E(Y) <\/E(Y2)P(Y>0)

2. En déduire que:
2

(o)
Ve >0, P(X>€)$ﬁ.
gc+¢€

Convergences en probabilité et en loi

Exercice 44. ¢4 Soit (X;;) ,en* Une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli de parameétre

p€10,1[. Pour tout n € N*, on pose :
n

1

Yn=Xp+Xp+1 et Tp=—=) Y,
n:e

i=1

1. Calculer I'espérance et la variance de Tj,.
2. Peut-on appliquer la loi des grands nombres pour étudier la convergence en probabilité de la suite (Tj,) ;e ?

3. Justifier que (Tj) ,en* converge en probabilité vers la variable aléatoire presque slirement constante.

Exercice 45. ¢ % Chaine de markov : évolution d’un titre boursier
Dans une bourse de valeurs, un titre peut monter, descendre ou rester stable. On modélise I’évolution du titre.

— Siunjour n, le titre monte, le jour suivant, il montera avec la probabilité 2/3, restera stable avec la probabilité 1/6, et baissera
avec la probabilité 1/6.
— Siunjour n, le titre est stable, le jour n+1, il montera avec la probabilité 1/6, restera stable avec la probabilité 2/3, et baissera
avec la probabilité 1/6.
— Siunjour n, le titre baisse, le jour n + 1, il montera avec la probabilité 1/6, restera stable la probabilité 1/6, et baissera avec
la probabilité 2/3.
Le premier jour, le titre est stable.

P1,1 P12 P13 2/3 1/6 1/6
Les probabilités sont spécifiées par une matrice dite de transition: M= | p21 p22 p23|=[1/6 2/3 1/6].

P31 P32 P33 1/6 1/6 2/3

P22

Titre

10271 stable \l’fvz

P12

P11 P33

Titre P31 Titre

en hausse en baisse

On souhaite connaitre I’évolution de ce titre. Pour cela, on introduit pour tout n € N*, la variable aléatoire aléatoire X;, définie par

1  siletitre donné monte le jour n PX;=1)
Xn = 0 siletitre est stable le jour n et U,=|PX;=0)
—1 sile titre donné baisse le jour 7. PX,=-1)

1. a) Vérifier que Up+1 =MUy,.
b) En déduire U, en fonction de M et Uj.
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Editeur

2. Donner laloi de X;.
3. Justifier que (X;;)5; converge en loi vers une variable aléatoire X.

PX=1)
4. Comparer MU etUou U= | PX=0) |.Commenter.
PX=-1)

Exercice 46. <> Pour n € N*, on considere une variable X;, dont la loi est donnée par :

S|

Xn () =1{0,n}, P(Xn=0)=1—% et PXp=n)=

Etudier la convergence en loi de la suite (Xp,) s+ et la convergence de la suite numérique (E(Xy,)) ¢+ - Commenter.

Exercice 47. 4 Soit (X;;) ,en* une suite de variables aléatoires telles que pour tout n € N*, X, — A (1;1/n).
1. Etudier la convergence en loi de la suite (Xp) yens -

2. Expliquer et commenter le programme Python suivant.
La commande sp.ndtr(x) renvoie ®(x) oit @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

import scipy.special as sp

import numpy as np 081

def Fnormal(x,k): 0.6
return sp.ndtr (k*x(1/2)*(x-1)/2)
x=np.linspace(-3,5,100) 0.4

for k in range (1,50,3)
y=Fnormal (x, k)
plt.plot(x, y)

plt.show ()

0.2 4

0.0 4

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Exercice 48. ¢4 % Pour tout n € N, on considere X;, une variable aléatoire suivant une loi normale .4 (0,0 nz) et X qui
suit une loi normale .4 (0,02) avec 0, 0 strictement positifs. On suppose de plus que les variables (X;) ,ery sont mutuellement
indépendantes. Montrer I'équivalence entre :

e i) Lasuite de variable aléatoire (Xj;) ;en converge en loi vers X.

e ji) Lasuite de réels (o) converge vers g.
neN

Exercice 49. ¢4 % Variante de la loi faible des grands nombres
Soit (pn) nen+ une suite de réels appartenant a [0, 1] et (X;) ;> une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que
pour tout k € N*, X suit une loi de Bernoulli de parametre p.. On pose pour tout n € N*,

1. a) Montrer que pour tout k € N* : V(Xk) < %. En déduire, pour tout n € N*, une majoration de V (Y;). On admet que la variance
d’'une somme de variables de Bernoulli indépendantes est la somme des variances.

b) En déduire, a I'aide de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que, pour tout € > 0,

P(Y,—mpul<e) — 1.
n—oo

2. On suppose que la suite (my) ,en+ cOnverge vers m.
a) Soit € > 0. On suppose |my —m| < % Comparer les événements [IY,, —mpl < %] et [[Y; — m| < €]. En déduire que

€
P(lYn—mnl < E) <P(Y,-ml<e).
b) En déduire la convergence en probabilité de la suite (Yz) en«-
Exercice 50. ¢4 % Convergence de loi discréte vers une loi a densité
Pour tout n € N*, on consideére la variable aléatoire discréte X, — 2 ([[1; n]]). On pose Y, = X,/ n.

Justifier que la suite (Y;) ,eny converge en loi vers une variable aléatoire que I'on précisera.
Indication. On pourra utiliser l'expression de la fonction de répartition de Xy,

Lx]
YV x €[0;n], Fn(x):7.

Exercice 51. ¢4 % Autour des lois de Cauchy
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e La fonction arctangente
1. Rappeler la définition de la fonction arctangente. Donner son graphe avec I'équation de la tangente en 0.

2. Vérifier que pour tout x € R}, arctan(x) + arctan(1/x) = 7/2. Que dire de cette expression si x € R, 2
. . T o1 1
3. Justifier le développement suivant lorsque x — +oo: arctan(x) = 3 —+ 0400 | —]|-
b X

e Loide Cauchy

4. Soit a € R . On définit sur R la fonction f, par: f,(x) = . Montrer que f, est une densité de probabilité.

a

7 (a? + x2)
Dans la suite, X est une variable aléatoire réelle sur (Q, «/, P) admettant f,; pour densité. On dit alors que X suit une loi de Cauchy
de parametre a et on écrit X — € (a).

5. Donner la fonction de répartition de X. Est-ce que X posseéde une espérance?

6. Soit A € R} . Reconnaitre la loi de AX lorsque X — € (a). Que dire si A € R}, ?

e  Maximum et exemple de convergence en loi
Soit (X;)jen* une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes une loi de Cauchy de parametre 1.
Pour tout n € N*, on définit les variables aléatoires :

M, = max(X1,Xs,...,X;,) et Nj,=nM, L

7. Pour tout n € N*, préciser P(N, < 0). Vérifier ensuite que pour tout ¢ € R}
1 (7 n
P([IN;<tIn[My,=0])=1- —| —+arctan| — .
([ n 1n[Mp ]) nl 5

8. Conclure en montrant que la suite (X;); converge en loi vers une loi exponentielle dont on précisera le parameétre.

9. Utiliser la question 6 pour reprendre la question précédente en supposant maintenant que les variables (X;);en+ suivent une loi
de Cauchy € (a) avec a € R}.

> Pour des versions similaires, voir EMLyon 2017, EDHEC 2019.

Exercice 52. 44 Convergence en loi et fonctions génératrices
Soient une suite de variables aléatoires (X,) ,en et X, définies sur le méme espace probabilisé, a valeurs dans {xy, ..., X;;}. On définit
les fonctions Gy, sur R par

m m
VieR, Gy, (0= P(Xp=xi)-tF et Gx)=) PX=xp)-.
k=0 k=0

1. Vérifier que, si Xy) ,en converge en loi vers X, alors :

VteR, Gy, (1) n:oon(t) (*)

2. Lobjectif de la question suivante est d’établir la réciproque. On suppose donc la propriété (e) vérifiée. On pose

Xo X0 Xo
1 x X1 ooox™
A= . . . . . € Mm+1(R).
1 xm Xm? ... xp™

a) & Justifier que les colonnes de A forment une famille libre. En déduire I'inversibilité de A.
b) & Soit k € [[0; m]]. En déduire que la suite (P (X, = xg) ) ,cpy converge. Notons €, la limite.

¢) Montrer que les réels (¢;) ke[0;my SONt les coefficients d’une loi de probabilité.
C'est-a-dire que les réels £} sont compris dans [0;1] et leur somme vaut 1.

d) En déduire que la suite de variables aléatoires (Xy) ,en converge en loi.

3. ¢ Application
Soient m € N* fixé et (p,) neny une suite de réels de [0; 1]. On suppose que pour tout n € N, X;; — B(m; pp).

a) Expliciter Gy, (¢) pour tout ¢ € R.

b) En utilisant]’équivalence prouvée aux questions 1 et 2, montrer que la suite de variables aléatoires (X;;) ;e converge en loi
si et seulement si la suite de réels (py) ,en converge.

Exercice 53. ¢4 % D'apres Oraux HEC BL 2021
Soient I un intervalle non trivial de R et f une fonction définie sur I.
On dit que la fonction f vérifie la propriété £}, surIs'il existe unréel k € Rt tel que

V(x, ) €12, [f(0) - )l <klx—yl.
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1. a) Montrer que les fonctions sinus et valeur absolue vérifient la propriété £; sur R.
b) Montrer que I'on ne peut pas trouver de réel k € R** tel que la fonction racine carrée vérifie la propriété % sur [0, 1].
¢) Montrer que s'il existe un réel k € R** tel que f vérifie la propriété £ sur, alors f est continue sur I.

2. Soientunréel k €10, 1, f une fonction définie sur R et vérifiant la propriété £y sur R et (1) la suite définie par la donnée de
ug € R et par la relation
VneN, upt1=f(un).

a) Montrer que
VneN, luper—upl<klur—ugl.

b) En déduire que la suite (u;) converge vers une limite notée € et vérifiant f(¢) = €.

3. Soient un réel k €]0,1[, f une fonction définie sur R et vérifiant la propriété £} sur R et (Tj),en une suite de variables
aléatoires a densité définies sur un méme espace probabilisé (Q2, o, P) et telles que

VneN,  Tpe1=f(Tn).

Soit £ 1a limite trouvée a la question 2.
a) Soite € R* — *. Pour tout n € N, on pose Ay, = [k"|To — €] = €. Montrer que

lim P(Ay) =0.
n—+oo

b) Montrer que
veeR!, lim P(T,-¢=¢)=0.
n—+oo

¢) Justifier que (T;); converge en loi. Reconnaitre la loi limite.

Approximations

Exercice 54. ¢4 Aiguilles de Buffon
On dispose d'un sol recouvert de parquet, dont les lattes ont une largeur de 20 cm. On dispose aussi de grandes aiguilles, dont

la longueur est égale a 20 cm. On admet que si on laisse tomber une aiguille par terre, la probabilité que I'aiguille soit a cheval sur
deux lattes est égale a %

1.

Proposer une expérience, a base de lancers d’aiguille, permettant de donner une approximation de % (dont on déduira une
approximation de 7).

. De fagon théorique, et en utilisant la valeur de m, combien de lancers faudrait-il réaliser, approximativement, pour obtenir une

approximation de % amoins de 0,01 valable avec une probabilité de 95%?
Données : ®(1,645) = 0,95, ®(1,960) = 0,975.

Exercice 55. ¢ 44 Approximation de 1 viala méthode de Monte Carlo d’apres oraux ESCP 2014
Soit (Up) nen* €t (Vi) nen* deux suites de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, </, P) et toutes de méme loi

uniforme sur [0, 1]. On suppose que toutes les variables U, et Vy, (pour n € N* ) sont indépendantes.

1. Pour toutréel x €]0, 1], calculer I'intégrale :

X 1
J(x) :f —drt
0 tx—1)

On pourra justifier et utiliser le changement de variable (a x fixé) :
X X
@:]1-n/2,n/2[—R, O— t=—sinf+ —.
2 2
a) Déterminer la loi de U,

b) Justifier que la variable U%l + V% possede une densité i, que 'on exprimera sous forme d’une intégrale.

¢) Déterminer h(x) pour x € [0, 1].

. Onpose:

siURZ+V,2 <1

" 1
VneN™, X,= .
0 sinon.

Déterminer la loi de X;,.

n
4. a) Prouver que la suite (Z,) ,en+ définie par Vn e N*,Z, = % > X}, converge en probabilité vers la constante n. C’est-a-dire,
k=1

pour tout € € R},
P(Z,-nl=¢e) — 0.
n—oo

b) Soita€]0,1[etd > 0.
Montrer qu’il existe un entier ng, qu'on exprimera en fonction de «a et §, tel que

Vn=ng, P(Zp-7m>0)<a«

¢) En déduire un programme Python qui donne une approximation de 7.
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Les inclassables

Exercice 56. 44 Application de la formule de Stirling D'apres EDHEC 2007
On considere une suite (Xy) ,en* de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (Q, <7, P), mutuellement indépen-

n
dantes, et qui suivent toutes la loi exponentielle de parameétre 1. On pose S, = ¥ Xj.
k=1

1. Rappeler quelle est la loi suivie par S;;. Donner I'espérance et la variance de S,.

N 1
2. ATlaide du théoréme central limite, établir que P (S;, < n) e’
3. En déduire la valeur de
n tn—l
lim e fdt

n—+ooJo (n—1)!

1 !
s . o - n!
4. a) Utiliser le résultat précédent pour montrer que f 2" le™™dz ~ ———.
0 n—+oo 2ph+l

1
b) Onadmetquen! ~ v2nnn'e . En déduire un nouvel équivalent de f 2" e dz.
o0 0

Exercice 57. ¢44 &

1. Enappliquant le théoreme limite central a une suite de variables aléatoires indépendantes (X;;) suivant toutes une loi de Poisson
22(1), démontrer que

k
R A
i=o k! n—oo2

2. Ecrire la formule de Taylor a la fonction exponentielle entre 0 et 77, en déduire

n n!
f e~ itdr ~ —.
0 n+oo 2

Compléments théoriques sur les différentes convergences

Exercice 58. 444 Convergence presque siir
Soient (X;;) ,en Une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. Toutes les variables sont définies sur un méme espace
probabilisé (Q2, «/,P). On dit que la suite (X;;) converge presque stirement vers X si :

P({w eQ: nlEIgoXn(u)) =X(u))}) =1.
Justifier que si la suite (X;);; converge presque stirement vers X, alors elle converge aussi en probabilité vers X.

Exercice 59. ¢ 44 Laconvergence en probabilité implique la convergence en loi d'apres oraux HEC
Soient (X;) ,en+ et X des variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, <7, P) telles que (Xj;) ,en+ converge en probabi-
lité vers X. On note F, la fonction de répartition de X;, et F la fonction de répartition de X.

Soit x un point de continuité de F, et soit § > 0 fixé.

1. Montrer qu’'on peut choisir € tel que F(x —¢€) > F(x) — 6 et F(x +€) < F(x) +d.

2. Montrer que
Xp<xlcX<x+elul[lX,-X|>¢€].

Montrer de méme que
X<x-gelcXy<x]ullX,-X|>¢€].

3. En déduire que
Fun(x) <Fx)+86+P(X;—X|>¢€) etF(x) -0 <Fu(x) +P(X;;, —X| >¢).

4. Conclure en prouvant que la suite (Xy) ,en+* converge en loi vers X.
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