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Les raisonnements

Donnons un exemple pour chacun des trois raisonnements classiques :

La récurrence

Le raisonnement s’articule en quatre parties :
[. Lintroduction ou I'on énonce clairement '’hypothese de récurrence P (n).
1. L'initialisation ou 'on vérifie I'hypothese de récurrence au premier rang.
[11. L'hérédité ou I'on prouve que la proposition P(n + 1) est vraie sous réserve que P (n) le soit.

V. La conclusion ou I'on énonce clairement que la propriété P (n) est bien démontrée.
Toute rédaction doit comporter ces quatre points.

Exemple. Démontrons par récurrence que la propriété :

n 2 2

n“n+1
Py Zk3=¥'
k=0

est vraie pour toutn € N.

e 2 (0+1)? .
e Initialisation. D’une part, Z k3 = 0. D’autre part, — = 0. P(0) est vraie.

7 7 a7 k:0
o Hérédité.
Soit n € N. Supposons la proposition P (n) vraie, démontrons P(n + 1). On a
n+1 n
Zk3 =Zk3+(n+1)3
k=0 k=0 d’apres I'hypothése de récurrence
n?(n + 1)2
=+ (n+1)3
4
2 2 2
n“+4n+1 n“+4n+4 n+2
=(n+ 1)2#: n+1)—=(n+ 1)2¥»

Ainsi, si la proposition P(n) est vraie, alors la proposition P(n + 1) est vraie.

» Conclusion. Pour tout n € N, P(n) est vraie.

Le raisonnement par I’absurde

Pour prouver qu'un énoncé P est vrai, on peut supposer que la négation de ce dernier est vraie et
aboutir a une contradiction.

Exemple. Soit u une suite réelle définie par la relation de récurrence :

VNEN, Upy =3u?—-u,+1 et upg=1

Justifions que la suite u ne converge pas vers une limite finie.
Raisonnons par 'absurde en supposant qu'il existe £ € R tel que u,, 2 £. Dans ce cas,
n—+oo

un+1n;>w€ et 3un2—un+1n:w3fz—€+1.
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Par unicité de la limite, ¢ est solution de I'’équation polynomiale £ = 3£% — £ + 1. Or, le discriminant est strictement
négatif (—8). Absurde, la suite u ne converge pas vers une limite finie.

Remarque. Rappelons la négation des quantificateurs. Soit P (x) un énoncé dépendant de x € E et
NON P (x) sa négation.

» Lanégation de I'énoncé (EI x €E,P(x) ) est (Vx € E,NoNP(x) )
» Lanégation de I'énoncé (Vx EE ,P(x) ) est ( dx € E,NONP(x) )

Lanalyse-synthese

On applique ce type de raisonnement lorsqu’on souhaite déterminer des éléments x tel que I'énoncé
P(x) soitvrai. Il y a trois parties.
» L'analyse, ou I'on identifie les candidats possibles. On suppose que de tels éléments x existent, puis
on essaie de trouver des conditions nécessaires a |'existence de tels éléments.
» La synthése, ou 'on vérifie si le ou les candidats trouvés sont bien solutions. Autrement dit, on
regarde les conditions suffisantes.
» La conclusion, ou I'on regroupe les résultats des deux premiéres parties.

Exemple. En raisonnant par analyse-synthese, montrons que la fonction exponentielle s’écrit de fagon unique
comme la somme d’'une fonction paire et d’'une fonction impaire.

¢ Analyse. (recherche des conditions nécessaires)
Supposons que la fonction exp se décompose sous la forme exp = p + i ol p et i sont respectivement des fonctions
paire et impaire. Par suite, on a pour tout réel x,

. X —x -

exp(x) = p(x)+i(x) px) = S L« it
d 2 2

. onc . X Z % Ly — L,

exp(-x) = p(x)-i(x) i) = — Ly« ——

On vient de prouver que si une telle décomposition existe alors elle est unique.

o Syntheése. (recherche des conditions suffisantes)
Comme exp est définie sur R, on peut poser pour tout réel x :

X -X

e
P = —F—

X -X

. e —e
et i(x)= >

De plus, on vérifie que pour x € R,

e e
=px) et i(—x)= — = —i(x).

—-X + eX —-X X
p(-x)=—
Autrement dit, p et i sont respectivement paire et impaire. On a aussi

p(x)+i(x) = % + $ = exp(x).

Il existe au moins une solution au probléme.

¢ Conclusion.
La fonction exponentielle s’écrit de fagon unique comme la somme d’une fonction paire et d’'une fonction impaire.



L'ensemble R

Approximations et inégalités

Soient a et a’ deux réels. Lorsqu’on place ces deux nombres sur la droite réelle, la quantité |a — a’
représente la distance entre les deux points d’abscisse a et a’.

a a’

la —a'l|

On dira que @ est une approximation de a a e-preés si |a — d| < . Par exemple, 3 1072 preés :

ex~272, mw=314, V2=141 et In(2)=0,69.

PROPOSITION somme/produit et inégalités

Soient a,, ..., a, etb,, .., b, des réels.

n n
Si pour tout indice i € [[1;n]], a; <b; alors Y a;< Y b;.
i=1 i=1

i=

n n
Si de plus, ces réels sont positifs : ITa; <11 b
i=1 i=1
THEOREME inégalité triangulaire
« Soient x, x" deux réels, [ = 1x'|| < 1x + x| < x| + |x].
n n
« Soient n réels x,, X, ..., Xn, x| < X |-
i=1 i=1

Les intervalles de R

On dit qu’'un sous-ensemble de R est un intervalle s’il s’écrit sous la forme

¢ |—0,a[ (ouvert, non borné); ¢ ]la,b[ (ouvert, borné);

¢ |—0,a] (fermé, non borné); ¢ |la,b] (semi-ouvert, semi-fermé);
¢ ]a, + oo[ (ouvert, non borné); ¢ [a,b[ (semi-ouvert, semi-fermé);
¢ [a, + oo[ (fermé, non borné); ¢ [a,b] segment (fermé, borné)

e R=]-00, + oo[; olla, b € Reta < b.



Maximum/minimum - bornes supérieure/inférieure

DEFINITION majorant, minorant

On considére une partie E non vide de R. Soient M, m deux réels.
* M est un majorant de E si : Vx €EE, x < M.

Dans ce cas, on dit que E est une partie majorée.

* m est un minorant de E si : Vx €E, m < x.

Dans ce cas, on dit que E est une partie minorée.

 Une partie minorée et majorée est dite bornée : JKeR', Vx€eE, |x|<K.

DEFINITION maximum, minimum

On considere une partie E non vide de R, on dit que

o b estle maximum de E si : Vx€EE, x<b e bEE.

e a estle minimum de E si : Vx €E, a<x et ac€eE.

Sous réserve d’existence, on note respectivement b=maxE et a=minkE.
DEFINITION borne supérieure/inférieure

On consideére un sous-ensemble E de R non vide.

» La borne supérieure de E est définie, sous réserve d’existence, comme le plus petit des majorants de
E. On la note sup(E).

» La borne inférieure de E est définie, sous réserve d’existence, comme le plus grand des minorants
de E. On la note inf(E).

Remarque. Si le maximum (resp. minimum) existe, alors max E = sup E (resp. min E = infE).
Exemple. Pour a,b € Raveca < b,

sup |—oo0,b] = sup ]—o0,b[ = sup ]a,b[ = sup Ja,b] = b.

THEOREME de la borne supérieure

Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.
Toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure.




Ensembles, cardinaux

Ensembles

DEFINITION appartenance, comparaison d’ensembles

» Un ensemble A est constitué d’éléments x qui sont dit appartenir a A. On note x € A.

» On dit qu’un ensemble A est inclus dans I'ensemble B, noté A C B, si tout élément de A est élément
de B. Avec des quantificateurs, cela devient

Vx €A x €B.

» Ondit que deux ensembles A et B sont égaux, noté A = B,si A C B etB C A. Avec des quantificateurs,
cela devient
(Vvx€eA xeB) ET (Vx€eB,x€A).

Remarque. Pour établir une égalité entre deux ensembles A et B, on raisonne souvent par
double inclusion. On établit A € B puis B C A.

DEFINITION ensemble des parties

« Considérons deux ensembles A et E. On dit que A est une partie de E (ou encore que A est un sous-
ensemble E) si A est inclus dans E.

» L'ensemble des parties de E est noté P (E).

Remarque. Si A et B sont deux parties de E, alors
A=B s (Vx EE, x€EA < x €EB).

DEFINITION complémentaire d’'une partie

Soit A une partie d’'un ensemble E. On définit le complémentaire de A dans E, noté A (en cas d’ambi-
guité, on utilise la notation CzA), comme la partie de E qui contient tous les éléments de E n’apparte-
nant pas a A. Autrement dit,

Vx€E, ( x¢A & x€A )

On définit, de plus, le complémentaire de A dans B (on dit aussi B privé de A) comme 'ensemble des
éléments de B qui n’appartiennent pas a A. On le note B \ A.




DEFINITION union, intersection

Considérons un ensemble E, A et B deux parties de E. On définit
 La réunion de A et B, notée A U B, est I'ensemble des éléments de E qui appartiennent a A ou a B.

Vx€E, ( x€EAUB & x€AO0OUx€eB );
« Lintersection de A et B, notée A N B, est 'ensemble des éléments de E qui appartiennent a A et a B.

Vx€E, ( x€EANB & x€AETx€B ).

Exemples. Si A et B sont deux parties de E,alors AUA =E,ANA=0etANB=A\B.

Généralisation. Considérons pour tout i € I, A; € P(E), on définit la réunion et l'intersection de
parties A4; par

erAi@(ElieI,xeAi) et xEﬂAi@(ViEI,xEAi).
iel iel
PROPOSITION lois DE MORGAN

Pour deux parties A, et A, d’'un ensemble E,

A, NA,=A,UA, et A,UA,=4,N4,.

Généralisation. Considérons pour touti € I, A; € P(E), les lois DE MORGAN s’étendent

e-N7 « (o-Un

iel iel i€l iel

DEFINITION partition d'un ensemble

Une partition d’'un ensemble E est un sous-ensemble de parties non vides de E deux a deux disjointes
dont la réunion vaut E. Autrement dit, (4;);c; est une partition de E si, pour touti € I, A; # @,

LJAizE et vijel, (i#j = An4=0)

i€l

DEFINITION produit cartésien

Soient A et B deux ensembles. On parle de produit cartésien, noté A X B, pour désigner I'ensemble des
couples dont la premiére composante appartient a A et la seconde a B. Autrement dit,

AxB={(ab);acAbeB}

Exemples. R? = RxR. La définition s’étend a un produit cartésien de n ensembles. Ainsi, pourn € N*,
R™ = R X -- X R est 'ensemble des n-uplets (x4, ..., x,,) ou pour tout i € [1,n]], x; € R.

n ensembles



Cardinal d’un ensemble et coefficients binomiaux
DEFINITION cardinal d’'un ensemble

Lorsqu’un ensemble E a un nombre fini d’éléments, on dit qu’il est fini et on définit son cardinal comme
le nombre d’éléments distincts. On le note card(E).

Exemples. Si E = {0,1,2}, card(E) = 3 et card (P(E)) = 8.

PROPOSITION opérations sur le cardinal

Soient A et B deux parties d’un ensemble E de cardinal fini. A et B sont des ensembles finis, et
» siA € B, alors card(A4) < card(B).

o card(4) = card(E) — card(A).

e siANB = @, alors card(4 U B) = card(4) + card(B).

THEOREME formule du Crible
Soient A, B et C trois parties d’'un ensemble fini E.
card(4 U B) = card(4) + card(B) — card(4 N B);

card(A U B U C) = card(4) + card(B) + card(C)
—card(AN B) — card(A N C) — card(B N C) + card(AN B N C).

DEFINITION coefficients binomiaux

Soit (n,p) € N.
Le coefficient binomial (;) est le nombre de parties a p éléments dans un ensemble a n éléments.

Exemples. Pour p > n, (7)) = 0. Et,

-0 -2 « (-2

PROPOSITION formule explicite des coefficients binomiaux
P < (n) n!
our n, ==
Ps p)  p'(n—p)

PROPOSITION formule du triangle de Pascal

. . n n n+1
Soient n et p deux entiers naturels. + = .

p p+1 p+1




1 )

11 G @
12z 1 @ 0O @
1 3 3 1 @ Q@ O O
1 4 6 4 1 @ O @ @ O
1 5 10 10 5 1 @ Q@ O @ O ©

1t 6 15 20 15 6 1 @ O @ @O @ @O @

Les 6 premiéres lignes du triangle de Pascal

PROPOSITION

Soient n et p deux entiers naturels.

)= (2)

Sip et n sont différents de 0 (n> n<n_1>
1P etnson Ijjerents de U, = - .
P p) p\p—-1
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Sommes et produits

Sommes et produits

DEFINITION
« Soit (a;);e; une famille finie de réels.
Z a; et l_[ a; désignent respectivement la somme et le produit de tous les nombres de la famille.

iel iel
» On appelle factorielle de n, que I'on note n!, I'entier naturel défini par

n
0l=1 et VneN, n!=1_[k=1><2><3---><n.
k=1

Convention. Si I est 'ensemble vide, alors ), a; = 0et[[ a; = 1.
i€l iel

PROPOSITION régles de calculs

Soient (a;)ie;, (b;)ie; deux familles finies de réels et A € R.

Z(ai+bi)=2ai+2bi et Z(Aai)=12ai.

iel iel iel iel iel
1_[ (Aai) = Acard(l) l_[ a; et 1_[ (aibi) = (1_[ ai) . (1_[ bl)
i€l i€l i€l i€l i€l

Remarque. Lorsque 'ensemble I des indices est une partie de N?, on parle de somme double.

THEOREME cas des sommes doubles

Soient (p,n) € N?, I = [1,p]] x [1,n]] et (a; ;) jyer une famille finie de réels.

(&, )€el i=1 j=1 j=1 i=1

11



Sommes usuelles

PROPOSITION sommes arithmétique et géométrique

Soientn € Netq € R\ {1}.

n
Remarque. Pour g = 1, Z g*=n+1.
k=0
THEOREME formule du binome de Newton

Soitn € N. Pour tous réels a et b,

n

(@a+b)" = Z (Z)a"b""‘.

k=0

Exemples. En reprenant le triangle de Pascal des pages précédentes,
(a + b)?> = a* + 2ab + b?

(a+ b)® = a®+ 3ab? + 3a%b + b®
(a + b)* = a* + 4ab® + 6a*b* + 4a3b + b*

PROPOSITION une identité remarquable

Soitn € N*. Pour tous réels a et b,
n-—1

a"=b"=(a=b) ) akprk,
k=0

Sommes télescopiques

n-1
Soit (@;)e[1,n) une famille de réels. Z (ai+1 - ai) = a, — ap.
i=p

Pour s’en convaincre, on peut expliciter la somme

D (@1 = @) = @it = @) + @iz = i) + -+ + (@t = Czz) + (O = Q) = Gy —
i=p

12



Fonctions usuelles

Les définitions
DEFINITION parité et périodicité

e Soit f : I - Rou I est un sous-ensemble de R symétrique (si x € I alors —x € I), on dit que
— f estpaire si pourtoutx € I, f(—x) = f(x);
— f est impaire si pour tout x € I, f (—x) = —f(x).
o Soientf : I > RetT € R}. On dit que
—  f est T-périodique si pourtout x € Lonax+T €let f(x+T) = f(x).
— f est périodique s'il existe T € R} tel que f soit T-périodique.

N /1 N
"\

Paire

Impaire

Périodique !

\/

[0

Remarque. Graphiquement, dire que la fonction est paire (respectivement impaire) signifie que la
courbe représentative de f a une symétrie par rapport a I'axe des ordonnées (resp. une symétrie cen-
trale par rapport a l'origine).

Le graphe représentatif d’'une fonction T-périodique est invariant par une translation.

DEFINITION monotonie

Soit f : I - R, ondit que

« f est croissante sur I si pour tous x,y € I, x < y implique f(x) < f(y);

« f est décroissante sur [ si pour tous x,y € I, x < y implique f(x) > f(y);
» f est monotone sur [ si elle est croissante ou décroissante sur I.

13



Remarque. Soient f et g sont deux fonctions monotones telles que la composée h : x € [ = g(f(x))
soit bien définie.

» Si f et g ont le méme sens de variations, alors h est croissante.

» Sif et g n'ont pas le méme sens de variations, alors h est décroissante.

Valeur absolue et partie entiere

» Rappelons que I'on définit la valeur absolue de a, notée |a|, par a si a est positif et son opposé
sinon. Autrement dit,
a si a>0

VaeR, |a|={—a si a<0.

» Pour tout réel x, on définit la partie entiére de x, notée | x|, comme l'unique entier relatif n tel que

n<x<n+1.
-
-
N
y = |x]
T y = x| f
+ 0 1
of 1 —1

» La fonction exponentielle est strictement crois-
sante et continue avec

exp(x) ol 0 et exp(x) T +o0,

Elle admet une fonction réciproque : la fonction lo-

- 0 . 1 garithme, notée In. Les deux graphes sont symé-
y=x +1 , triques par rapport a la droite d’équation y = x.
L , 7/
7
Pour tous réels x, y, Pour tous réels x, y strictement positifs,
exp(x +y) = exp(x) - exp(y). In(xy) = In(x) + In(y).

* Soita € R.
— Si a est un entier naturel, on définit simplement

Vx ER, x*=x-x- X
oA A

a termes

— Mais dans le cas ou a € R\ N, on peut étendre la définition avec

Vx €]0, + oof, x% = exp (a ln(x)).

14



« Ci-dessous, les graphes des fonctions x € R* » x? etx € R » x3. Ces deux fonctions sont bijectives.
On précise le graphe des réciproques.

3 4+
x? x
2 +
14 Vx
-1 0 1 2 3 4

Fonctions trigonométriques

On munit le plan d’un repére orthonormé (0;7; )).
A tout réel t, on associe par enroulement de la droite numérique un unique point M du cercle de
centre O et de rayon 1. Le point M a pour coordonnées (cos(t); sin(t)).

1
« Lafonction qui a tout réel ¢, associe le réel cos(t)
est appelée fonction cosinus. 1
cos:t €ER - cos(t) ER. sin(0) )
) ]
» La fonction qui a tout réel ¢, associe le réel sin(t) ' ‘
est appelée fonction sinus.
sin: t € R~ sin(t) € R. cos(8)

Valeurs particuliéres

. " - . « Les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques.
0 (U - i I B B * Pour tout nombre réel ¢,
—1<cos(t) <1 et —-1gsin(t) <1

cos(@) | 1 KR 7 1 0| -1 ) . L.

2 2 2 « Sinus et cosinus sont dérivables sur R avec

7 : L0
cos’ =sin et sin = cos.

sin@) [0 | 2 | 2L 1o

15



Formules

Pour tout x réel, cos?x + sin®x = 1.

Soient a et b deux réels.

Formules d’addition Formules de duplication
cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb, cos(2a) = cos? a —sin®a
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb, = 2cos’a—1
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb, =1-2sin%aq,
sin(a —b) = sinacosb — cosasinb. sin(2a) = 2sinacosa.
\\ cos/
n
X
0 /2
-1 +
sin

Graphes de cosinus et sinus
s
e Surl'ensemble D = R\ {E +km; k€ Z}. On peut définir la fonction tangente par le quotient
tan = —-
cos

La fonction tangente est m-périodique, impaire et dérivable sur D avec

tan’ = 1 + tan® =

|
|
|
|
|
|
!
'
|
|
|
|
|
|
|

Graphe de tangente sur Dy,

16



Applications

Applications et compositions

DEFINITION application

Une application f est la donnée :

* D’un ensemble de départ E ;

o D’un ensemble d’arrivée F;

» D’un procédé qui a tout élément de E associe un unique élément de F.

Notation. Les applications de E dans F forment un ensemble noté A (E,F).

DEFINITION restriction, prolongement
o Soient f : E — F et E'  E. On appelle restriction de f a E', I'application fig: : E' — F définie par :
Vx € E', figr(x) = f(x).

o Soientg : E' > F, f : E > FetE' c E. On dit que f est un prolongementde g A E si g = fig.

DEFINITION composition

Considérons f : E - Fetg : F — G, on définit la composition g o f par
of { E - G
g x = gf®).

Attention. La composition n’est pas commutative, en général, f o g # g o f.
Exemple. Sion noteid; : x € G » x € G, 'application identité sur 'ensemble G, alors f o id; = f et

idpof = f.

Injectivité, surjectivité et bijectivité
DEFINITION application injective, surjective et bijective
Une application f : E — F est dite :

« Injective si pour tout couple (x,x') € E?, f(x)=f(") = x=x".

 Surjective si pour touty € F, il existe x € E tel que f(x) = y.
« Bijective si elle est a la fois surjective et injective.

17



Autrement dit, pour prouver qu'une application f : E — F est:
— Injective, il faut justifier que chaque élément de F a au plus un antécédent (dans E);
— Surjective, il faut justifier que chaque élément de F a au moins un antécédent (dans E);
— Bijective, chaque élément de F a un unique antécédent (dans E).

PROPOSITION lien avec la composition

Soient E, F, G trois ensembles. Soient f : E —» F, g : F — G, deux applications.
» Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

» Si f et g sont surjectives, alors g ° f est surjective.

= Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

DEFINITION application réciproque

Considérons f : E = F bijective, il existe une application g : F — E telle que

Yy €ExF, (x=g0) = y=f@® )

Lapplication g est unique, c’est I'application réciproque de f et est notée f .

Remarques. Soit f : E — F bijective.
« Lapplication réciproque f~* est aussi bijective et (f~2) " = f.
» De plus, foft=idp et flof=idg.

PROPOSITION caractérisation de la bijectivité

Soit f : E — F. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

e f est bijective.
e Il existe une application g : F - E telleque: fog=idr et gof =idg.

Danscecas, g = f~*.

PROPOSITION composition et bijectivité

Soientf : E - Fetg: F — G. Si f et g sont bijectives alors g o f l'est aussi et

o) t=fTteog™
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Polynomes

Polynémes, R[x] et R,[x]

DEFINITION polynéme
Une application P : R — R de la forme
P(x)=ay+a;x+ -+ a,x™ avec (ay,.., a,) € R*?,

est appelée application polynomiale ou plus simplement polynéme.

Remarque. Tout polyndme peut s’écrire sous la forme

P(x) = z agxk,

keN

ou (ay) ke est une suite nulle a partir d’'un certain rang.
Les nombres a, a4, ..., a,, ... sont les coefficients du polynéme P.
Notation. Le polynome dont tous les coefficients sont nuls est le polynéme nul, noté Ogjy;.

PROPOSITION unicité des coefficients

Soit P un polynéme a coefficients dans R pour lequel on peut trouver (a;) ey €t (by) ey tels que

P(x) = Z apxk = Z bx*,

keN keN

alors pour tout entier naturel k, a;, = by,

Remarques. * A l'aide de l'unicité, on peut définir sans ambiguité le degré d’un polynéme non nul
comme le plus grand indice pour lequel le coefficient est non nul. Ainsi, P est de degré n si

P(x) =ay+ax+ - +a,x™ avec (agp .. a,) €R"™ et a,#0.

On note deg(P) = n. Par convention, le polynome nul est de degré —co.

« Ily a quatre opérations importantes sur les polynémes. Considérons P,Q deux polyndmes et 1 € R,
on définit alors P + Q, 1 - P, PQ et P o Q par les relations

(P+Q)(x) = P(x) +Q(x) (Somme)
(4-P)(x) = A X P(x) (Multiplication par un réel)
(PQ)(®) = P(x)Q() (Produit)
(PeQ)(®) = P(Q()) (Composition).
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PROPOSITION opérations et degré

Soient P, Q deux polynémes et 1 € R.

e Sid+ 0,deg(A-P) = deg(P);

e deg(P + Q) < max { deg(P), deg(Q)} avec égalité si P et Q sont de degrés différents;
¢ deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

e deg(P o Q) = deg(P) deg(Q) si P et Q sont distincts du polynéme nul (Ogy;)-

Remarque. On peut rajouter une nouvelle opération : la dérivation.
n

x €ER > P(x) = ¥ a;x' € R est dérivable sur R, sa dérivée est donnée pour tout réel x par
i=0

n n-—1
P'(x) = Z a;ix™l = Z(i + Da;, xt
i= i=0

Si P n’est pas un polynéme constant : deg(P') = deg(P) — 1.

DEFINITION polyndmes dérivés successifs
On définit les polynémes dérivés successifs de P par la récurrence :
PO =P et VmeN, PmD=(pm),

On dit que P™ est le polynéme dérivé m-iéme de P.

Remarque. Si P est un polynome de degré n, alors, pour tout m > n, P(™ = ORx-

DEFINITION

e L'ensemble des polyndmes réels est noté R|x].
 Pour tout entier naturel n, 'ensemble des polynémes réels de degré au plus n est noté R,,[x].

Liens avec les espaces vectoriels. >» voir page 9
» Les ensembles R, [x] et R[x] sont des espaces vectoriels pour les opérations usuelles.

o La famille (1,x, ...,x™) est une base de R,[x] dite base canonique de R, [x].

» Un critére particuliérement pratique pour justifier qu'une famille (Q,,Q,, ...,Q,) est une famille libre
est de remarquer qu’elle est de degrés échelonnés. C’est-a-dire,

deg(Q,) < deg(Q,) <+ < deg(Q;).
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Arithmétique dans R|x]

DEFINITION diviseurs

Soit (P,Q) € R[x]? avec P non nul.
On dit que P divise Q s'il existe R € R[x] tel que PR = Q. On note alors P|Q.

Vocabulaire. On dit encore que P est un diviseur de Q ou que Q est un multiple de P.

Remarque. Soient P,Q,R trois polynémes avec P non nul.

» Pour tout 1 € R*, 1|P; e siP|Q et P|R alors P|(Q + R);
* P|Ogjy et P|P; » si P|Q et Q|R alors P|R.
THEOREME division euclidienne

Soient A € R[x], B € R[x] \ {Ogpx}. Il existe un unique couple (Q,R) € R[x]? tel que
A=BQ+R et deg(R)<deg(B).

Q est le quotient et R est le reste de la division euclidienne de A par B.

Exemples. » B divise A si et seulement si le reste dans la division euclidienne de A par B est nul.
« Le reste de la division euclidienne par x — a du polyndéme P est P(a).
Racines, multiplicités et factorisation

DEFINITION racine

Soit P € R[x]. Un nombre a € R est une racine du polynéme P si P(a) = 0.

Exemple. Soit P(x) = ax? + bx + ¢ un polyndme de degré 2 (a # 0). P admet deux racines réelles
distinctes si le discriminant A = b? — 4ac est strictement positif.

Remarque. Il ne faut pas oublier qu'un polyndme est une application de la variable réelle. On peut
donc utiliser les théoremes classiques de I'analyse. Par exemple, a I'aide du théoréme des valeurs in-
termédiaires, on montre que tout polynéme de degré impair admet au moins une racine réelle.

PROPOSITION caractérisation d’une racine

Soient P € R[x] et a € R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

* a est une racine de P.
e Lereste de la division par (x — a) est nul.

e (x — a)|P, c’est-a-dire (x — a) divise P.
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DEFINITION multiplicité d’'une racine

Soitm € N*.
 Une racine a est de multiplicité au moins m si (x — a)™ divise P.
* La racine est exactement de multiplicité m si, de plus, (x — a)™** ne divise pas P.

Remarque. La proposition suivante caractérise la multiplicité a I'aide des dérivées successives.

PROPOSITION multiplicité et dérivée

Soient P € R[x], a € Retm € N. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

* a est une racine de multiplicité m.
* Pour tout k € [0,m — 1], P®(a) = 0 et P™ (a) # 0.

PROPOSITION nombre de racines

Tout polynéme réel de degré n, non nul, a au plus n racines comptées avec multiplicité.

Méthode. La proposition précédente donne une méthode particulierement efficace pour justifier qu'un
polynome est nul.
Il suffit de justifier I'un des énoncés suivants :

— le polyndme admet une infinité de racines;
ou | — le polyndme admet strictement plus de racines (comptées avec multiplicité)
que son degré.

PROPOSITION factorisation dans le cas réel
Tout polynéme réel P s’écrit sous la forme
P(x) = A(x —ay) - (x = az) -+ (X — ag) - Ry (xX) - Ry (),

— Ale coefficient dominant de P.
avec: | — (@;)ieqs] les racines réelles de P.
— pour tout indice i € [[1,r]), R; est un polynéme réel de degré 2 sans racines réelles
(c’est-a-dire de discriminant strictement négatif).

Formule de Taylor

THEOREME formule de Taylor

(@)
Pour tout polynéme P € R[x] eta € R, P(x) = Z (x — a)k.
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Calcul matriciel

Généralités

« Pour (n,p) € N*?, une matrice de taille (n,p) est une application de [[1,n]] X [1,p]] = R. On précise
cette application sous forme d’un tableau a n lignes et p colonnes.

 On note M,, ,(R) I'ensemble des matrices de taille (n,p) a coefficients dans R.

DEFINITION opérations matricielles

e La somme.
Soient A € M, ,,(R), B € M,,,(R). On définit la somme A + B par la formule

C=A+BeM,,(R) avec Vie[1ln],Vje€[Lpl, cij=a;;+b;
ou a;; b;; et c; ; désignent le coefficient en position (i,j) de A, B et C.

* Multiplication par un réel.
On définit AA par

A €M, ,(R) avec Vi€e[1n],Vj€e[Lpl, dij=24Xa
ou d; ; est le coefficient (i,j) de AA.

* Produit matriciel.
Soient A € M, ,(R), B € M, 4(R). On définit le produit matriciel AB par la formule

P
C=AB € M, ,(R) avec Vi€[1n],Vj€e[lql, c;= z ;b j-

k=1

¢ La transposition.
Soit A € M, ,(R), on définit la transposée de la matrice A, notée "A, par

B=%=(b;) € M,,(R) avec Vi€[Lp] Vje€([Ln], by=a;.
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PROPOSITION régles de calculs

« Soient A, A" € M, ,(R), B, B' € M, ;(R) et C = M, (R).
— Le produit matriciel est associatif, c’est-a-dire (AB)C = A(BC).
— De plus, pour tous A, 1 € R,

(Q1A)B = A(AB), A(AB +uB") = AAB + uAB' et (1A + uA")B = AAB + uA'B.
o Soient A, B € M, ,(R), C € M, 4(R) et Au € R.

() = 4, A + uB) = 1A + u'B, {AC) = CHA.

DEFINITION matrices particuliéres
On dit qu’une matrice carrée A = (ai‘j) € M, (R) est
— diagonale si V(@) elinl? i#j = a;=0;

— triangulaire supérieuresi v (i,j)) €[[1n]?>, i>j = a;;=0;

— triangulaire inférieuresi Vv (i,j) € [1n]?, i<j = a;;=0;
— symétrique si A= 4
— antisymétrique si A=-A
Qyq =ooevee a,! Ja.. 0.....
d, 0.----- 0 (1),1 . in a%,l 0 0
. . 0 . ..
0.---.-- 0 ' dn CARRES 0 Ann (T Ann
. . matrice triangulaire i i i
matrice diagonale - 5 matrl_ce ’tr.langulalre
supérieure inférieure

Lien avec les systemes linéaires

Soit § un systéme linéaire a n équations et p inconnues de second membre b = (b;);<;cn, € R" etde

coefficients a = (a; ;) 1<i<n € R™.
1<j<p

A%, + 105 + -+ Ay px, = by
Ay1X1 + AppXy + o+ Ay X, = by

ApaX1 + AppXp + 000+ A pXy = b,.

24



On introduit les matrices rectangulaire et colonnes

A1 Q12 0 Qup b, X1
A= a?l “?2 “25'?’ €M,,(R) et B= bf € Mo, (R), X=|"2|eM,,(R).
[ an,p bn xp
PROPOSITION écriture matricielle d’'un systeme linéaire

Avec les notations précédentes,

(x4, ---,%p) est solution de S si et seulement si AX = B.

Inversibilité

DEFINITION inverse d’'une matrice
Une matrice carrée A est dite inversible s’il existe une matrice B telle que

AB=1, et BA=I,

La matrice B est unique, elle est notée A%, l'inverse de A.

Remarques. « On démontre qu'il suffit de trouver une matrice B telle que AB = I,, ou BA = I,,.

» Enreprenant les notations de la proposition précédente, lorsque p = n et A estinversible, il y a une
unique solution au systéme § obtenue a 'aide de X = A™*B.

PROPOSITION produit de matrices inversibles

Soient A, B € M,,(R). Si A et B sont inversibles alors le produit AB 'est aussi et

(AB)™* = B71A71.

PROPOSITION inversibilité et résolution d’'un systéme linéaire

Soit A € M,,(R). Les propriétés suivantes sont équivalentes,

» A est inversible;
o Il existe B € M, (R) telle que v (X,Y) € M,,(R)?>, AX=Y < X =BY.

Dans ce cas, B est I'inverse de A.

Remarque. La proposition précédente justifie la méthode de calcul de I'inverse a I'aide d'une résolu-
tion d’un systéme linéaire par un pivot de Gauss.
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PROPOSITION cas triangulaire et diagonale
Soit A € M,,(R) une matrice triangulaire.
A est inversible si et seulement si les coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Dans le cas ot A est diagonale, on peut préciser I'inverse

dy 0evvnes 0 1/d, [ 0
Si A= 0. & alors A™'= 0 1/d20
0. ovvnnt 0 'd, 0-vvo--2i20 1/d,
PROPOSITION inverse d’'une matrice de taille 2

Soit A = [(j Z] € M, (R). On pose det(A) = ad — bc. Alors

A est inversible si et seulement si det(4) # 0.

1 d -b
x -1 _
Dans ce cas, l'inverse est A det(4) [—c a@ ]

Puissances de matrices

DEFINITION puissances
Les puissances d’'une matrice carrée de taille n, notée A, sont les matrices

AP =AX--xA ou peN"
p fois

Précisons que, par convention, A® = I,,.

PROPOSITION formule du Binome dans le cas matriciel

Soient A, B € M,,(R) telles que A et B commutent (AB = BA). Alors pour toutp € N,

p

(A+B)P = z (Z)A"BP"‘.

k=0

26



Systemes linéaires

DEFINITION systéme linéaire

Soient (n,p) € N*?, a = (all)1<l<n € R" etb = (b;)1cicn € R™ On appelle systéme linéaire a n
1<j<p
équations et p inconnues de second membre b et de coefficient a, le systéme

A11X%1 F+ QX5 + 0+ Ay pXp = b,
ay,%, + az_zx2 + ot ay %, b,

Ap1X1 + Ay oX, + ct anpxp = by,

Les quantités x,, ..., x, sont les inconnues du systéme.

 Le systéme est dit homogéne si le second terme, c’est-a-dire b, est nul.
* Résoudre le systéme consiste a donner I'ensemble des p-uplets (x;,x,, -+ ,x,,) solutions. S'il n’existe
pas de tel p-uplet, on parle de systéme incompatible.

Laméthode dit du pivot de Gauss permet de résoudre tous les systémes linéaires. [llustrons la méthode
avec trois exemples caractéristiques.

Une unique solution
» Premiere étape. On procede par opérations élémentaires pour obtenir un systeme équivalent plus
simple, dans I'idéal, un systeme triangulaire.
2x+ y—4z= 0
S 93x+3y—5z= 2
4x + 5y — 2z = 12

2x+ y—4z= 0
2

3
=}3 Ey + z =
LycLy—5Ly =
LyeLz—2Lq 3y + 6z = 12

L3z«<L3z—2L, 2y + z
4z = 8
2x+ y—4z=0
0 3y + 2z = 4
Ly L z =2
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Attention. Il faut étre attentif au choix de son pivot pour étre stir de faire apparaitre un nouveau zéro,
sinon le processus ne s’arréte pas. On commence donc par mettre des zéros sur la premiére colonne
du systeme, puis sur la seconde, etc.

» Deuxieme étape. On résout le systéme triangulaire. On a z = 2, puis 3y = 4 — 2z = 0, c’est-a-dire

y = 0,puis 2x = 4z—y = 8,d’ol x = 4. Finalement, il y a un unique triplet solution:| S; = {(4,0,2)}.

Aucune solution

xX—y+ z=2 x— y+ z-=
Sy x+y+ 5z =2 — 2y + 4z =
2 L2211
2x —y + 4z = 3 Lze<Lz—2Ly y + 2z = —1.

En effectuant L, — 2L,, on trouve 0 = 2. Absurde, il n’y a donc pas de solution :| S, = @.

Attention. Il faut toujours indiquer au correcteur les opérations effectuées.

Une infinité de solutions

2x+ 3y —z = -1
S; ¢ x+ 2y +3z
3x+ 4y =5z = —4

Il
N

x+ 2y +3z= 2
F2x+3y—z=—l
" 3k + 4y — 52 = —4

x + 2y + 3z = 2
Ly—L,—2Lq - y- 7z= -5
L3cLz=3Ly — 2y — 14z = =10

x+ 2y +3z= 2
Ly=2-L, -y — 7z = =5,

On exprime alors les inconnues x et y en fonction de z vu comme parameétre. Il y a une infinité de
solutions données par

[53 ={(112-8,5-722) |z€ R}].

28



Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

Pour résumer, un espace vectoriel E est un ensemble muni de 2 lois « + » et « - » telles que :
 E est stable par multiplication par un nombre: VA € R,Yu € E,A1-u € E.

o E eststable par somme:Vu € E,Yv€EE,u+v €E.

¢ ily a de « bonnes regles de calcul » entre les lois « + » et « - ».

Par exemple :
- VUuE€EE, 0 - u = O (le vecteur nul);

- VYuE€EE, VAuER, A-(u-uw)y=@Axup - u
- VuveEVALueEK A-(u+v)=4-u+il-v et A+p)-u=1-u+u-u
- VA1ER, A-u=0 & A1=0o0uu=0g;

SiA+0 alors Au=iA-v = u=v;
- V(A €R? V(uv)€EE?:

Siu# 0z alors A u=p-u = A=L
Les éléments de E sont des vecteurs.
PROPOSITION exemples de référence
» R™ est un espace vectoriel avec les lois + et - définies par
Vu=(xy,..%) ERL,Yv=(y,...5,) ERL,VAER
Ut+v=0,+y, %+, o, Xn+ V) et A-u=@AXx; .., Xx,).
* L'ensemble M, ,(R) des matrices de taille (n,p) est un espace vectoriel pour les lois usuelles.
» L'ensemble des applications d’un intervalle I a valeurs dans R est un espace vectoriel.

* Les ensembles R[x] et R, [x] respectivement des applications polynomiales et des applications poly-
nomiales de degré au plus n sont des espaces vectoriels pour les lois usuelles.

 L'ensemble A(I,R) des applications d’'un ensemble I a valeurs dans R est un espace vectoriel pour
les lois usuelles.

Attention. Un espace vectoriel n’est jamais vide.
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Combinaisons linéaires, sous-espaces vectoriels

Dans la suite, une famille finie de vecteurs de E estla donnée d’une liste finie (u,,u,, -**,u,,) de vecteurs
de E. Le cardinal de la famille est alors le nombre de vecteurs.

DEFINITION combinaison linéaire

Soit (uy, ...,u,) une famille finie de vecteurs de E.
On appelle combinaison linéaire des vecteurs u,, ..., u,, tout vecteur v s’écrivant

n
V= Zli -u; avecpourtout i € [1,n], A; €R.

i=1

DEFINITION sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel et F une partie de E. F est un sous-espace vectoriel de E si

o F estnonvide;

« F est stable par somme, c’est-d-dire : V(uv)€EF?, u+veF;

o F est stable par multiplication par un nombre, c’est-a-dire: Vu € F,YA€ER, 1-u€F.

Remarque. Les sous-espaces vectoriels sont les parties (non vides) de E stables par combinaisons
linéaires.

Méthodes.. Pour vérifier que F est un sous-espace vectoriel, on se contente de vérifier que pour tout
nombre A et tous vecteurs u,vde F,1-u+ v € F et F # @. Pour le second point, il suffit d’exhiber un
élément de F, le plus simple étant 0.

» De plus, on démontre que tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel. Donc, en pratique, lors-
qu’on souhaite prouver qu'un ensemble est un espace vectoriel, on montre que I’ensemble en question
est un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel de référence (R", R[x], M, ,(R)..)

PROPOSITION intersection de sous-espaces

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors l'intersection F N G est un sous-espace vectoriel de E.

Attention. En général, c’est faux pour la réunion.

DEFINITION sous-espace vectoriel engendré par une partie finie

Soient E un espace vectoriel et X une partie finie de E. L'espace vectoriel engendré par X est défini
par I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X. On le note Vect(X).
Autrement dit, si X = {u, ...,u,}, alors

n
Vect(X) = {v €E |3(,11,...,,1n) ER", v= Zli~ui}.
i=1
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Remarque. Comme son nom l'indique, Vect(X) est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, il
contient le vecteur nul.

Vocabulaire. « Un espace vectoriel engendré par un vecteur non nul est une droite vectorielle.
» Un espace vectoriel engendré par deux vecteurs non colinéaires est un plan vectoriel.

se par
Droite engendrée P

Plan engendré par (u,v)

Pour rappel, deux vecteurs u, v sont non colinéaires s'’ils sont non nuls et il n’existe pas de réel A tel
queu=21-v.

Familles génératrices, libres et bases

DEFINITION famille libre finie

Soit E un espace vectoriel et m € N*, on dit que la famille F = (ug, ... U,,) de vecteurs de E est une
famille libre si la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison linéaire a coefficients nuls. Au-
trement dit,

m
V (A, o A) € R™, <Zli-ui=0b~ > vie[Lm], /1i=0>.

i=1

Remarque. Soit (u,v) € E?. La famille (u,v) est libre si et seulement si les vecteurs u et v sont non-
colinéaires.

Exemple. Dans les cas des polyndmes : une famille fine (Q,, ...,Q,-) de R[x] est une famille libre si elle
est de degrés échelonnés. C’est-a-dire,

deg(Q,) < deg(Qz) < < deg(Qy).

DEFINITION famille génératrice finie

Soit G = (uy, ..., u,) une famille finie de vecteurs de E.
On dit que G est une famille génératrice de E, si tout vecteur de E peut s’obtenir comme combinaison
linéaire a partir des vecteurs de G. Autrement dit si,

12
Pour tout vecteur v € E, il existe 4, ...,A,, € R tels que v = Z A
i=1

Remarque. Sous forme condensée, G est génératrice de E si Vect(G) = E.
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DEFINITION base
On appelle base d’un espace vectoriel E, toute famille libre et génératrice de E.

Exemples. Les bases canoniques de R", R,,[x] et M, ,(R).
e Lafamille (e;);=.., o g; = (0, ..., 0,1,0, ...,0) avec 1 en i-éme position est une base de R"™.
o La famille (1,x, x?, ..., x™) est une base de R, [x].

¢ La famille des matrices élémentaires (E;)1<i<n st une base de M, ,(R). Pour rappel, la matrice
1<j<p
élémentaire E; ; est la matrice ne contenant que des 0, sauf un 1 en position (i,j).

1 j n
1[0 [ 07
0O , O
0. ... 010-----.. 0 =Ei,j'
0
o ? o0 :
210 [ 0]

Coordonnées dans une base

PROPOSITION coordonnées d’'un vecteur dans une base

Soient E un espace vectoriel et B = (u,, ...,u,) une famille finie de E a n éléments.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

* Best une base de E;
* Pour tout vecteur v de E,
n
il existe un unique n-uplet (x,,x,, ..., X,) € R" tel que v = Y, x; - u;.
i=1

Dans ce cas, (x4, ...,X,) sont les coordonnées de v dans la base B.

DEFINITION matrice colonne des coordonnées d’un vecteur

Soit E un espace vectoriel de dimension finie dont B = (e, ...,e,) est une base.

Soit u € E dont (x4, ...,x,) sont les coordonnées dans la base B. On définit la matrice colonne des
coordonnées de u dans la base B par

X1

Mat(w) = | 2.

Xn
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Exemples de suites récurrentes

Une suite réelle est une applicationu : N - R.
Il existe principalement deux maniéres de définir une suite :
» De maniere explicite. On donne une formule générale. Exemples :

n n n*+3n+1
BMnew (D) (cos+1)) T
neN

» De maniére récursive. Le calcul du n-iéme terme u,, suppose la connaissance des termes antérieurs
Uy, pour k < n. Par exemple, la suite de FIBONAccI est définie par

Uy =0, uy=1 et VneN, uy,=uyq+u,
Ainsi les premiers termes sont 0,1, 1,2,3,5,8,13.

Les exemples qui suivent sont de type récursif.

Suites arithmétiques et géométriques

La suite arithmétique de raison r € R et de premier terme u, est la suite définie par

[VnEN, un+1=un+r.J

On a par récurrence

[VnEN, un=nr+u0.J

La suite géométrique de raison g € R et de premier terme u, est la suite définie par

[Vn EN, up = qun.J

On a par récurrence

[VnEN, un=q"u0.J
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Suites arithmético-géométriques

Une suite u est dite arithmético-géométrique s'il existe deux réels «, § tels que
vneN, u,, =au,+p.

Rappelons la méthode pour obtenir la formule explicite d’'une telle suite.

Prenons I'exemple de : uy=1 et VneN, u,,= ;un -1

I - Tout d’abord, on calcule «le point fixe » £ de la relation de récurrence obtenu en remplacant chaque
terme par £ :

1
II - Puis, on introduit la suite auxiliaire : vVneN, vy =u, —%.

On constate alors que la suite v est une suite géométrique de raison 1/2,

1 1 1
Vn€EN, vn+1=un+1+2=§un—1+2=E(un+2)=ivn.

v, Uuy—+f 3
v s’écrit donc sous la forme: Vn €N, Uy == = —

I1I - Finalement, la formule explicite est :

VneN, u,=v,+¥=—-

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Une suite réelle récurrente linéaire d’ordre 2 est une suite pour laquelle
I(ap) ER*\{(0,0)}, VREN, Uy, =auyy + Pun.
On associe I'équation dite caractéristique

x2=ax+p d’inconnue x € R.

PROPOSITION formule explicite

Notons A = a? + 4, le discriminant de I'équation caractéristique.
» Si A > 0, alors il y a deux racines réelles distinctes x,, x, et

I(Au) ER?, VneN, u, =™+ ux,™
» Si A = 0, alors il y a une racine double x, et

J(Au) ER?, VneN, u,=@A+pun)x,"
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Etude globale des suites

Les définitions

DEFINITION suite majorée, minorée et bornée

Une suite réelle u est dite

* minorée s’il existe m € R tel que pour toutn € N, u,, > m;

* majorée s’il existe M € R tel que pour toutn € N, u,, < M;

» bornée si elle est minorée et majorée. Il existe K € R, tel que pour toutn € N, |u,| < K.

Attention. Les réels m et M sont indépendants de n.

DEFINITION suite croissante, décroissante, monotone

Une suite réelle u est dite

e croissante si pour toutn € N, u, < Upyq;

» décroissante si pour toutn € N, u,, > Up,q;

* monotone si elle est croissante ou décroissante.

DEFINITION limites d’une suite

« Une suite (u,),, converge vers un réel £ si tout intervalle ouvert contenant £ contient les termes u,,
pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux. On dit aussi que la suite admet une limite
finie.
Si la limite existe, elle est unique. On note lim u, = £ ouencoreu,, — 4.

n-+oo n-+co
« Une suite (u,,), tend vers +oo si tout intervalle de la forme [a, + oo[ (avec a € R), contient les termes
u, pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux.

On note lim u, = + ouencoreu,, — +oo.
n—-+oo n—-+oo

Remarques. ¢ La définition s’adapte au cas u,, - —oo.
» On peut traduire la définition u,, — ¥ avec des quantificateurs.
n-+o0o

VeeR}, dAn,EN, Vp€EN, (p;no = |u, — 4| <s).
» On montre qu’une suite convergente vers une limite finie est bornée.
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PROPOSITION relation d’ordre et limites
Considérons deux suites u et v convergentes telles que pour tout entier n, u,, < v,. Alors,

lim u, < lim v,.
n—-+oo n-+oo

Limites et opérations algébriques

Rappelons dans deux tableaux le comportement de u + v et uv lorsque I'une au moins des deux suites
a une limite infinie. FI signifie que la forme est indéterminée. Le signe du produit s’obtient par la regle
des signes. Enfin £ appartient a R.

lim u, — 4o —o0 £ 4 lim u, oo £#0 0
no+oo n-+00
lim v, —%© +0 400 400 —00 lim v, to  t+oo  +4oo
n-+oo n—+00
lim (u, +v,) — +o0 FI 400 -0 lim (u,v,) oo +o FI
n-+o n-+00

Exemples de limites

A partir des limites de fonctions usuelles, on démontre que pour (i,,),eg Une suite réelle telle que

u, — £€RU{two}.
n-+oo
» SiteR: e — e, sin(u,) — sin(#) et cos(u,) — cos(¥).
n-+o0o n-+00 n-+oo

» Si¢ € R}, alorspourtouta € R, u,* — £* et In(u,) — In(®).
n—+0o n-+00

e Si¢ =0etpourtoutn € N,u, >0, In(u,) — —oo.

n-+oco
e Sif = +oo, e¥n — +4oo et In(u, — +oo.
n-+oo n-+oo

* On ne peut pas conclure directement sur les limites de ( cos(uy)), _ et (sin(u,)) .

PROPOSITION croissances comparées et factorielle

. n* In(n)® exp(an)
Pour tous a, § € RY, — 5 0, —— — 0 et —— .
exp(fn) n-+w nf  noteo n!  no+oo
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Théoremes de convergences
PROPOSITION

Soit u une suite telle que les suites (Uyy ) nen €t (Uzni1)nen CONVergent vers une limite commune £ € R.
Alors u converge aussi vers 4.

THEOREME d’encadrement
Considérons trois suites réelles u, v et w.

Si | — Lessuites u et w convergent vers une méme limite £,
— Pour tout entier n a partir d’'un certain rang, u, < v, < w,

Alors la suite v converge vers 4.

Remarque. On parle aussi de théoréme des gendarmes.

PROPOSITION minoration
Considérons deux suites réelles u et v.

Si | — Pourtoutn €N, u, < v,;

— utend vers +oo; Alors la suite v tend vers +oo,

THEOREME de convergence monotone

Soit u une suite réelle croissante. Les phrases suivantes sont équivalentes :

e la suite converge vers une limite finie;
e la suite est majorée.

Sinon, la suite tend vers +oo.

Remarque. De méme, si u est une suite décroissante :

u converge vers une limite finie si et seulement si elle est minorée. Sinon, elle tend vers —oo.

37



THEOREME suites adjacentes

Considérons deux suites u et v.

Si | — uestcroissante et v est décroissante a partir d’un certain rang n, et si

— la différence u — v tend vers 0,
alors les suites u et v, dites adjacentes, convergent vers une méme limite £.

Pour toutn > n, : U, <€ << vy
A
*
*
Uﬂ.
* * *
*
L . .
La limite . * . . . .
% X X X X X X
X * . >
X u,
X
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Limites

DEFINITION limite finie en un point

Soient f : I - R et x, un élément de I ou une extrémité de I.
On dit que f admet une limite finie £ € R en x, si, pour tout réel € > 0, il existe un réeln > 0 tel que
pour toutx €lx, —nx, +n[NL [f(x) — {’| < & Onnote lim f(x) = 4.

X-Xg

Remarque. De méme, on peut définir les limites a gauche et a droite.

PROPOSITION limites a gauche et a droite

Soient f : I - R et x, un élément de I a l'exclusion des extrémités.
f admet une limite en x, si et seulement si la limite a droite et a gauche existent et sont égales.

DEFINITION limite infinie en un point

Soit f une fonction définie sur ] =]a,x,[ U ]x,,b[.

» On dit que f admet +oo pour limite en x, si pour tout réel 4, il existe un réeln > 0 tel que pour tout
x €]xo —nxe +1[NJ f(X) > A

» De méme, on dit que f admet —oo pour limite en x si pour tout réel B, il existe un réel n > 0 tel que
pour tout x € |x, —n,x, +n[NJ, f(x) < B.

Remarque. On adapte les définitions pour des limites lorsque x — 400 ou x — —oo.

PROPOSITION croissance de la limite
Soientf,g: I » R, £, € Retx, € I U {+oo}.

Si | — Pourtoutx €1, fx) < gx);

> f(x) > £ et gkx) — ¢; Alors £ < 1.
x-Xo xX-X(

Dans la suite, I est un intervalle et I désigne I complété avec les extrémités.
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Théoremes de convergence
THEOREME composition de limites
Soientf:1-],g:] >R x, €1U{+0},y, €] U{tow}etf € RU {+oo}.

(f@ 2% et g0) = ) = gof@ o ¢

THEOREME existence de la limite par minoration et encadrement
- Soientf,g: I - Retx, €U {+oo}.
Si | — Pourtoutx € I, fx) <glx);
= f(x) — +o; Alors g(x) — +oo,
xX—Xq X—>Xo
e Soitf € R

Si | — Pourtoutx €, f(x) < gx) < h(x);

- f(x) = £ et h(x) — ¥¢; Alors g a une limite en x, et g(x) — 4.
X—Xg X—Xg X=Xo
THEOREME de limite monotone (ou de convergence monotone)

Soient a,b € RU {0}, f : |a,b[ = Ret x, € |a,b[. Si f est croissante, alors
» f admet en x, une limite finie a gauche et une limite finie a droite avec

lim f(x) < f(x) < lim f(x).
XX X—-Xg
» f admet une limite finie en a si et seulement si f est minorée. Sinon, f (x) —, —oo.
x—-a

» f admet une limite finie en b si et seulement si f est majorée. Sinon, f (x) e +oo,

Remarque. Le théoreme s’adapte au cas des fonctions décroissantes.

THEOREME limites usuelles/ croissances comparées
sin x e*—1 In(1 + x) 1 — cos(x) 1
. — 1, — 1, — 1 et — — -
X x-0 X x-0 X x-0 x? x-0 2
x* In(x)*

« Pourtous a, f € RY, 0 et x%In(x) e 0.
X—

— 5 0, — —
exp(Bx) x>+ xB  x-o+co
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Continuité

Définitions et premieres propriétés
Dans la suite I désigne un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.
DEFINITION continuité en un point a, continuité sur /
Soientf : I » Reta € I, f est continue en a si f admet une limite en a et
lim £ (x) = f(a).

On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de I.

Remarque. Soient I un intervalle et a € I. Si a n’est pas un des bords de I, f est continue en a si et
seulement si la limite a gauche et a droite existent et valent f (a).

PROPOSITION opérations usuelles

» Soient f, et f, deux fonctions de I dans R, et soit a € I.
— Si f; et f, sont continues en a, alors f; + f, aussi.
— SiA € Ret f; est continue en a, alors A - f; aussi.
— Si f; et f, sont continues en a, alors f, - f, aussi.
» Soientl,] deux intervallesde Retf : [ =], g: ] > R
Si f continue en a et g continue en f(a) = b, alors g o f est continue en a.

 Soit f continue sur I. Si f ne s’‘annule pas sur I, alors ? est bien définie et continue sur I.

DEFINITION prolongement par continuité

Soit f :]a,b[ = R. On dit que f est prolongeable par continuité en a si la limite en a a droite existe
et demeure finie. On convient alors de poser f : [a,b[ = R par

fey=f() si x€labl et f(a)=limf(x)

x>a

De sorte que f soit continue en a.

Remarque. De méme, on définit le prolongement a gauche ou sur un intervalle épointé I \ {a}.
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Théoremes généraux

THEOREME des valeurs intermédiaires

Soit f : I = R continue.
Alors pour tout (a,b) € I? avec a < b, pour tout réel y compris entre f(a) et f (b), il existe au moins
unréel c € [a,b] tel que f(c) = y.

Remarque. Soit f : I - R avec I un intervalle de R. Notons f(I), 'ensemble des images de f,

fi={yeRlaxel y=f}={f@;xel}

Le théoréme précédent affirme que f(I) est un intervalle.

THEOREME image d’un segment

Pour toute application continue f : I - R ou I est un segment de R, I'image f (I) est aussi un segment.
Alors, f admet un minimum et un maximum et

)= [mlinf, mIale] .

Remarque. On dit alors que f est bornée et atteint ses bornes. Il existe «, § tels que

vx el f(a)<f(x)<fB).

THEOREME de la bijection

Toute fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle I définit une bijection de I sur
lintervalle f(I). Sa bijection réciproque est elle-méme continue et a le méme sens de variation.

Exemple. La fonction tangente sur |—m/2, w/2[ est strictement croissante, continue avec

tan(x) — +o0 et tan(x) — —oo.
x-(m/2)~ x=(-m/2)*

D’aprés le théoréme de la bijection, on peut définir 'application arctangente R — |—m/2,m/2[ comme
la réciproque de la restriction de tangente a |- /2, w/2].

Rappel. Le graphe de I'application réciproque f ~* s’obtient par symétrie par rapport ala droite d’équa-
tion y = x a partir du graphe de f.

PROPOSITION continuité et suite

Soienta € I et f : I = R continue en a. Pour toute suite (U, ) ey d’élements de I,

(uw—a ) = ( fa) — f@ ).

n-+00 n-+oo
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Dérivation

Définitions et regles de calculs

DEFINITION

Soientf : 1 > Reta € I
« f est dérivable en a si le quotient

est unique et notée f'(a).
« f est dérivable sur [ si elle est dérivable pour tout réel de I. Ainsi, on définit la fonction dérivée par

% admet une limite finie en a. Si cette derniére existe, elle

I - R

a » f'(a).

» Graphiquement, f est dérivable en a s'il existe
une tangente a la courbe. L'équation de la tangente
estalors

Graphe de f

, Tangente
y =@ +f'(@x - a). &
* Le terme W est le taux d’acroissement de
f entre a et x. a
PROPOSITION régles de calculs

Soient f et g deux fonctions dérivablesen a et A € R.
« Les fonctions A - f et f + g sont dérivables en a avec

AN (@ =Af"(@) et (f+9)'(a)=f"(a)+g'(a).

* La fonction produit f - g est dérivable en a avec

(f-9) @ = f(@g(a) + f(@)g' (a).

 Sig(a) # 0, la fonction f /g est définie dans un voisinage de a et dérivable en a avec

(5)’ @ = [(@9@ —f@g' @
9 g%(a)
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THEOREME composition
Soientf : 1 = Jetg:] - Roul et] sont deux intervalles de R.

Si | — f dérivableen a et
— g estdérivableenb = f(a),

alors g o f est dérivable en a avec (o) (@)= f'(a) x 9 (f (@)

THEOREME application réciproque
Soientf : 1 - J,a€leth = f(a).
Si | — f est bijective et

— f estdérivable en a avec f'(a) # 0,

1 1
f'(@  f'(f*(b))

alors f~* est dérivable en b avec G ) =

Application. La fonction arctangente est définie et dérivable _ _ _ _ ______|___________
. T T /2
sur R et a valeurs dans ]_E’E[ avec
v R , 1 1
€ = -
x , arctan’ (x) T
—1/2
THEOREME développement limité a I'ordre 1

Soient f : I - Reta € I. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

e festdérivableenaetd = f'(a);

* f admet un développement limité a l'ordre 1 en a.
C’est-a-dire, il existe A € R et une fonction € : [ — R tels que pour tout x € I,

f(x) =f(a) + A(x —a) + (x —a)e(x) avec e(x)’:()lo,
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Théoremes généraux

THEOREME extrema - condition nécessaire
Soitf: 1 - R

Si | — f admet un extremum local en aq,
— f estdérivable en a, et
— a appartient a un intervalle ouvert inclus dans I, alors f'(a) = 0.

Vocabulaire. On parle de point critique lorsque f'(a) = 0.

Remarque. La réciproque est fausse : tout point critique ne donne pas un extremum. x + x> en 0
fournit un contre-exemple.

THEOREME de Rolle

Soit f : [a,b] = Raveca < b.

Si | — f estcontinue sur [a,b],
— f estdérivable sur]a,b|, et
= f(a) = f(b),

alors il existe ¢ € |a,b| tel que f'(c) = 0.

THEOREME égalité des accroissements finis
Soit f : [a,b] » Raveca < b.

Si | — f estcontinue sur [a,b] et
— f estdérivable sur]a,b|,
fb) — f(a)

alors il existe ¢ € |a,b| tel que f'o) = b—a

THEOREME inégalité des accroissements finis
Soit f : [a,b] = Raveca < b.

Si | — f estcontinue sur [a,b],
— f estdérivable sur]a,b|, et

— f'estbornéeparm = inf f'(x)etM = sup f'(x),
x€la,b[ x€la,b[

alors m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b — a).
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THEOREME variations et dérivée

Soit f : I - R dérivable ot I est un intervalle de R.
« Si f est de dérivée nulle sur I alors f est une application constante.

* Les propriétés suivantes sont équivalentes
— f estcroissante sur I;

— f'(a) > 0 pour touta € I.

« De méme, f est décroissante sur I si et seulement si f'(a) < 0 pour tout a € I.

Remarques. ¢ Il ne faut pas oublier la condition « I est un intervalle ».
» L'équivalence devient fausse dans le cas de la stricte monotonie. L'énoncé suivant est alors pratique.

PROPOSITION stricte monotonie

Soit f : I - R dérivable sur l'intervalle I.

Si | — f'estpositive sur I et
— f' ne s’annule qu’en un nombre fini de points,

alors f est strictement croissante sur 1.

Le cas des fonctions de classe C!

Dans la suite, on dit qu'une fonction f : I — R est de classe C* sur I si f est dérivable et la fonction
dérivée f' est continue sur I.

THEOREME prolongement de classe C?!

Soient I un intervalle et a € I.

Si | — f estune fonction de classe C* sur I \ {a} et continue en a, et
- f'x) 2 LER,
x—=a

alors f est de classe C* sur I et f'(a) = 4.
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Intégration

Intégrales et aires

DEFINITION intégrale et aire
Soient f : I — R une fonction continue, positive et
abel
Lintégrale de f de a a b est 'aire de la partie déli- :
mitée par la courbe de f, 'axe des abscisses et les :
droites d’équation x = a, x = b. b I
On la note b i fa f(&)de :
| |
L f@® de. o II)
DEFINITION sommes de Riemann
Soient f une fonction continue sur [a,b] et n un entier naturel non nul.
Les sommes de Riemann d’ordre n associées a f sur [a,b] sont
b—a™ b—a b—
) === flatk—=) et T,() =
k=0
A
Pour k € [[0,n — 1]), la quantité
b—a b—a
k
Fla+ k=2
représente l'aire du rectangle de
hauteurf(a+k—) etde base 22 b
Ainsi, S, (f) de51gne la somme des ‘ P ‘ >
aires des rectangles. a+ k=2 N
n

Plus n est grand, plus les rectangles épousent la forme de la courbe. A la limite, on retrouve I'intégralité
de la courbe.
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THEOREME convergence des sommes de Riemann

Soit f une fonction continue sur [a,b). Les suites (S,(f)), .. et (Tu(f)), _,,. convergent et

b
Jim .0 = Jim T = [ f@de

Primitives
DEFINITION primitive

On dit qu’une fonction f : 1 - R admet une primitive F : | — R si F est dérivable sur I et

F'=f.
Fonction Intervalle de définition Expression des primitives, C € R
a € R _1 R+ a+1
x> x%a \ {—1} . P X +C
1
x P p R ou R} 1n(|x|)+C
exp R e +C
In R} xln(x)—x+C
sin R —cos(x)+C
cos R sin(x) + C
T T
tan —5 +kmo +kn| (k€D) —In|cos(x)| + C
1 1 x
xH—» ———,a€R" R —arctan| — |+ C
a? + x? a a
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Remarque. Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F,, F, deux primitives de f, alors, il
existe un réel C tel que

Vx €l F(x)=FE()+C.

Fixons a € I. Alors pour tout y, € R, il existe une unique primitive de f telle que F(a) = y,.

PROPOSITION intégrale d’'une fonction

Si f est continue sur un intervalle I, pour tous a,b € I, alors

b
[ r0dc=ro)-Fe@,

ol F est une primitive de f.

Remarques.  Cette égalité est indépendante du choix de la primitive.
» Dans ce cas,

X
I'application x +~ f f(t) dt est l'unique primitive de f qui s’annule en a.
a

PROPOSITION relation de Chasles
b c b
Soit (a,b,c) € I3, ff@«:ff@m+ff@m.
a a c
PROPOSITION croissance

Soit (a,b) € I? tel que a < b. Soient f, g : | > R, deux fonctions continues telles que

vt €lab], f()<g®.

b b
Alors, J f®dt < J g(t)dt.

Remarques. » On en déduit I'inégalité triangulaire.
Soient f : I = R une fonction continue eta, b € I.

Si a<b alors

fa “road < f "ol

» La proposition précédente est une conséquence de la positivité de I'intégrale. Si f est continue, po-
sitive avec a < b alors

b
fﬂom>u

La proposition suivante précise le cas d’égalité.
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PROPOSITION

Si | — f: [ab] = Restcontinue sur [a,b],
— f est positive sur [a,b],

b
= f f®)dt=0, alors f est nulle sur [a,b].
a

Calculs des intégrales

Pour calculer une intégrale, on utilise principalement trois méthodes. La recherche directe d’'une pri-
mitive (voir tableau), I'intégration par parties et le changement de variable.

THEOREME intégration par parties

Considérons deux fonctions u, v : [a,b] — R de classe C*. Alors

b b b
f W () dt = [u®v(o)], —f u(t)v'(t) dt.

THEOREME changement de variables

Soient I,] deux intervalles de R et a, b € J. Soient f : I - R continue et ¢ : | — I de classe C*. Alors,

¢(b) b
[ roa= [ fle@)w

o(@)

Application. Soit f continue sur I = [—a,a]. A 'aide du changement de variable u = —t, on prouve :

a a
 Si f est une fonction paire sur J, alors f f)dt=2 f f() dt.
-a 0

a
 Si f est une fonction impaire sur /, alors f f®)ydet=0.
—-a
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Probabilités finies

Une expérience aléatoire est une expérience dont I'issue est incertaine. On regroupe I'ensemble de
tous les résultats possibles dans un ensemble (), appelé I'univers des possibles. Dans ce chapitre, ()
est un ensemble fini. Un événement A est une partie de (), c’est-a-dire A € P(Q).

DEFINITION probabilité sur un univers fini

Une probabilité est une application P a valeurs réelles définie sur P (Q) vérifiant
~ P: PO~ [01];
- PQ) =1;
— [P est additive : pour tous événements incompatibles A et B (c’est-a-dire, AN B = @),
P (AU B) = P(4) + P(B).

La donnée du triplet (Q, P (Q),IP) définit un espace probabilisé.

Vocabulaire. Si P(A) = 0, on dit que A est négligeable. Si P(4) = 1, on dit que A est presque sir.
Remarque. On a directement a partir de la définition : pour tous 4, B € P(Q)

« P@=0 =« PA=1-P@A) =+ AcB = P()<P(B).

Un cas important. On dit qu'il y a équiprobabilité dans le cas ou les événements élémentaires ont
tous la méme probabilité. Si Q = {w,, ...,w, } avec les éléments deux a deux distincts, alors la condition
1 1

card(Q) w
card(A) Nombre de cas favorables

P(Q) = 1 etl'additivité impose Vi € [[1,n]], ]P({wi}) =

et plus généralement, VAeP(), PM)=

card(Q) ~ Nombre de cas possibles

THEOREME formule du crible
Considérons trois événements A, B et C, alors
P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANB)

et P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+PANBNC).

DEFINITION probabilité conditionnelle

Soient (Q,?(Q),IP’) un espace probabilisé et A € P(Q) tel que P(A) # 0. Soit B € P(Q).
La probabilité conditionnelle de B sachant A est

P(ANB)

P,4(B) = P(A)
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Remarque. A partir de la définition, on prouve une premiére formule de Bayes.
. P4(B) - P(4)
SilP(A) # 0 et P(B) # 0, alors Pg(A) = ———— (o).
P(B)
PROPOSITION formule des probabilités composées

Soient (A;)ie1,ny des événements d’'un espace probabilisé vérifiant P (A, N A, N+ N A,_y) # 0.
Alors P(A; NA; N NA) =P(A) Py, (A) - Pa,na, (A3) - Panena, , (4r).

» Un systéeme complet d’événements d’un univers fini Q est une famille finie (4,),¢; telle que

(Vi) e i#j=>ANnA;=0) et UAn=Q.

THEOREME formule des probabilités totales

Soient (Q,SD(Q),IP’) un espace probabilisé et (A;)ief1ny Un systéme complet d’événements non négli-
geables. Alors, pour tout événement B

P(B) = ) P(ADP4,(B) = P(A)Py, (B) + -+ + P(A,)Py, (B).

i=1

En reprenant la relation () et la formule des probabilités totales, on obtient directement :

THEOREME formule de Bayes (ou de probabilité des causes)

Soit (Ay)ief1,ny Un systéme complet d’événements non négligeables.

Pour B € P(Q) avec P(B) # 0, Pp(4y) = P4 1 B) = F(Ak) - Pa (B)
3 P(4) - P4 (B)

P(B)

DEFINITION indépendance

« Soit (A,B) € P(Q)? ondit que A et B sont indépendants si P(A N B) = P(A) x P(B).
o Ay, A, ..., A, sont dits mutuellement indépendants si pour toute partie non vide I de [[1,n]],

#(N4) =TT

i€l i€l

52



Variables aléatoires finies

Loi d’une variable aléatoire

DEFINITION variable aléatoire réelle définie sur un univers fini

Etant donné un espace probabilisé (Q,P (Q),IP’), une variable aléatoire réelle définie sur un univers
fini Q est une application X : Q - R

Notation. Dans la suite, X () est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire.

PROPOSITION systéme complet associé a une variable aléatoire
Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q, P(Q),IP). Alors

(x = x])xex(m est un systéme complet d’événements.

() étant un univers fini, X (1) est un sous-ensemble fini de R. La loi de probabilité de X estla donnée
de X(Q) = {x,x5, ...,.X;,} (ou les valeurs x; sont deux a deux distinctes) et des valeurs

PX = x,), P(X = x5), ..., P(X = x,,).

m
En particulier, Z PX =x;) =P(Q) = 1.
i=1

» On dit que deux variables aléatoires X et Y sont égales enloi si X(Q) = Y(Q) = {x, ....x;,} et

Vie[[1m], PX = x;) = P(Y = x;).

Espérance et variance

DEFINITION espérance sur un univers fini

Soit X une variable aléatoire réelle et X(Q) = {x,, ..., x,;,}. Lespérance de X est

E(X) = Z xP(X =x) = Zxk P(X = x).
XEX(Q) k=1

53



THEOREME de transfert

Soit X une variable aléatoire et X(Q2) = {4, ...,.X;, }. Pour toute fonction ¢ : R - R

E(p0) = ) ¢@PE =)= ) paIPX = x).

XEX(Q)

Remarque. Le théoréme de transfert permet le calcul de ]E((p(X)) en utilisant ¢ et la loi de X sans
passer par la loi de ¢ (X).

PROPOSITION propriétés de I'espérance

Soient X etY deux variable aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
o linéarité Soit (a,b) € R?, E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).
e croissance SiX <Y, alors EX) < E(Y).

DEFINITION variance et écart-type

Soit X une variable aléatoire.
e On appelle variance d’une variable aléatoire X, la quantité V(X) = IE((X - IE(X))Z).
e On appelle écart-type de X, la quantité o(X) = /V(X).

Remarques. g (X) est bien défini car (X - IE(X))2 > 0. Donc, par croissance de 'espérance, V(X) > 0.

L'écart-type permet de quantifier les écarts par rapport a la moyenne. Un écart-type fort traduit un
« grand éloignement » des valeurs de X par rapport a sa moyenne.

PROPOSITION propriétés de la variance

Soit X une variable aléatoire finie.
» V(X) = 0 si et seulement si X est une application presque siirement constante;
 Pour tous réels a,b,

V(aX + b) = a®* V(X) ; o(aX +b) = |alo(X).

Une variable aléatoire X est dite centrée si E(X) = 0. Elle est dite réduite si 0(X) = 1.

Soit X une variable aléatoire. La variable aléatoire Y = X;ig() est centrée, réduite.
En pratique, on calcule la variance avec :
THEOREME formule de KOENIG-HUYGENS

Soit X une variable aléatoire, V(X) = E(X?) — EX)%
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Lois usuelles

Dans la suite, () est un univers fini et X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (Q,iP(Q),]P’).

Variable aléatoire certaine

X est une variable aléatoire certaine, ou presque siirement constante s’il existe un réel c tel que
PX=c)=1.Alors, EX)=c et VX)=0.

Loi de Bernoulli

DEFINITION loi de Bernoulli
Soitp € [0,1]. La variable aléatoire X suit une loi de BERNOULLI, noté X < B(p), si X(Q) = {0,1} et

PX=1)=p et PX=0)=1-p.

Exemple. Pour A € P(Q) alors la fonction indicatrice 14 suit une loi de Bernoulli de parametre P(4).

PROPOSITION espérance et variance d’une loi de Bernoulli

Si X < B(p), EX)=p et VX)=pgq.

Exemples de modélisation.

— Le résultat d'un lancer d’une piéce de monnaie équilibrée (1 pour pile, 0 face) suit une loi B(1/2).
— Plus généralement, la variable aléatoire associée a une expérience aléatoire ayant seulement deux
issues (0 pour échec, 1 pour succes) suit une loi B(p) ou p est la probabilité de succés.

Loi binomiale

DEFINITION loi binomiale

Soientn € N*, p € [0,1]. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p, notée X < B(n,p) si

X(@Q) =[0n] et Vke[on], P(X=k)= (:) pk(1 — p)nk.
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PROPOSITION espérance et variance d'une loi binomiale

Si X © B(n,p), EX)=np et V(X)=npgq.

Exemples de modélisation.

— On lance n fois un dé et X compte le nombre de « 6 » obtenus. Alors X < B(n,1/6).

— Plus généralement, lorsqu’on répéte n expériences de Bernoulli (a deux issues : succes/échec) iden-
tiques, mutuellement indépendantes, dont la probabilité de succes est p, la variable X qui compte le
nombre de succes suit alors une loi binomiale de parameétre (n,p).

Loi uniforme

DEFINITION loi discréte uniforme
Soit (a,b) € Z? avec a < b.

La variable aléatoire X suit une loi discréte uniforme sur [[a,b]|, noté X < U([[a,b]]), si

X(@Q) =[ab] et Vke[ab], PX=k)= ﬁ

Remarque. Si X © U([[1,n])avecn =b—a+ 1,alorsY =X +a—1 < U([a,b]D).

PROPOSITION espérance et variance d’'une loi uniforme

n?—1

n+1
Soit X & U([1,n])), EX)=—— et V) =——

2

Exemples de modélisation.

— Le résultat d’'un lancer d'un dé équilibré a 6 faces suit une loi uniforme sur [[1,6]].

— Une urne contenant n boules indiscernables au toucher numérotées de 1 a n. On tire au hasard une
boule. Le numéro obtenu suit une loi uniforme sur [1,n]].
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Dimension finie

Généralités
Soit F = (uy, ...,u,) une famille d’'un espace vectoriel E.
o F estlibre est si la seule combinaison linéaire nulle est la combinaison linéaire a coefficients nuls.
m
vV (A4, o Am) ER™, ('Z Airu; =0 = Vie[1lm], 4= 0).

=1
o F est génératrice si tout vecteur de E peut s’obtenir comme combinaison linéaire a partir des vec-
teurs de F. Autrement dit si,

n
Pour tout vecteur v € E, il existe A, ...,4, € Rtelsquev = ¥ A; - u;.
i=1

» F estune base, si elle est a la fois libre et génératrice.

DEFINITION dimension finie ou infinie

On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.
Si ce n'est pas le cas, on dit qu'il est de dimension infinie.

THEOREME de la base incompléte

Soient E de dimension finie, L = (e, ...,e,) une famille libre et G une famille génératrice de E.
Il existe fi, ..., frm des vecteurs de G tels que la famille (e, ...,ep,f3, ---,fm) Soit une base de E.

Remarque. On en déduit que tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

THEOREME définition de la dimension

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Toutes les bases de E sont finies et ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre est appelé la dimension
de I'espace vectoriel, notée dim(E).

Exemples.
* R™, R, [x] et M, ,,(R) sont des espaces vectoriels de dimension finie.
- dim(R") = n.
La base canonique de R™ est (€;)iej1,n; OU €; = (0, ..., 0,1,0, ...,0) avec le 1 en i-eme position;
- dim(R,[x]) =n+1.
La base canonique de R,,[x] est (1,x, ..., x™).
- dim(M,,(R)) =n X p.
La famille des matrices élémentaires (E; ;) 1<i<n €st une base de M, ,(R).

1<j<p
» L'espace vectoriel R[x] est de dimension infinie.

57



PROPOSITION cardinal d’'une famille libre/génératrice
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et L, G deux familles.

Si | — Lestune famille libre,
— @ est une famille génératrice,

alors card(£) < dim(E) et dim(E) < card(G).

PROPOSITION cas d’égalité

Soit E un espace de dimension finie.
» Une famille libre L de cardinal dim(E) est une base.
» Une famille génératrice G de cardinal dim(E) est une base.

Méthode. Lorsqu’on connaitla dimension n d'un espace vectoriel E, alors pour montrer qu’une famille
de n vecteurs de E est une base de E, on utilise, dans la plupart des cas, le premier point. On montre
donc la famille est libre.

Dimension d’un sous-espace vectoriel

PROPOSITION inclusion

Soit E un espace vectoriel.

» Si E est de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel de E est de dimension finie.
Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E de dimension finie.

e Si F c G, alors dim(F) < dim(G).

* SiF c Getdim(F) = dim(G), alors F = G.

Remarque. Le dernier énoncé est particulierement utile pour établir des égalités entre espaces.

DEFINITION rang d’'une famille

Soit (&;);e; une famille finie d’un espace vectoriel. Le rang de la famille est la dimension de I'espace
engendré par celle-ci :

rg ((&)ier) = dim (Vect(e))ier)-

Exemple. Le rang d’une famille constituée de deux vecteurs est :
— 0 siles deux vecteurs sont nuls;
— 1 sil'un des deux vecteurs est non nul et que les deux sont colinéaires;
— 2 siles deux vecteurs sont non colinéaires.
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Compléments
sur les espaces vectoriels

Sommes et supplémentaires

DEFINITION somme de sous-espaces, somme directe

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
« Le sous-espace somme est défini par

F+G={u+v|(u,v)EF><G}.
» Ondit que F et G sont en somme directe, notée F @ G, si

FnG ={0E}'

Remarque. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de I'inclusion) contenant F et G.

PROPOSITION unicité de la décomposition

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
e F et G sont en somme directe.

e Tout vecteur u € F + G s’écrit de maniere unique sous la forme :
u=ur+u; avec up€F, u;€QG.

DEFINITION supplémentaire

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont supplémentaires si tout vecteur de E se décompose de fagon unique en une
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. C’est-a-dire

YVweE, Fl(uv)EFXG w=u+v.

Attention. Il n’y a pas unicité du supplémentaire.
Il ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire.
Remarque. La méthode Analyse-Synthése est particuliéerement adaptée a cette définition.
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PROPOSITION caractérisation des supplémentaires

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
e F et G sont supplémentaires;
*FNG={0g}etF+G=E.

On a donc : F et G sont supplémentaires si et seulement si F @ G = E.

Précisions en dimension finie

PROPOSITION existence d’'un supplémentaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire.

PROPOSITION cas de la somme directe

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Si F et G sont en somme directe, alors

dim(F @ G) = dim(F) + dim(G).

Remarque. Soient Br = (ey, ..., &) et Bg = (fy, ..., fr) des bases respectivement de F et G.

* Si F et G sont en somme directe, alors (e, ..., ep,fl, ..., f) estune base de F @ G.
 Laréciproque, moins utilisée, est aussi vraie.

THEOREME formule de Grassmann

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

PROPOSITION caractérisation des supplémentaires
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Les trois énoncés suivants sont équivalents.

e F et G sont supplémentaires;

*F+G=E et dim(F)+ dim(G) = dim(E);

* FNG = {0z} et dim(F)+ dim(G) = dim(E).
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Applications linéaires

Généralités
DEFINITION application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels. Une application ¢ : E — F est dite linéaire si

V(uv) €EE? VAER, pu+v)=p)+eow) e e@A-u) =21 pW).

Regles de calculs. Soit ¢ : E — F une application linéaire. Alors
* 9(0g) = 0p.
o Pourtout (u,v)2 € E, ¢@u—v)=¢)— ).

n
» Pour tous (uy, ...,u,) € E"et (14, ...,4,) ER™, ¢ (kZ A ui> =
=1

ﬁM:

lli'(p(ui)-

DEFINITION noyau et image

Le noyau et I'image d’une application linéaire ¢ : E — F sont définis par

Ker(p) = {u EE|p) = OF} et Im(p)=¢(E)= {v EF|Iu€eE p(u) = v}.

Remarque. L'image et le noyau sont deux sous-espaces vectoriels respectivement de E et de F.

THEOREME injectivité et noyau

Une application linéaire ¢ : E — F est injective si et seulement si Ker(¢) = {0z}

Remarque. Rappelons qu’'une application ¢ : E — F est surjective si et seulement si Im(¢) = F.

Les espaces L(E,F), L(E)
PROPOSITION structure de L(E,F)

Soient E et F deux espaces vectoriels.
L'ensemble des applications linéaires de E dans F, noté L(E,F), muni des lois usuelles

E - F E - F
Vo, Y ELEF), A€ER, ¢@+y: et A-¢:

u = e +Pw) u = Ao

est un espace vectoriel.
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PROPOSITION composition

Soient E, F, G trois espaces vectorielset ¢ : E — F, : F = G deux applications linéaires.
La composée o ¢ : E — G est une application linéaire.

Vocabulaire. « On dit que deux endomorphismes ¢, 1) commutentsiy o ¢ = ¢ o .

» Lorsqu’une application linéaire ¢ € L(E,F) est bijective, on parle d'isomorphisme.
Dans ce cas, on montre que son application réciproque ¢! est linéaire.

e Lorsque E = F, on parle d'endomorphisme et on note simplement £L(E) au lieu de L(E E).

* Si @ estun endomorphisme de E, 2 = @ o @, > = @o@o@..sont parfaitement définies et linéaires.
Les puissances de ¢ sont les applications linéaires :

@°=1id; et pourtoutn €N, @"=g@o-oqp.

n fois

Projecteurs

DEFINITION projecteur

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.
;‘/ u Ainsi, pour tout u € E, il existe une unique décom-
/ position u = up + ug ott (ug,ug) € F X G. On pose

é&i:» P

F Ug p:

A u = Uup

Cette application est linéaire, elle est appelée le projecteur sur F parallélement a G.

Remarque. On montre alors que p est un projecteur sur F = Im(p) parallelement a G = Ker(p). En
particulier, le noyau et I'image d’un projecteur sont supplémentaires dans E.

Im(p) © Ker(p) = E.

Pour déterminer Im(p), on peut remarquer que, pour les projecteurs,
Im(p) = {u € E | p(w) = u} = Ker(p — idg).

THEOREME caractérisation d’'un projecteur

Soitp : E — E une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
* p est un projecteur;

* p estlinéaireetp o p = p.
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Applications linéaires
en dimension finie

Dans toute cette partie, E et F sont deux espaces vectoriels avec E de dimension finie.

Familles d’images de vecteurs

PROPOSITION image et base

Soit f une application linéaire de E dans F.
Si (ey, ...,€,) est une base de E, alors Vect (f (e,), ..., f(€,)) = Im(f).

PROPOSITION injectivité/surjectivité et famille libre/génératrice

Soit f une application linéaire de E dans F.
* Si f estinjective et (e, ...,e,) une famille libre de E,
alors la famille image (f (e,), ....f (e,)) est une famille libre de F.
 Si f est surjective et (e, ...,e;) Une famille génératrice de E,
alors la famille image (f(el), ,f(em)) est une famille génératrice de F.

THEOREME image d’'une base

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Si (ey, -..,e,) est une base de E et (v, ...,v,) une famille de F, alors il existe une unique application
linéaire f € L(E,F) telle que

Vie[[1Ln], f(e) =

Retenons l'idée suivante :

[Se donner une application linéaire E — F revient a se donner les images d’'une base de E.

63



Formule du rang et corollaires

DEFINITION rang d’'une application linéaire

Le rang d’une application linéaire f est défini, lorsque cela a un sens, par

rg(f) = dim (Im(f)).

Remarque. Si £ est de dimension finie alors le rang est bien défini. De plus, si (€;)ie[1;n €St une base
de E, alors le rang de f est le rang de la famille (f (e;))

ie[1,n]"

THEOREME formule du rang

Soient E, F deux espaces vectoriels avec E de dimension finie et f € L(E,F).

dim ( Ker(f)) +rg(f) = dim(E).

Rappel. f € L(E,F) est injective si et seulement si Ker(f) = {0z} et surjective si et seulement si
Im(f) = F. La formule du rang donne alors la proposition suivante.

PROPOSITION rang et injectivité/surjectivité /bijectivité
Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E,F). On a les équivalences :

e f est injective si et seulement si rg(f) = dim(E).

o f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F).

e f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(E) = dim(F).

Remarque. Une solution pour montrer qu'un espace vectoriel E est de dimension finie et obtenir sa
dimension est d’établir un isomorphisme entre E et un espace de dimension finie connue.

Par exemple, si E est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation linéaire de récurrence d’ordre
2, alors on montre que f : u € E » (u,,u,) € R? est un isomorphisme. Donc dim(E) = 2.

La proposition précédente se simplifie dans le cas ou E = F.

PROPOSITION cas des endomorphismes

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) un endomorphisme de E.
Les énoncés suivants sont équivalents.

e f estinjective;

e f est surjective;

e f est bijective.
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Matrices d’une famille, d’une application linéaire

Si B = (ey, ...,e,) est une base d’'un espace vectoriel E, alors pour tout vecteur u de E, il existe un
unique n-uplet (x4, ...,x,) € R™ tel que

Dans ce cas, (x4, -..,X,) sont les coordonnées de u dans la base B. On définit la matrice colonne des
coordonnées de u dans la base B par

X1

x
Matg(w) =|"72|.

xn

Généralisation. Soient F = (fi, ...,f,) une famille de vecteurs de E et B une base de E.

Pour tout k € [1,p]], onnote (x;4,X,k, -, Xnk ) les coordonnées de f, dans la base B.

On appelle matrice de la famille F dans la base B, notée Matg(F), la matrice dont les colonnes sont
les coordonnées des vecteurs de F dans la base B :

X114 X12 S xl,p
X2q Xz - :
Matg(F) =
Xn-1p
'xnl ........ xn,p—l .xnp
DEFINITION cas particulier des matrices de passages

Considérons deux bases B, B’ de E.
La matrice Matg(B') est appelée matrice de passage de la base B a la base B'. On la note Py p'.

Application. Soit u un vecteur de E dont Uz et Uy sont les matrices colonnes des coordonnées res-
pectivement dans les bases B et B’ alors

Up = Py Up.

DEFINITION matrice d'une application linéaire

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et B; = (e, ...,ep), Bp deux bases respectives
de E et F. La matrice de f € L(E F) relativement aux bases By, et By est la matrice de la famille

(f(ey), ... f(ep)) dans la base By :

Matg,, (f(el), ,f(ep)).

Elle est notée Matg, 5. (f).

Remarques. La matrice Matg, 5, (f) a dim(E) colonnes et dim(F) lignes.
* Dans le cas d'un endomorphisme (E = F), on peut choisir By = Bg. On note simplement Matg_(f)
au lieu de Matg, 5, (f).
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Exemples. ¢ La matrice de I'application identité Matg, (idg) est la matrice identité I,,.
« Par contre, pour B et B, deux bases de E, on retrouve

MatB,_B(idE) = Matg/ (B) = PB'BI.

Attention. L'ordre des indices n’est pas le méme pour la matrice de passage et la matrice de I'identité.

THEOREME isomorphisme

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie (notées respectivement p et n) et Bg, By deux
bases respectives de E et F.

LEF) - M,,(R)
Lapplication ¢ : est un isomorphisme d’espace vectoriel.
f — Matg, 5. (f)

Rappel. Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

Conséquences.

« Atoute matrice 4 € M, »(R) correspond une unique application linéaire de R? dans R™ dont 4 soit
la matrice dans les bases canoniques.

Elle est appelée I'application linéaire canoniquement associée a la matrice A.

» En dimension finie, il ne peut avoir d’isomorphisme sila dimension de I'espace de départ ne coincide
pas avec la dimension de I'espace d’arrivée. Ainsi, I'espace vectoriel des applications linéaires de E
dans F est aussi de dimension finie et

dim (L(E,F)) = dim (M, ,(R)) = pn = dim(E) x dim(F).

Lien avec la multiplication matricielle

THEOREME image d’un vecteur

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives Bg, Bg.
Soient f € L(E,F) etu € E.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base B,
— V la matrice colonne des coordonnées de f (u) dans la base B,
— A = Matg, 5 (f), la matrice de I'application f dans les bases Bg, By,

alors AU =V.

THEOREME produit et composition

Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives Bg, Bg, B.
Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors

Matg, 5,(g ° f) = Matg_5,.(g) X Matg, 5.(f)-
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THEOREME inversibilité et isomorphisme

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie, Bg, Br deux bases respectives de E et F.
Soit f € L(E,F). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

e f est un isomorphisme;

* Matg, 5, (f) est une matrice inversible.

Dans ce cas, Matg, 5, (f ") = Matg, 5, (f)~".

Noyau, image et rang

DEFINITION noyau et image d’'une matrice

Pour toute matrice A € M, ,(R), on définit
¢ Le noyau,
Ker(4) = {X € M, (R) | AX = 0,,,}.
» Limage,
Im(A) ={Y € M,,,(R) |3 X € M,,,(R), AX =Y}

e Lerang de A, noté rg(A), est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes dans M, ; (R).
Autrement dit, si A = [C1 C, Cp] alors

rg(4) = dim (Vect(C,,Cy, ..,Cp)).

Remarques.s On a toujours rg(4) < p.
 Le rang est invariant par transposition, autrement dit

VAEM,,(R), rg(4) = rg(*4).
En particulier, on a aussi rg(4) < n.

PROPOSITION rang d’'une matrice et d'une application linéaire

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et de bases respectives Bg, Bg.
Soient f € L(E,F) et A = Matg, 5,.(f). Alors,

rg(4) = rg(f).
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Conséquences. Soit A € M, (R).

Al'aide de la formule du rang et ses corollaires, les propriétés suivantes sont équivalentes :
¢ A estinversible;
°rg(A) =n;
* Ker(A) = {0,,1}.

Puissances, polynomes d’endomorphismes et de matrices

Rappelons que pour un endomorphisme f de E, les applications f2 = fo f, f3 = fofof .. sont
parfaitement définies et linéaires. Les puissances de f sont les applications linéaires :

f°=id; et pourtoutn €N*, fh=fo--of,
n fois

Remarque. Comme pour les matrices, il existe une version de la formule du bindme de Newton dans
le cas des endomorphismes.
Soient f, g € L(E) qui commutent. Alors pour tout entier naturel p,

14
F+oP=) (’j)f o>

i=0

DEFINITION polynome de matrice, dendomorphisme

n

Soit P(x) = Z a; x* € R[x] un polynéme.

i=0
Soient A € ]\/LEH(R) et f € L(E) un endomorphisme.

n

o Le polynéme de matrice P(A) est définipar ~ P(A) = ¥ a; A' € M, (R).
2

Un polynéme P est annulateur de A si P(A) = 0,,. L

n

» Le polynéme d’endomorphisme P (f) est défini par P(f)= Y a;f' € L(E).
i=0

Un polynéme P est annulateur de f si P(f) = 0. '

PROPOSITION Polynome d’endomorphisme, de matrice

Soient E un espace vectoriel de dimension finie dont B est une base et f un endomorphisme de E.
Pour tout k € N,

Maty(f)* = Matg(f).
Plus généralement, pour tout P € R[x],

P(Maty(f)) = Mat, (P()).
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Comparaison des suites

Négligeable

Soient u et v deux suites réelles.
Si la suite v n’est pas nulle a partir d'un certain rang, prouver que u est négligeable devant v revient a
montrer

On note u,, = o(v,), ou éventuellement u, = o(v,), u, = o(v,).
+00 n—-+00
Exemples. Si 0 < a < b, alors a® = o(b"). Soient q € R, z et § € R*.

1
gl <1 = q"=o(ﬁ) et |g|>1 = nf=o(q".

PROPOSITION croissances comparées et factorielle

Soit (a,B) € R¥?, n% = o( exp(ﬁn)), In(M)* =o(nf) et exp(an) = o(n!).

PROPOSITION régles de calcul

Soient (Up)nen, (Vn)nenvr Wi)nens (Xn)nen quatre suites réelles et A € R.
e Siu, = o(vy,), alors Au, = o(v,).

e Siu, = o(v,) etsiA # 0, alors u,, = o(Avy).

e Siu, = o(wy,) et v, = o(wy), alors u, + v, = o(wy).

e Siu, = o(v,) etv, = o(wy), alors u, = o(wy,).

e Siu, = o(wy,) et v, = 0(x,), alors u,v, = o(Wpxy,).

e Siu, = o(vy,) alors u,w,, = o(V,Wy).

Equivalents

Soient u et v deux suites réelles.
Sila suite v n’est pas nulle a partir d’'un certain rang, prouver que u est équivalent a v revient a montrer

u
o5 1.

Uy n-otoo

Onnoteu, ~v,, ouu, ~ o(v,).
n—-+o0o
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PROPOSITION équivalents usuels
Soita € R. Siu, — 0, alors
n-+00

In(1+u,) ~u, er—1~u, (A+u,)*—1~au,

u,?

> et tan(uy,) ~ up.

sin(u,) ~ u,, 1-—-cos(u,) ~

Remarque. Ces équivalents découlent des limites usuelles sur les fonctions.

Attention. Il ne faut pas oublier la condition u,, = 0.
n—->+oo

PROPOSITION produit, inverse, élévation a la puissance

Soient (an)neNl (bn)nENf (Cn)neNl et (dn)nEN quatre suites.

Si a,~b, et c,~d,

Alors

* a,c, ~ b,d,.

« Pour tout a € RY, a,® ~ b,“.

e Sic, # 0 a partir d’'un certain rang, alors d,, # 0 a partir d’un certain rang, et

Attention. Il faut étre tres prudent avec les sommations et les compositions d’équivalents.

Equivalence et négligeabilité

PROPOSITION équivalence et négligeabilité

Soient u et v deux suites réelles. Alors, U, ~v, & u,=1v,+o(v,).

Exmple.ln(1+ %) ~%donneln(1+%) =%+o(%).

PROPOSITION

Soient (Up)nen, (Vn)nen €6 (Wp)nen trois suites réelles.
o Siu, ~v, et siv, =o(w,), alorsu, = o(wy,).
o Siu, ~v, et siw, =o0(v,), alorsw, = o(uy).
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Comparaison des fonctions

Négligeable

Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de a € R U {£oo}.
Si g ne s’annule pas, prouver que f est négligeable devant g en a revient a montrer que

f(x)
m;;o.

On note f = o(g).

Exemples.c f=o0(1) sietseulementsi f(x) — 0.
x—-a
e f: I - Restcontinue en a € [ si et seulement si

}ci_r)t(lzf(x) = f(a), cest-a-dire f(x)=f(a)+o(1).

« Si f est dérivable en a, alors f)=f(a)+ f'(@)(x —a)+o(x —a).

PROPOSITION croissances comparées

Soit (a, B) € R}?,

x4 +=°°0(eﬁx), In(x)“* +=°°o(xﬁ) et In(x) < o(xi“)'

PROPOSITION regles de calcul

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un voisinage de a € R U {£oo}. Soit 1 € R.
e Si f=o(g), alors Af =o0(g).

Si Af =o(g) et si 1# 0, alors f =o0(g).

Si f=o(h) et g=o(h), alors f + g = o(h).

Si f=o0(g) et g=o(h), alors f=o(h).

Si f=o(g), alors fh=o(gh).
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Equivalents

. , - X o f()
Si g ne s’annule pas, prouver que f est équivalent a g en a revient a montrer que PIO) — 1.
x-=a
Onnote f ~ g.
Attention. Certaines opérations ne sont pas stables par équivalence.
» Lasomme: fig9: et fivg. # fithy0:19.
e La composition : fr9 # hef~heg.
PROPOSITION équivalents usuels
e"—l?;x, ln(1+x)?;x, (1+x)“—1;ax (ax € R),
xZ
sin(x) X 1 — cos(x) ) et tan(x) ~ X
PROPOSITION produit, puissance et quotient
Soient f, g et h trois fonctions définies sur un voisinage de a € R U {£0}.
e Si f~g alors fh~gh
* Si f~g, alors fF~gF pourtoutp € N.
1 1
e Si f~g etquef etgnes‘annulent pas sur un voisinage de a, alors ];; E
Equivalence et ngligeabilité
PROPOSITION équivalence et négligeabilité
Soient a € R U {£o0} et f, g deux fonctions définies sur un voisinage de a.
fr9 © f-g=z009):
PROPOSITION liens entre équivalence et négligeabilité

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un voisinage de a € R U {£0}.
* Si f~getsif=o(h), alors g=o(h).

° Si f~getsih= =o0(g), alors h=o(f).

e Si g=o(f), alors f+ g~ f.
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Séries numériques

DEFINITION série numérique
Soit (U, )ney Une suite réelle. La série associée a (Uy,) ey st la suite (Sp)nen avec

n
vVneN, Sp = Zuk.
k=0

On dit que la série converge si la suite (S,)ney COnverge vers une limite finie.

Attention. Il ne faut pas confondre

e YU, :lasérie de terme général u,, ;
n

* S, = Y uy:lasomme partielle d’ordre n de la série;
k=0

+00
* Y u:lasomme de la série, i.e, sous réserve de convergence, la limite des sommes partielles;

k=0

+00

° Y uy:lereste d'ordre n de la série si cette derniére est convergente.

k=n+1
Remarques. ¢ Pour toutn € N*, Uy, =Sp — Sn_1-
» Sila série de terme général u,, converge, alorsu,, — 0.

n-+o0o

La série Y, 1/n montre que la réciproque est fausse.
» Soient u et v deux suites réelles telles que les séries de termes généraux u,, et v, convergent.
Pour tous 4, u € R, la série de terme général Au,, + uv, converge et

+00 +00 +00
VnOEN, Z(/luk+uvk)=/12uk+u2vk.
k=ng k=ngq k=ngq
THEOREME convergence absolue

On dit que la série de terme général u,, converge absolumentsi la série de terme général |u, | converge.
Si une série converge absolument, alors elle converge.

Remarque. La réciproque est fausse.
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Séries de références

THEOREME séries géométriques, série exponentielle

« Soit x € R. Les séries de terme généraux x*, kx*=* et k (k — 1)x*~2 sont convergentes si et seulement
si |x| < 1. Dans ce cas,

+00 +00 +o0
D oak= : D ek = o D k(e = D2 = 2
1—x ’k—1 (1 —x)? (1—x)3

k=0 k=2

k to Kk

x
* Pour tout réel x, la série de terme général o est convergente et Z i exp(x).
! & k!

THEOREME série de Riemann

1
On appelle série de Riemann, une série de terme général —, avec a € R.
n
Cette série est convergente si et seulement si a > 1.

Criteres de convergence pour les séries a termes positifs

PROPOSITION critere de comparaison

Soient u et v deux suites réelles telles qu’a partir d’'un certain rang, 0 < u, < V.
« Si la série de terme général v, converge, alors la série de terme général u,, aussi.
« Si la série de terme général u,, diverge, alors la série de terme général v,, aussi.

THEOREME critéres de négligeabilité et d’équivalence
Soient u et v deux suites réelles.

o Si | = u,=o0(v)
— v est positive a partir d’'un certain rang
— la série de terme général v, converge,

alors la série de terme général u,, converge.
o Si = Uy ~ Uy
— v est positive a partir d’'un certain rang,
alors les séries de terme général u,, et v,, sont de méme nature.

Remarque. On a des criteres analogues si v est négative a partir d’'un certain rang.
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Intégrales généralisées

Définitions et regles de calculs

DEFINITION intégrale généralisée en b

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b[ avec —0 < a < b < +oo,

s P . . (b . .
L chntegrale généralisée (ou impropre) de f sur [a,b| est notée fa f(t) dt. Elle est dite convergente si
fa f(t) dt admet une limite finie lorsque x tend vers b avec x < b. Dans ce cas, on pose

fa bf(t) d = lim f xf(t) de.

x<b "a

Si la limite n’existe pas ou qu’elle est infinie, l'intégrale est dite divergente.

Remarques. » La définition s’étend aux fonctions continues sur |a,b] avec —o0 < a < b < +oo,
« Si f est une fonction continue sur un intervalle Ja,b[ avec —c0 < a < b  +oo.

L'intégrale généralisée de f sur ]a,b[ est notée f: f(t) dt. Elle est dite convergente si pour un réel

N PP b
¢ €]a,b], les intégrales généralisées facf(t) dtet fc f(t) dt sont convergentes. Dans ce cas, on pose

fbf(t)dt=fcf(t)dt+fbf(t)dt.

» Sous réserve de convergence, les propriétés de linéarité, de croissance de l'intégrale, 'inégalité tri-
angulaire et la relation de Chasles sont encore valables. Par contre, pour effectuer une intégration par
parties, on se raméne a un segment.

THEOREME changement de variable

Soit f continue sur un intervalle |a,bl.
Si @ :]a,B[—]ab[ est une bijection croissante de classe C*, alors les intégrales généralisées

f: fw) duet [ f o' (t)f ((p (t)) dt sont de méme nature. Dans le cas de convergence,

b B
[ =" o@rlew)a
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Convergence absolue
DEFINITION

b b
f f(t) dt est dite absolument convergente si J |f(t)] dt est convergente.
a

a

THEOREME convergence absolue

b
Si j f(t) dt est absolument convergente, alors elle est convergente.
a

Criteres de convergence

A T'aide du théoréme de convergence monotone, on montre que, pour f : [a;b[— R une fonction
continue positive, I'intégrale f:f (t) dt converge si et seulement sil'application x € [a; b[ = f;f (t)dt
est majorée.

PROPOSITION critere de comparaison et de négligeabilité

Soient f, g deux fonctions continues définies sur [a,b|.

* Si | — fetgsontpositives,
— pourtoutx € [a,b], f(x)<g(x),

b b
- f g(t) dt est convergente, alors f f(t) dt est aussi convergente.
a a
» Si | — g estpositive sur un voisinage de b;
- f = 0(9);
b b
= f g(t) dt est convergente, alors J. f(t) dt est aussi convergente.
a a
PROPOSITION critére d’équivalence

Soient f, g deux applications continues définies sur [a,b].

Si | — f et g sont de signe constant sur un voisinage de b,

“fr9

b b
alors les intégrales généralisées f f()de etf g(t) dt sont de méme nature.
a a

Remarque. En pratique, on compare souvent aux intégrales de Riemann.
tdt
» Lintégrale généralisée = est convergente en 0 si et seulementsia < 1;
0
+00 dt
e Lintégrale généralisée f pra est convergente en +oo si et seulementsi a > 1.
1

76



Dérivées successives

On définit la dérivée n-ieme par récurrence.

DEFINITION dérivée d’ordre supérieur sur /, en a

Soientn € N*, [ un intervallede R, f : | - Reta € I.
* f estn fois dérivable sur I si la dérivée (n — 1)-iéme est dérivable. On note

f(n)z(f(n—i))’ et fO=f

« De plus, f est n fois dérivable en a si f estn — 1 fois dérivable dans un voisinage de a et f ™ est
dérivable en a.

Remarque. La dérivée (n + 1)-iéme d’une fonction polynomiale de degré au plus n est nulle.

Notation. Pourn € N.
» D™(I) est'ensemble des fonctions n fois dérivables sur I;

o C™(I) est'ensemble des fonctions n fois dérivables sur I et dont la dérivée n-iéme est continue;
o C*(I) est'’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur 1.

Par exemple, les fonctions polynomiales ainsi que la fonction exponentielle appartiennent a C* (R).
On a la suite d’inclusions :

c®() c - c D™ c () c D) c - c €' (1) € D) < c°(D).

THEOREME linéarité - formule de Leibniz

Soient f et g deux fonctions n fois dérivables sur I et A,y € R.
Alors la somme Af + ug et le produit f - g sont aussin fois dérivables sur I avec
Af +ug)™ = A4f™ + ug™

n

et - )™ = Z (Z) F00 . gk,

k=0

1
Remarque. Si f est n fois dérivable sur I et si f ne s’annule pas sur I, alors — estn fois dérivable sur I.

THEOREME composition

Soient I, ] deux intervallesde R, f : I - Retg : ] - Rtelsque f(I) C J.
Si f et g sont n fois dérivables (respectivement sur I et |), alors g o f estn fois dérivable sur I.

77



Formules de Taylor

THEOREME formule de Taylor avec reste intégral

Soient f € C*(I) eta € I. Pour tousn € N, x € I,

L, Flo —
=Y P a—ar+ [P pengar

k=0

Exemple. Si on applique cette formule & une fonction polynomiale P (de classe C*) oun > deg(P)

pa)
P(x) = Z k!(a) (x — a)*.

keN

THEOREME inégalité de Taylor-Lagrange

Soient f € C*(I), a,x € I, n € N. Si || est majorée sur I, on a

L, Flo
‘f(x) S Doy

|ﬂ.+1

< s |fme) W'

te[x,alu[a,x]

+°°k

Application. On démontre que pour tout x € R, e* = kZO o

THEOREME formule de Taylor-Young

Soient f € C*(I),a € I etn € N. On a, au voisinage de q,

®) (q
fl) = Z UG )(x — @)+ o((x — )).

k=0

Exemples.
en=1

équation de la tangente

fG)=f@+f(@x-a)+o(x—a).

parabole ‘:"

en=2
équation d’'une parabole si f”(a) # 0

> fO) = f@+f'(@(x - a) + 2 (x - )2

/ ‘ +o((x — a)?).
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Développements limités

Généralités
DEFINITION développement limité d’ordre n en x,

Soientf : I - Retx, €I
On dit que f posséde un développement limité d’ordre n en x, (abrégé par DL, (x,)) s’il existen + 1
réels ay, a,, ..., a, et une application € : I — R tels que :

Vx€l, f(x)=ag+a,(x—x0)+a,(x—x)%++a,(x—x)"+(x—x,)"e(x) et e(x) — 0.
X-Xg
Autrement dit, f admet un DL, (x,) s'il existe P,, € R, [x] tel que

V€L  f(x)z Pa(x —x0) +o((x — xo)").

Exemples.e Lorsque f est dérivable en x, alors f admetun DL, (x,) et
f) 7 f(x0) + [ (%) (x = %) + 0(x = xo).

o Plus généralement, si f € (), alors, d’aprés la formule de Taylor-Young, pour toutn € N, f admet
un développement limité a 'ordre n en tout point de 1.
Par le changement de variable h = x — x,, on obtient

h h* _, h™
fGo + 1) 5 fx0) + 37f (o) + 57" (ko) + - 4 = f ™ (x0) + 0 (A™).

» Dans la suite, P, sera la partie réguliere du développement limité.

THEOREME unicité du développement limité

Si on peut trouver (a;)=o,..n €t (b;)i=o,..n tels que pour tout réel x dans un voisinage de x,,

n

FO 2 Y a—x) +o(Cr—x)") et fO)z Y bilx =) +o((x —xo)"),

i=0

alors pour tout indice i, a; = b;.

PROPOSITION combinaison linéaire

Si f et g, définies sur un voisinage de x,, admettent un DL, (x,) de partie réguliére respective P, et Q,,
alors Af + ug admet un DL, (x,) de partie réguliére AP, + uQ,, (ot A, u € R).
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PROPOSITION produit

Si f et g sont deux fonctions définies au voisinage de 0 admettant un DL,,(0) de partie réguliére res-
pective P, et Q,, alors f - g admet un DL, (0) dont la partie réguliere est la troncature a l'ordre n du
produit P, - Q, (c’est-a-dire que I'on ne gardera que les termes de degré inférieur ou égal a n).

Attention. Cet énoncé n'est valable qu’au voisinage de 0. Dans les autres cas, pour un voisinage de x,,
on effectue un changement de variable préalable h = x — x,,.

Développements limités usuels au voisinage de 0
Soitn € N.

¢ DLs, fractions et puissances

a(a—1 a(@—1)(a—n+1
1+x)* =1+ax+%x2+"-+ i) n(, )x"+0(x");
1
T Sl a0 ()
1
1_l_x%1—x+x2—x3+---+(—1)"9€”+0(9C")-

Exemple. On obtient le développement limité d’ordre 4 de v1 + x en utilisant le premier développe-
ment limité aveca = 1/2:
1

1 1
v1+x§1+5x——x2+—x3

2 4 5
8 16 128% To&).

¢ DLs, exponentielle et logarithme

x 2 x"
X — — — — ny.
e31+1!+2!+ +n!+0(x),
In(1 + = _12+...+£ n4 (n)
n(1l+ x) X 2x " x"+o0((x™).
¢ DLs des fonctions trigonométriques
2 4 @ 5
cos(x) =1 — 7+ ﬁ+ o(x®%) et sin(x) =x- ?+ 170 + o(x®).
Généralisations :
x3 x2n+1
1 = - — — - 2n+2y.
sin(x) = x o + ( 1)”(2n+1)!+o(x" );
xZ x4 x2n
=144y (= 2n+1
cos(x) =1 o + 0 qp 999 1 ({ 1)"(2n)! + o (x2™*1),
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Extrema, convexité

Allure du graphe d’une fonction au voisinage d’un point

Partons d’une fonction f de classe C* sur R.
Soit a € R. D’apres la formule de Taylor-Young, pour tout x dans un voisinage de q,

F) = f@+ F@G-a)+L z(a) (x = @) + 04 ((x — @)?).

Graphiquement, au voisinage de a, la courbe représentative de f est « proche » de la courbe d’équation

f"(@

x 0 f@) + @ - a) +

(x —a)2.

Lorsque f"(a) # 0, la courbe est une parabole.
Distinguons suivant le signe de f’(a) et f”(a). En gras, la parabole, en pointillés, la tangente.

A~ A~ A~

f"(a)>0 - ) \ />

f”(a) o ) } /\\

f'(a) >0 f'(a) <0 F'(@) =0
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Extrema

THEOREME existence d'un maximum et d’'un minimum

Soit f une fonction continue de [a,b] dans R.
L'ensemble image f ([a,b]) = {f(x) ; X E [a,b]} est un segment [m,M]. En particulier, le minimum et
le maximum de f sont bien définis. On note alors

e iS00 et M= mayfG)

THEOREME extremum et point critique
Soitf: I > R

Si | — f admet un extremum local en a;
— a appartient a un intervalle ouvert dans I;
— f estdérivable en a.

Alors f'(a) = 0.

On dit alors que a est un point critique de f.

Remarques. ¢ Il faut bien distinguer les hypotheses sur I'intervalle de définition de f.
— Dans le premier théoréme, [ est un intervalle fermé et bornée (segment).
— Dans le second, on se place sur un ouvert.

» Pour déterminer les éventuels extrema sur un ouvert, on calcule, dans un premier temps, les points
critiques. Dans un deuxieme temps, on vérifie si ces derniers sont bien des extrema locaux ou non, des
extrema globaux ou non.

THEOREME condition suffisante pour un extremum

Soient f : I - R et a appartenant a un intervalle ouvert inclus dans I.
On suppose que a est un point critique de la fonction et " (a) # 0.
Alors la fonction admet un extremum local en a. Plus précisément :

o Si f"(a) > 0 alors f admet un minimum local en a.
o Sinon f"(a) < 0 alors f admet un maximum local en a.

Remarque. Nous renvoyons aux graphes de la page précédente pour une illustration de ces résultats.
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Convexité, concavité

DEFINITION fonctions convexes/concaves
Soit f : I - R une fonction. On dit que :
» f est une fonction convexe si
Y(xy) €2, V(t,t) €[01]? telsque t,+t, =1, f(tyx+ty) <t f(xX) +t.f ).
» f est une fonction concave si

V(xy) €2, V(t,t) €[01]? telsque t,+t, =1, f(tyx+ty) > t,f(x) + t.f ().

Remarques.
» La fonction f est concave si et seulement si —f 8T
est convexe. On peut donc se limiter a des énoncés
dans le cas convexe. 671
y = x? des cordes
» Le graphe d’une fonction convexe (respective-
ment concave) est en dessous (respectivement
au-dessus) de n'importe laquelle de ses cordes. 2T
« Ci-contre, la fonction x € R - x? est convexe. t t —t t
-4 =2 0 2 4
THEOREME généralisation de I'inégalité de convexité
Considérons une fonction convexe f : [ - R.
n
YV (X, %) €I, VYV (A4, ...,4,) € [0,1]", tels que Zli =1,
i=1
n n
ona f (Z lk"k) < Z Aef (xx).
k=1 k=1
THEOREME caractérisation des fonctions convexes C*

Soit f une application de classe C* d’un intervalle I dans R. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
e f est convexe sur I.

e f' est une fonction croissante.

» La courbe représentative de f est située au-dessus de chacune de ses tangentes.
C’est-a-dire, Va€el, Vx€e€l, f(x)>f(a)+f'(a)(x—a).
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Exemples. exp’ etIn’ sont respectivement croissante et décroissante, les fonctions exponentielle et lo-
garithme sont respectivement convexe et concave. En considérant les tangentes en 0 et 1, on démontre
que

VxER, e >1+x, vteR!, In(t)<t-1

THEOREME caractérisation des fonctions convexes G2

Soit f une application de classe C* d’un intervalle I dans R. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

e f est convexe surl;

e f" est une fonction positive.

THEOREME condition suffisante pour un minimum global
Soient f : I - R et a appartenant a un intervalle ouvert inclus dans I.

Si | — f estconvexe;
— f estdérivable en a;
— a est un point critique (f'(a) = 0);

Alors, f admet un minimum global en a.

Remarque. On pourra comparer ce résultat avec le troisieme énoncé de ce rappel de cours (condition
suffisante pour un extremum). La convexité permet d’avoir un résultat global.

Lorsqu’il y a un changement de convexité, on parle de point d’inflexion.

A A

concave

convexe

A\

DEFINITION point d’inflexion

Soit f une application de classe C*(I) et a un point intérieur a .
On dit que a est un point d’inflexion si f"(a) = 0 et qu'il y a un changement de signe de " au
voisinage de a.
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Espaces probabilisés

Ce chapitre compléte le chapitre 17 (rappel page B1) et I'étend au cas ou I'univers des possibles Q) est
infini.

Définitions
On représente le résultat d’'une expérience aléatoire comme un élément w de 'ensemble () de tous les
résultats possibles.

Dans la suite, A € P(Q) est un ensemble des événements.
e QEA

» A est stable par passage au complémentaire : VAEA, A=Q0\A€A.
» A est stable par union et intersection finie ou dénombrable : si I est fini ou dénombrable et si pour

touti € I, A; € A, alors

iel iel

DEFINITION I'application probabilité

Soient £, un univers des possibles et A un ensemble d’événements.
Une probabilité est une application P réelle définie sur A vérifiant les conditions suivantes.

- P: A-> [0,1];
- PQ) =1;
— P est o-additive :
Pour toute famille (A;)e; finie ou dénombrable d’événements deux a deux disjoints,

o) rn

i€l i€l

Pour tout A € A, P(A) est appelée la probabilité de I'événement A.

Remarque. Dans le cas ou 'ensemble des indices I est dénombrable (par exemple, N), la définition
suppose la convergence de la série ), P(4,).

iel
Vocabulaire. ¢« La donnée d’un triplet (Q,4,P) ou Q est un univers des possibles, A4 un ensemble
d’événements sur ) et P une probabilité sur ({,4), définit un espace probabilisé.
» Un événement de probabilité nulle est dit négligeable.
» Un événement de probabilité 1 est dit presque-siir.
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Les théoremes

THEOREME de la limite monotone

Soient (A;)nen €t (Bp)nen deux suites d’événements sur un espace probabilisé (Q, A,P).

e Si la suite (A,,)nen €St croissante pour l'inclusion (c’est-a-dire, Vi € N, A; € A;,,),
Alors P U A, | = lim P(4,).
n—+oo
neN
e Si la suite (B,,) ey est décroissante pour l'inclusion (Vi €N, B;,, € B)),

Alors, P (ﬂ B, | = lil}-lco P(B,)-
n-

nenN

Conséquence. Si (C,,) ey est un suite d’événements alors

lim P (O ck) =P <[j Ck) et lim P <ﬁ ck) =P (ﬁ ck> :

k=0 k=0 k=0 k=0

Les définitions et formules vues au premier semestre s’étendent au cas général.
Définition de la probabilité conditionnelle, formule des probabilités composées ... Voir page o]

Remarque. Si A est un événement non négligeable, alors (£, A,P,) est un espace probabilisé.

THEOREME formules des probabilités totales

Soient (Q,A,IP) un espace probabilisé et (A,) ey Un Systéme complet d’événements non négligeables.
Pour tout événement B,

P(B) = Z P(A, N B) = Z P(4,)P,4, (B).

neN neN

THEOREME formules de Bayes (ou de probabilité des causes)

Soient (Q,A,P) un espace probabilisé et (A,)nen Un Systéme complet d’événements non négligeables.
Pour tout événement B,

P(AcNB)  P(Ay)-Pa (B)

Pp(Ay) = = :
YT UPGB) ¥ P4y PA,(B)
neN
DEFINITION suite infinie d’événements mutuellement indépendants

Une suite infinie d’événements (A,)nen est mutuellement indépendante si pour toutn € N, (4;)ief1,ng
est une suite finie d’événements mutuellement indépendants.
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Variables aléatoires discretes

Variable discrete et loi
DEFINITION variable aléatoire discrete
Soit (O,A,IP) un espace probabilisé. Une variable aléatoire discréte est une application X : Q0 - R

telle que — X(Q) = {x;; i € I} ou I est une partie finie ou infinie de N ;
— pourtouti € I, [X = x;] est un événement.

Vocabulaire. Donner la loi d'une variable aléatoire (v.a) X signifie donner '’ensemble X(Q)) des va-
leurs prises par X et pour chaque x € X(Q), la probabilité P(X = x).

Remarque. A une v.a discréte X est associé le systéme complet d’événements ([X = x])xe x@’

En particulier, il vient Z P(X =x)=P(Q) =1.
XEX(Q)

DEFINITION indépendance

» Soient X etY sont deux v.a discrétes sur un méme espace probabilisé.
On dit que X et Y sont indépendantes si

V(xy) EX@Q) XY@, P([X=x]n[Y=y])=PX=x)-PY =y).

« Les variables aléatoires X,, ..., X,, sont mutuellement indépendantes si

YV (xq, 0, %) € X, (Q) X - X X (), ]P(ﬂ [X = xi]> = H]P’(X = x;).

Espérance et variance

DEFINITION espérance

Soit X une variable aléatoire dénombrable. On note X(Q) = {x; ; k € N*}. X admet une espérance si
et seulement si la série de terme général x;, P(X = x;,) est absolument convergente. Alors on définit

l'espérance de X par
+00

E(X) = Z X PCX = x).

k=1
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Remarques. « Cette somme est indépendante du choix de I'indexation.
» L'espérance est linéaire.
Pour tous réels 4, y, toutes v.a X et Y admettant une espérance, 1 X + ¢ Y admet une espérance et

E(AX + 1Y) = AE(X) + pE(Y).

PROPOSITION existence par domination
Soient X etY sont deux variables aléatoires discrétes sur un méme espace probabilisé.

Si| - 0<|X[<Y,
— Y admet une espérance,

alors, X admet une espérance et |E(X)| < E(Y).

Attention. Il ne faut pas confondre I'énoncé précédent avec la propriété de croissance de I'espérance
Si | — X admet une espérance;
— Y admet une espérance;
- XY alors E(X) < E(Y).

THEOREME formule de transfert

Soit X une v.a discréte sur un espace probabilisé (Q,A,P). On note X(Q) = {x,; k € I}.
Soit g définie sur X (). La variable aléatoire g(X) posséde une espérance si et seulement si la série de
terme général g(x;) P(X = x,) est absolument convergente, et dans ce cas

E(900) = ). 900) P(X = x,).

kel

DEFINITION variance

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€,A,P). La variance de X est, sous
réserve de convergence, définie par

V) = E((X - EC0)°).

PROPOSITION propriétés et formule de Koenig-Huygens

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q,A,P) possédant une variance.
» Une variable aléatoire est presque siirement constante si et seulement si sa variance est nulle.
« Pour tout (a,b) € R?,

V(aX + b) = a2 V(X).

» Formule de Keenig-Huygens
V(X) = E (X?) — E(X)2.
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Conséquence. Soit X une va discréte admettant une espérance. Notons ¢ (X) = /V(X), I'écart-type.

Al ¥+ X —-EX)
ors = TX)

C’est-a-dire, une v.a d’espérance nulle et et de variance 1.

est une v.a centrée réduite.

Méthode. En général, on calcule la variance a I'aide de la formule de Keenig-Huygens.
— Avant la variance, on calcule 'espérance, puis E(X)?.
- AVlaide du théoréme de transfert, sous réserve de convergence absolue, on calcule

E(X?) = Z X2 P(X = x3).

kel

Fonction de répartition
DEFINITION fonction de répartition
La fonction Fy définie sur R par
VteR, F@)=PX<Kt)

est la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

PROPOSITION propriétés de la fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle et Fx sa fonction de répartition. Alors,
» Fy est croissante.
e lim Fx(t) =0et lim Fy(t) = 1.

t—>—o00 t>+00

« Pour tout (a,b) € R? aveca < b, P(X €]ab]) = Fx(b) — Fx(a).
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Chapitres 19/33 LOiS usuelles (Suite) Pages??etp??

Cette page compléte le rappel sur les lois usuelles finies, page b3

DEFINITION loi géométrique G(p)

Soitp €10,1[etg=1—p.
On dit que la variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramétre p, notée G(p), si

X(Q) =N et VkeN, PX=k)=(1-p)p=qg~p

PROPOSITION espérance et variance de G(p)
Si X < G(p), alors X admet une espérance et une variance avec

E

IE(X):% e V=

Modélisation. Une loi géométrique modélise un premier temps d’arrét.

Si X renvoie le rang du premier succes dans une succession d’expériences de Bernoulli identiques,
mutuellement indépendantes, alors X suit une loi géométrique ol p est la probabilité de succes d’'une
expérience de Bernoulli.

DEFINITION loi de Poisson P (1)

Soit A un réel strictement positif.
On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A, notée P (1), si

)lk
XQ) =N e VkeN PX=k)= e—AF.
PROPOSITION espérance et variance de P (1)

Si X © P(A), alors X admet une espérance et une variance avec

EX)=1 et V(X)=4A

Modélisation. On utilise souvent la loi de Poisson pour dénombrer les « événements rares ».
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Couples de VA

Lois, lois marginales, indépendance

DEFINITION loi d’un couple

La loi (conjointe) d’'un couple (X,Y) de variables aléatoires discrétes, c’est la donnée de la valeur
de ]P([X =x]n[Y = y]) pour tout couple (x,y) € X(Q) X Y(Q).

DEFINITION indépendance

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes. On dit que X et Y sont indépendantes si, pour tout
couple (x,y) € X(Q) X Y(Q),

P(X=x]n[Y =y]) = PX =x)-P(Y =y).

Les lois de X et Y sont appelées lois marginales. Elles s’obtiennent a partir de la loi du couple en
utilisant la formule des probabilités totales :

Vx€X(Q), PX=x)= Y P([X=xIn[Y=y])
yer(Q)
Une formule analogue donne laloi de Y.

Attention. Les lois marginales de X et Y ne permettent pas de retrouver la loi du couple.
Par exemple, soient X et Y deux variables de Bernoulli de paramétre 1/2.
Voici trois exemples donnant trois lois de couples différentes :

1) XetY indépendantes; 2) Y=X; 3) Y=1-X.

Par contre si X et Y sont indépendantes, la loi du couple (X,Y) est connue.

Calculs d’espérance

La loi conjointe des deux variables permet le calcul, lorsqu’elle existe de I'espérance de g(X,Y).

THEOREME de transfert pour un couple de variables

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes, et soit g une fonction a valeurs réelles définie
sur le sous-ensemble X () X Y () de R Sous réserve de convergence absolue,

E(g(xn) = Y gCoy) (X = n[¥ =y])
£5

Voici deux applications de ce théoréme.
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THEOREME linéarité de I'espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires, et soient A et u deux réels.
Si X et Y admettent une espérance, alors AX + uY admet une espérance et

E(AX +pY) = AEX) + pE(Y).

THEOREME espérance d’un produit de variables indépendantes
Soient X et'Y deux variables aléatoires.

SiXetY | — admettent une espérance et
— sont indépendantes,

alors X - Y admet une espéranceet E(X -Y) = E(X) - E(Y).

Loi d’'une somme, exemples

Soient (X,Y) un un couple de variables aléatoires.
SoitZ=X+Y. AlorsZ(Q) ={x+y]|(xy) € X(Q) X Y(Q)}. Pour toutz € Z(Q) :

P(Z=12)= Z P([X=x]n[Y =y]) = Z P([X=x]n[Y =z—x]).
(6 Y)EX(Q)XY (Q) XEX(Q)
xty=z z—x€Y(Q)

Si les variables X et Y sont indépendantes, alors la loi de Z est donnée par la formule du produit de
convolution discret. Pour tout z € Z(Q2) :

P(Z=2)= Z P(X = x)P(Y =z —x).

XEX(Q)
z—-x€Y(Q)

THEOREME stabilité des lois binomiale et de Poisson

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes, supposées indépendantes.
* SiX © B(m,pp) et queY < B(n,p) pour deux entiers m et n et pour un méme réel p € [0,1], alors

X +Y S B(m+n,p).
° SiX o P(A)etqueY < P(u) pour deux réels strictement positifs A et p, alors

X+Y S PA+p.

Loi du maximum, du minimum

Pour déterminer la loi de max(X,Y), on passe par la fonction de répartition.
Pourlaloi du T = min(X,Y), on passe par la fonction d’anti-répartition (P(T > x)).
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Convergences
et approximations

Inégalités
PROPOSITION inégalité de Markov
Soit Z une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q,A,P).
Si — Z est positive,
— Z admet une espérance,
E(Z)

alors, pour tout A € R}, P(Z>2) < I

Remarque. Cette inégalité s’applique a toute variable aléatoire positive possédant une espérance. Elle
peut se révéler bonne si Z prend des valeurs proches de A. On a méme égalité lorsque Z est la variable
certaine égale a 1. Mais elle peut aussi donner une majoration par un réel plus grand que 1.

Conséquence. En considérant la variable Z = (X — IE(X))Z, on en déduit :

PROPOSITION inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,A,P).
Si X admet une variance, alors

V(x)
Ve € RS, P(IX —EX)| >¢) < —
Remarque. Par passage au complémentaire, on obtient
V(X
veeR!, P(X-EMX)|<e)>1- 8(2 ),
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Théoremes de convergence

THEOREME loi faible des grands nombres
Soit (X,,)nen Une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, A, P).

Si | — lesvariables X, sont mutuellement indépendantes,
— et de méme loi,
— admettant une espérance m et une variance,

—_— 1n
alors, si on note X,, = - Y. X;, pour tout € € R},
i=1

]P(|X_n—m| >e) — 0.

n—+oo

Remarque. Ce théoréme est une conséquence directe de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Application. Considérons une expérience aléatoire, et un événement A de probabilité théorique p
associé a cette expérience. Répétons une infinité de fois I'expérience de maniére indépendante.
Pour tout i € N*, notons X; la v.a égale a 1 (resp. 0) en cas de succes (resp. échec) a la i-éme étape.

—  Nbre de succes sur n étapes
n =

est la fréquence empirique d’apparition de I'événement A.
n:le nombre d’étapes q pird PP

D’apreés la loi faible des grands nombres,

Ve>0, ]P’(|)Tn—p|>s) — 0.

n—-+oo

C’est une premiere formulation mathématique de 'approche intuitive de la probabilité d’'un événe-
ment comme « limite » des fréquences empiriques.

Un énoncé plus général sera vu en seconde année : la loi forte des grands nombres.

Donnons maintenant un second énoncé de convergence de variables aléatoires.

THEOREME convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson

Soient (X, )nen Une suite de variables aléatoires binomiales B(n,1/n).
Alors pour toutk € N,
P(X, =k) T PX=k) ou XoPQ).
n-
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