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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de lu rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités @ encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent fuire usage d'aucin document. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électroniqile est interdite.

Si-au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une érveur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des:initiatives gu'il sera-amené d prendre.

Exercice 1

La lettre » désigne un entier naturel non nul.

Soit f, la fonction définie sur R, par: VxeR,, f,(x)=1-x—x".

1) Montrer que I’équation f, (x) =0 d’inconnue x posséde une seule solution, notée u, .

2) a) Vérifier que u, appartienta 0, 1[.
b) En déduire le signe de f,,; (4, ) puis établir que la suite (u, ) est croissante.
¢) Conclure que la suite (1,) converge et.que sa limite appartient & [0, 1].

d) Montrer par I’absurde que lim u, =1.
N—r+0

3) Pour tout entier naturel » non nul, on pose v; =1-~1u,. _
a) Justifier que v, est strictement positif, puis montrer que Inv, ~ —~nv,.
+00

(-— Inv, )
Y N
b) Btablir que lim — 2" =0 et en déduire que : lnv, ~ —lnn.
R 11 v, Ho
Inn

¢) Montrer enfinque : v, ~ —.
B

4) Donner la nature des séries de termes généraux v, et v2.
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Exercice 2
On considére l'espace euclidien R?, muni du produit scalaire noté (, ) défini par :

V(x,J’) € (R3 )2, X= (.xbxz,xs) y Y= ()’1,J?2,)’3) 5 (fo’) =Xyt XV T X3
La normie du vecteur x est alors définie par ; H x ” =y /(x,x) .

On considére un endomorphisme fde R* qui vérifie la condition suivante :
. 2
V(xp) (R, (£ (x).9)=—(x/(»))
1) Etablir que: VxeR?, <f(x),x) =0,
2) On admet que tout endomorphisme de R* admet au moins une valeur propre réelle. Montrer, en utilisant
1’égalité obtenue 4 la question 1), que 0 est la seule valeur propre réelle de f.

Dans la suite, on se propose de montrer qu’il existe une base de R* dans laquelle la matrice de [ est dela
forme @

0 o O
A=|—-a 0 0],avec o réel
0 0 0

3) Montrer que Ker(f) et Im(/f) sont supplémentaires orthogonaux dans R*.
4) Résoudre le probléme posé si dimKer(f) = 3.

5) On suppose, dans cette question, que dim Ker( f ) =2,
a) Montrer que ’on peut trouver une base orthonormale B = (ei, e, €3) de R?, ol ¢ appartient & Im ( I )

et ol (e, e3) est une base orthonormale de Ker (/).

o O Q

0 0
b) Montrer que la matrice de f dans la base B est de la forme : 4= 0 0.
‘ 00
¢) Vérifier que Im( /) est stable par fpuis montrer que b et ¢ sont nuls.
d) ‘En considérant le réel ( fle ),e,> , dontier Ia valeur de a. Que dire de ’hypothése dimKer(f) =27

6) On suppose, dans cette question, que dimKer(/') = 1.
4) Montrer que ’on peut trouver une base orthonormale @ = (¢i, e, e3) de R?, ol (ey, e2) est une base
orthonormale de Im(f) et o e; appartient & Ker(f).

b) Montrer que la matrice de fdans la base Best de la forme : 4=

[T U
(=R N
S O D

¢) Montrer que a et d sont nuls et que c=—b.
d) Conclure,

Exercice 3
On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont definies sur le méme espace

probabilisé (Q, A, P) que l’onne cherchera pas a déterminer.

O consideére uné variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parameire -;— stonpose ¥ = Jx.
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1) On rappelle qu’en Scilab, la commande grand (1,1, ‘exp’,1/lambda) simule une variable
aléatoire suivant Ia loi exponentielle de paramétre A . Ecrire une (ou des) commande(s) Scilab utilisant
grand et permettant de simuler 7,

2) a) Déterminer la fonction de répartition Fy de Y.
b) En déduire une densité fy de Y.

3) a) Rappeler la valeur du moment d’ordre 2 d’une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée

réduite.
b) En déduire que Y a une espérance et donner sa valeur,

4) Onpose U =1-e7 %72,

a) Vérifier que U(Q)=[0,1].

b) Déterminer la fonction de répartition F;; de U et reconnaitre la loi de U.

¢) Exprimer X en fonction de U, puis en déduire une simulation Scilab de Y utilisant uniquement la
fonction rand.

Probléme

Dans ce probléme, on désigne par A un réel strictement positif.

On admet que toutes les variables aléatoires présentées dans ce probléme sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, 4, P) que I’on nie cherchera pas & déterminer.

On s’intéresse aux appels parvenant A un central téléphonique et on suppose, d’une part, qu’ils arrivent de
fagon indépendante au central, et d’autre part, que le nombre d’appels regus par le central pendant un certain
intervalle de temps est indépendant du nombre d’appels regus par le central pendant un intervalle de temps
disjoint du précédent.

Pour tout réel ¢ positif, on note N, la variable aléatoire égale au nombre d'appels regus par le central pendant
l'intervalle de temps [0,7] et on pose, pour tout entier naturel n : p, (#)=P(N, =n).

1) Justifier que py(0)=1 et p,(0)=0 pour n supérieur ou égal & 1. En déduire la loi de N, .

On admet que, pour tout entier naturel n, p, est dérivablesur R, et que:

)= A
V20, o' (8)==Apo(t)
VneN*, p, (t) ==Ap, (t)+ Apy (t)

2) Pour tout entier naturel » et pour tout réel  positif, on pose : f, (1)=€*p,(t).

a) Montrer que la fonction f; est constante, puis utiliser la premiére question pour déterminer cette
constante,

b) Exprimer, pour toutn de¢ N*, £/ (#) en fonction de A et f,;(¢).

i

c¢) On suppose que, pour un certain entier naturel nnon nul, ona: vi20, £, (t) ( 1)' .
n—1}!

n
M) k.
nl

(i) Montrer qu’il existe une constante K telle que: Vne N*, V120, f, (t) =

(ii) En utilisant la valeur de p, (0) pour »n supérieur ou égal 4 1, donner enfin, pour tout n de N*,

I’expression explicite de f,, (t) en fonctionde A, netr.
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3) a) Donner p,(t) pour tout entier naturel » et pour tout réel tpdsitif.
b) Conclure que N, suit la loi de Poisson de parameétre Af.

4) Pour tout entier naturel # supérieur ou égal 4 1, on note S, la variable aléatoire égale a I’instant ou
survient le » -iéme appel.
a) Comparer, pour tout réel ¢ positif, les événements (S > £) et (N, = 0) puis reconnaitre la loi de .

b) Comparer, pour tout réel ¢ positif, les événements : (S, >1) et (N, <n-1).
¢) Montret que S, est une variable 4 densité dont une densité est la fonction f, définie par :
Ang '
f, (z‘): (n —1)!

0si?<0

eMsit>0

5) Soit (¢, u) un couple de réels positifs tels que u <7
a) Justifier sans calcul que les variables aléatoires. N, et N, — N, sont indépendantes.

b) Etablir I’égalité suivante : Vne N, P  =n)= ZP N N,=n-i),
c) En déduire la valeur de P(N,— N, =0) puis celle de P(N,~N, =1).

(N[ =N, = n) ;Me—h(l~u) .

d) Montrer par rééurrence que: VoneN, P '
n!

SN,(m)( )SIN( )

et on admet que R, est une variable
0siN,(0)=0

6) On pose, pour tout ® de ©, R, (0)= {

aléatoire.
a) Décrire ce que représente la variable aléatoire R, .

A b) Utiliser le systéme complet d’événements (_N, = ,n")neN pour montrer que :
+00
V>0, Vuelo,t], P(R >u)=> P([S, >u]n[N,=n])
n=1

¢) Utiliser la question 4b) pour établir la relation :

ve>0, Yuel0,¢], P(R, >u)= ZZP( L ={]A[N, =N, =n~i])

n=1i=0
d) Montrer enfin que la fonction de repartmon de R, estla fonction F, définie par:
Osiu<0
F,(u)= e M) si0<u<t
lsiu>t

) Lavariable R, est-glle  densité ? Est-elle discréte ?
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