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La présentation, la lisibilité, Forthographe la qualité de Ia rédaction, lo clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans Fappréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Hs ne doivent faire usage d'aucun document. L'utilisation de touie calculatrice st de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble éire une erreur d’énones, il la signalera sur sa
cople et poursuivra sa composition en expliquant lgs raisons des initiatives qu'il séra nmené a prendre.

Exercice 1

Partie 1 : étude d’un exemple

On note /d Dendomorphisme identité de R? et on considére ’endomorphisme f de E® dont la
matrice dans la hase canonigue est

10 o)
A=|-2 3 -2|
(-1 1 o

1} a) Determiner un polynéme annulateur de 4 qui soit de degré 2.

b) En déduire les deux valeurs propres possibles &, et 4, de 4 (avee Ay <k, ).

¢) En Scilab, la commande r=rank (M) renvoic dans la variable ¥ l¢ tang de la matrice M.
On a saisi :

A=11,0,07-2,3
rl=rank (A-ey
r2=rank (A
disp{rl,'ri
disp(rz,'rasl)

Scilab arenvoyé:

Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de f et 4 la dimension des sous-espaces propres
associés 7
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d) Donner ane hase de chacun des noyaux Ker(f -4 Jd} et Ker(f~2,1d).

2) aj Justifier quiil existe une base {#;,.%,v,) de R3, ol {m,v,} est une base de Ker(f —3,0d) et
{v,} une base de Ker{ {%,1d). On chaisira ces vecteurs de fagon que lews composantes soient des
entiers naturels les plus petits possible, la demiére composante de v, et la premiére de v, étant nulles,

by On note x={a,b,c} un vecteur quelcongue de R3 . Détenminer, en fonction de a, b et ¢ les
coordonnées de x dans la base {u,v,,v }.

FPartie 2 : pénéralisation

Soit # et p deux entiers naturels tels que n2 p 22, soit £ un X- espace vectoriel de dimension #, et f
un endomorphisme diagonahsable de £ ayant p valeurs propres, 4y, A;...., A, , deux & deux distinctes,
On s propose de déterminer la décomposition de chagoe vecteur x de £ sur la somme directe

p
@Kerl f~hydd ), ol Id désigne I'endomorphisme identité de £,
k=t

3) Soit Bune base de £ dans laguelle la matrice de f est une matrice diagonale D.
a) Ennotant J, la matrice identité de A, (K}, montrer que :
(D0, (D —had, }(D - 7‘*;){?1 ) = 0%(1&}

By En déduire un polyndme annuiateur de f.

- . ; L
Pour chague £ de [[i p;ﬂ*, on définit le polynéme [ = § | il
. ) i }«k "'"f\rj
gk

4} a) Endistinguant les cas 7=k ¢t i=k, caleuler L, ().

b} Montrer quc (L,_,L;,,‘..,Lp) estunebasede &, [X].
¢j Etablir alors que :

VPe R, |X], P=d PO,

ki

d} En déduire que izﬁg =1.
i=i

5) @) Montrer que, pour tout x de £, L, { f}{x} appartient & Ker(f —1.Jd), ou L {f)(x) désigne
Iimage du vecteur x de E par endomorphisme £, { ).
B} En déduire la décomposition cherchée.

6) Vérifier que cette degnidre décomposition redonne telle obtenue pour endomorphisme £ de la
partic 1, si Ponchoisit n=3, E=1% ¢t p=22.
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Exercice 2

Partie I : question préliminaire et présentation de deux variables aléatoires X et T
1) On rappelie que ¥ fonction arc tangente, notée Arctan, est la bijection réciproque de fa restriction
de la fonction tangente 3 ’intervalle 1”%‘%[ et gu’elle est de classe €' sur R .
13
a) Rappeler {"expression, pour tout réel x, de Arctan’(x).
b} Donner la valeur de Arctan{l} puis montrer que, pour tout réel x strictement positif, ona:
. 1
Arctan{x) + Arctan(—») =z
x/ 2
c) Justifier I'égquivalent suivant :
A Ctéiﬁ(x ) '; X

23} ay Vérifier que la fonction f qui & tout réel x associe f{x)= —{"?v—l) peut &tre congidérée comme
X+
une densité d'une certainie variable aléatoire X2 valeurs dans &,
b1 Déterminer la fonction de répartition Fde X,

. . . X , Lo @ 7105 g 3 2 ) . o
3} a) Verifier que la fonction g qui & tout réel x associe g(x}= T X2 peut étre considérée

0six<g0
comme une densité i’ une certaine variable aiéatoire T 4 valeurs dans T@i )
b} Deéterminer la fonction de répartition &7 de 7.

Partie 2 : étude d’une suite de variables aléatoires associée a X

On copsidére une suite (X, } .. de variables aléatoires, définies sur un espace probabilisé (Q, 4, P),

mutuellement indépendantes, et saivant toutes la méme loi que X.
Pour tout entier naturel # non nul, on pose 3, =max(X,,...X, ) et on admet que M, est une variable

aléaloire, définie elle aussi sur ’espace probabilisé (2, 4, F).
4) a) Déterminer la fonction de répartition #, de M.

b) On pose, ptiwr tout entier # de N°, ¥, =—M, . Justifier que la fonction de répartition de Y,
M

r

notée G, , est donnée par :

nx

vxe R, G, - (L) 1f

5) a) Déterminer, pour tout x négatif ou nul, ia valeur de lim G, {x).

b} Montrer gue, pour tout x strictement positif, on a

B

G, (»=1 —i-Arcfan(%))

c¢) En déduire pour tout x strictement positif, Ia valeur de Hm G, {x).

feitee

d) Déduire des questions précédentes que la suite de variables aléatoires (¥,), .. converge en o
vers 7.
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Exercicae 3

Dans tout Pexercice, # désigne un entier naturel non nul,

On se place, dans un espace euclidien F de dimension # et on note B= {g;, €, .... ¢,} utig base
orthonormale de E.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de £ est noté {x, v) et la norme de x est notée | x| .

Partie 1 : définition de Padjoint #” &’un endomorphisme u de E.

Dans toute cefte partie, 1 désigne un endomorphisme de £,

On se propose de mentrer qu’il existe un unique endomorphisme de E, noté «*, qui a tout vecteur y de
F associe e vecteur w0 () vérifiant

Yxe F, {u(x),y)={xu" {1}

1) a) Montrer que si #° existe, alors on &, pour tout y de £:

n

u(y)= 2 (uler).v)e

i=1

b) En déduire que si #° existe, alors & est unique.

2y a) Vérifier que Uapplication «* définic par ’¢galité établie 4 la question la) est effectivement un
endomorphisme de E.
b) Conclure que cette application est solution du probléme posé, ¢’est-3-dire que c’est I"unique

endomorphisme de E, appelé adivint de u, vérifiant ©
Yix, e 7, {u(x),¥) = {xu" (v))

Partie 2 : étude des endomorphismes normaux.
On dit que u est un endomorphisme normal guand on a I'égalité

tou' =uou
3) Seit fun endomorphisme symétrique de £. Donner son adjoint et vérifier que f est normal.
Dans la suite, u désigne un endomorphisme normal,

4) a) Montrer que: Vxe E, [Ju(x} =l (x3).
b} Endéduire que Ker{u)= Ker{u').

5) Montrer que si F est un sous-espace veetoriel de £ stable par u, alors F* est stable par u”.

6) On suppose que # posséde une valeur propre 4 et on note E; le sous espace propre associé.
a) Montrer que E, est stable par o”.

b) Etablir que (1) =u puis en déduire que E est stable par w.

Probidme

Partie 7
Dans cette partie, 7 désigne un entier naturel non nul. On considére une variable aléatoire X prepant
ses valeurs dans ﬂ'l, n]] ¢t on appelle fonction génératrice de X, la fonction G définie par

Vie R, G{t)=) P(X =kt
i
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D) Calculer G-{E.).

2) Exprimier Vespérance de X 4 Iaide de la fonction G.

3) Buablir la relation : V' (X) = ¢"(1)+G'(1)-{G"(1)) .

Partie 2
. z 51
{3 pose, pour tout # de N™ & ¢, =Zé et A, =Z —

! Z
=i ik

4) a) Justifier gue, pour tout entier naturel & non rul ona ?1—1 <hfk+D—Ink sé .
+

by Morirer alors que : Ve N {1}, Inn h}v Su,snn+l.
14

¢} In déduire un équivalent trés simpie de u, lorsgne » esi au voisinage de +ee,

5) Montrer que la suite {4, ) ne €St convergente.

e

Pariic 3
Dans cette partie, n désigne toujours un entier naturel non nul.

6} On admet que, si @ et b sont des entiers tels que a <5, la commande grand (1,1, ‘uin’, a,b)
permet 4 Scilab de simuler une variable aléatoire suivant la toi uniforme disoréte sur fa.b].
Compléter le script suivant pour que les lignes (5), (6, (7) et (8) permettent d’échanger les contenus
des variables A {4} et A{p).

7} On suppose doténavant qu’aprés exécution du seript précédent correctement complete, le vecteur A
est renipli de fagon aléatoire par les entiers de [L,#] de telle sorie gue les n! permutations soient
equiprobables. '

On considére alors les commiandes Sci lab suivantes {(exécutées 3 1a suite du script précédent) |
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a) Expliquer pourqued, & la fin.de la houcle for, la variable m ¢ontient la valesr #.

b) Quel est le contenu de fa variable ¢ affiché 4 la fin de ces commandes ?

¢} On rappelie gi'en Scilab, instroction £ind (testy permet de trouver & quelle(s) place(s)
se trouvent les &léments d une matrice satisfaisant au test pro_pcssé.'

plus haut :

On admet que les ¢ontenus des variables A {1}, A(2), ..., A{n) sont des variables aléatoires notées
Ay, A, ..., A, et que le nombre d'affectations concernant la variable informatique ¢ effectuées au cours
du script présenté au début de la question 7), y compris la premiére, est aussi une variable aléatoire,
notée X, .

On suppose que ces variables aléatoires sont toutes définies sur le:méme espace probabilisé (Q, 4, P).
On note G, la fonction génératrice de X, £, son espérance et ¥, sa variance.

8} Donner la loi de X;.

9} a) Montrer que X, {Q)=[1,x].
b) Déterminer P(X, =1) et P{X, =n). Bn déduire les lois de X, et X;.
¢) En considérant e systéme complet d'événements ((4, = n), (4, <n)), montrer que :

Vn22,Vie|2,n), P{X, :j)zwff()(ﬂ_i :j-—l)+£;1’(;¥nm1 =7)

d) Donner laloide X.

10) a} Vérifier que Ja formulg obtenue & laquestion 9¢) reste valable pour j=1.
b) Etablir la refation :

Vnz2, Vie R, G, (1) =", (1) )

¢) En déduire que :

A=l
Vne N*, Vie R, G,,(z]:—lﬂ [¢¢+5)
. n .

s =t

11} En dérivant la relation {+), trouver une relation entre E, et F,_, puis montrer que
Vre M*, E, =u,

12) Recherche d’un équivalent de 7.
a) En dérivant une deuxieme fois la relation {+), montrer gue :
Ynz2, V, -V, zwl—m—]e;-
noowt
b) En déduire, pour tout entier naturel » non mul, ¥, en fonction de u, et %, .
c) Montrer que ¥, ot Inn.
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