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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précisîan des
rsisonnements entreront pour wre part impartante dans l'appréciation des copies.
Les candidsts sont invités à enccdrer dans la mesure du passible les résultats de leurs calculs.
Ils ne daivent faire usage d'aucun d.ocumenL L'uülisatiott de toute calcalrrffice et de tout matériel
élec*antque est interdlte. Seule I'utilisation d'une ràgle graduée çst aatorisée.
Si aa cours de l'épreuve, un condidutrepère ce qui lui semble être ane er^ eur d'énarc| il la signolera sur^sa
copie et poursuivra sa composition en expliquanü les raisons des lnitiatives qu'il sera amené à prendre.

Exercice 1

Pfrrtie 7: étude d'un exemplb

On note 1d l'endomorphisme ideirtité ds R3 et on considère l'endomorphisme / de lR3 dont la
rnatrice daa§ la base canonique est :

{1 ü

fi=l *z 3

L-r l
1) â) §éterminer ïm pclynôme annulatstr d* .4{lr}i süit

b) En déduire les deux valerËs propres possibles ?,,1

fr) En Scilab, la corTlmandÊ r=rank {M} renyoie
ün a saisi. :

§cilab â rfinYryé ;

Que peut-on rorsec&rer quant aËx
â§§æiés ?

valeurs prüpres de / et à la dimension des §ou§-espares proprss

sl
*?ls1

üJ
de degré 2.

Êt ?r2 d*,4 (avec 1"1 < h, )"
dans la variable r le rang ds la rnatrice M,
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d) Donner une base de chacun des noyaux K:er{f -}'1Id) et Ker(/ - kzld) .

2) a) Justifîer qu'il existe une base {a1,v1,v2) de lR3, où (ut,\} est tms base de Ker(/- ?,"Jd} et

(rt) ,ne base de Ker(/- LzId]}. On choisira ces vecteurs de façon que leurs composantes soient des

entiers naturels l,es plus petits possible, la demière compûsante de a1 et la premiere de u1 étant nulles"

b) On note x={a,b,c) un vecteur quelconque de R3. Déterrniner, en fonction de a, b et c les

coordormées dex dans la base {u1ov1nvz}.

Partie 2 : généralisation

Soit n et p derx entiers naturels tels que n> p>* 2, soit .E'un R- espace vectoriel de dimension n, etf
un endomorphisme diagonalisable de.E' ayant p valeurs prûpre§, X1,?t2,--.,k* deux à deux distinctes.

On se propose de déterminer la décomposition de chaque vectsur x &e E sur la so§rme directe
p

@ Ker{/ - XkId), où /d désigne I'endomorphisme identité de E.

3) §oit Eune base de,Sdans laquelle la matrice de/est une matrice diagonaleD.
a) En notant ,I, la matrice identité de îv{n(iR), montrer que :

tD -w")(D *xzl.)..iD -\rrn)= or,tur

b) En déduire un polynôme annulateur def

Pour chaçe lr de [t,p], on dé&rit le polynôme ,r =fl{ -\.t
j;'o"u 

* "'

4) a) Endistinguantlescas i=k *"f *&,calculx L1,(X,).

b) Montrer qo* (.& ,k,...,L.) e$ ure base de Re-r [x].
c) Établir alors que :

d) Endéduirequ" f a, =1.
i=l

5) a) Montrer que, pour tout x de E, Ls(/)(r) appartient a Ker(/ *X,kId), où L1,(/Xr) désigne

l'image du vecteurx de,Epar l'endomorphisme to{f).
b) En déduire la décomposition cherchee"

6) Yérifier que cette dernière décomposition redonne celle obtenue pflr I'endomorphisme / de la
partie i,sil'onchoisit n=3,,8=iR3 et p=?.

I

yPË lR , t!x7, P - [r(ru ]Lu
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Exercice 2

Partie 7 : questbn préliminaire et présentation de deux vtriables aléanires X a T
1) On rappeile que la fonction arc tangente, notée Arctarq est la bijection réciproque de la restriction

de la fonction tangente à f intervalle l-+,+[ et qu'elle est de classe Cr sur R .I 2"2L
a) Rappeler l'expressiorq pour tout réel x, de Arctan'(x) .

b) Donner la valeur de Arctan(l) puis montrer que, pour tout réelx strictemeoi positif, on a :

Arctan(x) * ar"tur( 
I 
)= "\/ \x/ 2

c) Justifier I'équivalent suivant :

Arctan(x) * x

I
2) a) Vâ'ifisr que la fondion/qui à tout réel x associe f {x) = Ai *,) pzut être considsrée romme

une densité d'une cçrtâine variable aleatoircXà valeurs dans R .

b) Déterrd*erla fonctionderfuartition F deX.

I L --ur ci y:ô
3) a) Verifîer qus la fonction g qui à tout réel x associe g(x) =.{ xz " peut être consideree

l0 six<0
coûlme une densité d'une certainevariable aléatoire là valeurs dans IR| .

b) Défeflrlintr la fonctioa de répatition Gde ï.

Partie 2 : érude d'une suîte de varûables aWatoires associee ù X
On concidère une suite (& )*o. de variables alfutoires, définies sur un espaÇe probabilisé (Q, A, P),

nnrtuellement independantes, et suivant toutes la même loi que X.
Pqur tout entier naturel n non nul, on pose Jl,/, = mêx(Xr,...,X,, ) et on admet que i{o est une variable

aléatoire, définie elle aussi sur l"espace probabilisé (§à,.{, P}.

4) a) Déterminerlafonctionderepartition Fy, de Mu.

b) On pose, pour tout entier a de §[", y, =Alt ^. 
Justifis que la fonction de repatition d" ts, ,

n

notée G-, est donnêe par :

vxe lR , G,{*)= (!*o*(i).i)'
5) a) Détcrminer, pour tout x négatif ou nul, la valeur de lim G, (x) .

b) Morfter quer pour tout x stricteme,nt positif on a :

c,(r)= (r-le."t*(*))'
c) En déduire pour tout x stricttrrent positif, la valeur ae ltm G, (x).

d) Dêduire des questions précédentes que la suite de variablee aléatskç§ {f, )*n. ronvergs en loi
vms ?'.
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Exercice 3
Dans tout l'exercice, r désigne un entiernaturel non nul.
&r se place.dans tur sspace euclidien,E de dimension r et'on note 6: (et, ez, .,., ên\ une base

orthonomrale de E.

Le produit scalake des vecteurs x et y de E est noté (x,y| et la norme de x est notée ll x fl .

P*rtie I r définition de I'adjoint a* d'un endomorphisme a de f.
Dans toutÊ cettepartie, u désigne un endomorphisme de-E'.

On se propose de montrer qu'il existe un unique endomorphisme de f, noté a' , qui à tout vecteury de

E associe le vecteur u'(y) vérifiant :

Y x e E, (u (*), y) = {x,u. (y)J

1) a) Montrerque si l,l' existe, alors on â, pourtoüy defr :

u. {y}=ÿ1u1",1,y1",
j=1

b) En déduire que si r. existg alors a* est unique.

2) a) Verifisr gue l'application a- définie par l'égalité établie à la question la) est effectivement un
endomorphisme deE

b) Conclure que cette application est solution du problème posé, c'est-à-dire que c'est l'rudque
endomorphisrne de â, appelé adoint de a, vérifiant :

V(r, y) e Ez , \u{x) , y) = $,o' (y)}

Partie 2: étude des endomorphismes normâux.
On dit que u est un endomorphisme nomtal quand on a l'égalité :

goç* =g* o14

3) Soit/un endomorphisme syoretrique deE. Donner son adjoint et vérifîer que/est normai.

üttns îa suite, a désigne un endomorphisms nürm*Ï.

4) a) M*ntrer que : V.r Ç E, ll o (r) il =llu. {r} ll .

b) En déduir* que Ker {o} = Ker-{u. } .

5) Montrer que si .F est un solrs-espace vectoriel de E stabie par er, alors "Fi est stable par u' .

6) On $rppose que a possède une valeur propre l. et on note ,8, le sous espace propre associé.

a) Montrer que E, est stablc par ,*.
b) Établir que ir" )' = u puis en déduire que .Ef est stable par u.

Problème
?artie I
Dans cette partie, n désigne un entier naturel no:r nul. On considère une variabie aleatoire -f,prenant

ses valeurs dans [t,n] et on appelle fonction générakice de.& la fonction G défrnie par :

Vre R ,Gto)=ÿrqx =k)tk
k*l
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1) Calculer G(l).

2) Exprimer I'espérance deXà l'aide de la fonetion G.

3) Étabtir la relation : rr {Xl= G"(1)+ c'(1)- (c'(t))' .

Partie 2

On pose, pourtout n de NI* , u, =ÿ+ at h, =Ë +
k=t * k=t n-

4) a) Justifier que, pour rout entier naturel É non nul, on a : + <h(/r+ t) -rn& <1 .' k+l -k
b) Montrer aiors que : V n eN. \ {1}, lnn + L S unl lnn + I .

n
c) En deduire rm équivalent très simple de u, lorsque r? est au voisinage de +*.

5) Montrer que la suite {fu )**. est convergeûte.

Partie 3
Dans cette partie, n désigne toujours un entier naturel non nul.

6) onadmetque,si aetbsantdesentierstelsque û.<b,lacorunandegrand.(1,1, ,uirr,,a,b)
permet à scilab de simulerune variable aléatoire suivant laloi unifonne discrète sur [e,â].
Compléter le script suivant pour que les lignes (5), (6), (7) et (8) permettent d'échanger lcs contenus
des variables Â ( j ) et A (p) .

,.{]-:}...n;,â:rtpü.c:{..,,entràu''un*+âï

7) On suppose dorénavant qu'apres exécution du script precedent correctemsnt complété, le vecteur A
est rempli de façon aleatoire par les entiers de [1,n] de telle sorte que les æ! permutations soient
équiprobables.
On eonsidère alors les comrnandes Scilab suivantes {exeeutées à la suite du script precedent) :

sl6
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ai Expliquer pourquoi, à la fin de la boucle f or, la variable m contient la valeur n.
b) Quel æt le contelru de la variable c afliché à la fin de ces coramandes ?

c) On rappelle qu'en Scilab, f iastruction find{teet) pæet de trouvu à quell{s} piace(s)
se kouvent ies élérnents d'rme rnatrice satisfrisantau test proposé.
Compléter le sript Sci I-ab ci-dessous afin qu'il renvoie et affiche le conteru de la variable c ,éurdiée

plus haut:

On admet que les contenus des variables A ( 1) , A ( 2 ) , ,,., À (n) sont des variables aléatoires notées
A* Az, ..., An d que le nombre d'affectati,ons concernant la variable infonnatique c effectuées au cours
du script présenté au début de la questim 1, y compris 1a prerrièro, est aussi uae variable aléatoire,
notée Xo.
On suppose que ces variables aléatoires sont toutes définies sur le mêrne espace probabilisé (Q, 4 P).
Onnote Gn lafonctioagéaérahice da Xn, -§n sonesp&ance rlVo savariance.

8) Donnerlaloi deXr.

9) a) Montrerque N,(O)=[t,r].
b) Déterminer P(,r, =1) d P{X,=r?).Endoduireleslois de X2 ü Xt.
c) En cousidérant le système complet d'événement. ((,4,, = n), {À. < 

")) ,montrer que :

Ynzl, Vi€ [2,rX , P{xn= i1=Lp1v,-r=;-t)**ptx,-r= j}
d) Donner la loi de Xa.

10) a) Vérifier que la fonnulg obte,nue à la questiou gc) reste valable pour j - I .

b) Etabiirlarelation:

Vn>Z, Vr€ R, c,t\=t?c,-r(t) (-)

c) En déduire que :

Yne N[*, Vre R , c,(t)=]fifr*rl

11) En dérivant la relation (*), trouver une relation €ntre 4 et E,-1 puis montrer que

Vrze N- , En=un

12) Rechuche d'un equivalent de Vn.

a) En dérivant une deuxiême fois ia relatisn (n), monker que :

Yn?Z, Vn-V,-t=l- |
nnt

b) En déduirc, pour tout entier natursl n non nul, I/, en fonctiaade un at hn.

c) Moutrer $ts Y" - lr'n.

616


