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Les candidats sont invités @ encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

Exercice 1
Soit fla fonction définie par :
G |
V(-’C»J?,Z)E R} y f(_x’y’z) = xex(y +2741)

1) Montrer que f'est de classe C* sur R3.
2) Déterminer le seul point critique 4 de .
3) a) Calculer les valeurs des dérivées partielles d’ordre 2 de f'en A.

b) Former la hessienne de f'au point 4 et vérifier qu’elle est diagonale. Montrer que f présente un
minimum local en A. Préciser la valeur de ce minimum.

4) a) Montrer que, pour tout (x,y,z) de R?, f(x,3.2)2x¢e".
b) Que peut-on en déduire pour le minimum de ftrouvé & la question 3b) ?

=1
5) On souhaite étudier les extrema de f'sous la contrainte linéaire (C) : {x +z50" Montrer que, sous
yrz=

la contrainte (C), fprésente un minimum global au point (1,0,0) . Quelle est sa valeur ?
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6) On souhaite maintenant étudier les extrema de f'sous la contrainte (C): x( Y o+zt+ 1) =1,
Montrer que fposséde un maximum global sous la contrainte (C”). En quel point est-il atteint 9 Quelle

est sa valeur ?

Exercice 2
On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. ‘ N
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur le scgment [0 ; 8], o 8 (theta) désigne un rée
strictement positif. N
1) On note f une densité de X, F sa fonction de répartition, E(X) son espérance et V(X) sa
variance.

a) Rappeler I’expression explicite de F'(x) en fonction de x et 0.

b) Donner les valeurs de E(X) et V(X).

Dans la suite, on suppose que le réel 0 est inconnu et on en propose deux t‘:sti_mﬁl_tﬂﬂfs- Pour construire
ces estimateurs, on dispose d'un échantillon (X, ..., X») de la loi de X, ce qui signifie que Xj, ..., X, sont
n variables aléatoires, définies sur le méme espace probabilisé (2.4, P) , mutuellement indépendantes
et de méme loi que X.

2) Onpose ¥, =max(X;, X,, ..., X,) et on admet que ¥, est une variable aléatoire, elle aussi, définie
sur (Q,4,P).

a) On rappelle qu’en Scilab, la commande grand(x,y, ‘unf’,a,b) simule xX y variables
aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [a; b]. Ecrire des commandes Scilab
permettant d’entrer les valeurs des variables qui sont nécessaires et de simuler Y,.

b) On note F, la fonction de répartition de ¥,. Pour tout réel x, écrire F,(x) alaide de F(x)
puis déterminer explicitement F, (x).

c¢) En déduire que ¥, est une variable aléatoire & densité, puis donner une densité fHhdeX.

d) Montrer que ¥, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 6.

5 l 2 & . —
3) On pose maintenant Z, =;ZX i - Déterminer E(Z,) puis proposer un estimateur' Z, , construit
i=1

de fagon affine 4 partir de Z, , et qui soit un estimateur sans biais de @,

Définition

On dit qu’un estimateur 7, de 0 est d’ordre de convergence a >0 lorsque la suite (n* (T, -9)) N
- . "
converge en loi vers une variable aléatoire qui n’est pas quasi-certainement nulle

4) a) Utiliser le théoréme de Slutsky pour établir le résultat suivant :

variables aléatoires converge en loi vers une variable aléato
qui converge vers le réel 4, alors la sujte (a,R,)

b]) ]gédrl:lire de ce résultat I'unicité de |’ un estimateur (on pourra raisonner
par I’absurde en Supposant qu’un estimateyr r isti
e, « de 0 posséde deux ordres distincts, o et p, avec par

si une suite (R,),.n d€
ire R et si (@,),cne €st une suite de réels

neN+ CONVerge en loi vers la variable aléatoire aR.
ordre de convergence d’
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5) On considére, dans cette question, une variable aléatoire 7' suivant la loi exponentielle de paramétre

1 ;
E et on pose Y =~T". Déterminer la fonction de répartition, que I’on notera 7, de Y.

6) a) Justifier que, pour tout réel x positif ou nul, ona P(n(¥, =0)<x)=1.
b) Montrer que, pour tout réel x strictement négatif et pour tout entier naturel n supérieur a - , 0n
a |'égalité : °
P(n(¥,-0)<x)= 1 +i)n
nb

¢) Etablir enfin que n(Y, =0) converge en loi vers la variable aléatoire Y. Conclure quant a I’ordre
de convergence de ¥, .

7) a) Justifier que Z, =lZ(2X \), 0l Z, est I’estimateur présenté 2 la troisiéme question.

n =1
b) On pose 2: "=V é-‘ji-m—) . En appliquant le théoréme limite central & la suite de variables
V(2X)
aléatoires (2.X, ), _y:, montrer que :2: ' converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on précisera

la loi.
3n

c) Vérifier que Z‘=—(Z—9) et en déduire que JE(Z,-e) converge en loi vers une
0

2
variable aléatoire suivant la loi normale A (OE-] . Donner I’ordre de convergence de Z,, .
3

Exercice 3

Dans tout I’exercice, on désigne par E un R-espace vectoriel de dimension n (n2=2), on note Id
1’endomorphisme identité de E et 8 I’endomorphisme nul de E. Pour tout endomorphisme f de E, on
appelle trace de £; le réel, noté Tr(f), égal a la trace de n’importe laquelle des matrices représentant f.

On admet que I’application trace, ainsi définie, est une forme linéaire sur £ (£).

Partie 1 : préliminaires

1) On considére un projecteur p de E, ¢’est-a-dire un endomorphisme de E tel que pep=p.
a) Montrer que £ =Ker(p)®Im(p)
b) Etablir que Im( p)=Ker(Id - p)
¢) En déduire que p est diagonalisable et que on a :

rg(p)=Tr(p)

2) Montrer par récurrence sur k (ke N*) que, si £, .., E, sont des sous-espaces vectoriels de E,

alors on a I’inégalité :
dim(E, +...+ E; ) Sdim(E,) +...+dim(E, )
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Partie 2 : condition nécessaire et suffisante pour qu’une somme de projecteurs soit un projecteyr
Soit un entier naturel k supérieur ou égal 4 2. On considére des projecteurs de E, notés p,, p,, ... Py

etonpose g, =p, + p, +..+ p, .

3) Montrer que si, pour tout couple (i,) de Ill,k]]2 telque i #j,0na p;op;=0,alors 4 estun

projecteur.

On suppose dans toute la suite que q, est un projecteur et on souhaite montrer que, pour tout couple

(3,7) de |[1,k]]2 telque i # j,ona p;op; =90,

4) a) Montrer que Im(q, ) est inclus dans Im(p, )+...+Im(p,).

b) Etablir, grice aux résultats de la partie 1, que 1g(g,)=dim(Im(p,)+...+Im(p,)), puis en
déduire que Im(g,)=Im(p,)+...+Im(p,).

c) Etablir finalement I’égalité :

Im(q,)=Im(p,)®...@Im(p,)
5) a) Montrer que, pour tout j de [[1, k], on a I’égalité gy °p;=p;.

k
b) En déduire que, pour tout j de [1,k],ona: Vxe E, Zp, (pj(x)) =0.

i=l

i)

¢) Montrer alors que, pour tout couple (7, 7) de [1,k]* telque i #j,ona piep;=8.

6) Conclure quant a I’objectif de cette partic.

Probléme
Partie 1 : préliminaires (les trois questions sont indépendantes)

n
; 1
1) Pour tout entier naturel » non nul, on pose : u, = E ——lInn.
k=1

a) Compléter le script Scilab suivant pour qu’il calcule et affiche u, pour une valeur de n entrée
par I’utilisateur.

n=input ('entrez une valeur pour n : ')
x=1:n Qa ;

disp(u)

b) Justifier que, pour tout entier naturel £ non nul, on a : k_l_ Shn(k+1)-Ink S% :
+1

c) Utiliser la question précédente pour montrer que, pour tout # de N*, ona:

0<u, <1

2) Dans cette question, x désigne un réel élément de [0;1].

a) Pourtout nde N* et pour tout ¢ de [0; x], simplifier la somme Yar,
=1
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b) En déduire que, pour tout nde N*, ona:
n x :u

xP
X e Cln(1-x) -
=t P (1-%) L’ 1-¢

dt

-]

II

0 l—t

d) Etablir alors que la série de terme général e est convergente et que :
p

Y =—ln(1-x)
p

3) On considére deux suites réelles (a,, )’EN, et (b, )neN 4 termes positifs et on suppose que les séries

oo
de termes généraux a, et b, sont convergentes, de sommes respectives 4= Z a, et B= Z b, .
n=1 n=0

Pour tout entier naturel » non nul, on pose : ¢, =Y @b, -
k=1

2n
a) Montrer que : Vne N*, ch (Zak)(zb*) Zc,, :
k=1
b) En déduire que la série dc terme général ¢, converge et que’ona:
e =(Ze) (Xt
n=l1 =1 n=0
k
¢) Soit x un réel élément de [0; 1[. On suppose dans cette question que I’on a : a; =x? (ke N*)
et b =x* (ke N).
i) Justifier rapidement que les séries de termes généraux a, et b, sont convergentes et 3

termes positifs.
ii)  Compléter le script Scilab suivant pour qu’il calcule et affiche la valeur de ¢, pour une

valeur de n entrée par I’utilisateur.

n=input ('entrez une valeur pour n :')"
x=input ('entrez une valeur pour x :-}
u=l:n :
v=n-1:-1:0

c:..,_..__.__.
disp(c}

iti)  Donner I’expression de ¢, sous forme de somme.

Partie 2 ; étude d’une fonction définie comme somme de série

Dans cette partie, on désigne toujours par x un réel de [0;1].
4) a) Utiliser la premiére question du préliminaire pour établir que :

S0 &)

n=l k=l
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oo 1 ~In{l—-x
b) En déduire que : Z(Z-}r—)x" = -——-—1(_x ) ;

n=l k=1

5) a) Montrer que, pour tout réel u strictement positif, ona: Inu<u.
b) En déduire que la série de terme général (Inn)x", avec n 21, est convergente.

foo

6) Onpose: f(x)= (lnn)x".

n=1

. ~In(l-x x -In(1-
a) Etablir, en utilisant le résultat de la question Ic), que : 1( = ) g < f(x) s__l_(__._ﬂ 1
i = -x
. ~In(1-x)
b) Montrer finalement 1’équivalent suivant : f(x) =
7) a) Etudier les variations de la fonction f.
b) Dresser le tableau de variations de f (valeur en 0 et limite en 1~ comprises).
— x
8) a) En remarquant que f(x)= Z(lmn)x" ,montrer que I'ona: 0< f(x)< T -x.
n=2 —-X

b) En déduire que f est continue & droite en 0 et dérivable 4 droite en 0. Donner la valeur du
nombre dérivé a droite en 0 de /.

c¢) On admet que f'est continue sur [0;1]. Donner la nature de I’intégrale L: f(x)dx.
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