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Analyse

Révisé ?
* N, Retsommes
— Coefficient binomiaux (définition, formule explicite, formule du triangle de Pascal). ooo
— Formule du bindme de Newton (a+ b)" = ..., factorisation de a™ — b" = ... ooo v
— Somme géométrique. ooo
— Définition d'un maximum (minimum), de la borne supérieure (inférieure). ooo
— Théoréme de la borne supérieure. ooo
e Application
— Définitions de : Injectivité, surjectivité, bijectivité. ooo
— Composition d’applications injectives/surjectives/bijectives. ooo
* Polynéme
— Racine. Nombre de racines d'un polynéme de degré n. ooo
— Diviseur. Division euclidienne. ooo
— Définition d'une racine et caractérisations. Multiplicité d'une racine. ooo
— Factorisation dans le cas réel d'un polyndme. ooo
e Calcul matriciel
— Formule du produit matriciel. Transposée. Trace. ooo
— Matrices symétriques/antisymétriques. ooo
— Systéme linéaire, pivot de Gauss. ooo
— Déterminant d’'une matrice de taille 2. ooa
* Suites et séries
— Théoreme de limite monotone. ooo
— Suites adjacentes. ooo
— Comment obtenir 'expression explicite d'une suite arithmético-géométrique
(exemple ug =1, uy+1 =3uy — 1 pour tout n € N), d’'une suite récurrente linéaire d’ordre 2?2 ooo
— Regles de calculs sur les limites. Croissances comparées. ooo
— Théoréme d’encadrement. ooo
— Petit "0", équivalent. Exemples usuels. ooo
— Séries de référence : séries géométriques, série exponentielle, série de Riemann. ooo
— Critéres de convergence pour les séries a termes positifs. ooo
* Limite et continuité
— Définition de la continuité en un point a, sur un intervalle I. ooo
— Théoréme des valeurs intermédiaires. Théoréme de la bijection. ooo
— Siuy ooaet f estcontinue en a, f(up) n:;of(a)' ooo
— Existence d'un maximum et minimum sur une fonction continue sur un segment. ooo
* Dérivation d’'une fonction d’'une variable
— Définition du nombre dérivé comme limite du taux d’accroissement. Interprétation avec la tangente. ooo
— Développement limité d’ordre 1 : f(x) = f(a) + f'(a)(x— a) + 04(x — @). ooo
— Formules de dérivation d'une composée, d'une réciproque ooo
— Théoréme de Rolle. Egalité et inégalité des accroissements finis. ooo
— Théoréme de prolongement €. ooo
— Dérivées successives. Formule de Leibniz. ooo
* Intégration sur un segment
— Définition de 'intégrale avec l'aire. Croissance de I'intégrale lorsque les bornes sont dans le bon sens. ooo
— Approximation d’intégrales par les sommes de Riemann. ooo



Connaitre les primitives usuelles.
Changement de variable.

Intégration par parties.

Simplification d'une intégrale d'une fonction paire (ou impaire) sur un intervalle symétrique centrée en 0.

Si f est continue, positive et d'intégrale sur [a; b] alors f est nulle sur [a; b].

Intégration sur un intervalle quelconque

Définitions et regles de calculs.

Critere de convergence (par majoration, négligeabilité et équivalent).
Intégrales de Riemann.

Intégrales issues des lois a densité (exemple, fonction I').

Fonctions de plusieurs variables

Définition d'un ouvert/fermé. Exemples. Cas des ensembles {x || ¢(x) < r}.
Boules ouvertes, fermées. Définition d'un ensemble borné.

Graphe et lignes de niveau d'une fonction de plusieurs variables.
Définition d'un extrema (local/global).

Définition de la continuité d’'une fonction de plusieurs variables.

Somme, produit, quotient, composition et continuité.

Définition de la dérivée partielle d’ordre k en a.

Définition du gradient. Donner le gradient de x € R” — lxl12.

Savoir prouver qu'une fonction est de classe €.
Exemple: g: (x,y) € R? — xIn (1 +x? + y?) est de classe € sur R.

Développement limité d’ordre 1.

Interprétation géométrique : plan tangent, le gradient donne la direction de plus grande pente,
le gradient est orthogonal aux lignes de niveau.

Dérivées directionnelles g, ;.
Point critique. Et lien avec les extrema lorsque f est définie sur un ouvert 0.

Existence d'un minimum et maximum d’une fonction continue sur un fermé bornée.

Compléments sur les fonctions de classe 6>

Définition d’une fonction de classe 6. Définition de la matrice hessienne.
Théoréme de Schwarz.

Forme quadratique associée a une hessienne. Développement limité a 'ordre 2.
Condition suffisante d’ordre 2 pour un minimum local en a.

Définition d'une partie convexe.

Condition de convexité (du type pour tout x, Sp(V2 f(x)) € R*) pour qu’un point critique donne un extremum global. (]

%

Optimisations sous contraintes linéaires
Définition d’'une contrainte linéaire €.
Définition d'un extremum local/global sous une contrainte linéaire €.

Point critique sous la contrainte ¥ en un point a. Lien avec I’extremum sous contrainte.

Algebre

e Algebre linéaire, 1ére année

Définition du noyau et de 'image. Lien avec I'injectivité et la surjectivité.
Définition et propriétés des projecteurs (noyau, image, po p..)

Définition du rang, formule du rang.

Lien entre le rang et I'injectivité/surjectivité/bijectivité. Cas des endomorphismes.
Matrice d'une famille, de passage et d'une application linéaire.

Composition application et produit matriciel : Matgg., g, (g© f) = Matgg. g (g) x Matg, 5, (f).
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Bijectivité et inversibilité : Matgg, 5. (f7!) = ..
En dimension finie, isomorphisme de £ (E, F) et .4y, (R). Conséquence dim Z (E,F) = ...

Polynéme d’endomorphisme et de matrice.

Rappels et compléments sur Palgebre linéaire
Définitions et caractérisations des supplémentaires.
Formule de Grassmann.

Somme directe de 2 puis 7 sous-espaces vectoriels. Lien avec les concaténations de base.

En dimension finie, une somme f F; est directe ssi f dim(F;) = dim( 3 F,-).
1

i=1 i=1 i=
Formule de changement de bases. Définition des matrices de passage.
Matrices semblables. Invariance du rang par similitude.

Trace d’'une matrice et propriété de la trace.

Définition d'un espace stable.

Diagonalisation
Définitions d'un vecteur propre pour une matrice, un endomorphisme.
A € Sp(A) ssi A— Al non inversible ssi ker(A — Aly,) ssirg(A—Aly) < n.

Définition d'un espace propre. Les espaces propres associés a des valeurs propres
différentes sont en somme directe.

Lien entre polynéme annulateur et spectre.

Cas particulier : spectre d’'une matrice de taille 2.

Cas particulier : spectre d’'une matrice triangulaire.

Définition d'une matrice, d'un endomorphisme diagonalisable.

Un endomorphisme est diagonalisable ssi ¥ )espa) dimEjy (A) = dim(E).

Cas particulier d'un endomorphisme avec dimE valeurs propres.

Savoir calculer le spectre par un calcul du rang par pivot de Gauss.

Savoir calculer une base de vecteurs propres de Ey (A) par un pivot de Gauss.
Savoir diagonaliser la matrice Atilla] = (1);, ;.

Spectre, vecteurs propres et diagonalisabilité des projecteurs.

Algebre bilinéaire

Définition d'un produit scalaire de la norme.

Savoir montrer que (A, B) € .4, (R)? — Tr(‘AB), (f, g) € €°([a; b))? — [V f(ng(n)dt,
P,Q € R[x]% — fol P(HQ(ndt, (P,Q) € [R[x]%, — é)P(ai)Q(ai) sont des produits scalaires.

Propriétés de la norme, inégalité triangulaire.

Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas d’égalité.

Théoréme de Pythagore. Preuve.

Vecteurs orthogonaux. Espace orthogonaux. Famille orthogonale. Lien avec la liberté.
Définition du sous-espace orthogonal a sous-espace vectoriel.

Espace euclidiens. Exemples.

Définition d'une base orthonormée. Expression des coordonnées d’'un vecteur dans un b.o.n.

Expression du produit scalaire et de la norme sous la forme (u, vy = ‘UV et || u[|> = 'UU.
Définition d'une matrice orthogonale.
Lien entre le changement de bases orthonormées et matrices orthogonales.

Lien entre dimF et dimF ot F est un sev.

Endomorphismes symétriques
Définition d'une matrice symétrique, antisymétrique. Dimension des s.e.v associés.

Définition des endomorphismes symétriques.
En dimension finie. ¢ est symétrique ssi V(i, j) € [|I1, n]%, <cp (e;), ej> = <e,-,(p (ej]>.
En dimension finie. ¢ est symétrique ssi Mat () dans une b.o.n est symétrique.

Si ¢ est symétrique, les sous-espaces propres sont orthogonaux. Preuve.
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Théoreme spectral (version endomorphisme et matriciel).
Forme quadratique associée a une matrice symétrique.

Encadrement de Rayleigh et signe d’'une forme quadratique en fonction du spectre.

Projecteurs orthogonaux

Définition d’'un projecteur orthogonal.

Le projecteur est orthogonal ssi le projecteur est symétrique. traduction matricielle.
Expression du projeté. Cas d'un projeté sur une droite ou sur un hyperplan.

Distance a un sev. Théoréme de minimisation par le projecteur orthogonal.

Probabilités

Généralités sur les probabilités

Définition d’'une probabilité (comme une application de ...)
Formule du crible PAUB) =....

Définition de I'indépendance entre événements.

Probabilité conditionnelle. Formule des probabilités composées.
Définition d'un systeme complet d’événements.

Formule des probabilités totales.

Formule de Bayes.

Théoreme de la limite monotone.

Variables aléatoires
Définition d’'une variable aléatoire et de la fonction de répartition.
Propriété de la fonction de répartition. Caractérisation de la loi.

Définition d'une variable aléatoire discrete. Indépendance.

Lois usuelles
Les discretes finies. Bernoulli, binomiale, uniforme discrete.
Les discretes infinies dénombrables. GEométrique, Poisson.

Les continues. Uniforme continue, exponentielle, normale, gamma.

Espérance et variance

Définition des moments et de la variance.

Croissance de I'espérance et linéarité.

Espérance et variance des lois usuelles.

Existence par le théoréme de domination.

Montrer que si X admet un moment d’ordre r, alors X admet un moment d’ordre s<r.
Formule de transfert (version discrete et continue).

Formule de Koenig-Huygens.

Espérance conditionnelle
Définition.

Formule de I'espérance totale.

Variable a densité

Définition d'une variable a densité avec la fonction de répartition.
Caractérisation d’'une densité. Lien entre densité et fonction de répartition.
Méthode d’inversion et simulation. Exemple si U — %/(]0;1[), —In(1 -U) — &(1).

Regles de transformation affine. Si X de densité fx, donner une densité de aX+ b avec a, b € R.

Vecteurs aléatoires
Loi d'un couple de variables discretes. Lois marginales de variables discretes.

Généralisation : Loi d’'un vecteur aléatoire avec la fonction de répartition, loi marginale.
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Théoreme de I'égalité en loi. Si g continue, (X;);, (Y;); méme loi alors g(X;);, g(Y;); ont méme loi.
Définition de I'indépendance de 7 v.a, d’'une suite de v.a avec la fonction de répartition.
Traduction de I'indépendance dans le cas discret.

Lemme des coalitions.

Formule de transfert pour un couple de variables aléatoires discretes.

Loi d'une somme de lois binomiales indépendantes.

Loi d'une somme de lois de Poisson indépendantes.

Espérance d'un produit dans le cas d'indépendance.

Variance d'une somme de variables indépendantes.

Définition de la covariance. Formule de Huygens.

Propriété de la covariance. Forme bilinéaire, symétrique positive (mais non définie).

Si 2 variables sont indépendantes alors la covariance est nulle. Preuve.

VX+Y)=VX) +2cov(X,Y) + V(Y). Généralisation a n v.a.

Inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cas de la covariance.

Coefficient de corrélation. Définition et propriété.

Compléments sur les variables a densité

Loi d'un maximum et minimum de variables indépendantes (calcul des densités et fonctions de répartition).

Théoréme de sommation pour des v.a. a densité indépendantes (avec le produit de convolution).
Sommes de loi gamma indépendantes.

Sommes de loi normale indépendantes.

Convergences et approximations

Inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev.

Définition de la convergence en probabilité.

Convergence en probabilité d'une somme.

Convergence en probabilité et composition par une fonction continue.
Loi faible des grands nombres. Preuve.

Définition de la convergence en loi.

Cas de la convergence en loi pour des variables aléatoires discretes.
Convergence en loi et composition par une fonction continue.
Convergence en loi de lois binomiales vers une loi de Poisson.
Enoncé du théoréme limite central.

Cas particulier des lois binomiales (théoréme de Moivre-Laplace).

Cas particulier des lois de Poisson.

Estimations

Définitions d'un échantillon et d'un estimateur.

Définition du biais d'un estimateur.

Définition d'un estimateur convergent.

Exemple de d’estimateur de la moyenne empirique X;, (convergent, loi faible, sans biais).

Composition par une fonction continue d’'un estimateur convergent.

Condition suffisante de convergence d’un estimateur (asymptotiquement sans biais et V(T ;) Pl 0).
—00

Définition d'un intervalle de confiance.
Construction d’un intervalle de confiance par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Intervalle de confiance asymptotique. Exemple avec le TCL.

Statistiques

Définition d’'une moyenne, variance et covariance empiriques.
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r Theme : Révisions de premiére année v
N Analyse /)

Exercice 1. <> Donner les développements limités a I'ordre 2 et n e N de :

1+x%= ,—— = et = JIn(1+x) = ,cos(x) = ,sin(x) =

Exercice 2. <> Constante y d’Euler

n
Pour tout 7 € N*, on pose Hy=)

1
—, up=H,-Inn.
-1k

1. Pour tout entier naturel n = 2, on pose vy, = U, — Up—1.
Déterminer un équivalent de v,. En déduire la nature de la série de terme général v,,.

2. Montrer que la suite (1) ,,cn+ CcOnverge.

3. En déduire I'existence de y € R* tel que H,, = y +1In(n) + o(1).

> Pour aller plus loin, EMLyon 2002 pour une expression intégrale dey. 4

Exercice3. 4 Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ avec a < b et ne s’annulant pas sur [a, b].

En appliquant I'égalité des accroissements finis a une fonction convenablement choisie, montrer qu’il existe c €]a, b[
tel que

b !
fla) flo
Exercice 4. 4 Nature d’'une série de maximums D’apres EMLyon 2011, partie IV
On considere, pour tout n € N*, 'application
nefx

gn:[0,+0[— R, x— o

1. Montrer que, pour tout n € N*, g, admet un maximum, noté M, et calculer M,,. On note, pour tout n € N* :
Up=vVnM, et a,=Inp,s—Iny,.

Former le développement limité de a,, al’ordre 2 lorsque l'entier 7 tend vers I'infini.

En déduire la nature de la série ;> a,.

Etablir que la suite (1) .>] converge et que sa limite est strictement positive.

A

Quelle est la nature de la série Y ,,»1 M, ?

Exercice 5. 44 Exemple de suite implicite D’apres EDHEC 2018, épreuve annulée
Soit n € N*. Soit f;, la fonction définie sur R* par:

VxeR", frx)=1-x-x".

1. Montrer que I'équation f;(x) = 0 d'inconnue x posséde une seule solution, notée u;,.
2. (a) Vérifier que u, appartient a]0;1[.

(b) En déduire le signe de f;+1 (u5,) puis établir que la suite (u,),, est croissante.

(c) Conclure que la suite (u,),, converge et que sa limite appartient a [0; 1].

(d) Montrer par 'absurde que lim u, =1.

n—+oo

3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose v, =1 — u,.

(a) Justifier que v, est strictement positif, puis montrer que Inv, > Thun.
o0

7



(b) Etablir que

ln(—lnvn)

nvy .
=0 puis Inv, ~ —Inn.
n—+oco —lnuvy, +00

(c) Montrer enfin que : v, ~ B2,
+00
4. Donner la nature des séries de termes généraux v, et v,2.

Exercice 6. ¢4 Sommes de Riemann
Rappeler le principe des sommes de Riemann et le théoréme. En déduire I'équivalent pour a € R}

Exercice 7. ¢4 Fonction W de Lambert D'apres ESCP 2022, n13

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur R, par : pour tout x € R, f(x) = xe*.

2. (a) Montrer que la restriction de f a [-1, +oo réalise une bijection sur un intervalle ] qu'on déterminera. On
note W la réciproque de cette bijection.

(b) Déterminer W(0) et W' (0).
(c) Déterminer un équivalent de W(x) lorsque x tend vers 0 et un équivalent de W(x) lorsque x tend vers +oo.
(d) Tracer les courbes représentatives de f et W.

3. Montrer rapidement que la restriction de f a | — oo, —1[ réalise une bijection sur un intervalle J' qu’on détermi-
nera. On note V la réciproque de cette bijection.

4. Soit m, un réel.

(a) Déterminer le nombre de solutions de I'équation xe* = m.
Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions a I'aide des fonctions Wet V.

(b) Soient a, b deux réels non nuls. Soit 'équation e** + bx = 0. Déterminer le nombre de solutions de cette
équation en fonction de a et b. Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions a I’aide des fonctions Wet V.

5. Soit x € [—e~!;e]. On définit la suite w par

wo=1 et YneN, wpsy =xe ¥,
(a) Silasuite w est convergente, exprimer la limite a I’aide de la fonction V.

(b) En déduire un programme Python qui prend en argument n et renvoie w;,.

Exercice 8. ¢ 44 Suites adjacentes D'apres HEC 2000
Dans ce qui suit on suppose que K est une partie non vide et majorée de R. Soit M un majorant de K et @ un élément
de K. On définit les suites (1) yen €t (Vn) nen Par

Up+Up .
u=a I v,) s
{ Vo =M etvVneN, (un+1;Vn+1)—{ U+ p

(un»

1. On suppose, dans cette question seulement, que K = [0,1[U[3,4[,a = 0 et que M = 10. Déterminer (u,, v,) pour
tout entier n appartenant a {1, 2, 3,4}.

Up+vn s
—>—* ne majore pas K

) sinon

2. Onrevient désormais au cas général.
(a) Montrerque:VneN, u, < vy,.
(b) Montrer que les deux suites (u,) ,en €t (Vn) neny SONt adjacentes et convergent vers un réel b.
(c) Montrer que pour tout entier positif n, v,, est un majorant de K, puis que b majore K.
(d) Montrer qu'’il existe une suite d’éléments de K qui converge vers b.
(e) On suppose que b’ est un majorant de K.
— Montrer que b’ = b.

— En déduire que b ne dépend pas des choix initiaux de a et M pourvu que a appartienne a K et que M
majore K.



e Theme : Révisions de premieére année e
4 Algebre W

Exercice 9. 4 Sommes de projecteur
1. Soit p un projecteur de E, démontrer que E = Im(p) ® Ker(p).
2. En déduire que rg(p) = Tr(p).

3. Soit s un endomorphisme de E. Montrer que si s est une somme finie de projecteurs p;, avec i € [[1, m]], alors
Tr(s)eN et Tr(s) =rg(s).
> Pour aller plus loin, je vous conseille l'exercice 3, EDHEC 2020

Exercice 10. 4 Endomorphisme sur un espace fonctionnel
Dans la suite, on définit les fonctions sinus et cosinus hyperbolique par

X4e X X _ a—X

VxeR, chx)= — et sh(x)= %.
Soient E = €*°(R,R), F = Vect(sin, cos, sh, ch) et d 'endomorphisme de E: d(f) = f’ (dérivation).
1. Donner la dimension de F. Démontrer que F est stable par d. On note ¢ I'endomorphisme de F induit par d.
2. Ecrire la matrice M de ¢ dans une base bien choisie de E Calculer M" pour tout naturel 7.

3. Démontrer que ¢ est un endomorphisme bijectif de F et calculer M.

Exercice 11. 44 Noyaux itérés et décomposition de Fitting
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et f € Z(E).

1. Soit k € N*. Démontrer que ker (f¥) cker (f*+!) et Im (f**!) < Im (f*).
2. () Démontrer que si ker (f¥) =ker (f**1), alors ker (f**1) = ker (f¥*2).

(b) Démontrer qu'il existe p € N tel que :
— sik < p, alors ker (f¥) # ker (f**1);
— sik= p, alors ker (f¥) = ker (f*+1).

(c) Démontrer que p < n.
3. Démontrer que si k < p, alors Im () # Im (1) et si k = p, alors Im (f*¥) = Im (£**1).

4. En déduire que
ker(fP)eIm(f?)=E.

5 444
Démontrer qu’il existe deux sous-espaces F et G de E tels que F et G sont supplémentaires, la restriction de f a
E notée fir, est nilpotent et la restriction de f a G, notée fig, induit un isomorphisme de G.

6. Soit dy = dim (Im (f*)). Montrer que la suite (dj — di+1) ke €5t décroissante.

Exercice 12. 444 Matrice positive et productive d’aprés EML 2004
Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. .4, (R) est 'ensemble des matrices car-
rées réelles d’ordre n et .41 (R) I'ensemble des matrices colonnes réelles a n lignes. Une matrice M de .4, (R) ou
de .41 (R) est dite positive si et seulement si tous les coefficients de M sont positifs ou nuls. On notera alors M = 0.
Une matrice M de .4, (R) ou de .41 (R) est dite strictement positive si et seulement si tous les coefficients de M sont
strictement positifs. On notera alors M > 0. Si M et N sont deux matrices de .4, (R) ou deux matrices de .4/, (R), la
notation M = N (respectivement M > N ) signifie que M — N = 0 (respectivement M —N > 0 ). Une matrice M de .4, (R)
est dite productive si et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes : M est positive et il existe une matrice
positive P de .4, 1 (R) telle que P—MP > 0.

I - Etude d’exemples



1

01 1
1. Enconsidérant U= | 1 [, montrer que la matrice A= % 1 0 1 | estproductive.
1 10

2. Montrer que la matrice B =

SN =
[N

1
3 | nest pas productive.
1

II - Caractérisation des matrices positives
Soit M une matrice de .4, (R).

1. Montrer que, si M est positive, alors, pour toute matrice positive X de .4/, (R), le produit MX est positif.

2. Réciproquement, montrer que, si, pour toute matrice positive X de .41 (R), le produit MX est positif, alors la
matrice M est positive.

III - Caractérisation des matrices productives

1. Soit A une matrice productive de .4/, (R) dont le coefficient de la i-éme ligne et de la j-éme colonne est noté
a;j, et P une matrice positive de .41 (R) telles que P— AP > 0. On note py,..., py les coefficients de la matrice
colonne P.

(a)
(b)

()]

(d)

(e)

(f)
(®

Montrer que P > 0.
Soit X appartenant a .41 (R) telle que X > AX. On note x1,...,x, les coefficients de la matrice colonne X.
On désigne par c le plus petit des réels ;—; lorsque I'entier j décrit 'ensemble {1,...,n} et k un indice tel

Xk

quec= .

Etablir que ¢ (pk > agj pj) = 0. En déduire que ¢ = 0 et que X est positive.
j=1

Soit X appartenant a .4, 1 (R) telle que X = AX. En remarquant que —X = A(—X), montrer que X est nulle. En
déduire que I,, — A est inversible, o1 I, est la matrice identité de .4, (R).

Montrer que, pour toute matrice positive X de .4, 1 (R), la matrice Y = (I,, — A) ! X est positive (on pourra
utiliser I11.1.b). En déduire que (I,, —A)~! est positive.

Dans cette question, on considére une matrice positive B de .4, (R) telle que I, — B soit inversible et telle
que (I, —B)~! soit positive. On note V = (I,, - B) "' U, oi1 U est la matrice de My,1 (R) dont tous les coeffi-
cients sont égauxa 1.

Montrer que V—BV > 0. Conclure.

Donner une caractérisation des matrices productives.

Application. Soit M une matrice positive de .4, (R) telle que 2M? = M. Vérifier que (I,-M) (I, +2M) =1,
et en déduire que M est productive.
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4 Theme : Révisions -
e Probabilités N>

Exercice 13. 4
Un pion se déplace sur les 4 points A = (1,0), B = (0,1), C = (-1,0) et
D = (0,—1) du cercle trigonométrique selon la regle suivante. Au top
d’horloge n, le pion

* reste sur le point ot il se trouve avec un probabilité 1/2;

* se déplace sur 'un des deux points voisins avec une
probabilité 1/4 pour chacun d’eux.

Au top 0, le pion est en A. On introduit les événements :

* Ay : «le pion est sur A au top 7 »; * Cp: «le pion est sur C au top 7 »;
* B, : «le pion est sur B au top n »; * D, : «le pion est sur D au top n »;
an
Onnote a, =P(Ay), b, =PBy), ¢ =P(Cy) , dpy =P(Dy) et X, = IC’Z
dn

1. Trouver une matrice A telle que, pour tout n € N, X;,41 = AXj,.
2. Déterminer ] telle que A = %(14 + %I).
On pose K= %Iz. Calculer KJ.

3. Montrer qu’il existe deux suites (u,,) nen €t (Vy) nen telles que, pour tout n € N,
1 \n
(L + z1) =14+ u,J + v,K

4. On pose, pour tout n €N, w, = u, + v,. Quel type usuel de suite reconnait-on?
Calculer wy,. En déduire, pour n € N*, u;, et vy,.

5. Conclure en exprimant, pour tout n € N*, ay, by, ¢, et dj,.

Exercice 14. 444 On dispose d'une piece de monnaie équilibrée. Les faces sont numérotées 0 et 1. On lance
indéfiniment la piece de monnaie et on note X; le résultat du i-eme lancer. On se fixe une séquence s = (1, S2,**, Sk) €
{0, l}k de longueur k. On veut montrer que cette séquence apparait dans la suite (X;) ;en une infinité de fois avec une
probabilité de 1.

On définit les événements :

* A:«Lasuite s apparait une infinité de fois »;
e pourtouti €N, A; : «La suite s apparait au moins une fois a partir du (k x i + 1)-iéme lancer;

k
e pourtout jeEN,Bi= N [Xiitm = Sm|-
p ] j m:l[ kj+m rn]
. +00
1. Justifier que A = .mlAi.
i=

Indication. On pourra raisonner par double inclusion sur les complémentaires.
2. Endéduire P(A) = lim P(A;).
1—+00
+0o
3. Montrer que U Bj cA;.
Jj=i
+00
4. Soiti €N, on pose C; = U B;. On veut montrer que P(C;) = 1.
J=i

(a) Montrer que les événements (B;) jen sont mutuellement indépendants.

(b) Déterminer, pour n=1i,P ( rq B_])
Jj=i

11



(¢) En déduire que P(C;) =1

5. Montrer que la séquence s apparait dans la suite (X;);en une infinité de fois avec une probabilité de 1.

Exercice 15. 444 Exemple de convergence presque-sir Oral ESCP 2022, sujet 37
Pour tout entier n = 1, on pose A, = Ln@
1. (a) Déterminer un équivalent de |\/n] lorsque n tend vers +oo.
(b) En déduire que la série de terme général A, converge.
Dans la suite de 'exercice, on considére un espace probabilisé (Q2,</,P) et une suite de variables aléatoires
réelles (X;,),»1 définies sur cet espace, indépendantes et telles que, pour tout n de N*, X, suit la loi de Poisson
de parametre A,.

(a) Montrer que la série }_,»1 P (X, # 0) converge.

(b) Soit (E;);en+ une suite d’événements de </ . Montrer que, pour tout n € N*

LC=

n
P( E,-)sZP(Ei).
i i=1

1

(c) Soit n e N*. En déduire que Nlim P
—+

U [xn;ém):o.

n=N

(d) En déduire que P (Un=1 (Np=n X =0D) = 1.

(e) Onnote B = {w €Q| ) X,(w) converge }
n=1
Montrer que la série )5 X;, converge presque slirement, c’est-a-dire que P(B) = 1.

12



4 f\ N V4 ° N\ N\ i
N Theme : Série a parametre /"{
v )
Exercice 16. 44 d’apres EMLyon 2005

PARTIE | : Calcul de la somme d’une série convergente

T g2 1
.[o (E - t) cos(nt)dt = et

On admet dans la suite que, pour tout m € N* et tout £ €]0,7] :

1. Vérifier, pour tout n € N* :

m cos —(m;'”t sin 25t
Z cos(nt) = —
n=1 Sin 3

On calcule classiquement cette somme par les nombres complexes (hors-programme). On peut aussi faire une
récurrence mais c’est assez fastidieux.
2. Soit u: [0,m] — R une application de classe €.
Montrer, a I’aide d'une intégration par parties : ‘[) ! u(t)sin(Ar)dt A:m 0.
2_

3. Soit I'application f : [0,71] — R définie par f(f) = 2

T
2sin

; si £ €]0,7] et £(0) = —1. Montrer que f est de classe 6€*
2

sur [0, 7]

LS T S 2m+1)t
4. (a) Montrer: m e N*, Z o = ?+f f(t)sin%dt.
n=1 0
1 +00 J.l.2
(b) Justifier la convergence de la série Z — etmontrer : Z ===
n=1 N n=11 6

PARTIE Il : Etude d’une fonction définie par la somme d’une série convergente.

2 Lo 1 ‘s 1
1. (a) Montrer que, pour tout couple (x, ¥) € ([0, +oo[), la série ¥ (EEIGrs] etlasérie) > [CEECTST] convergent.

n>1 (n+y)

(b) Montrer que, pour tout x de [0, +ool, la série 3. [% - #) converge.
n=1

On note S I'application définie, pour tout x de [0, +oo[, par S(x) = ¥ (% - n+x)
n=1

2. Calculer S(0) et S(1).
+00
3. (a) Etablir: V(x,y) € [0,+00[?, S(»)-S(x)=(y—x) ), L
n=1
2
(b) En déduire: V(x, y) € [0, +00[?, IS(y) —S(x)| < Ely—xl.

(n+x)(n+y)’

(c) Montrer alors que la fonction S est continue sur [0, +ocol.

4. (a) Montrer, pour tout couple (x, y) de [0, +o00[? tel quex#y:

S(y)—Sx) o]
y-x = (n+x)?

+00 1
<ly-xl) —.
n=17

(b) En déduire que la fonction S est dérivable sur [0, +o0[ et que :

, +00 1
Vxe[0,+ool, S'(x)= n; e
(c) Préciser les valeurs de S'(0) et S’(1).
5. On admet que S est deux fois dérivable sur [0, +oo[ et que :
” +o0o 2
Vxe€[0,+oof, S"(x)= —n; TP

Montrer que S est concave.
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6. Soit x €]0, +ool fixé. On note w la fonction définie sur [1, +oo[ par :

1 1
Vte[l,+oo[, w(t)=-—-——.
t t+x

+o00o
(a) Montrer que 'intégrale f @(2)dt converge et calculer sa valeur.
1

n+1 +o00 +o0
(b) Montrer: VneN*, w(n+1)<[ q)(t)dtsw(n),etendéduire:f (p(t)dt<S(x)<l+f @(ndt.
n 1 1

(c) Conclure que S(x) équivaut a In x en +oo.
7. (a) Dresser le tableau de variation de S, en précisant la limite de S en +oo.

(b) Tracer I'allure de la courbe représentative de S.

14



g f N\ V4 N N\ N"
A Théme : Intégrale a parametre
1 4 J

Y

J/_ R

>> Reprendre le DM1.

Exercice 17. 44 Un exemple d’intégrale de Frullani
Soit (a, b) €]0; +oo[*.

o . ~ax_o=b
1. Montrer que l'intégrale impropre f;*° % dx converge.

2. (a) Etablir, en utilisant des changements de variable, pour tout (g, X) €]0; +oco [2 telquee<X:

X o—ax aX o~y X o—bx bX o=y
f ¢ dx:f e—dy et f ¢ dx:f e—dy.
€ X ac )Y € X be Y

(b) En déduire, pour tout (g,X) €]0; +oo [2 telque e < X:

X o—ax _ ,—bx be o—y bX a—Yy
[ [y [Ty,
€ X ac ) ax 'y

3. (a) Montrer que I'application

1-e ¥ .
h:[0;+oo[—>R,y»—>h(y)={ Y s%y;éO
1 siy=0
est continue sur [0; +ool.
be g=y b
(b) En déduire :f —dy—In—.
ac )Y e=0 a
B X g-ax _g=bx b bX g=y
(c) Etablir: VX¢€]0;+o00], f —— dx=In— —f —dy.
0 X a aX Y
+00 A—aX _ o—bx b
(d) En déduire: f £ e dx=In—.
0 X a

4. Facultatif. Adapter le raisonnement pour établir

x=—In
X 2

f+°° arctan(bx) — arctan(ax) d b ( b)
0 a)’

> 44 On pourra aussi regarder EML 2004, voie S pour d’autres intégrales a parametres.

Exercice 18. 4+44 Transformée de Laplace d’aprés HEC 2002
Les variables aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont toutes définies sur un méme espace probabilisé
(Q, %,P) et avaleurs réelles.

Partie | : Définition de I’application L
On note E I'ensemble des fonctions f réelles définies, continues sur [0, +oo[ et telles que, pour tout réel x stricte-
ment positif, I'intégrale 0+°°e‘x ' f(t)dt converge absolument.
1. (a) Vérifier que E est un espace vectoriel réel.
(b) Vérifier que E contient les fonctions continues et bornées sur [0, +oo].

2. Pour tout élément f de E on note L(f) la fonction définie, pour tout réel x strictement positif, par :

+oo
L(f)(x) =f e “'f(ndt.
0

(a) Vérifier que L est une application linéaire de E dans I’espace vectoriel des fonctions de ]0, +oo[ dans R.

(b) Pour tout réel A positif ou nul, on note €, la fonction réelle définie par €, (£) = e A pour tout réel ¢ positif
ou nul. Vérifier que, pour tout réel A positif ou nul, la fonction €, est dans E et, pour tout réel x strictement
positif, calculer L (g)) (x).
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(c) Montrer que, pour tout réel A positif ou nul et toute fonction f de E, la fonction €, f est aussi dans E et
vérifie, pour tout réel x strictement positif, 1'égalité : L (a Af ) (x) =L(H(x+A).

3. On consideére une fonction H élément de E, de classe €}, croissante et bornée sur [0, +oco[. Montrer que la fonc-
tion H' est aussi dans E et, pour tout réel x strictement positif, justifier 1'égalité :

L(H') (x) = ~H(0) + xL(H) (x)

4. Soit une fonction f élément de E. Pour tout entier naturel n, montrer que la fonction qui a tout réel ¢ positif ou
nul associe t" f(t) est aussi élément de E.

Partie Il : Dérivabilité de la fonction L(f)
Dans toute cette partie, on considere un réel x strictement positif et une fonction f élément de E.

1. Soit h un réel non nul vérifiant I'inégalité | h| < %

(a) Pour tout réel ¢ strictement positif, justifier I'inégalité :

h?t?
‘e—(x+h)t —e 4 hre ¥ < e—xt/Z.

(b) Pour tout réel T strictement positif, justifier 'inégalité :

T(—(x+h)t _ ,—xt
f (;f(t) + te”f(t)) dr
0

< l—mf+oo E2lf@|e "2 dt
h 2 Jo )

(c) En déduire que L(f) est dérivable en x et que son nombre dérivé en x vaut :
, +00
L) = —f tf(ne *'dt.
0

(d) Montrer que la fonction L(f) est indéfiniment dérivable sur ]0, +oo[ et, pour tout entier naturel k, donner
al’aide d’'une intégrale la valeur de la dérivée k-iéme de L(f) en x.
On note L(f)®), la dérivée k-ieme de L(f).

Partie 11l : Injectivité de I'application L: f — L(f)

Dans toute cette partie, on considére un réel x strictement positif et une fonction f continue et bornée sur I'inter-
valle [0, +ool. Ainsi f est élément de E.
1. Soit (X)) ,en+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponentielle de parameétre
égal a }_1( Pour tout entier naturel n, on pose S;, = ¥ Xpe.
k=1
(a) Donner une densité de la variable aléatoire S,,.

(b) Donner une densité, qu'on notera ¢, de la variable aléatoire 57"

=0

(b) En utilisant la continuité de la fonction f en x, pour tout réel € strictement positif, justifier 'existence d'un
réel a strictement positif tel que, pour tout entier naturel » non nul, ona:

2. (a) Soit a un réel strictement positif. Prouver I'égalité :

lim P( >

n—+oo

B
——x
n

>E| C >

Sn
——X
n

Sn
s
(c) Soit € un réel strictement positif. Prouver I'égalité :
>¢€

lim P(

n—+oo

=0

(5]

3. On note M un majorant de | f| sur [0, +ool.
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(@) Soit € un réel strictement positif. Pour tout entier naturel n, on note A, I'événement :

A= <€

Sn )

—|-f®
7(2)-s
et1y, son indicatriceﬂ Justifier I'inégalité suivante entre variables aléatoires :

<elp, +2M(1-14,).

Sn
‘f ( . ) f0)
(b) Que vautE(14,)? En déduire I'égalité :

s 2] 1

4. (a) Déduire des questions précédentes I'égalité :

n

+00
f(x)= lim "—f (e " dr
0

n—+oo (n—1)!x"

puis I'égalité
nn (_ l) n—1

fx)= lim

n—+oo (p—1)!x"

L) (g)

(b) Montrer que si deux fonctions f et g continues et bornées sur l'intervalle [0, +oo[ vérifient L(f) = L(g) alors

f et g sont égales.

(c) Montrer, plus précisément, que si deux fonctions f et g continues et bornées sur I'intervalle [0, +oco[ véri-
fient L(f)(x) = L(g) (x) seulement pour tout x dans ] a, +oo[ (ol a est positif ou nul) alors f et g sont encore

égales.

> Voir aussi ESSEC 2010 pour une autre utilisation de la transformée de Laplace. La transformée de
Laplace a de nombreux avantages, elle est notamment utilisée en sciences industrielles pour la résolution des équations

différentielles linéaires.

1. Pour rappel, pour tout w € Q, 15, (w) =1 si w € A, et 0 sinon.
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"\ Theéme : Comparaison série/intégrale

Exercice 19. 4

1. Montrer que pour tout entier n =2, In(n+1) < ¥ % <In(n)+1.
k=1

2. En déduire que f% ~ In(n).
k=1" n—+oo

Exercice 20. 4 Equivalent des sommes partielles d’une série divergente
Lobjectif est de prouver la divergence de la série } ;-3 m et de déterminer un équivalent des sommes partielles :

i 1
Su=) —.
" kink

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur ]1,+oo| par f(1) = 7.

. 1 k+1 dt 1
2. (a) Montrer que pour tout k=2: Tongr) Sk T S TnEe

(b) En déduire, pour tout k =3,
[” dr f”“ dt f” dr
—< —<Sy | —
3 tint 3 tint > tint

b
3. Calculer, pour tous a, b réels strictement supérieursa 1 : f f(ndz.
a

4. (a) Montrer que la série Z diverge.

k=2 1 k
(b) Utiliser la question 2.(b) pour trouver un équivalent de S;,.
Exercice 21. 44+ Oral ESCP 2001, n°9

+00
1. Soit f: [0, +oo[— R une fonction continue et décroissante telle que I'intégrale f f(x)dx converge.
0

(a) Montrer que f est positive et tend vers 0 en +oo.

(b) Montrer que, pour tout réel 2> 0 et tout N e N* :
N Nk N-1
h)_ f(nh) sf fdx<h ) f(nh.
n=1 0 n=0
(c) En déduire que, pour tout réel i > 0, la série de terme général f(nh) converge et que :
+00 +00 +00
~hfO)+h ) f(nh)sf fdx<h) f(nh).
n=0 0 n=0
(d) Montrer que, quand & tend vers 0 par valeurs supérieures :

+00 1 +00
Y f(nh) o Zfo fx)dx.
n=0

—0t

. 2 .
2. (a) Montrer que la série y t" converge pour toutréel €] —1,1[.
neN

(b) Montrer que, quand ¢ tend vers 1 par valeurs inférieures,

*iotnz 1 b1
=0 2V 1-t
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A\ Théme : Inégalités et optimisation /3

Exercice 22. <> Soient ay, az,- -, a, n réels. Justifier que
n 2 n
Y ai| <nl) a”|.
i=1 i=1

Exercice 23. Inégalité arithmético-géométrique
Soient ay, ay,- -, a, n réels strictement positifs. On pose :

12 n n
M(alyazf")an):;zair G(“ly“Z;"‘;an)z { l—[al et H(alyaZJ"'yan): 1
i=1

i=1

i-14i
On propose de montrer de plusieurs manieres que :
Glay, az,--,an) <Mlay, az,---,a,)  (IAG)
1. <> Par convexité.
Soient ay, ap,- -+, a, € RY. On pose m =M(ay, az,- -, ay).
(a) Justifier que pour tout x strictement positif, In(x) < x—1.
n ai
(b) Montrerque ) |—-1|=0.
i=1\M
. oG .
(c) En déduire que Z In| —] <0, puis conclure en montrant (IAG).
i=1 \M
(d) EnutilisantM(1/ay,1/ay,---,1/ay), justifier que H(ay, az, -+, an) < Glay, az, -, an).
2. 4 Parlinégalité de Jensen.
Voir la question 2.(a) de I'exercice suivant.
3. 44 Viade l'optimisation sous contrainte
Soient n € N*, posons & = {(x1,...,xn) € (R")" IM(x1,..., %) = 1}.
(a) Déterminer les points critiques de G sur (R%)" sous la contrainte M (x1, ..., X,,) = 1.
(b) Montrer que G posséde un maximum sur £ et que celui-ci est atteint sur # N (R%) "
(c) En déduire (IAG).
(d) Adapterla démarche pour établir que H(ay, az,---, a,) < G(ay, az, -+, an).
Exercice 24. 444 Inégalité de Carleman d'apres EDHEC 2012

On admet le lemme de Cesaro : si une suite (u,),>; converge vers ¢, alorson a:

1
lim —ZukZE.

n—+oo n k=1
Dans toute la suite, on consideére une suite (x;),en+ de réels positifs telle que la série de terme général x, converge.
Pour tout entier naturel n non nul, on note :
n

S, =Y x5, Tp=——Y 'S¢ et y,=—Y ix;.
n ,; koo n n+1k;1 k In n(n+1)i:zi i

n 1 n
1. (a) Montrer que:VneN*, Z Ve=——2 (n+1-0)x;.
=1 n+1li=

n
En déduire que, pour tout n de N*, ona: Z Ve =Th.
k=1
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(b) En utilisant le résultat admis au début de ce probléme, établir que la série de terme général y, converge et
+oo +0o
que: Y yp= ¥ Xp.
n=1 n=1

1/n
2. Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel z nonnul: z,, = ( il xk) . On se propose de montrer que
k=1

la série de terme général z, converge et que sa somme vérifie :

+00 +00
Y zp<e ) xn
n=1 n=1

(a) Onrappelle que si une fonction f est concave sur un intervalle I, alors, pour tout entier naturel z non nul,
ona:

1 2 1 2
V(ay,az,...,an) €l", =Y fla)<f|=> axl.
=1 ni=1

Montrer que :

1

n
ag| s

1/n
(b) Justifier que, pour tout entier naturel » nonnul,ona:z, = W ( ﬁ kxk) . En déduire que :
. k=1

VneN* Y (ay,as,...,a,) € Ry, (

T

1 n
- aj.
n =1

n+1

*
VneN", Zn$(n!)—1/nyn.

(c) Montrer que, pour tout réel x positif, on aln(1 + x) < x.
(d) Endéduire que:V¥neN*, (1+ %)n <e.

o . . n n k
(e) Etablir que, pour tout entier naturel 7 nonnul,ona: % =1 (1+ %) .
e:

Montrer enfin que la série de terme général z, converge et qu
+00 +00
Z Zp<e Z Xp.
n=1 n=1
3. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout k élémentde [1,n—1],ona:

1 k (k+1)/n 1 k+1
—ln(—) sf In(x)dx < —ln(L).
n n kin n n

(b) Calculer I'intégrale fll/n In(x) dx et en déduire que :

1 12 k 1 Inn
YneN\{0;1}, -1+—<-—) In[—|<-1+—+—.
n nio \n non

1 k
(c) Déterminer lim — In (—), puis établir que :
-1 n

n—+00 j ;=
1 1/n e
(;ﬁ) ntoo

4. On admet que si deux séries a termes positifs, de termes généraux équivalents, divergent, alors leurs sommes
partielles d’ordre m sont équivalentes lorsque m est au voisinage de +oo. Soit N un entier naturel non nul quel-
conque. On considere une suite (x;) ,cn+ particuliere que I'on note (x,(N)) ,en+ définie par:

1 sine[l,N]

0 sinon.

Xp(N) = {

1/n
On pose, comme a la deuxieme question : Vn e N*, z,(N) = ( il xk(N)) .
k=1
(a) Ecrire +zooxn(N) et +zmz,,(N) sous forme de sommes finies.
n=1 n=1

ij Za(N)

(b) Endéduire que lim —— =e.
N—+o0 Elxn(N)

5. Conclure que e est la plus petite des constantes A telles que Eozn < )\+z°°xn.
n=1

n=1
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A Theme : Matrices classiques 79

Matrice de rang 1
Exercice 25. 44 Soit ne N\ {0;1}.

1. Montrer que M € .4, (R) est de rang 1 si et seulement si il existe deux matrices colonnes non nulles U, V telles
que M =U'V.

2. Soit A € /4, (R) une matrice de rang 1. On note U et V deux matrices colonnes non nulles de .4, ; (R) telles que
A =U et on note a = Tr(A).

(a) Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.
(b) Montrer : VU = (a), puis : A% = aA.

(c) Montrer que si a =0, alors A n’est pas diagonalisable dans .4, (R).

(d) On suppose a # 0. Calculer AU. Déduire des questions précédentes que A est diagonalisable.

(e) Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de .#,(R) de rang 1 soit diagonali-
sable.

Matrice de Vandermonde

Exercice 26. 4 Lien avec les polyndmes de Lagrange
Soit a = (ag, ay, ..., a, € R"*'. On pose

1 apgp ao .. aO"
1 a) 6112 . a1”
V, = € Mpi1(R).
1 a, a2 ... a,"
1. Notons Cy,Cy,...,Cp, les n+1 colonnes de A. A quelle condition sur les réels ag, ai, ..., a, les colonnes de A

forment une famille libre ? En déduire une condition pour I'inversibilité de A.
On suppose cette condition vérifiée dans la suite.

Notons 4 = (1, x, ..., x™) la base canonique de R, [x] et (e, ..., e,), la base canonique de R+

2. Montrer que I'application suivante est un isomorphisme

{ Rn[x] — Rn+1
PV P~ (Plap),....P(an).

3. Pour tout i € [[0; n]], on définit le polyndme L; = Lp‘l (e;). Montrer que la famille € = (L, ...,L;) est une base de
Ry [x] et que

n
VPeRy[x], P=) P(a)L;.
i=0

4. Préciser ng;g‘l ol Py « désigne la matrice de passage de la base 98 ala base €.

Matrice de Hilbert

Voir DM 5

Matrice Compagnon

Exercice 27. 44 Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On désigne par I, la matrice unité de .4, (R). On note id
I'application identité de R" et & = (ey, ..., e,;) la base canonique de R”. On considére un n-uplet (ag, a, ..., a,-1) de
R" et le polynome :

P(x) = x"+ ap1 x4+ ..+ a1 x+ ag.
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La matrice compagnon C du polynéme P de .#,(R) est définie par

[0 -~ - 0 —ag
1 0 : -
C=lo 1
: . 0 -ap-2
[ 0 - 0 1 -—ap-1 |

1. (a) Exprimer, pourtoutie€ [[1,n—1]], f (e;) en fonction de e;,;.
(b) Endéduire: Vje[1l,n-1], ff (e1) =ejy et f(e1)=—(ape1 +aer+...+ an_1€n).
2. Soit g 'endomorphisme de R” défini par g = f* + a,_1 f" ' +...+ ar f + apid.
(a) Vérifier: g(e;) = (0,...,0).
(b) Montrer que:VieN, go fi=fiog.
(c) En déduire: Vi€ [[1,nll, g(e;) =(0,...,0).
(d) Montrer que le polynéme P est annulateur de 'endomorphisme f. Que dire des valeurs propres de C?

(e) Déterminer une matrice A € ./5(R) telle que A®> = A3 +2A% + 5.

Matrice symétrique, matrice de Gram

Exercice 28. 4 Soient n € N*,S € .4, (R) symétrique. On note a la plus petite valeur propre de S, et § la plus grande
valeur propre de S. On munit .4, 1 (R) de son produit scalaire canonique et de la norme associée | - |.
Montrer: VXe.#,1[R), alX|?><'XSX<p|X]|?.

Exercice 29. 444 Soit N un entier tel que N = 2. D'apres oraux 1.18 escp 2021

1. Soient ay,---,an € Rtels que (ay,:--,an) #(0,---,0). Onnote M = (m,-,j) la matrice de .4 (R) définie par :

1<i,jsN
Vi, ) €[L,NI?  m;;=aa;.

(a) Déterminer une matrice colonne A telle que M = A’A.
(b) Exprimer la trace de M en fonction de A et déterminer un polynéme annulateur de M de degré 2.
(c) Déterminer le spectre de M. Montrer que nécessairement tr(M) > 0.

2. Soit (E, ()), un espace euclidien de dimension N. Soit un entier n € [1,N] et & = {uy, -+, u,} une famille de n vec-
teurs non tous nuls de E. On note F = Vect() le sous-espace vectoriel de E engendré par & et G = (g, ;)
la matrice de .4, (R) définie par:

1<i,jsn

v(i, j) € [1,nl? gij = (ui,uj)

(a) Montrer que si & est une famille liée alors G n’est pas inversible.

On suppose dans la suite du probleme que la famille & est libre.

(b) Soit%B = (e, ,e,) une base orthonormée de F. On note P € .4, (R) la matrice telle que pour tout j € [1, ],
la colonne d’indice j est constituée des coordonnées du vecteur u; dans la base 98. Montrer que

G="'PP
puis que le rang de G est égal a celui de la famille .

n
(c) Montrer que toute valeur propre A de G vérifie: 0<A< Z | ue; 2.
i=1

(d) Soit x € E et p(x) le projeté orthogonal de x sur F = Vect(%). Montrer que

0(1 (ul)x>
n

px) = Z a;u; ou ai,---,x, sontnréels donnés par: : =G}

i=1 ’
oy (Up, x)
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N Theme : Diagonalisation 3
1 -

Exercice 30. 44 Pour tout polynéme P € R, [x], on définit ®(P) = Q, olt
VxeR, Q(x)=Px+2)-P(x+1).

1. Montrer que @ est un endomorphisme de R, [x].

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ®.

3. En calculant ®"*1 et ®" (x"), trouver une base dans laquelle la matrice de ® est triangulaire inférieure.
4

. Montrer que (I - ®) est un automorphisme et donner son inverse.

Exercice 31. ¢4 On note E 'espace vectoriel réel des applications de classe € définies sur ]0, +oo[ et a valeurs
dans R. On définit I'application ¢ de E dans E par :

@(f)=g ou Vxel0;+ool, g(x)=xf"(x).

1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de F. Est-il surjectif? Est-il injectif? Préciser le noyau de .

2. Déterminer le spectre de .

Exercice 32. 44 Diagonalisation du crochet de Lie sur un exemple d'apres Oraux ESCP 2001, n17
Soient A et B les matrices de .#3(R) définies par :

-2 a4 5 o2 -1
A==| 4 -2 a4 | B==| 2 2 2
61 4 4 -2 61 1 2 5

1. Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser dans une base orthonormée.
2. Montrer qu'il existe une matrice P inversible telle que P! AP et P~'BP soient toutes deux diagonales.

3. Soit F I'application définie sur .43 (R) par, pour tout X € .43(R) :
F:X— AX-XB.

(a) Montrer que I'application F est un endomorphisme de .43 (R).
(b) Soit U un vecteur colonne propre de A et V un vecteur colonne propre de B. Calculer F (UV).
(c) Fest-elle un automorphisme de .#3(R)?

(d) F est-elle diagonalisable?
> Voir aussi le cas général : DS 5
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N\ Theme : Polyné6mes orthogonaux

> 44 Voir les polynémes de Tchebychev de seconde espéce, EML 2005
Exercice 33. 44
On pose A(x) = x%2—1,B(x) =2x.

1. Une application linéaire
On consideére 'application @ : R[x] — R[x] définie par :

®(P) = AP” + BP'.

(a) Montrer que, pour tout entier n, la restriction, notée ®,, de ® a R, [x], définit un endomorphisme de R, [x].

(b) Montrer brievement que :
1

(P, Q) — (P(x),Q(x)) =f1P(t)Q(t)dt.
définit un produit scalaire sur R[x]. Vérifier que (xP(x), Q(x)) = (P(x), xQ(x)).
2. Une base de vecteurs propres
(a) Soient P et Q deux polyndmes. Déterminer deux polyndmes U et V tels que :

1
(@(P),Q) — (P, 2(Q)) =f (A(OU(n) +A'(1)V(1) dt.

-1

En déduire que pour tout entier n, I'endomorphisme @, est symétrique.

(b) Ecrire la matrice de ®,, : R, [x] — R,[x] dans la base canonique {l,x,‘-- ,x"} et en déduire les valeurs
propres de @,,.

(c) Montrer qu’il existe une base (Py,:--,P,) de R,[x] formée de vecteurs propres de ®,, unitaires tels que
degPy = k pour tout k € [0, n].

(d) Montrer quesi i # k alors (P;,Py) = 0. En déduire que P, est dans I'orthogonal de R,,_; [x].
(e) Expliciter les polynémes Py, Py, P, et P3, puis déterminer leurs racines.

> 444 Reprendre le CB-A pour un autre exemple.
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& Theéme : Polyné6mes de Lagrange et partition g
g de 'unité ,

Exercice 34. ¢4 EDHEC S 2019

Partie 1 : exemple
On note id I'endomorphisme identité de R® et on considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base

canonique est :

1 0 0
A=| -2 3 -2
-1 1 0

1. (a) Déterminer un polyndme annulateur de A qui soit de degré 2 .
(b) En déduire les deux valeurs propres possibles A; et A, de A (avec A; <Ay ).
(c) EnPython,lacommande linalg.matrix_rank (M) delabibliotheque numpy renvoie le rang de la matrice

M. On a saisi
Python a répondu
. import numpy as np
S| A = np.array([[1, O, 0],[-2, 3, -2],[-1,1,011) i) .
g ri=np.linalg.matrix_rank(A-np.eye(3)) 2 >>> # script ezecuted
E r2fnp.linalg.matrix_rank(A—Q*np.eye(3)) g ri= 1 ro= o
print(’ri=’,r1,’r2=’,r2) (&)

Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de f et a la dimension des sous-espaces propres asso-
ciés?

(d) Donner une base de chacun des noyaux Ker (f — A; id) et Ker (f — A2 id). En déduire qu'il existe une base %
dans laquelle la matrice de f est diagonale.

2. (a) Justifier qu’il existe une base (u1, v, v2) de R3, oit (11, v;) est une base de Ker (f -\ id) et (v2) une base de
Ker (f — A2id). On choisira ces vecteurs de fagon que leurs composantes soient des entiers naturels les plus
petits possible, la derniere composante de u, et la premiére de v, étant nulles.

(b) Onnote x = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de R3. Déterminer, en fonction de a, b et ¢ les coordonnées de
x dans la base (u1, v1, v2).
Partie 2 : généralisation
Soit n et p deux entiers naturels tels que n = p = 2, soit E un R - espace vectoriel de dimension 7, et f un endo-
morphisme diagonalisable de E ayant p valeurs propres, A1, Az,...,Ap, deux a deux distinctes. On se propose de
déterminer la décomposition de chaque vecteur x de E sur la somme directe EB?Z1 Ker (f - Axid), ot Id désigne
I'endomorphisme identité de E.

3. Soit % une base de E dans laquelle la matrice de f est une matrice diagonale D.

(a) EnnotantI, la matrice identité de .4/, (R), montrer que :
(D -M1I) D =Azlp)...(D-Ap1,) =04 ®

(b) En déduire un polynéme annulateur de f.

Pour chaque k de [1, p], on définit le polynéme Ly = H?:l i:);\’] .

j#k
4. (a) Endistinguantlescasi=keti# k, calculer L (A;).
(b) Montrer que (Ly,Ly,...,Lp) est une base de R,,_; [X].

(c) Etablir alors que :

p
YPEeR,_1[x], P=) PApLg
k=1

(d) En déduire que Zle Li=1.
5. (a) Montrer que, pour tout x de E, L (f)(x) appartient a Ker (f — AxId), oit L (f)(x) désigne I'image du vecteur
x de E par 'endomorphisme L (f).
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(b) En déduire la décomposition cherchée.

6. Vérifier que cette derniere décomposition redonne celle obtenue pour 'endomorphisme f de la partie 1, sil’'on
choisitn=3,E=R3et p=2.

Exercice 35. ¢+44 Partition de 'identité HEC 2016
Soient k endomorphismes u;, Uy, ..., Uy d'un espace vectoriel E. On dit que u;, uy, ..., Uy constituent une partition
del'identité de E si:
u1+u2+---+uk:idE.

1. Exemple 1.
01 o0
Dans cette question, n=3 et E=R3.SoitA=| 0 0 0 | et fI'endomorphisme de R® de matrice A dans la
0 0 -1

base canonique de RS.
(a) Préciser le spectre de la matrice A et montrer que A n’est pas diagonalisable.
(b) Montrer que le polynome Q € R[x] tel que Q(x) = x> + x? est un polyndme annulateur de A.
(c) Existe-t-il un polynéme de degré 2 annulateur de A?

(d) Trouver deux polyndmes Q; et Q, de R[x] pour lesquels les deux endomorphismes Q; (f) et Q2(f) sont des
projecteurs et constituent une partition de I'identité de R.

2. Exemple 2.
On considére dans cette question un endomorphisme f de E diagonalisable et possédant k valeurs propres
distinctes A1, Ay, ..., Ag. Pour tout i € [[1, k]], on note :

e L;le polyndme de R[x] défini par

X—A;
L= [] ( ’}
T e N A
j#i
* E),(f) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre A; ;
e v; 'endomorphisme de E défini par v; = L; ().

k
(@) Justifier I'égalité E = @EM (f). En déduire que ﬁ (x—A;) est un polyndme annulateur de f.
j=1

i=1
(b) Etablir pour tout i € [[1, k]], U'inclusion : Im (v;) € Ey, (f).
(c) Pourtout j € [[1, k]], calculer la somme: f Li(A j). En déduire que les endomorphismes vy, v, ..., v consti-
i=1
tuent une partition de 'identité de E.

(d) Etablir pour tout i € [[1, k], I'égalité : Im (v;) = E), (f). Identifier I'endomorphisme v;.

3. Soit k endomorphismes u1, uy, ..., u; de E qui constituent une partition de I'identité de E. Pour tout i € [[1, k]],
on note r; le rang de u;.

(a) Etablir les relations: E = Ié Im (u;) etn< éri.
(b) Montrer que les sous-espaces vectoriels Im (1), Im (u2),...,Im (#;) sont en somme directe si et seulement
sion al'égalité n = ié Ti.
(c) Dans cette question, on cherche a montrer I'équivalence des propriétés (1), (2) et (3) suivantes :
W n=xr
(2) Les endomorphismes uy, U, ..., U sont des projecteurs.
(3) Pour tout (i, j) € [[1,k]|?, avec i # j,ona: u;o uj=0gg).

i. En utilisant la trace des matrices de projecteurs, justifier I'implication (2) = (1).

ii. Al'aide de la question 3.b et en écrivant, pour x € E, les vecteurs u; (x), uy(x),..., Ux(x) comme des
sommes de k vecteurs, établir I'implication (1) = (3).

iii. Conclure en établissant une troisieme implication.
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ol Theme : Projection et minimisation par "y
& projection orthogonale I
Exercice 36. 4
On consideére 'endomorphisme f de R® dont la matrice dans la base canonique de R3 est :
1 2 -1 -1
A=-]1 -1 2 -1].
31-1 -1 2
Montrer que f est un projecteur orthogonal dont on précisera les éléments caractéristiques.
Exercice 37. 4
Soit f un endomorphisme d'une espace vectoriel E de dimension finie.
Montrer que f est un projecteur si et seulement si f est diagonalisable et Sp(f) = {0;1}.
Exercice 38. ¢4 d’aprés EDHEC 1999

Pour tout entier naturel n non nul, on considere les fonctions réelles fy, fi,..., f, définies par:
VxeR", fox)=e™™ et Vke{l,2,...,n},VxeR", fi(x)= xke .
On appelle E, I'espace vectoriel engendré par la famille (fo, fi, ..., f4). On note d I'application qui a toute fonction de
E,, associe sa fonction dérivée.
Partie 1

1. Montrer que la famille (fy, fi,..., f) est une base de E,,.
2. (a) Calculer d (fp), puis montrer que: Yk € [[1,nl), d (fi) = kfx-1 — fx-
(b) Montrer que d est un endomorphisme de E;,.
3. (a) Vérifier que d est un automorphisme de E,, (c’est-a-dire un endomorphisme bijectif).

(b) Justifier que:
1 1

e 1)|f1 = Jx

vke (1,7l ( fk) o

(¢) En déduire, pour tout j de [[0, n]], 'expression de d ! (f;) dans la base (fo, fi, ..., fn)-

4. Utiliser la question précédente pour montrer que, pour tout entier naturel j, 'intégrale

+o0 .
I :f xle *dx
0

converge, puis donner sa valeur en fonction de j.

5. Montrer que I'application qui a tout couple (f, g) de E;, associe :

+00
(f.8) :fo fx)gx)e*dx

est un produit scalaire sur E,,.
Pour tout f de E,;, on note désormais || f|| la norme de f.

Partie 2

1. Onpose E,_1 =vect(fo, fi,---» fn-1)-
(a) Rappeler le théoreme qui assure I'existence d'un unique élément % de E,,_; vérifiant :

Ifa=rll= it =gl

) : n1
On pose désormais h = —jgoa i fi-

(b) Pour tout k de [[0, n — 1]], rappeler pourquoi f, — h L f.
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(c) En déduire que pour tout k élément de [[0,n—1]] : nilaj (J+R!+(k+m!=0.
j=0
2. On considere la fonction P définie pour tout x réel par :

P(x)=ap+ nzl aj(x+1)...(x+ )+ x+1(x+2)...(x+n).
j=1
(a) Vérifier que: Vke [[0,n—1]], P(k)=0.
(b) En déduire explicitement P, puis vérifier que P(n) = n!.
3. (a) Montrer que || f,—k||* = (fu— R, fu)-
+00 n-1 2
(b) En déduire la valeur de m = inf fo (x” - ];)(xkxk) e *dx.

(0,1, 0p—1)ER™

Exercice 39. ¢ 44 Loi du khi deux et algébre D'apres l'oral de 'ESCP

1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.
(@) Reconnaitre laloi de X?/2, en déduire laloi de Y = X2.
(b) SoitneN*, (X;);e(1;, une famille de n variables aléatoires indépendantes suivant une loi normale centrée
réduite et Y, = {Xﬁ. Déterminer la loi de Y,, ainsi que son espérance et sa variance sous réserve d’exis-

i=1
tence.

On dit que Y, suit une loi du khi deux a n degrés de liberté.

2. On considére 'endomorphisme f de R® dont la matrice dans la base canonique de R est :

[ 2 -1
A== -1 2 -1
31 -1 -1 2

Montrer que f est un projecteur orthogonal dont on précisera les éléments caractéristiques.

3. Un point M, extrémité d’'un vecteur V, se déplace de facon aléatoire dans I'espace R3.
R3 est muni de sa structure euclidienne canonique et on note || - || la norme associée.
Les coordonnées X;,X»,X3 de M sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi normale
centrée réduite.

(@ Quelle est la loi de la variable aléatoire ||V||??

(b) Soit & le plan d’équation : x; + x, +x3 = 0. On note D la variable aléatoire égale au minimum de la distance
de M au plan &. C’est-a-dire,
D= min [V-V|.
Ve

Vérifier qu'une densité de D est donnée par :

2
VieR, fp(H)= \/;exp(—tZ/Z) 1p+ (D).

(¢) Quelle est, en moyenne, la distance de ce point au plan?
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C 'r\ N e 2 e N o, » <r
Ny Theéme : Variables aléatoires a densité \,’C/
Exercice 40. 44 Inverse du produit de lois uniformes D'apres ESC 2009

Soient U, V deux variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0; 1]. On considérera que, du fait que [U = 0]
et [V =0] sont de probabilité nulle, U(Q) =]0, 1], V(Q2) =10, 1]. On pose

X==InU) et Y=-In(\).

1. Montrer que X(Q) =R* et que la variable X suit une loi exponentielle de parameétre 1.
2. (a) Quelle estlaloide Y?Justifier que X et Y sont indépendantes.

(b) Déterminer une densité f de Z. Vérifier que si x = 0, alors f(x) = xe™*.

(c) Déterminer la fonction de répartition de Z.
3. Onnote T = e”.

(a) Déterminer la fonction de répartition de T et montrer que T est une variable a densité.

(b) En déduire que la fonction i définie sur R par

h(t) = {0 sir<l1

lnt# sit=1

est une densité de la variable aléatoire 5.

4. Ecrire une fonction Python nommée Simu qui simule la variable 1/(UV).
On rappelle que la commande np.random.rand() simule une variable a densité suivant la loi uniforme sur [0, 1],
dont les exécutions successives donnent des variables indépendantes.

5. Commenter le code suivant :

E=[]
for i in range (5000):
E.append (Simu())

x=np.linspace(1,20,100)
y=np.log(x)/x**2
plt.hist(E,bins=np.linspace(0,20,20) ,density=True)

plt.plot(x,y)

plt.show ()

0.200 4

0.175 1

0.150 4

0.125 4

0.100 4

0.075 4

0.050 1

0.025 1

0.000 -
15.0 17.5 20.0
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Theéme : Espérance conditionnelle 3

Exercice 41. <> Rappeler la définition de I'espérance conditionnelle et donner la formule de I'’espérance totale.

Exercice 42. 44 D’apres ESC 2005
Dans tout I'exercice, S désigne un entier naturel non nul fixé. Une urne contient initialement 4S boules indiscernables
au toucher, dont S boules rouges, S boules vertes et 2S boules bleues.

On effectue des tirages successifs d'une boule, au hasard, et avec le protocole suivant :

— silaboule tirée est rouge, on ne la remet pas dans I'urne, mais on remet dans I'urne une boule bleue;
— silaboule tirée est verte, on la remet dans I'urne;
— silaboule tirée est bleue, on ne la remet pas dans 'urne, mais on remet dans I'urne une boule rouge.

On note, pour tout entier naturel n non nul, X,, 1a variable aléatoire égale au nombre de boules rouges présentes
dansl'urne aprés le n-eme tirage, et on note Xy la variable aléatoire certaine égale a S.

1. Déterminer la loi de X;, et calculer son espérance.
2. Déterminer la loi de X, et calculer son espérance.

3. On suppose désormais que 7 est un entier supérieur ou égal a 25, de sorte que
Xn(€2) =10,...,3S}.

(a) Soit ke[1,3S—1].
Quelle est la composition de 'urne une fois I'événement [X,, = k] réalisé?
En déduire la loi de X,,;; conditionnellement a I’événement [X;;, = k].

(b) Montrer que E(X;+1 1 X, =k) = (1 — 2—15) k+ %. Cette formule est-elle encore vraie pour k =0 et k = 3S?
(c) En déduire par la formule de I’espérance totale que E (X;,11) = (l - %) EX,) + %.
4. On note, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2S, u,, = E (X;,).

(@) Donner 'expression de u,, en fonction de n,S et uys.

. 3S
(b) Montrer que lim E(X,) = —.
n—oo 2

5. Ecrire en Python une fonction simul(S,n) qui prend en entrée deux parametres S et n, simule une série de n
tirages dans une urne de 4S boules et retourne le nombre de boules rouges restant dans 'urne a I'issue de ces n
tirages.

Exercice 43. ¢4

1. ¢ Préliminaires
Dans cette question, x désigne un nombre réel strictement compris entre 0 et 1.

(a) Justifier la convergence de la série ¥ x*/k.
k=1

1
(b) Vérifier, pour tout m € N* et tout ¢ €]0, 1], 'égalité : 1—; =—+ Z t~.

X tm
(c) Démontrer que I'intégrale f =7 d? tend vers 0 quand I'entier m tend vers l'infini.
o 1—

(d) En déduire la somme de la série ¥ x*/k.

2. * Application
Soient U;,Uy,...,Uy des variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [0;1] et N une variable
aléatoire de loi géométrique de parametre p indépendante de la suite (U;);¢n. On pose

X = max U;.
1<isN

Calculer I'espérance de X.
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r Theme : Intégrales de Wallis et formule de "
& Stirling o

> 4 Reprendre le sujet 0 de Ecricome, ou le probleme EDHEC 2018.

Exercice 44. ¢4 Une démonstration probabiliste de la formule de Stirling = D'apres HEC maths 2 2017, voie S
Dans tout le probléme :

— toutes les variables aléatoires introduites sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (Q2,A, P);
— onnote 0 un parametre réel.

Pour tout n € N*, soit h,, la fonction définie par :

Vxe[0,1], hpu(x)=((1-xe")".

1
Pour tout n € N*, on pose:I,,:f h,(x)dx.
0

. ef’l n
1. (a) Al'aide du changement de variable u = n(1 — x), montrer que : Vn € N*,I,, = W[ u"e " du.
n 0

2
b
(b) Montrer que pour tout x € [0,1[,ona: x+In(1—-x) < -5

(c) Ense référant a une densité de la loi normale centrée réduite, en déduire que YneN*,0<1I, < /5.

2. Onnote hy, larestriction a I'intervalle ]0, 1[ de la fonction £,,.
On pose pour tout x €]0, 1[:

. nx? x2
hy,(x) = exp (—TH(X)) et gx)=1-x)In(1-x)+x— EX

(a) Montrer que H est prolongeable par continuité en 0. On note encore H la fonction ainsi prolongée.
(b) Montrer que la fonction g est convexe et strictement positive sur ]0, 1[.
(c) En déduire que la fonction H réalise une bijection strictement croissante de [0, 1[ sur [1, +ool.

3. Soit (uy) zen+ Une suite convergente de limite nulle telle que : lirP Upvn=+ooetVneN*0<u,<1.
n—+00

(a) Donner un exemple d'une telle suite (1) ,en=-

(b) Soit (v),en+ la suite définie par : Vn € N*, v, = H(u,). Montrer que la suite (v,),,en+ €St convergente et
préciser sa limite.

. Un 1 un\/m y2
(c) Etablir pour tout n € N*, 'encadrement : I,, = f hp(x)dx = — f exp (— ?) dy.
0 n Jo

(d) Déduire des questions 1.c) et 3.c), un équivalent de I,, lorsque n tend vers +oo.
4. Soit (Ty) ,en une suite de variables aléatoires définies sur (Q, «/, P), mutuellement indépendantes et de méme
loi exponentielle de parametre 1. Pour tout n € N*, on pose : S;, =Ty + Ty + - - - + T.

1
(a) Rappeler laloi suivie par la variable aléatoire S, et montrer que nlilll P([S,<n]) = 5
—+00

Tn+1

NG

(b) Pour tout n € N*, on pose : U, = Montrer que la suite (U,),cN+ converge en probabilité vers la

constante 0.

(c) Endéduire que lim P([S,4; <n]) =
n—+oo

—

5. Montrer que ! ~ n"e™""v2nn (formule de Stirling).
o0

> La partie Il est intéressante sur la somme de loi de Cauchy.
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Théme : Fonctions génératrices 3

Cas des variables aléatoires finies

Pour toute variable aléatoire X finie et a valeurs dans [[0; n]], on définit la fonction polynomiale Gx par

VieR, Gx(t)= ) t*PX=ux).
xeX(Q)

Exercice 45. <> Premiéres propriétés de la fonction génératrice
Soient X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans [[0; r2]].

1. Exprimer I'espérance et la variance de X a I'aide de Gy (1) et Gy(1).
2. Justifier que X et Y ont méme loi si et seulement si elles ont méme fonction génératrice.
3. Fonction génératrice d'une somme et application
(a) Justifier que
VIeR, Gx(£)Gy(#) = Gx+v(1).
(b) Calculer Gx(t) lorsque X — 2B(n; p).
(c) Retrouver le fait que si X, ..., Xy sont de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
indépendantes et qui suivent des lois binomiales %8(n;, p) alors la somme S, = f X; suit encore une loi
binomiale dont on précisera les parametres. -

4. Fonction génératrice d’'une combinaison linéaire
Soit € N*. On considére des variables aléatoires Xj, X, ..., X; indépendantes, a valeurs dans [[0; n]], de fonctions

génératrices Gy, Gy, ..., Gi. Exprimer la fonction génératrice G de 3 A;X; en fonction de G;, Gy, ..., Gi et des
i=1
réels Ay, Ao, ..., Ag.

Exercice 46. 44 Convergence en loi et fonctions génératrices
On considere une suite de variables aléatoires (X;)en et X, définies sur le méme espace probabilisé, a valeurs dans
[[x0, X111 Les fonctions génératrices sont définies sur R par

m m
Gx, (=Y PXp=x1)-t5 et Gx(x)=) PX=xp)- .
k=0 k=0

1. Vérifier que, si (X;) ,en converge en loi vers X, alors :

VxeR, Gx,(x) — Gx(x) ()

2. Lobijectif de la suite, est d’établir la réciproque. On suppose donc que la propriété (e) est vérifiée. On pose de

plus
1 X0 .X'()z vee X(]m
1 X1 x12 e X1 m
A= € Mm+1([R)
1 Xm Xm? . Xy

(a) Notons Cy,Cy,...,Cy, les m+1 colonnes de A. Justifier que les colonnes de A forment une famille libre, en
déduire I'inversibilité de A.
(b) Soit k € [[0; m]]. En déduire que la suite (P (X, = k)) ey converge. Notons £, la limite.

(c) Montrer que les réels (€)g<r<m sont les coefficients d'une loi de probabilité, et en déduire que la suite de
variables aléatoires (X;;) ,en converge en loi.

3. * Application.
On dispose d’'une infinité de boites By, By, ...,B,, ...
Dans B, il y a des boules blanches en proportion p,, et des boules noires en proportion g, = 1— p,. On effectue
successivement dans chacune de ces boites m tirages avec remise, m € N*.
Soit X;;, le nombre de boules blanches tirées dans la boite B,,.
Donner une condition nécessaire et suffisante de convergence en loi de la suite (X;;) ,en+, €t reconnaitre la loi
limite, lorsque cette condition est remplie.
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Exercice 47. 444 Un exemple de processus de type Galton-Watson
Une cellule se reproduit ainsi : elle donne deux cellules-filles avec probabilité p, et aucune descendante avec proba-
bilité g = 1 — p. Elle meurt ensuite. On suppose p > q.
On part d'une seule cellule et on cherche a déterminer si la population va s’éteindre ou non. On suppose que les com-
portements des descendances sont mutuellement indépendants et on note, pour n € N, X;,, la variable aléatoire égale
au nombre de cellules a la n-ieme génération.

1. Expliciter I'ensemble des valeurs prises par X, noté X, (Q).

2. Montrer que Px,=;) X1 =2k) =

Ilc)pk-qi_k, oit k € [[1; ].
3. Soit G, la fonction génératrice de X,,, c’est-a-dire la fonction définie par :

VxeR, Gpx)= Y P(X,=j)-x/.
JEXn ()

(a) En appliquant convenablement la formule des probabilités totales, montrer que :
VXER, Gps1(x)=Gy(g+p-x2).

(b) Calculer G; (x) pour tout x € R, et en déduire que G,+1(x) =g+ p -Gy (x)2.

4. Soit m =min(1; q/p). Etudier la suite u = (,,) nen+ par
urelo;ml et YneN*, upi1=qg+pu,’.

5. Soit T, la variable aléatoire égale a 1 lorsque la population est éteinte et a 0 sinon. Justifier que la suite (T},) sen+
converge en loi vers une variable de Bernoulli dont on précisera le parametre.

Cas des variables aléatoires dénombrables

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N. On pose :

+00
vie[-1,1], Gx(0=) t*PX=k).
k=0

Exercice 48. 4 Définition et exemple

1. Soit t € [-1,1]. Montrer que la série qui définit Gx(#) est absolument convergente, puis exprimer Gx(t) a 'aide
de I'espérance d’'une variable aléatoire.
2. (a) Onsuppose que X suit la loi de Poisson £2(A). Calculer Gx(¢) pour tout ¢t € [—1,1].

(b) Vérifier que pour tout ke N, PX=k) = —a

Cette derniere égalité est un fait général.

Exercice 49. 44 Lien entre la fonction génératrice et 'espérance
1. (a) Exprimer Gx(#) comme espérance d'une variable aléatoire.

(b) Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes prenant leurs valeurs dans N, alors
Vie[-1,11, Gxiy(#) =Gx(8)-Gy(1).

2. (a) Onposepourtout keN, te[0,1]

Gx (1) - Gx(1)

pr=PX=k) et H()= 1

Montrer que
+00

H(H =), pk(1+t+ f2+---+tk‘1),
k=1

En déduire que la fonction H est croissante sur [0, 1[.

(b) On suppose que X admet une espérance. Prouver que

Vtel[0,1[, H(r) <EX).
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(c) En déduire que Gx est dérivable a gauche en 1. Quelle relation existe-t-il entre E(X) et la dérivée a gauche
deGxenl?

(d) On suppose maintenant que Gx est dérivable a gauche en 1. Prouver que

n
VneN*, kpi < (G (1).
k=1
En déduire que X posséde une espérance. Quelle relation entre (Gx)fg (1) et E(X) peut-on en déduire?
(e) Conclure en donnant le lien entre Gx et E(X).

3. Dans chacun des cas suivants, déterminer la fonction génératrice de la variable aléatoire X, et retrouver ainsi la
valeur de E(X) et celle de V(X).

(a) Xsuitlaloi géométrique de parametre p.

(b) Xsuitlaloi de Poisson de parametre A.

Exercice 50. 444 Identités de Wald et sommes aléatoires de variables aléatoires
Soient X et (X;;) ,en+ Une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, a valeurs dans N, de méme loi
et admettant une espérance. Soit N, une nouvelle variable aléatoire a valeurs dans N, indépendante de X, pour tout
neN* et admettant aussi une espérance. On pose pour tout ® € Q

{ X1 (W) + -+ XN () siN(w) =1
S(w) =
0 si N(w) =0.

On admet que S est une variable aléatoire.

1. » Espérance de S : une formule, deux approches.
(@) Soit neNtel que P(N = n) # 0. Justifier 'existence et calculer 'espérance E(SI IN= n]).
(b) En déduire I'existence de 'espérance de S et I'égalité E(S) = E (X) - E(N).
2. (a) Justifier que pour tout t € [-1;1]
Gs(1) = Gn(Gx (D).
On pourra admettre que l'on peut intervertir les sommes doubles.

(b) En admettant que dans le cas d’absolue convergence, I'espérance de la variable X est donnée par G (1),
retrouver le résultat de la question 1.(b).

3. e Variance
On suppose maintenant que les variables X; admette un moment d’ordre 2. Justifier que

E((S-NECO)) = BN V().

> Pour les variables aléatoires a densité, on pourra consulter le DS 2* avec les fonctions génératrices
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A Theme : Min/Max et statistiques d’ordre 3

Exercice 51. 4 Convergence en loi et Loi de Gumbel
Soit V une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 1. On pose W= —InV.

1. Justifier que W est une variable a densité et donner une densité.

On dit que W suit la loi de Gumbel.

On désigne par n un entier naturel non nul et par Xj, ..., X,, des variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé, indépendantes et suivant une loi £(1).

On consideére la variable aléatoire Y,, définie par Y,, = max (X, X, ..., Xy).

2. Donner I'expression Fy,, (f) ou Fy, estla fonction de répartition de Y,,. Vérifier que Y, est une variable a densité
et donner une densité fy, de Y.

+00
3. (&) Justifier que I'intégrale f (1-Fy, (1)) dt est convergente.
0

(b) Etablir I'égalité suivante :

X

X
YxeR", f (1-Fy, (1) dt = x(1-Fy,(x)) +f tfy, (1) dt.
0 0
(c) Montrer que x (1 - Fy, (x)) o 0. En déduire que Y, posséde une espérance et prouver 1'égalité :
—+00

+00
E(Y,) =f (1-Fy, () dt.
0

t

4. (a) Montrer, grace au changement de variable u=1-e™*,quel'ona:

x l—e™* ] _yn
VxeRy, f (1-Fy,(0) dtzf du.
0 0 1-u
x no(]— e—x)k
(b) En déduire que f (1-Fy,(n)dt= Z Er— puis exprimer E (Y,;) sous forme de somme.
0 k=1

5. OnposeZ, =Y, —Inn.
On rappelle que dans la librairie numpy.random importée sous rd, se trouve la commande rd.exponential(a,n)
renvoie n simulations d'une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre %

(a) Ecrire une fonction SimuG qui simule une variable aléatoire suivant une loi de Gumbel.
(b) Ecrire une seconde une fonction SimuZ qui prend en argument 7 et simule la variable Z,,.

(c) Voici un premier script

echG=[]

echZ=[]

for i in range (5000):
g=SimuG ()
z=8imuZ (n)
echG.append(g)
echZ.append(z)

Editeur

x=np.linspace (0,7,30)

plt.subplot (211) # permet de séparer les graphes
plt.title(’n=10000’)

plt.hist (echG,bins=x,density=True)

plt.subplot (212)

plt.hist (echZ,bins=x,density=True)

plt.show ()

et les réponses pour plusieurs valeurs de n.
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n=100

w
-
~

n=10
) 1 2 3 4
0 1 2 3 a

6 7
5 6 7 6 7
n=1000 n=10000
) 1 2 3 a 5 6 7 6 7
) 1 2 3 a 5 6 7 6 7
Quelle conjecture peut-on émettre quant au comportement de la suite des variables aléatoires (Z,,).
6. On note Fz, la fonction de répartition de Z,,.
(a) Justifier que, pour toutréel x, on a: Fz,(x) = Fy, (x +1nn).
e—x
(b) Montrer que, pour toutréel x,ona: lim nln (1 - —) =—e .
n—+oo n
(c) Démontrer le résultat conjecturé a la question 5.(c).
Exercice 52. 444 Quelques propriétés des statistiques d’ordre Partie I de maths 11 2011

Toutes les variables aléatoires qui apparaissent dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé (Q, <7, P).

Dans tout le probléme, on considére une variable aléatoire X de fonction de répartition Fx et admettant une den-
sité fx. Les solutions éventuelles de I’équation Fx(x) = % s’appellent les médianes théoriques de X. Pour n entier de
N*, on considere un n-échantillon (X,Xp,...,X,) i.i.d (indépendant, identiquement distribuéEI] de la loi de X et on
définit la variable aléatoire : .

X = 1 > Xk,
n =1
qui est la moyenne empirique de I'échantillon (Xj,...,X,).
On admet!’existence de variables aléatoires a densité Y1,Y>,..., Y, telles que, pour tout w de Q, les réels Y1 (w), Y2 (w), ..., Y, (w)
constituent un réarrangement par ordre croissant des réels X; (w),Xo (w), ..., X, (w), de telle sorte que, pour tout w de
Q:
Yi(w) sY(w) < <Yu(w).

En particulier, Y; = min (X;,Xp,...,X;) et Y, = max(X;,Xo,...,X,). Plus généralement, pour tout k de [1, n], il existe
une fonction Y définie et continue sur R” a valeurs réelles, telle que Yy = vy (X1,Xo, ..., Xp).

Si n est un entier impair (n = 2€ + 1, avec £ € N), alors la variable aléatoire Yy, est appelée la médiane empirique de
I’échantillon (X;,Xy,...,X},).

2. C'est-a-dire, de méme loi.
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Pour tout réel x et tout entier k de [1, n], on note J(x) la variable aléatoire de Bernoulli définie par

1 si [Xj < x] estréalisé
Je(x) =

0 si [Xj > x] estréalisé.

On pose S, (x) = éllk(x)-

1. (a) Montrer que les fonctions fy, et fy, définies pour tout x réel par :
fr (0 =n0-Fx)" () et fir, (0 =nEx)" )

sont des densités de Y; et Y, respectivement.
(b) Quelle estlaloi de probabilité de la variable aléatoire S, (x) ?
(c) Justifier I'égalité entre événements suivante : [Yi < x] = [S,(x) = k].

(d) Etablir la relation : pour tout x réel, Fy, (x) = 5 (%) (Fx(0)’ (1-Fx(x)" .
=k

(e) En déduire que pour tout k de [[1, n]], la fonction fy, définie pour tout x réel par

n

fr,(x) = k(k

)(Fx(x))’” (1-Fx(0)" " K
est une densité de Y.

(f) Montrer que si X admet un moment d’ordre r (r € N*), alors pour tout k de [1, n],Y; admet un moment
d’ordre r.

* Exemple.
Dans les questions 2 a 4, on suppose que la fonction de répartition Fx est donnée par

1-L six=1
Fx(x) = Ve oo
0 six<l1

2. (a) Tracer la courbe représentative de Fx dans le plan rapporté a un repeére orthonormé. Préciser la demi-
tangente a droite au point d’abscisse x = 1.
Justifier que X est une variable aléatoire a densité et préciser une densité fx de X.

(b) Montrer que X n’admet aucun moment.
(c) Etablir I'unicité de la médiane théorique M de X. Calculer M.

(d) Expliciter, pour tout k de [1, n] et pour tout x réel I'expression fy, (x) d’'une densité de Y. En déduire un
équivalent de fy, (x) lorsque x tend vers +oo.

3. On suppose dans cette question que n = 3.

(a) Montrer que pour tout k de [1, 7 — 2], Y admet une espérance.

L

(b) En justifiant 'emploi du changement de variable ¢ = NeL

établir pour tout k de [1, n—2] la formule :
n| (k2 k-1

E(Yy) =k f t" A-n*"dr
k|Jo

(c) Pour tout couple (r,s) de (N*)?, on pose :

1
Imzf 7t a - tde.
0

(r=Dl(s—-1!
Montrer que pour tout couple (r, s) de (N* 2, ona: I,j=——.
que p ple (r,s) de (N") Y
(d) En déduire I'expression de E (Y) pour tout k de [1,n —2].
(e) On suppose que n est impair et supérieur ou égal 5, et on pose n = 2¢ + 1. Justifier la définition de la
médiane empirique Yyp,; d'un échantillon, et établir 'égalité E (Yy,,) =4 + 2—%' Commenter

1 Y,
4. On pose pour tout nde N*, Z,, = —zmax(Xl,Xg,...,Xn) = —Z
n n

(a) Calculer pour tout x réel, Fz, (x).
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Editeur

(b) On définit la fonction ¢z par:

() = {exp (—%) s? x>0
0 six<0.
Montrer que ¢z est la fonction de répartition d'une variable aléatoire Z a densité.
(c) Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,) ,en+ converge en loi vers Z.
5. ¢ Simulation
(a) Vérifier que Fx définit une bijection de [1; +oo[ dans [0; 1[. Soit G, la bijection réciproque.

(b) Soit U, une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur ]0; 1[. En considérant la variable G(U), donner un
programme qui permet de simuler la variable X. En déduire un programme SimuZ qui prend en argument
n et simule la variable Z,,.

(c) Commenter le code et résultats suivants (pour n =2, n =5, n = 20).

def Mystere(mn):
m=2000
Ech=np.zeros (m)
for i in range(m):
Ech[i]l=simuZ(n)
plt.hist (Ech,bins=np.linspace(0,10,20) ,density=True)
x=np.linspace(0,10,100)
y=(x)**(-3/2)*np.exp(-1/np.sqrt(x))/2
plt.plot(x,y)
plt.show ()

0.7
0.6
0.6

Pour une version plus abordable, on pourra consulter l'exercice 2 : HEC MATHS III 2002 voie E
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3 f \ ° r
N Theme : Processus de Poisson 45

| o _
Exercice 53. 444 D’apres ESSEC 2010, voie E

o PréliminairesE|
0.(a) Soit x € R*. Donner la limite de |nx]/n lorsque n tend vers +oo.
0.(b) Soient }_ ay, Y b,, deux séries absolument convergentes

i. Justifier que pour tout x € [-1,1], les séries ) a,x" et Y. b,x" sont absolument convergentes (avec la
convention que 0° = 1). On pose

+00 +00
f=Y arx* et g =Y bext.
k=0 k=0

k N+l)

s 2. N
ii. Vérifier que pour neN, f(x) = ¥ apx®+ o0p(x
k=0
iii. En déduire que si f = g alors, pour tout k€N, ay = by.

On consideére un systeme dont le fonctionnement est défini comme suit : pour tout réel ¢ positif, la variable aléa-
toire N; a valeurs entieres représente le nombre de pannes qui se produisent dans I'intervalle [0, #]. On considere que
le systeme est réparé immédiatement aprées chaque panne.

On notera en particulier que pour s < t,ona Ny < Nj.
On suppose qu’on a les quatre propriétés suivantes :

— Np=0et0<P(N;=0) <1 pour tout ¢ > 0.

— Pour tous réels fy, 1,..., I telsque 0 < £ < £1 <... < t, les variables N;,N;, — Ny, Ng,— Nyy,..., Ny, =Ny, sont
mutuellement indépendantes (accroissements indépendants)

— Pour tous réels s et t tels que 0 < s < £,N; — N suit la méme loi que N;_; (accroissements stationnaires)

P(IN,>1
— Onalalimite lim L =0
h—0,h>0 h

On pose, sous réserve d’existence, pour tout u = 0 et pour tout s dans [0, 1], G,(s) =E (sN”), avec la convention 0° = 1.

1. (a) Justifier que pour tout u = 0, G, (s) existe pour tout s dans [0, 1] et qu’on a, pour tout s dans [0, 1],

+00
Gu(s)= Y P(N, = k) s.
k=0

(b) Montrer par ailleurs que, pour tous réels u et v positifs ou nuls, et pour tout réel stelque0<s<1,ona
Gutv(8) = Gu(8)Gy($).

2. Onfixe stelque0<s<1.

(a) Montrer que Gp(s) > 0.
On pose 0(s) = —In Gy (s) et, pour u = 0,y (1) = G, ().

(b) Montrer que (k) = e~ ko(s) pour tout k € N.

_1
(c) Soit g un entier naturel non nul. En considérant G (s), montrer que (%) =e 4 em.
q

(d) Montrer que si p est entier naturel et g un entier naturel non nul, ona y(r) = e~ 0() o110n a posé r = %.

(e) Montrer que pour tout réel positif u, G, (s) = e~ ub(s)

Gp(s)—1
(f) En déduire que pour tout s€ [0,1], lim Gn$) -1
h—0,h>0 h

3. Montrer par ailleurs que pour tout s € [0, 1],

=-0(s).

+00
Gp(s)=1=PN,=1)(s—1)+ ZP(thk)(sk—l).
k=2

3. Cette partie préliminaire n’était pas présente dans le sujet original.
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TP, =k)(sk-1)
4. Montrer que pour tout s€ [0,1], lim =2 =0

h—0,h>0 h
P(N,=1
5. (a) Endéduire qu'ilexiste x=0telquea= lim L)
h—0,h>0 h

(b) En considérant G, (0), montrer que o > 0.

et que pour pour tout s € [0,1], 8(s) =a(l—s).

6. (a) On fixe un temps u > 0. Montrer que pour tout s € [0, 1],

+oo B ((xu)k
Gu(s) — Z (XltT Sk
k=0 :

(b) Déduire que pour tout u > 0, la variable aléatoire N,, suit la loi de Poisson de parametre au.

Une famille de variables aléatoires ayant les mémes caractéristiques que la famille (N;) ;> est un processus
de Poisson et la constante a s’appelle le parametre du processus de Poisson.

7. Soit T la variable aléatoire désignant la date de la premiére panne. Soit ¢ > 0. Comparer les événements [T > ¢]
et [N; = 0]. En déduire que T suit la loi exponentielle de parametre «.

8. Pour ¢ positif fixé, on pose pour h réel positif, N, = Nz j, — N;.
(@) Montrer que Ny, est la variable aléatoire qui représente le nombre de pannes survenues dans I'intervalle
de temps 1¢, ¢ + hj.
(b) Montrer que la famille (Nh) =0 €St un processus de Poisson de parameétre a.

(c) En déduire que la premiere panne survenant apres la date ¢ se produit a une date suivant la loi exponen-
tielle de parametre a.

(d) (ADMIS) En déduire que le processus de Poisson a la propriété que, pour chaque date ¢ donnée, le taux de
défaillance du systéme apres ¢ est constant.
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e . ot
AN Theme : Entropie ‘g
J
1‘ -
Exercice 54. 444 Viade l'optimisation sous contrainte oraux escp

Soit h la fonction définie sur [0, 1] par:

Inx
h(x) ={ i sivelo)
1. Soit n un entier naturel tel que n = 2.
(@) Soit® = {(pl,...,pn_l) € ([R{i)"fl 1—p1——pp_1> 0}. Pour (pi,..., pn-1) €0, on pose
n-1
hn((m,--.,pn—l))=h(l—pl—‘--—pn-1)+glh(pk)

Montrer que @ est un ouvert de R”~!. Montrer que h,, admet au plus un extremum sur &.

(b) Soit (p1,..., Pr-1, pn) €10,1]" tel que ¥ pi = 1. Montrer que 3 h(pk) <Inn.
k=1 k=1
(c) Soit X une variable aléatoire telle que X(Q2) = {x1,...,X,}. Onpose HX) = ¥ h(PX=x)).
xeX(Q)
Montrer que HX) < 11?1—2’ Quand a-t-on égalité?
2. SoitY une variable aléatoire suivant laloi géométrique de parametre p €]0, 1]. On note py = P(Y = k) et m = E(Y).

(a) Montrer que H(Y) existe et déterminer sa valeur.

(b) Soit X une variable aléatoire telle que X(Q2) = N*, E(X) = m et H(X) existe. On suppose que pour tout k € N*,
gr=PX=1Kk) >0.
Montrer que pour tout k € N*, In (px) —In(g) < % — 1. En déduire que H(X) < H(Y).

>> Reprendre le DM 4 pour une étude plus compléte de U'entropie
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Theme : Simulations des lois

Exercice 55. 4 Lois de Pareto

Soient a et b deux réels strictement positifs. On définit la fonction f sur R par:

Editeur

0 six>b
six=b

rix—{

a
axa+1

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

D’apres EMLyon Voie E 2020

On dit qu’'une variable aléatoire suit la loi de Pareto de parametres a et b lorsqu’elle admet pour densité la
fonction f. Dans toute la suite de I'exercice, on considére une variable aléatoire X suivant la loi de Pareto de

parametres a et b.
2. Déterminer la fonction de répartition de X.

1
3. (a) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1[. Montrer que la variable aléatoire bU™ « suit

laloi de Pareto de parametres a et b.

(b) En déduire une fonction Python d’en-téte function X = pareto (a, b) qui prend en arguments deux
réels a et b strictement positifs et qui renvoie une simulation de la variable aléatoire X.

import numpy as np

def pareto(a,b):
u=np.random.rand ()

return bxux*x(-1/a)

3.(c) On considere la fonction Python ci-dessous. Que contient la liste L renvoyée par la fonction mystere 2

Editeur

Editeur

def mystere(a,b):

L=[]

for p in range(2,7):
S=0
for k in range (1,10%*p):

S+=pareto(a,b)

L.append (round (S/10**p,5))

return L

>>> mystere(2,1)

[1.86379, 1.96188, 2.03994, 1.97986, 1.99862]

>>> mystere (3,2)

[3.01753, 3.08953, 2.98778, 2.99568, 2.99862]

>>> mystere (1,4)

[70.81249, 27.58769, 52.00457, 79.28056, 54.68078]
>>> mystere (1,4)

[29.62632, 45.92403, 50.88489, 79.99194, 58.12864]

4.(a) Montrer que X admet une espérance si et seulement si a > 1 et que, dans ce cas :

ab
EX) = .
a—1

4.(b) Montrer que X admet une variance si et seulement si a > 2 et que, dans ce cas :

ab?

V= e

42

On exécute la fonction précédente avec différentes valeurs de a et de b. Comment interpréter les résultats obtenus?



Exercice 56. 44 D'apres la partie 3 de ESSEC 2014 E
Dans tout le sujet, I =]a, b[ est un intervalle ouvert non vide de R, ou a et b sont réels ou infinis. On dit qu'une densité
de probabilité f vérifie '’hypothese CSP(I) lorsque f est:

— continue sur I,
— strictement positive sur I,
— nulle en dehors de 1.

On écrira alors simplement : f est CSP(I).

La plupart des langages informatiques possedent un générateur de nombres aléatoires. En Python par exemple,
on dispose de I'instruction np.random.rand() de la bibliothéque numpy (alias np). Ces générateurs produisent une
suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur ]0, 1[.

On propose dans la suite deux méthodes permettant de simuler des lois continues quelconques en utilisant ces géné-
rateurs aléatoires.

Jusqu’a la fin du probléme : on note Z une variable aléatoire continue a valeurs dans I, de fonction de répartition G et
admettant une densité g qui est CSP(I).

a- Simulation par la méthode d’inversion

1. (a) OnnoteHlarestriction de G a I. Montrer que H réalise une bijection de I sur ]0, 1[. On note H™! la bijection
réciproque. Dresser le tableau de variations de H!.

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0,1[. On pose X = H™! (U), et on note F la fonction
de répartition de X.

(b) Montrer que pour tout x dans I, F(x) = G(x).
(c) En déduire que X suit la méme loi que Z.

2. Simulation de lois exponentielles.
On suppose dans cette question que Z suit la loi exponentielle de parameétre A > 0.

(a) Expliciter 'intervalle I et les fonctions g, G et H™ 1.
(b) Ecrire une fonction Python d’en-téte def expo(lambda) : qui simule la loi exponentielle.

3. Simulation de la loi de Laplace.
On cherche dans cette question a simuler une variable aléatoire de densité g donnée par :

—lx|

1
VxeR, g = Ee (densité de Laplace).

Soit Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre 1.
Soit V une variable aléatoire indépendante de Y suivant la loi uniforme sur {-1, 1}, ce qui signifie P([V = —1]) =
P([V=1]) = . On pose X = VY.

(a) Vérifier que g est une densité de probabilité qui est CSP(R).
(b) Etablir:
—  pour tout x >0, P([X > x]) = 2P([Y > x]);
— pourtoutx<0,P([X<x]) = %P([Y; —x]).
(c) En déduire une expression de la fonction de répartition de X.
(d) Conclure que X est une variable aléatoire continue admettant g comme densité.

(e) Ecrire une fonction Python qui simule la loi de Laplace.

b- Simulation par la méthode du rejet

Dans la méthode dite du rejet, pour simuler la loi de Z de densité g, on commence par déterminer une loi de
probabilité que I'on sait simuler, de densité f qui est CSP(I), et qui vérifie : il existe une constante ¢ > 0 telle que
Vxel, gx) <cf(x).

4. Montrer qu’il existe une fonction h continue sur I et a valeurs dans [0,1] telle que, pour tout x € I,g(x) =
¢f(x)h(x) On considere alors :

— une suite de variables aléatoires (Uy)en+ qui suivent la loi uniforme sur 10, 11.
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Editeur

— une suite de variables aléatoires (Xi)ren+ @ valeurs dans ]a, b[, ayant toutes la méme loi de densité de
probabilité f et de fonction de répartition F.

On suppose de plus que pour tout entier n = 1, les variables Xy, ...,X,,U;,..., U, sont mutuellement indépen-

dantes.

On définit N la variable aléatoire prenant comme valeur le premier indice k vérifiant Uy < h (Xg).

ADMIS. En utilisant la partie 1, prouver 1'égalité, pour tout k € N*, P ([Uy < h (Xg)]) = %

En déduire que N suit une loi géométrique dont on précisera le parametre, I'espérance et la variance.

On définit la variable aléatoire X comme étant la valeur de Xy, c’est-a-dire la valeur de Xj pour le premier indice
k vérifiant U < h (X).

6. Soit x e l.

7.
8.

def

(a) Soit n € N*. Exprimer I'événement [X < x] N [N = n] a partir des événements [X, < x]n [U, < h(X,)] et
[Ug > hXg)] pour k€ [1,n—1].
(b) (ADMIS). En utilisant la question 3.(b), montrer que pour tout n € N* :

P(X,<xIn[Up<hXy))) = %G(x).

(c¢) En déduire P([X < x]n [N = n]) en fonction de c¢ et de G(x).
(d) Montrer finalement : P([X < x]) = G(x).

Conclure.

Simulation de la loi normale.
Dans cette question, Z suit la loi normale centrée et réduite, donc I =R.

Soit f la densité de Laplace (question 3), définie par Vx e R, f(x) = %e"x‘.

(a) Donner une densité g de Z qui est CSP(R).

(b) Etudier les variations sur [0, +oo| de la fonction a: x — ex‘%.

(c) Expliciter une constante ¢ > 0 telle que, pour tout x = 0: g(x) < %e’x .

(d) En déduire que pour tout x réel, g(x) < cf(x).

(e) Expliquer alors comment mettre en place la méthode du rejet pour simuler la loi normale centrée et ré-
duite. On explicitera en particulier la fonction & introduite a la question 4.

(f) Compléter la fonction Python suivante pour qu’elle simule la loi normale centrée réduite :
simulnormaleCR () :
while

x=laplace ()
u=np.random.rand ()

return normale=

(g) Comment simuler une loi normale A (|, 02)?

Exercice 57. 4
On considere X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 1 etpour ne N, Y, = lJr;—)an On dispose d'une
fonction simulY qui prend en argument deux entiers n et m, et qui renvoie une m simulations de la réalisation de Y,.

Que fait le programme suivant?

import numpy as np
n=int (input (’Entrer la valeur de n ’))
print (np.mean(simulY(n, 1000)))
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11 Théme : Python 'Ly

Exercice 58. < Deux programmes de premiére année
1. Ecrire un programme qui prend en argument une fonction f, un entier naturel non nul » et deux réels a, b (avec
a < b) etrenvoie la somme de Riemann d’ordre de f :

b-an-l b-a
Sn(f)zTI;)f(a+k - )

2. Donner une approximation de /2 par 'algorithme de dichotomie 2 10~° prés.

Exercice 59. 44
La série ). % est convergente. Ecrire un programme qui calcule les termes successifs de la suite (S,,) ,en+ des sommes

partielles de cette série jusqu’a ce que S,, —S;-; < 10719 et renvoie le dernier S, calculé.

Exercice 60. 44 Polynoémes de Lagrange
Soit n € N* et (xg, X1,...,X,), n+ 1 nombres réels distincts deux a deux.

Pour k € [[0, n]l, on définit la fonction polynéme L par

X—Xj
VieR, Lix= [] L.
o<j<n Xk~ Xj

#k

1. Ecrire une fonction Lagrange(X,k,x) qui prend en entrée une matrice ligne X= [xg, X1, ..., X,], un entier k € [[0; nl|
et un réel x, puis renvoie le nombre Ly (x).
2. Tracer sur l'intervalle [-3, 3] chacune des courbes des polynémes L correspondant a X=[-2,-1,0,1,2]

import numpy as np
U=rd.random (100000)
V=np.1ln (1+U**2)

I=

Exercice 61. 4

Compléter le script ci-contre pour qu'il calcule et af-
fiche, a’aide de la méthode de Monte-Carlo, une va-
leur approchée de l'intégrale f; In(1+ %) dz:

Editeur

Exercice 62. 4
On considere X, Y deux variables de Poisson indépendantes de parametre A € R}

1. Ecrire une fonction d’en-téte def estime(Lambda) : qui, prenant en argument un réel Lambda strictement po-
sitif, simule un grand nombre de fois les variables aléatoires X et Y, et renvoie une estimation de P([X =Y]).
Rappel. La commande np.random.poisson(mu,n) renvoie un tableau de nombres de taille n dont chaque coeffi-

cient suit une loi de Poisson d’espérance mu.
2. Adapter le programme pour X et Y suivant une loi géométrique de parametre p (vérifier par un calcul théorique

le résultat obtenu).

Exercice 63. <>
Soit X — 2 (]0;1]) et Y = —In(X)

1. DonnerlaloideY.

2. Quelle est la loi simulée par le programme ci-
contre?

def simulation(n): # n est un entier > 1
u=np.random.rand (n)
p=np.prod(u) # effectue le produit
des coefficients de wu
return -np.log(p)

Editeur

Exercice 64. 44 Pile-Pile d'apres Ecricome 2021 E

On lance indéfiniment une piece équilibrée. On s'intéresse au rang du lancer auquel on obtient pour la premiere fois
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Editeur

deux «Pile» consécutifs. On modélise cette expérience aléatoire par un espace probabilisé (Q, <7, P). On note alors X
la variable aléatoire égale au rang du lancer ou, pour la premiere fois, on obtient deux «Pile» consécutifs. Si on obtient
jamais deux «Pile» consécutifs, on conviendra que X vaut —1. Par exemple, si on obtient dans cet ordre : Pile, Face,

Face, Pile, Pile, Pile, Face,... alors X prend la valeur 5.
1. Recopier et compléter la fonction Python ci-dessous afin qu’elle simule les lancers de la piéce jusqu’a 'obtention
de deux «Pile» consécutifs, et qu’elle renvoie le nombre de lancers effectués.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def simulationX():
tirs=0
pile=0
while pile :
if np.random.rand()<1/2:
pile=
else
pile=
tirs=
return tirs

2. Ecrire une fonction Python d’en-téte moyenne (n) qui simule n fois I'expérience ci-dessus et renvoie la moyenne
des résultats obtenus.

14

12
3 On calcule moyenne (n) pour chaque entier n de
[1,200], et on trace les résultats obtenus dans le
graphe ci-contre.
Que pouvez-vous conjecturer sur la variable aléa- .
toire X?

10

Exercice 65. 44 Suites adjacentes
On considére le programme suivant :

Ci-dessous, le résultat obtenu :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

n=30 11

x=np.arange (1,n+1) 104 *

y=np.zeros(n)

eps=1

for i in range(mn): . *
ylil=eps/(i+1) ‘ .,
eps=eps*(-1) 07 P

z=np.cumsunm (y) o L *

0.9

Editeur

plt.axis ([0, 30, 0.35, 1.1]) o5l
plt.plot(x,z,’*’)

plt.show () 0.4

1. Préciser le contenu des variables y et z apres 'exécution du programme.
2. Ce graphe suggere que deux suites sont adjacentes. Lesquelles?

3. Démontrer cette conjecture.
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Notes personnelles

GINEN THE PACE OF
TECHNOLOGY, T PROPOSE
WE LEAVE MATH To THE
MACHINES AND GO PLAY
QUTSIDE,

CALVIN ET HOBBES
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