CHAPITRE ].

Révisions en analyse

Do not worry too much
about your difficulties in mathematics, I
can assure you that mine are still greater.

— Suites et séries

ALBERT EINSTEIN

Exercice 1. ¢ & Discuter en fonction de o € R la convergence de la série

cos(l/n)™

1 2n
eln(n+666)—ln(n) 1- =
sin(mt/n) n

7-n%

Exercice 2. ¢4

Soient x un nombre réel strictement positif et (u,) la suite réelle ainsi définie :

Ug = X, VneN up.=

1. Montrer que, pour 1 € N*, u,, = 1.
2. a) Montrer que la suite (¢,),>; est monotone et convergente.

b) & Déterminer la limite de cette suite.

3. On suppose maintenant que x # 1 et on considére la série de terme général v,

a) & Ftudier la limite lorsque 7 tend vers +oo de vy,41/ V.
b) & Que peut-on conclure pour la série de terme général v, ?
¢) & Endéduire que la suite (P,) ,en €St convergente olt

n
VneN, P,= H Up.
k=0

> Solution p.[g]

d’apres EMlyon

> Solution p.



n Intégrales et intégrales généralisées

Exercice 3. 44 d'apres Ecricome

On considere la fonction f définie sur I'intervalle I = [0, %] par: f(x) = COIS ~ ainsi que la suite réelle (I,,) ,en suivante :

* % n
Ip=— et VneN", I,,=f [f(x)]"dx.
0

A - Etude de la bijection réciproque de f

1. Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle ] que I'on précisera. On note f~! la bijection réci-
proque.
2. Donner sur le méme graphique I'allure des courbes représentatives de f et de f~!.

3. & Justifier que:

PN O P
vxe],  cos(f (x))—x et sin(f'(x)=4/1 ox

4. & Montrer que f~! est dérivable sur J\{1} et :

/ 1
vxeJ\{1}, N ()= ——.
() o

5. & En déduire le développement limité en v2 de f~! al'ordre 1.
B - Ftude de la suite d’intégrales

1. & Justifier que la suite (I,;) ,en+ st bien définie. Calculer I.

2. Déterminerlesréels aet b, telsque: Vi e R\ {-1,1}, = + .

1-2 1-t 1+t
3. & En posant ¢ = sin x, déterminer I;.
4. & Déterminer le sens de variation de la suite (I,) ,;epg«-
5. a) & Montrer que:

i 1 1 1
VneN\ {01},  I,> ——dxz 5 ——.
§-o cOs(x)” n cos(%—#)

b) & En déduire le comportement de la suite (I,,) ,en+ lorsque n tend vers +oo.
6. & Montrer que :
V2" n
—_—+ n-
n+l n+1

VneN, I =
> Solution p.[]

Exercice 4. 444 d’apres EDHEC
Dans la suite, a désigne un nombre réel fixé supérieur ou égal a 1, et on pose :

+oo sint +oo
I:f e“”T dt et VneN, I,,:f e %" dt.
0 0

1. & Montrer que I'intégrale I est absolument convergente.
2. a) CalculerIy.
b) & Pour n € N*, montrer que si I,,_1 est convergente, il en est de méme de I, et trouver une relation entre
I,etl,;_;.
c) & En déduire la convergence de I,, et la valeur de I, en fonction de n et a.

3. a) & Rappeler les formules de Taylor-Young et Taylor avec reste intégral. Préciser bien les hypothéses.
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction sinus sur 'intervalle [0, x], montrer que :

. 53 " x2n+l1 y2n+2
sinx — x—E+-~-+(—1) <

VxeRt VneN, < .
@2n+1)! 2n+2)!

2



b) En déduire que:

<KlIzn+1,

I Ion
I—(Io—a+"'+(—1)nm)

K étant un nombre réel que 'on précisera en fonction de n.
1 1
¢) Endéduire:I1= lim |- ——+---+ (-1 "—)
) n—>+00(0( 303 1) 2n+1Da2ntl
4. a) Rappeler la définition de la fonction arctangente, préciser son graphe ainsi que 1'équation de la tangente
en 0. Enfin, vérifier que pour tout x € R

Arctan(x)—fx de
B o 1+12°
b) & Montrer que:
n K2k 1 nt2n+2
VYneN* Vtel0,1], DA - —— = (-1 .
¢) En déduire que:
n kx2k+1
YneN* Vxel0,1], -1 —Arctan(x)| < .
0.1 ,é)( ey S

d) En déduire une expression tres simple de I en fonction de o utilisant la fonction Arctan.
>> Solution p.[L]]

Exercice 5. ¢4 Exemple d’intégrales a parametres : lien entre les fonctions Beta et Gamma

A - Préliminaires

Soit @ la fonction définie par :
+00

VxeR!, ®(x)= f In(r) t* te " dr.
0
Pour tout réel x > 0 fixé, on note @ : t € RY — In(£)t* e "
1. & Justifier que @ est bien définie.
2. Vérifier que la fonction ® est croissante.

3. & Montrer que:
VieR,  r<e'-1<te.

»

a) & Soit x € R}. Comparer ®(x/2),®(x + h) et ®(2x) pour tout h € [-x/2, x].
b) En déduire }Iiné hd(x+ h).

Dans la suite, on admet que la fonction ® est continue sur R} .

B - La fonction Gamma

Pour tout réel x € R}, on pose
+00
I'(x) :f t*le tdt.
0

1. & En utilisant l'intégrale de Gauss (I = [T e du= \/ﬁ), donner la valeur de '(1/2).

2. & Justifier que pour tout réel x strictement positif, I'(x + 1) = xT'(x).
3. Dérivabilité

a) Soit x € R}. Montrer que :

Vhe] - x,+ool, hox)<sT(x+h)-T'(x) < h®(x+ h).

b) & En déduire la dérivabilité de I sur R} et préciser I (x).



4. a) ComparerI'(1) etI'(2), en déduire qu'’il existe a €]1,2[ tel que I («) = 0.
b) & En utilisant la question 2, donner un équivalent simple de I'(x) en 0%.
c) Préciser la convexité deT.

d) Alaide des derniéres questions, donner I'allure du graphe de I" sur ]0; 2[.

C - Lafonction Beta

4444 Pour tous x et y réels strictement positifs, on pose
1
B(x,y) = f la-prtde.
0

1. & Prouver la convergence de l'intégrale définissant B(x, y).
2. a) & Prouverque: VYxeR!,VyeR!,B(x,y)=B(,x).
b) & Montrer que: VxeR!,VyeR!,B(x+1,y) = fB(x,y+ 1).

3. Montrer que :
VxeR!,VyeR:, B(x,y+1)=B(xy) -Bx+1,y).

En déduire que B(x+1,y)=—B(x,y)
ire que : , , ).
q y v y

4. Soient n un entier naturel non nul et x un réel strictement positif.

a) & Al'aide deI'inégalité de gauche de la question A-3, montrer que

t n
Vte|[0;n], (1——) <e™ !,
n

t? t\"
b) & Montrer que pour tout ¢ € [0; 1], on a (l - —) e '< (1 - —) .
n
¢) & En déduire que
n—oo n

n t n
[(x) = lim (1——) R
0

5. & Montrer que :

n*n! n*n!
VxeRY, Fx)= lim — = lim ———.
n—+oo x(x+1)...(x+n) n—+oco ﬁ (x+k)
k=0
6. a) & Soit y € R}. Justifier que
'y : I'(y)
B(n+1,y) nTioo puis B(x,y) ¥roo gV
b) Soient x, y, deux réels strictement positifs.
i) & Vérifier que pour tout n € N*
B(x+n,y)_”‘1( x+k ) i B(x+n,y)nY L(x+y)
Bty  aolx+y+k) P B(x,y) n—too T(x)

ii) & Conclure en montrant que
Ty

B =Ty

>> Solution p.

Exercice 6. 444 On pose, pour tout entier naturel n,
H H
Cn :f (cosx)?"dx et D, =f x?(cos x)*" dx.
0 0

4



3.

4.

5.

6.

. Etablir, pour tout entier naturel z non nul, I'égalité: C,, = 2n—1) (C;—1 — Cp).

2n 2n-1

On pourra écrire cos“" x = cos x cos X.

. Etablir, pour tout entier naturel 7 non nul, les égalités

2 C Che
fz (sinx)?(cosx)?" 2 dx= —2— =2 !
0

2n—-1 2n°

Etablir, pour tout entier naturel 7 non nul, 'égalité : C, = 2n—1)nD,,_; — 2n°D,,.

1 D,- D
En déduire, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité : — =2 ( nl_ —")
n Ch-1 Cp
. . n . . . 2
a) Justifier, pour tout réel x € [(), 5 ], la minoration: sinx= —x.
b
o . L 2 G,
b) En déduire, pour tout entier naturel n, la majoration: D, < T oniz’
n
+00 'JT2
Prouver I'égalité : ) 7 5
k=1



Indications

¢ Exercice 1

Déterminer un équivalent simple de chacun des
facteurs pour appliquer le critere d’équivalence des
séries a termes positifs.

* Exercice 2
2.b) Soit £, 1alimite. Passer a la limite dans la relation de
récurrence pour obtenir une équation vérifiée par .
Etudier ensuite la fonction :
fixeR" —2xy/x—-1-x
pour trouver 'unique réel ¢ tel que f(¢) = 0.
3.a) Vérifier que

Un+1 _ Up—1

U T

En déduire la limite du quotient.

3.b) Déduire de la limite précédente qu’il existe un en-
tier Ny tel que pour tout entier n = Ny,

1
0 vu41 < Evn.

Conclure en comparant la suite (v,), a la suite géo-
métrique (1/2"),,.

3.c) Considérer In(P,,).
¢ Exercice 3

A.3.Pour x€J, quedire de fo f1(x)?
Pour la seconde relation, on rappelle que pour tout
teR,
<:os(t)2 + sin(l‘)2 =1.

A.4. Rappelons le théoreme de dérivation de I'applica-
tion réciproque.
Soient f:1—J,aclet b= f(a).

Si — f est bijective et
i
— f est dérivable en a avec f’(a) £0,

alors f~! est dérivable en b avec
11
fl@— f ()

A.5. Pour une fonction g dérivable dans un voisinage
de a, on dispose du DL al’ordre 1:

(F N w=

gx)=gla)+g'(@(x—a)+o4(x—a).

B.1. Justifier que la fonction tangente est dérivable sur
[0;7t/4] et

B.3. Effectuer un changement de variable
t=sin(x), dt=-cos(x)dx.
Ne pas oublier
sin?(x) + cos?(x) = 1

pour pouvoir se ramener a la question précédente.

B.4. Vérifier que

/4
In+1_In:f0 f(x)n(f(X)—l)dx.
Puis étudier le signe de I'intégrande.

B.5.a) Poser a, = | — # etjustifier ensuite les inégalités

/4 /4 n/4
f f(x) dxzf fx) dx?f f(a,)dx.
0 Aan

an

B.5.b) Justifier I'existence de g €]0; 1] tel que

1

Ihz2——:
n2 6/"

En déduire la limite.

B.6. Procéder par intégration par parties. Justifier de
plus que :

tan(x) f' () ()" = f(x0)"2 - f(0)".

¢ Exercice 4

1. Pour I'étude en +oo, partir de I'inégalité :
VieR", |[sin(r)]<t.

2.b) Intégrer par parties pour obtenir
n
I, ==Is1.
a

2.¢) Justifier que pour tout n € N,

n!
In = W
3.a) On montre que pour tout n €N,

in@n+h —

sin® = (-1)"sin et s (-1)"cos.

4.b) Reconnaitre une somme géométrique.



* Exercice 5

A.1. C’est une intégrale généralisée en 0 et +oo. Pour
tout x > 0, montrer que (f) est:
— négligeable devant 1/t? lorsque t tend vers +oo,
— négligeable devant t*/2~! lorsque ¢ tend vers 0*.

A.3. Pour I'inégalité de gauche, penser a un argument
de convexité. Pour celle de droite, étudier la fonction
g:teR— e’ —(e'-1).

B.1. Effectuer un changement de variable u = /1.

B.2. Faire une intégration par parties.

B.3.b) Revenir a la définition du nombre dérivé comme
limite du taux d’accroissement.

On trouve I’ (x) = ®(x).

B.4.b) Justifier que I'(x) o 1/x al'aide de la question
XH
B.2.

C.1. Faire une comparaison avec des intégrales de Rie-
mann.

C.2.a) Faire un changement de variable u =1 - t.
C.2.b) Procéder par une intégration par parties.
C.4.a) Remplacer ¢ par —¢t/n.
C.4.b) Que diresi t € [/n;n]?
Etudier dans un second temps la fonction définie sur
[0, /n[ par:
r i
fit— nln(l— —) + t—ln(l——).
n n

C.4.c) Partir de I'’encadrement

2 n
(l—t—)e‘ts(l—ﬁ) <e’!
n n

et de la limite
n
f e 't 1dt — T'(x).
0 n—oo
C.5. Justifier que

n t n
f (1——) Fldt=n*Bn+1,x
0 n

puis que

Bnaly =" Buy=|TT——|BLy
Y Cn+y V= iy (k+) Y

C.6.a) Pour la premiére équivalence, utiliser la relation
précédente (o).
Pour la seconde équivalence, utiliser la fait que la
fonction

u—B(u,y)

est décroissante, pour écrire
B(n,y) =B(x,y) =B(n+1,y)
oun=|x].

C.6.b)i) Pour la premiere égalité, ne pas oublier la
question C.3.
Pour I'équivalent, utiliser la question C.5.

C.6.b)ii) Utiliser

I'(y)
BEY) oo

qui permet aussi d’avoir un équivalent simple de
B(x+ n, y) lorsque n tend vers +oo. Puis utiliser aussi

B(x+n,y)nY T'x+y)

B(x,y) n—too I'(x)




Solutions

Exercice p.

Par continuité de la fonction cosinus
1
cos|—| — cos(0) =1.
n ) n—oo
Par équivalent usuel, n/n — 0,
n—oo

(T T
s1n(—) ~ =
n) n—oo p

De plus,

- 666 666
eIn(n+666)-In(m) _ eln(H ) _ 1+
n n—oo

Or par équivalent usuel, on a aussi

1 1
2nln|l-—| ~ 2n-[——|=-2.
n) n—oo n

Puis par continuité de la fonction exponentielle

1)2" 1
(1——) :exp(ann(l——)) — e 2,
n n)) n—oo

Par produit, le terme général est alors équivalent a

e 2 1
7 n%l

Par le critere d’équivalence des séries a termes po-
sitifs, la série de 1'’énoncé et la série Y 1/n%"! sont
de méme nature. Par les séries de Riemann, il y a
convergence si et seulement sia—1> 1, soit a > 2.

Exercice[2] p-[]
1. Soit n € N*
u 1= 1+u,— 1= 1-2/up—1 +un—1
N 2Vt
_ 2
_ (1—up-1) >0,
2y/Up-1

D’ou1 le résultat.

2.a) Soit n e N*.

" Lo L L+ up (1-2y/uy)
n+1 n—z\/u_n n— 2\/u_n .

Orl-2yu,<l1-2y1<-let

1+ u, (1-2yu,) <1-u, <0.

On en déduit que u,+1 — U, < 0 et la suite (uy) yen>
est décroissante. Elle est aussi minorée par 0.
D’apres le théoreme de la limite monotone, la suite
est convergente.

2.b) Soit ¢, la limite. Comme

vneN*, u _ 1+
) n+1_2\/u—n
1
0=+t
2Ve
Soit2ve-0=1+¢, puis
2Ve-0—1-0=0.

Létude de la fonction continue x € R} — 2/x-x—1—
x donne une unique solution positive (théoréeme de
la bijection sur [1; +o0[).

37r

2,,

On constate que ¢ = 1 est une solution « évidente ».
Finalement

u, — 1.
n—oo
3.a) Soit n e N*.
1+u, -1 2
Un+l _ 2Vun o (d-up _up—1

vy up—-1 2V (un—-1) 20,

Comme u;, — 1, on a maintenant
n—oo

Vo1 0.
v, h—oo
3.b) En revenant a la définition de la limite d’une suite,
il existe Ng € N tel que

Un+1
Un

<

1
VneN, n=Nyg = 3"

D’ol1 pour n = Ny

0<vp41 <§Vn



Par récurrence, il vient :

1

< <—. X
O0<svy, N UN,

Autrement dit, il existe ¢ € R tel que
Vn =Ny, Osv,<—.

La série géométrique Y. 1/2" est convergente 1/2 €
]—1;1[. Parle critére de comparaison, }_ v, converge.

3.c) Soit neN
n
In(P,) = ) In(ug)
k=0

Or In(up)=Imd+v, ~ v, carv, — 0.
n—oo n—oo

Par le critére d’équivalence des séries a termes posi-
tifs (question 1, v, = 0), la série Y In(u,) converge.
Par définition, la suite des sommes partielles de la
série (c'est-a-dire la suite (In(P,)),) converge vers
une limite finie. Enfin, par continuité de 'exponen-
tielle, la suite (P,),, converge.

Exercice p-

A.1. La fonction cosinus est strictement croissante sur
[0;7t/4] et a valeurs dans R} . La fonction inverse x €
R} — 1/x est strictement décroissante sur R} . Par
composition, f est strictement croissante [0;7t/4].
De plus, f est continue et

ro=1 £(3) =ﬁ - V3.

D’apres le théoreme de la bijection, f réalise une bi-
jection de [0; /4] dans

J=11;V2].

A.2. Utilisons Python. On rappelle que le graphe de
la réciproque s’obtient par symétrie par rapport a la
droite d’équation y = x.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

plt.clf ()

x=np.linspace (0,np.pi/4,200)

y=1/np.cos(x)

plt.plot(x,y,’b’,label="f")

plt.plot(y,x,’k’,label="reciproque de f’)

plt.plot ([0,2%*x(1/2)],[0,2%*x(1/2)],’r’,
label=’y=x")

plt.legend ()

plt.show ()

144 — F
—— reciproque de f
— y=x

124

1.0 1

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2 1

0.0 1

00 02 04 06 08 10 12 14

A.3. Par construction de 'application réciproque, pour
tout x€]J

fOffl(x) =X.

c’est-a-dire .

cos (f~1()
On en déduit la premiére relation par passage a I'in-
verse. De plus

sin® (f_l(x)) =1-cos? (f_l(x))
1
= 1—;.

Comme f~!(x) € [0;7/4], sin (f~!(x)) = 0 eton abien
la seconde formule.
A.4. Par quotient, f est dérivable sur [0;7/4] avec

sin(x)
cos(x)?’

Vxe[o;m/4], f'(x)=

Pour tout x € I\ {0}, f/(x) # 0. Par le théoréme de déri-
vation de I'application réciproque, f~! est dérivable
sur J\{f(0)} =J\ {1} avec:

_ 1 cos? (f1(x)
(f l)l(x): ’ - — - (f‘_l )
(') sin(f~1w)
On en déduit la formule demandée a I’aide des rela-
tions de la question précédente.

A.5. La fonction f~! est dérivable en v/2 donc il existe
un DLen v2 alordre 1 et :

o= v+ V2 (- v2) +o s(x- V2).
Or f(n/4)=v2,n/4=f1(V2) et



B.1. Soit n € N*. La fonction x € [0;/4] — f(x)" est
continue, I'intégrale I, est donc bien définie. De plus

| x
I = ——dx=|t =1
2 fo cos(x)? [tanGls
B.2.Soit t e R\ {£1}

a N b _a(1+t)+b(1—t)
1-1¢

1+t  (A-HA+0
B (a+b)+(a-bt
- 1-12

Par identification, on cherche a, b tels que

a+b = 1
a-b =

On constate que le choix a = b = 1/2 convient.

B.3. Le changement de variable ¢ = sin x est de classe
€ avec dt = cos(x) dx. Ainsi

i
Il :f dx
0o cos(x)
_fz 1 d
=), cosa? cos(x)dx

_fz 1 (d
=), Tosm? cos(x)dx

\ZF I
f
0

1-12
On poursuit a I'aide de la question précédente

V2
11z 1 1
Y LR
2Jo 1—-t 1+t
1

=E[—ln(t—1)+ln(1+t)]

dr.

V212
o

Apres simplifications, il vient
1
I =@ +2vV/2).
B.4. Comme pour x € [0;t/4], f(x)=1,0ona

FO" < f)-f0)" = f)™

Par croissance de 'intégrale (avec les bornes dans le
bon sens)

fzf(x)”dxsfzf(x)”“dx.
0 0

C’est-a-dire I,<I,41.

La suite (I,,),, est croissante.

B.5.a) Posons a;, = /4 — 1/n%. Comme f estune fonc-
tion positive

fzf(x)”dxzfzf(x)”dx.
0 an

10

De plus, f est croissante et a valeurs dans R*. Ainsi
f" est croissante : elle est donc minorée sur [a; 71/4]
par f (ay)". Par croissance de I'intégrale

fzf(x)"dxzfzf(an)” dx
>(g_an)f(“n)n

D’ou le résultat en remplacant a, et f(a,) par leurs
expressions.

B.5.b) On peut poursuivre la minoration. Il existe b €
[0; /4] tel que pour tout n =2

1 1
nE———.
n? cos(b)"
Comme 1/ cos(b) > 1, par les croissances comparées
1 1 N
400
n? cos(b)" n—oo
Par minoration,

I, — +oo.
n—oo

B.6. Soit n € N*. Procédons par une intégration par
parties sachant que les fonctions considérées sont
de classe €¢'. Rappelons que sur f2 = tan’ sur
[0;7t/4].

In+2

:fzf(x)n-'—z dx

0

- f FP0? fo"dx
0

=fztan’(x)-f(x)”dx
0

= [tan(x)-f(x)”]o% —j:tan(x)nf’(x)f(x)”_ldx.

Or, on constate que

tan(x) .f’(x) = M
cos(x)3

11— cos(x)?

" cos(x)3

= ()3 - f(x).

On a donc

tan(x) f'(x) f(0)" 1 = f0)"2 — f0)"

puis
pis

F tan(x) nf' (x) f(0)" L dx = n(lg2 —1).
0
De plus, on a aussi

[tan(x)-f(x)”]g =2,



il vient Lns2 = (V2)" = 042 — 1.

Ce qui donne le résultat.

Exercice[d] p-

1. La fonction .
_qq Sint

t

(p:t»—»'e

est continue sur ]0, +oo[. On a une intégrale généra-
lisée en 0 et +oo.

o FEtude en 0.
A partir de I'équivalent usuel de sinus en 0,

i ~ ~ 1.
sm(t)tﬁot et (p(t)H0

La fonction ¢ est prolongeable par continuité en 0,
I'intégrale est convergente au voisinage de 0 (on dit
que 'intégrale est faussement impropre en 0).

e Etude en +oo.
Comme :

VteR", |sint|<t,

ona:

Vtel0,+oof, O0<@(r)se ™.

Or l'intégrale f0+°° e ' dr est convergente, le critere
de comparaison sur les intégrales des fonctions po-
sitives permet d’affirmer la convergence de

+o00 +00 3 t
f (p([)d[:f 'e—wﬂ
0 0 t

C’est-a-dire I'absolue convergence de 'intégrale 1.

dr.

2.a) On a directement

+00
IO Zf e_o‘tdtz
0

2.b) Sil,_; est convergente et sachant que les fonctions
t—tett— —ée“” sont de classe €' sur R*, et le
crochet ayant une limite finie, 0, en +oo, on peut di-
rectement intégrer par parties sur [0, +ool, etles deux
intégrales écrites seront de méme nature.

+00 n +00
+ —f e %" ldr.
0 o Jo

1 _ ] 1
e
[0

0 (04

1
I,=|-— et
04

Deslors, si (I,,—1) est convergente alors I, est conver-
gente et

n
I, =—=I,-1.
[0

2.c) On montre par récurrence que, pour tout n € N, I,
est convergente et

n!
an+l :

I,=

3.a) Soient x e R, ne N.
La fonction sinus est de classe €2"*2 sur [0, x]. On
peut donc appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a
l'ordre 2n + 1. De plus,
sin®?©) =0, sin®*VY ) =(-1F

et |sin(2"+2)(t)| = \(—1)’“rl sint| <1.

Il vient alors

) B ; K2+l
sinx—|(x——+--+(-1)"——
3! 2n+1)!
x2n+2

< ( max |sin(2”+2)(t)|) -

£€(0,x] 2n+2)!
x2n+2

< —.

2n+2)!

3.b) En renommant x en ¢ et en multipliant les deux

. 2z LS 2z z t .
membres de l'inégalité précédente par £ : =0, il

vient
e_o‘t—Sin L (e_o‘t - le_o‘tl‘2 4ot —(_1)” e ™ 2”)
t 3! 2n+1)!
e—txtt2n+1
S ——.
2n+2)!

Par inégalité triangulaire et croissance de 'intégrale
(toutes les intégrales étant convergentes), on obtient

finalement implique :
I I I
I—(Io——2+"'+(—l)" 2 < =Ly
3! 2n+1)! (2n+2)!

En particulier, on peut choisir

1
T @en+2)!

3.c¢) On sait que

Dpy1 1
2n+2)! @n+2)a2ntz’

Sachant que a = 1, on peut affirmer par les crois-
sances comparées que ce terme tend vers 0 lorsque
n tend vers +oco. En appliquant le théoréme d’enca-
drement a partir de I'inégalité de la question précé-
dente, on obtient

IZn
@n+1))’

. I n
I_nl—lvrlloo IO—§+-~+(—1)

Or, on a aussi

k!

vkeN,  Te=—ro

Ce qui conclut.
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4.a) Cours.
Comme la fonction arctangente est de classe €', on
a par le théoreme fondamentale de I’analyse que

X
Arctan(x) — Arctan(0) = f Arctan’(#) dt.
0

D’ou1 le résultat.

4.b) Soient n € N*, t € [0,1]. En utilisant une somme
géométrique de raison — 2 # 1, on trouve

DY LT L R
fr 1+ /= 1+12
_1—(—t2)n+1 1
1+ 12 1+ 12

nt2n+2

=tV

4.c) Soit x € [0,1]. En intégrant la relation précédente
sur [0; x]

n X x dr X t2n+2
> (—1)’<t2’€dt—f : =(—1)"f ——ds,
k=070 o 1+t o 1+t

d’ou, par inégalité triangulaire,

x2k+1

n
-1k —Arctanx
,;)( )2k+1

X l.2n+2
[l
o 1+¢

X
sf 2m+2 4
0

x2n+3

2n+3’

<

Finalement

n f x2k+1
-1 —Arct
1;)( ) Tl rctan(x)

<

2n+3’

4.d) Comme ﬁ — 0, on en déduit par le théoreme
n—oo
d’encadrement

n 2k+1
kX
(-1
k=0

— Arctan(x).
2k+1 n—oo ()

En particulier, pour x = é et avec 3.c, on conclut :
1
I=Arctan|—|.
o

Remarque. On peut poursuivre la simplification en
montrant que pour tout x € R*,

+7/2 six>0

1
Arctan(;)+Arctan(x)—{ /2 six<0 -

Exercice[5| p-

A.1. Soitx € R}.
La fonction ¢, est continue sur ]0;+oo[, ®(x) une

intégrale généralisée en 0 et +oo.

o Etude en 0.
Posons

1-x)+1
aszl

Zen-xll
-—€ll-x1[
2 2 '
Par les croissances comparées

“ox()= " NInne”’ = 2 nnke”’ — o.

[—

Autrement dit

1
Px (1) = 0o+ (F)

Or 01 % est une intégrale de Riemann convergente
car a < 1. De plus ¢ — 1/t* est une fonction positive.
Par le critere de négligeabilité. Lintégrale fol @x(Hdt
est convergente.

o Etude en +oo.
Par les croissances comparées 2@ (t) P 0dou
—+00

1
Px(t) = 0(§) .

. 2 2 +
En raisonnant comme précédemment (f; oo%dt

est convergente), on prouve la convergence de
+00
1 ex(n)de.

Finalement, ®(x) est convergente.
A.2. Soient x, y € R} avec x < y,
D(x) - D(y)
+0o
=f Intx 1 (1-1"%)e " dt.
0
Comme y—x=0

1-tY7%=0 sire]o,1]
1-tY"*<0 site[l,+oo]

On en déduit que, pour tout ¢ > 0, les réels Int et
1 — Y% sont de signe opposé. Donc la fonction

t—In(O " (1-"")e !
est négative sur R}. On en déduit que
Px)-P(y) <0, puis D(x) <D(y).
La fonction ® est donc croissante.

A.3. Linégalité de droite résulte de la convexité de la
fonction exponentielle. La courbe représentative est
au-dessous de la tangente en 1.



2.5 1
1.5

y=exp(x)

{1 1
VieR, e'=1+¢t

Pour la seconde inégalité, en remplacant ¢ par —¢
dans I'inéquation précédente, il vient

e'=1-t
On multiplie pare’ =0:
1=-te' +e'.
On en déduit que :
e —1<rel.
A.4.a) Soit h € [-x/2, x]. Par croissance de ®

X
Esx+h<2x

donne @(g) <O(x+h) <DP2x).

A.4.b) On en déduit un encadrement du produit h® (x+
h) en distinguant suivant le signe de h.
— Sih=0alors:

ho (g) < hd(x+ h) < h®@2X).

Donc par encadrement

lim hd(x+h)=0.
h—0*

— Sih<O0alors:

ho (g) > hd(x + h) > hd(2x).

Donc hlir%)li h®(x+ h) =0.

Comme les limites a droite et gauche existent et sont
égales, il vient

lim h®(x+ h) =0.
h—0

B.1. Effectuons le changement de variable u = /7, de
classe €1 sur ]0; +oo| strictement croissant.
1
u? = t, du=——=dt.

2Vt

L'intégrale de Gauss étant convergente, on a conver-
gence de I'(1/2) avecI'égalité :

+00 5 +o00o 1
f e U du:f e l—dr
0 0 2Vt

1 +00
= —f rle dr
2Jo

by

2,2 —_ 2
Or par parité de u — e~

+00 1 +00 T
f e_”zdu:—f e_”zduzi.
0 2J)-x 2
Finalement
1
Fi=|=vn
(2) v

B.2. Fixons x € R}. Soient A € R} et € € R}. Procédons
par intégration par parties en introduisant les fonc-
tions u et v de classe €' définies sur R} par:

u(t) t* . u'(t) xt*1
v = —et © Vi) = et

A
f tYe~tdt
€

A
f u()v' (0 dt
€

A
[u(@yv(n)]? —f u'(t)v(r) dt

€
A
= [—txe_t]§+xf r*le~'dt.
€

Passons a la limite avec e — 0%, A — +o0

efe® — 0, A¥e™ — 0.
e—0" A—+o0

Notons I'emploi des croissances comparées dans le
second cas. Finalement,

T'(x+1) =xI'(x).

B.3.a) On a par linéarité de I'intégrale

+00

IF'x+h)-T(x) :f

i (th - 1) r“e ! dr.

D’apres 'encadrement de la question 4.a) appliquée
auréel hint (ou ¢t > 0), on obtient

hint<t"—1<hin(r) t".
On multiplie par e’ et on integre, il vient :
hox)<sT'(x+h)-T'(x) < hd(x+ h).
B.3.b) En admettant que ® est continue en x,

lim ®(x + h) = ®(x).
h—0

13



On déduit alors de 'encadrement précédente que :

. T'(x+h)-T(x)
lim ——

h—0 h = ® ).

Donc la fonction T est dérivable en x et I’ (x) = ®(x).

Ce résultat étant valable pour tout x € R}, la fonction

I est dérivable sur R} avec
I'=0o.

Comme il est admis que ® est continue sur R, la
fonction I' est donc de classe €' sur R} .

B.4.a) On vérifie que I'(1) = 1 puis, avec la question B.2.
re)=ra+1)=1-r@=1.

D’ou I'(2) = T'(1). La fonction T" est continue sur
[1;2], dérivable sur ]11;2[, le théoreme de Rolle im-
pose l'existence de a €]1;2[ telle que I (o) = 0.

B.4.b) La fonction I' est continue en 1 avec I'(1) = 1.
D’apres la question B.2.

xI'x)=T(x+1) — I'(1)=1.
x—0*
D'ot I'(x)~ 1
0+
B.4.c) La dérivée de I est ® qui est croissante sur I'in-

tervalle R} (voir question A.2.), donc T est une fonc-
tion convexe sur R .

B.4.d) On obtient :

C.1 Soient x, y € Rf. La fonction
@:t—tla-pr!

est continue sur ]0; 1[, on a donc une intégrale géné-
raliséeen O et 1.

e Etudeen 0.

@(1r)

t:0+ 1-x .

Or l'intégrale de Riemann fol 1/¢7*dt est conver-
gente (1 —x < 1). Par le critere d’équivalence des
intégrales de fonctions positives, I'intégrale de ¢ est
convergente en 0.

e FEtudeen 1.

¢W = Gy

Une comparaison avec une intégrale de Riemann
justifie, comme précédemment, la convergence.

Finalement, I'intégrale B(x, y) est convergente.

C.2.a) Effectuons le changement de variable %, stric-
tement décroissant u=1- ¢, du = —dt.

1
B(x,y):f i1 -prtde
0
0
=f (1-w ' (-du
1
1
=f (1-w*'wtdu=B(y,x).
0

C.2.b) Soient €, n€]p; 1[.
Intégrons par parties, (les fonctions considérées sont
de classe €1)

n
f . yQ-nYlde

€

1
=[-r"-a- t)y]2+f xt* L (117 dr.

€

n
— f .y -0Y"tdt — yBx+1,y),
€ e—»({t
]"|—>

— -t1-0Y]) — o,
[—1( )]sto
n—1-

n
— f x5 L1 -prtdt — xBx, y+1).
€ e—0"
n—1-
D’ou I'égalité demandée par passage a la limite.
C.3. Soient x, y € Rf. Par linéarité de 'intégrale
B(x,y)—-B(x+1,y)
1
=f -V - - Y de
0
1
:f (- -nrde
0
1
:f la-pa-nrtde
0
1
=f " l1-10Yde=B(x,y+1).
0
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Al’aide des relations précédentes
X
B(x+1,y)=-B(x,y+1)
y
X
= ;(B(x, y)-Bx+1,).

D’otl1 1a relation

b
143
y

B(x+1,y)= gB(x, )

Le résultat s’en déduit apres simplifications.

C.4.a) Soit t € [0; n]. On a vu a la question A.3. I'inéga-
lité de convexité

Vx€eR, 1+x<e’.

Appliquée a x = —t/n, il vient

l—i <e—t/n
n

Comme 1 - t/n = 0 et la fonction x — x" est crois-
sante sur R*, il vient

t n
(1 - —) < (eft/")n =e !,

n

C.4.b) La relation a démontrer est claire lorsque ¢ €

v/n,nl.
Considérons le cas £ € [0, /7].
On définit sur [0, v/n[ la fonction

2
f:t—»nln(l—i)+t—ln(1—t—).
n

n
La fonction [ est dérivable sur [0, /1] avec

t((t-12+(n-1) N

rn= (n—1)(n-1?)

Dés lors, pour tout £ € [0, /7], f () = f(0) = 0.
On en déduit que

t 2
nlnfl-—|<In{l-—|-¢.
n n

Linégalité demandée s’en déduit par croissance de
la fonction exponentielle.

C.4.c) On déduit des deux questions précédentes et par
croissance de 'intégrale

n t2 n t n
f (1——)e_ttx_1dtsf (1——) ~ldr
0 n 0 n

n
s[ e ¥ ldr.
0

Or, par définition,
n
lim | e ldr=r).

n—+oo 0

D’autre part,

n t2
lim (1——)e_ttx_1dt
0

n—oo n
= lim e i lde— lim = | e '*tlde
n—oo Jo n—oon Jo

=I'x)-0-T'(x+2)=T(x).

Le théoreme d’encadrement permet alors de
conclure.

C.5. Le changement de variable de classe ¢\ u=tln
donne

n t n 1

f (1 - —) 7 de=n"B(n+1,x).
0 n

Par récurrence a partir de la question C.3. ou par pro-

duit télescopique, il vient

n

B(n+1,y) = n%yB(n,y): (]‘[ )
k=1

)B(l,y).

1 1
Or B(l,y):f 1-prtde=—,
0 y

on en déduit que pour tous n€ N, y € RF
n!
B(n+1,y) = m
Ainsi,

n t n
f (1——) *1dt=n"B(n+1,x)
0 n
. n!
x(x+1)...(x+n)’

11 suffit alors de passer a la limite lorsque 7 tend vers
I'infini et de reconnaitre I'(x) dans le membre de
gauche grace a la question précédente.

C.6.a) En reprenant la relation de la question C.3.

B(n+1,y) ﬁ B(k+1,y)
B(1,y) o Bk
nok
_,}:[1 k+y
n!
I (k+ ).

1
B(1,y) =f P~ ldy
0

1
=[lt3’] =l_
Yy o Y
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D’ou
n! n!

B(n+1,y) = - = - )
Y S Gy T Tk )

Expression que I'on peut réécrire par

n’ n! 1
B(n+1,y)= gt

My (k+y)) nv

On conclut en remarquant que d’apres C.5. (avec

I'(y) #0)
nYn!

[}y (k +y) n—oo

Soit x € R. Sachant que la fonction

I'(y).

u—B(u,y)
est décroissante, il vient pour n = [ x]
B(n,y)=B(x,y)=B(n+1,y)
puis (les quantités sont positives)
B(n,y)-xY 2B(x,y)-x¥ 2B(n+1,y)-x¥

ou encore

_1)).
(B(n,y)(n-1)Y) I

On poursuit a partir de 'encadrement issue de la dé-
finition de la partie entiére (x— 1< n<x)

y
(B(n,y)(n—l)y)-( )) =B, y)xY =zB(n+1,y)n’.

(x-1)
Or, d’apres ce qui précede
y ., -1 —
B(n+1,y)n” — I'(y), Bn,y)(n—1" — I(y)/
Par le théoréme d’encadrement

By

xY  x—+o0

Ce qui conclut sachant que I'(y) # 0.

C.6.b)i) Par produit télescopique

B(x+n,y) "Z'Bx+k+1,y)
Bx,y)  jb Bx+ky)
ol x+k
3 o X+y+k

Ona

B(x+n,y) x+y+n lﬂ[ x+k
B(x,y) X+n j_oXx+y+k

x+y+n n*al Tx+y)

n—oo  x+n I'(x) n**V-n!
I'x+y)
n—oo T(x)n¥

Y
>B(x,y)x" > (B(n+ l,y)ny)-%.

D’ou le résultat.
C.6.b)ii) On a d'une part

B(x+ n,y)nY
B(x, y)

I'x+y)
n—oco  T(x)

et d’autre part (deuxieme point du 6.a))

'y I'(y)
B(x+n) oo (it 27 e W

Soit
B(x+n,y)nY 'y
B(x,y) n—B(x,y)

Par unicité de la limite

I'(y :F(x+y)
B(x,y) T

D’ot le résultat (aucune quantité n’est nulle).

Exercice[6] p-

1. Soit n € N*. Effectuons une intégration par parties
avec les choix

u(x) =sinx u'(x) =cosx
v(x)=cos?™ 1x v'(x)=-2n-1)sinxcos®* % x
Ainsi,
z
Cn =/ cosxcos®" ! xdx
I n
= [sinxcos?" 1 x|¢ +(2n—1) fi? sin® xcos® 2 x dx

(car sin®=1-cos?)
=0+2n-1) (fof (cos x)*"72 dx — % (cos x)*" dx) .

Finalement,
VneN*, C,=02n-1)(C,,-1—-C,).

2. Soit n € N*. D’apres le calcul précédent,

Cn
2n—1

foz (sinx)?(cosx)?" 2 dx=C,_; -C, =

De plus, I'égalité trouvée au 1) entraine
Cn=02n-1Cu_1-2n-1C,

2n—1

uis C,=
P " 2n

Cn-1.



Ainsi, en remplacant :

Cn _Cn—l
2n-1 2n°

fi (sinx)?(cos )" 2 dx =
0

3. Soit n € N*. Effectuons deux intégrations par parties
successives. La premiere en posant :
— 2n / — i 2n-1
u(x) =cos"x wu(x)=-2nsinxcos X
v(x)=x V(x)=1
Ainsi,

2
f(l

n 2
=[xcosznx]§ +2nf xsin x cos?
0

1 x cos®™ x dx

=y dx

g
=nf (2x) x (sinxcoszm1 x)dx
0

Puis la seconde intégration par parties avec :

u(x) =sinxcos?” 'x u' =cos®" x— (2n-1)sin® xcos
v(x) = x? v (xa=2x
Ce qui donne C,, =
2 2n—-1 13
n([x sinxcos™ ™" x| ¢

3
—f x? (cos?™ x — (2n— 1) sin® xcos*" % x) dx)
0

n-2

T T
3 3 _
:—n(f x?cos? xdx—(2n— l)f x?sin? x cos®" 2xdx)
0 0

-@2n- l)f (1 - cos® x) cos*" 2xdx)

=-nD;-2n-1)(Dy-1—Dy))
On en déduit
Cn,=02n-1)nD,_ —2n2Dn.

4. Soit n € N*. Isolons le terme -5
3,

: d’apres la question

C, @n-1)nD,—
D it LI ]
n? n? "
Comme cos®" est positive, continue et non iden-
tiquement nulle sur [0,7/2], I'intégrale C,, est non

nulle :
1 2n-1)nD;,_; Dy

— = o7
n? nC, Cn
D’apres 2, 522 2n T CZ"; , d’ol
2n—1 nD,_; D,
—_— = X —2—
n? Cu n? C,
2n nD,_1 D,
— x -2
Cn—l n? Cn
D,_ D
-2 n—1 _2_n
Cn—l Cn

17

Il vient
1 (Dn_1 D,,)
o| - _ 1
Cn—l Cn
5.a) Rédaction 1
Posons, pour tout réel x € [0,%], f(x) = sinx — £x.
La fonction f est € sur son domaine de défini-
tion, et Vx € [0,7/2], f'(x) = cosx— £ La fonc-
tion cos est continue strictement decrmssante sur
[0,m/2],cos0 =1 > 2/m et cosm/2 = 0 < 2/m. D’ou
le tableau de signe suivant pour f’, qui entraine le
tableau de variation de f : Ainsi, f = 0 sur [0,7/2].
Conclusion :
b . 2
Vxe [O,—], sinx= —x
2 bl
Rédaction 2.
La fonction sinus est concave sur [0;/2]. La courbe
représentative sur cet intervalle est donc au-dessus
de la corde passant par les points d’abscisse 0 et /2.

1 4
sin(

y=m/2x

5.b) Soit n € N*. D’apres ci-dessus, pour tout x €
[0,7/2],
o
0<sx<—-sinx
2

D’ot, par croissance de ¢ — 2 sur R*

En remplacant, comme cos®
de l'intégrale,

=0et par croissance

n [z
D, < —f sin® xcos®" x, dx
4 Jo
Or d’apres la questions 2.

Z Cp-
f (sinx)?(cos )" 2 dx = ==
0 2n
donc en décalant les indices :
m C,
4 2n+2

vneN*, D,<

5. D’apres 11a question 4), pour tout n € N*,

noq "Dy, D
2—2222( kl——k)
= ke S\ G Gk

D, D

=2 _0__")

Co Cp



Car on reconnait une somme télescopique. Or

1, g2 7 n
Do=-|x =— et Cy=r,
0 3[ lo 24 075

donc
Do 213 x 2 B 2
Co 24m 6
D’apres la question 5 avec C;, >0
2
0< & < 'IT_ 1
Cn 8 n+1

18

Donc, par le théoreme d’encadrement,

D,/C, — 0.
n—oo
Finalement
+00 1 T[Z
] K 6
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