1
ANALYSE

Exercice 1.01.
Soit (7)) la suite de fonctions définies sur R par :
Vee R To(x) =1,T1i(z) =z
{Vp eN,Vz € R, Tpio(x) = 22T )41 (x) — T ()
1. Montrer que pour tout p > 1, T}, est une fonction polynéme de degré p et de
coefficient dominant 2P,
2. Montrer que pour tout p > 0, pour tout 6 réel, T),(cosf) = cos(ph).
(on rappelle que Va,b € R, cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b))

Désormais on suppose p > 1 et on étudie T, sur l'intervalle [—1, 1].

3. Déterminer max |T,(x)| ainsi que les points oll ce maximum est atteint.
xr

el-1,1]
On les note ag,ai,...,a, avec ag > a; > -+ > a,.
4. On note U, I'ensemble des fonctions polynomes unitaires de degré p et 1) =
1
2p—1 Tp'

Supposons qu'il existe P € U,, tel que ||P|| = max |P(x)| < 1_1.
ze[—1,1] 2P
a) Soit A =T — P. Etudier le signe de A(a;)xA(a;41), pour i € [0,p —1]. En
déduire une contradiction.
b) Déterminer min ||P]|.
Peu

P

1

op—1 et soit

5. Supposons qu'’il existe P € U,, différent de T;; pour lequel || P[] =
A€o, 1].

a) Montrer que la fonction polynéme Ty — AP s’annule en exactement p points
distincts du segment [—1, 1].

b) En déduire que Vz € [-1,1], [T, (x) — AP(x)| < (1 — A)2P.
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c¢) En déduire que I'hypotheese faite au début de cette question est absurde et
conclure.

Solution :

1. Le résultat demandé est banal pour p = 1, aisé pour p = 2, et s’il est vrai jusqu’a

un certain rang p + 1, alors le terme dominant de 7,19 provient de 227, (z) et

on en déduit la propriété au rang p + 2. On conclut par le principe de récurrence.

2. De la méme fagon, par récurrence :

— To(cosf) =1 = cos(0x6) et T1(cos ) = cosb.

— On suppose la propriété acquise jusqu’a un certain rang p+1 et au rang suivant :

Tp12(cos @) = 2cos(f) cos((p + 1)0) — cos(ph) = cos((p + 2)0) + cos(pf) — cos(ph)
= cos((p + 2)0)

3. L’application € — cos(f) est une bijection continue de [0, 7| sur [—1, 1]. Donc :

e Tp(x)| = pax. |Tp(cos(0))| = P | cos(pf)| =1
km

De plus : |cos(pf)| = 1 et 6 € [0, 7], si et seulement si § = “p avec k € [0, p].

s T0 3T

Ainsi :
aj, = cos (%T),k € [0, ]

4. a) On remarque que A est un polynoéme de degré inférieur ou égal a (p — 1) et

que [P(a;)] < g5t

AanAGs) = (U~ plan)« (ELE - o) <0

i +1) — 9 —1 i) )X 2p—1 i+1

Le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a A sur chaque intervalle [a;, @;1]
indique que cette fonction s’annule en au moins p points distincts.

Or A est une fonction polynomiale de degré strictement inférieur a p. Donc A = 0

Ainsi :

o 1
et P =T, en contradiction avec || P|| < 5T
b) Ainsi pour tout P € Uy, on a || P|| > 2p1_1. Comme ||T|| = 2])%1, on obtient
inf ||P|| = min ||P|| = -1
A 1Pl = min |IPl| = 55

5. a) Comme A € ]0,1[, on a [|AP|| < 2p1_1 et le méme raisonnement que celui fait

pour la question 4. a) montre que Ty — AP s’annule en p points de [—1,1].

b) Si on les note co, ..., c,1 la factorisation de Ty — AP est donc :
p—1
Ty = AP =(1-X\) [[(X—c)

k=0
Comme pour z € [—1,1], on a |z — ¢;| < 2, la conclusion en résulte.



Analyse 7

c) On fait alors tendre A vers 1 et Vo € [-1,1],|T;(z) — P(z)| = 0, ce qui
montre que 77 — P est le polynome nul et contredit le fait que P a été supposé
différent de T3

On conclut ainsi a 'unicité souhaitée.

Exercice 1.02.
Soit f la fonction de deux variables réelles définie sur R? par :
flz,y) =2 +9° —3zy -1

1. a) Etudier les extremums locaux de f.

b) La fonction f admet-elle des extremums globaux sur R? ?

c¢) La restriction de f & une droite passant par l'origine O a-t-elle un extremum
en 07
2. Montrer que, pour tout x < 1/2, il existe un unique y € R vérifiant f(z,y) = 0.

On définit ainsi une fonction ¢ : J = |—00,1/2[— R, qui & = € J associe 'unique
y solution de I'équation f(z,y) = 0. On admet que la fonction ¢ est de classe C'*°
sur J.

3. Calculer ¢(0), ¢'(0) et déterminer le développement limité a l'ordre 3 en 0 de
®.

Solution :

1. a) Déterminons les points critiques de f. On a f € C?(R?);
O (f)(x,y) = 32> =3y et o(f)(x,y) = 3y* — 3z
2 _
Les points critiques sont donc tels que {;2 B g, ce qui donne x

4 = ¢ et donc

r=0oux=1.
On acheve alors la résolution et les points critiques sont O = (0,0) et A = (1,1).

De méme :
r= 812’1(]()(37,3/) = 63:7 s = 8%72(f)($7y) = _37 t= ag,Q(f)(x,y) = 6y7

d’ou les matrices hessiennes :

een O, Hy = (_03 _0 ), de valeurs propres 3 et —3 : on a donc un point col,
1.e. pas d’extremum ;

een A, H| = (_63 _63 = 615+ Hy, de valeurs propres 9 et 3, donc strictement
positives ; on a un minimum local, de valeur f(1,1) = —2.

b) On a f(z,0) = 23 — 1 qui tend vers 400 lorsque = tend vers +oo; donc il n’y
a pas de maximum ni de minimum global sur R?.

c) o £(0,y) = y> — 1, qui ne présente pas d’extremum en 0 ;



8 ESCP Europe 2017 - Oral

e f(x,0) = 23 — 1, qui ne présente pas d’extremum en 0;

o f(z,—x) = 322 — 1, qui présente un minimum global en 0 ;

e pour A ¢ {—1,0}, on a f(z, z) = (1 + X323 — 3X\2? — 1 = hy(2), avec
Ry (z) = 3(1 + A%) 2? — 6)z. Cette dérivée s’annule et change de signe en 0, donc
on a un extremum (local) en 0.

2. La fonction g, : y — f(z,y) vérifie ¢’.(y) = 3 (y* — z);

e Sizx <0,ona:VyeR" g/ (y) >0;on conclut par le théoréme des valeurs
intermédiaires strict et g, réalise une bijection de R sur R.

e Si0<z<1/2,On aalors :

y | —o0 —\z VT +00
9:(y) + 0 - 0 4
g |—0o 7 0N /oo
En effet g, (—/z) = 203/ + 23 — 1 < % + % —1 < 0. Ainsi g, s’annule encore

une fois et une seule (et pour une valeur supérieure a /).

3.0na f(0,y) =0 <= y3 =1et p(0) = 1.
Comme ¢ est de classe C'*°, la substitution du développement limité de ¢ en 0,

de la forme :

go(x):a+bx+£x2+c—ix3+0(x3),

2 6
dans f(x, gp(x)) = 0 donne

3
x3+[a+bw+§x2+%x3} —3x[a+bx+§x2 +o(z3)—1=0
Ce qui donne le systeme :
a’ =1 a =1 =¢(0)
2 _3.2,._ _0,dou: - -
3ab sa’c 3b =0 c =0 =¢"(0)
1+8 +da2d— 3¢ =0 d =-4 =990

Exercice 1.03.

1. Soit (by)pen une suite réelle décroissante convergente et de limite nulle.

n

Pour tout n € N, on pose S, = > (—1)Pb,,.
p=0

a) Montrer que les suites (S2,)nen €t (S2n+1)nen SOt monotones.
b) En déduire que la suite (S,,),en converge vers une limite finie £ et que :

VkeN, |6 — Skl <bryr

+o0
c¢) Montrer que, pour tout n € N, le réel ) 1(—1)pbp est bien défini.
p=n+
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Soit f : Ry — R une fonction positive, dérivable, décroissante, convexe et telle
que lim f = 0.
+oo

2. Pour tout p € N, on pose : a, = f(p) — f(p+1).
+o0

a) Montrer que, pour tout n € N, le nombre u,, = > (—1)?f(p) est bien
p=n-+1
défini.
+oo
b) Pour tout n € N, montrer que : >, (—1)Pa, = 2u, — (—=1)" " f(n + 1).
p=n+1

c) Montrer que la suite (a,)pen est décroissante.

+oo
3. a) Montrer que, pour tout n € N, | > (=1)Pa,| < f(n+1) — f(n+2).
p=n-+1

b) En déduire que la série de terme général u,, converge.

Solution :

1. a) La suite (S2,,) décroit car Sa(,41) — Son = bang2 — bang1 < 0, car (by,) est
décroissante.

La suite (S2n41) croit car Sa(ni1)41 — S2nt1 = —b2nys + bani2 = 0.

b) On a Syp+1 — Son = —bapr1 — 0, car lim (b,) = 0. D’apres la question
—00

n
précédente, les suites (Sa2,) et (S2,41) sont adjacentes ; donc elles convergent vers

la méme limite notée ¢ et on a ’encadrement :

Vn € N*, 82n+1 <0 <8y,
Comme (Ss;,) et (S2,41) convergent vers ¢, par exhaustion, il en est de méme de
la suite (Sy,).
* Si k est pair (k = 2n) alors : bgy; = Sont1 — Son < £ — Sz, < 0, dou
|Sk — €| < bgy1.
* Si k est impair (k =2n+1) alors : 0 < £ — So,41 < Sopto — Sont1 = biy1, dou
|Sk — €| < bgy1.

c) La série > (—1)"b,, converge car on vient de montrer que la suite (S,) de ses
+oo
sommes partielles converge. A fortiori > (—1)Pb, est bien défini.
p=n+1

2. a) La suite de terme général b, = f(n) vérifie les hypotheses de la question 1
car f est décroissante et tend vers 0.

b) Comme (—1)Pa, = (—1)Pf(p) + (1P f(p + 1), la série > (—1)"a, est
convergente, comme somme de deux séries convergentes (voir question 1), et on

¥ e = S O - S (L))

p=n+1 p=n+1 p=n+1
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= e+ S (1)Pf(p) (déealage d'indice)
p=n+1 p=n+2
+o0o +oo

= 300+ (3 0) - () )

= 2u, — (=1)"*1f(n+1)

c¢) Pour tout p € N, comme f est continue sur [p,p + 1] et dérivable sur |p,p + 1],
d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢, €|p,p + 1] tel que :

fo+1)—f(p) = f'(cp)((p+1) —p),

soit ap = —f'(cp).
Comme p < ¢, < p+1 < cpr1 < p+2 et que la fonction — f/ est décroissante (car
f convexe), on en déduit que :

ap = —f'(cp) > —f'(cpt1) = ap41.
Donc la suite (ap)pen+ est décroissante.
3. a) Comme a, = f(p) — f(p+1) et Emf = 0, on en déduit lim(a,) = 0.

Par ailleurs, la suite (ap)p,en est décroissante. Ainsi, d’apres la question 1.c. la

somme de la série proposée existe et la question 1.b donne I'inégalité voulue.
“+oo

b) D’apres la question 2.b, on a : u,, = 1 (—=1)Pa, —i—%(—l)”“f(n +1).
p=n-+1

=Pn

Or la série > (—1)""! f(n+1) converge (question 1), et, en ce qui concerne la série

> Bn,ona:0< |8, < f(n+1)—f(n+2) (question 3.a), et > (f(n+1)— f(n+2))
converge (par télescopage)

Ainsi Y |8, | converge par théoréme de comparaison. Donc la série Y 3,, converge
absolument. Finalement, la série Y u, converge, comme combinaison linéaire de
deux séries convergentes.

Exercice 1.04.
n
1. Pour tout n € N*, on pose H,, = > % et v, = H, —Inn.
k=1
Montrer que la suite (v,),>1 est convergente, on note 7 sa limite. (On pourra
étudier la série de terme général v, 11 — V)

En déduire que H, =Inn+ v+ ¢,, avec lim ¢, = 0.
n—oo

2. a) Soit (uy), (v,) deux suites positives telles que u,, ~ v, lorsque n tend vers
+00. On suppose que la série Y u, est convergente.

+o00 “+o0
On pose R, = > ui et R, = > vi. Montrer que R, (N) R
k=n k=n o0
P - 1 1
b) En déduire que H,, = Inn + ~ o T O(n)'
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1 1 .
3. Soit f la fonction définie sur [0,1] par : f(x) = { x LEJ siz €]0, 1], ou |.|
0 six=0
désigne la fonction «partie entiere »
Esquisser la représentation graphique de f et déterminer ’ensemble de ses points

de discontinuité.

1
4. Montrer que lim / f(z) dx existe et vaut 1 — .
e—=0 /.

Solution :

. - _—) = — 1 1
1. Onafyn+1_fyn_ | ln( n )— 2(n+1)2 +0(2(n_|_1)2).

La série de terme général v,,.1 — v, est convergente et par télescopage la suite
(7n) est convergente. Ainsi H,, = Inn + v+ o(1).

2. a) On revient a la définition d’équivalent :
Ve >0,INeN, n>2 N = |u, —v,| <ev,
(car v, > 0). On a alors, pour n > N :
+o0 400
|Rn—R;L| < Z |uk—vk| <€ Z Vg :6R;l
k=n

k=n
et on a bien R,, ~ R}

+oo
b) la comparaison entre la série > % et l'intégrale / ?—Qt montre que
n>1T 1

=9 o
> =5 ~ =. Ainsi
non

S|

_ 1 1
H,=Inn+~vy— %—i—o(ﬁ)
3. La fonction f est bornée sur [0,1] par 0 et 1. La fonction f possede des points
de discontinuité qui sont les réels %, pour n > 2. La fonction est aussi discontinue

en 0, car pour tout n de N* :

1y _ _ Ly 1 1,_1
f(g)—n—n—O,f(m)—nﬂLﬁ—[n+§J—§

et donc f n’a méme pas de limite en 0.

Pour représenter f, on représente x — % sur |0, 1], on hachure le plan par les

verticales d’abscisses % et on «translate» verticalement les morceaux de branche
d’hyperbole pour les faire «entrer» dans la bande 0 < y < 1.

4. Soit N fixé.
1 N rl/n N 1
/1 flx)de = > f(z)de = ;1(ln(n—|—1)—ln(n)—n—+1)

/(N+1) n=1J1/(n+1)
N+l
=In(N+1)— > - =1—Hyy1+In(N+1)
n=2
Cette derniere quantité tend vers 1 — v lorsque N tend vers +o0.
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1
La fonction f étant positive et bornée sur [0, 1], on en déduit que lin%) / f(t)dt =
T— x
1—7.

En effet en choisissant n tel que
1 1 1/n ) .
F(t)dt — / F(b)dt| < / fO)dt =In (14 ) — — 0
/:c 1/(n+1) 1/(n+1) ( ”) n+1nooo

L’intégrale proposée a donc une limite qui vaut 1 — ~.

1

ﬁa

1 <z < il vient

n+17

Exercice 1.05.
On dit qu'une suite d’entiers (uy,),>0 € NV vérifie la propriété (C) si :
up>letVn e N, u,ig >u%—un+1.
1. Soit (an)n>0 € NV vérifiant (C).
a) Montrer que (ay,),>0 est strictement croissante puis qu’elle diverge vers +oc.

b) En déduire que la série de terme général ai converge.
n

+ o0
2. Soit (an)nen € NN vérifiant (C). On suppose ici que S = > al appartient a Q
n=0 "N

et on considere (z,y) € N* x N* tel que S = %

" n Y Xn+1 — Xn
Pour tout n € N, on pose Y,, = [] a4, X;,, = > -2 et w,, = A —=—"
i=0 =0 % Yo —Ya

a) Montrer que la suite (wy)n>0 est bien définie.

)
b) Etablir que (&

Yn )nZO "

converge en croissant vers 5

c¢) Montrer que, pour tout n € N, X;, 11 = ap+1 X, + Yi.
1 _ 1 .
apt+2 — 1 an—i—l(an—i—l - 1)

d) En déduire que, pour tout n € N, w11 — w, =

e) Montrer que (wy,)n>0 converge vers % en décroissant.

3. On suppose dans cette question que la suite (a,,)n>0 € NV vérifie les hypotheses
du 2., et que, de plus :
dng e NyVn > ng,an+1 > afl —a, +1

a) Prouver que la suite (zY,, — yX,,)n>0 est strictement décroissante.

b) En déduire une contradiction.
4. Soit (an)n>0 € (N*)N telle qu'il existe ng € N, tel que, pour tout n > no,

+oo

any1 > a2 — a, + 1. Montrer que la série > 1 converge et que al Z Q.

n>0 "M n=0 "N

Solution :

1. a) Par récurrence, on montre que pour tout n € N, a,, > 1.
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De plus, pour tout n € N, a1 — a, = (a, — 1)? > 0. Ainsi, la suite (an)n>0 est
strictement croissante, puis étant a valeurs entieres elle diverge vers l'infini.

a . a T .
b) =2t > g, — 1+ RS an, — 1, dou =2t 5 400, Ainsi, & partir d'un
anp, n an, n—r00
) a _ P
certain rang n; € N, =L > 2 et q,, > 2" "q,,. On en déduit que > 1
an, S an
converge.

2. a) On sait donc que (a,,) est strictement croissante et a valeurs dans |1, 400].

On en déduit que (Y,,) est strictement croissante et (w,,) est bien définie.

n

b)SoitnEN.Ona&: ZL..Ainsi,% — Lot (&

) est croissante.
>0
Yn 7=0 CL] n NP ) Yn nz

c) Soit n € N. On a :

ndl 1 L 1 an—|—1Yn
X1 =Yoq1 D, o= an41Yn (D ;) + T = a0 X + Y
7j=0 "7 j=0 "J n+1
. Xpt1 — X (a1 — )X, + Y, X
d) Soit n € N. On a : w, = =ntl n o _ Znt nTin _ An 4
>1 " Yn+1 - Yn (an+1 - 1)Yn Yn
Ap+4+1 — 1
De plus, on a Xnt1 X Xngr = @npaXp 1
Yn+1 Yn Ynan+1 An41
Ainsi wp41 — Wy, = 1 + 1 1 1 1

Ungl  Gni2—1  Gni1—1  Gni2 =1 apiq(@ngs — 1)
e) Soit n € N. Par la propriété (C) et la question 1. a), on a :
apt2 —1 2 CLi-kl — Gpy1 = Ang1(angr — 1) >0,
et donc wy4+1 —w, < 0 par la question précédente.

De plus, on a w,, = Xny 1 Comme (a,) diverge vers +00, on aw, — %

Y, Gnt1— 1 n—oo Y

3. a) D’apres les calculs effectués a la question précédente, la suite (w,) décroit
strictement & partir du rang ng vers %, i.e.Yn € Ny z(Yor1—Yy) < y(Xni1—Xn),

d’ou, pour tout n € N, 2Y, 11 — yX,11 < 2Y,, —yX,,. Ainsi (2Y,, — yX,,)n>0 est
strictement décroissante.

b) On remarque tout d’abord que (zY;,, — yX,,), est une suite d’entiers relatifs.
De plus, comme (&)n est croissante de limite % (cf. la question 2. b)), on a

Yy
% < % pour tout n € N, i.e. 2Y,, — yX,, € N pour tout n € N.
n

Ceci est absurde car il n’existe aucune suite d’entiers naturels strictement
décroissante.

4. Soit (an)n>0 € (N*)N telle qu’il existe ng, pour lequel :

n=nygy — an+1>a%—an—|—1
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Comme aio —Qpy = Apg(Any —1) =0, 0n a apyr1 > 1 et lasuite (an)n>n,+1 vérifie

(e @]
la propriété (C). On déduit alors de la question précédente que > ai ¢ Q, et

n=ng+1 "7

Q1 o o
comme » € Q, on en déduit que ) ¢ Q.
n=0 an n=0 an

Exercice 1.06.
n
1. Pour tout n € N*, on pose H,, = »_ % et v, = H, —Inn.
k=1
Montrer que la suite (v,)n>1 est convergente. On note v sa limite (on pourra
étudier la série de terme général v,11 — Yn)-

2n (_ 1\k
2. Montrer que pour tout n € N*, ona: > % = H, — Hy,.
k=1

s - —1)" -
En déduire que la série > ( k) converge et déterminer sa somme.
k>1

3. Dans cette question, on pose pour tout n € N, as,,+1 = asp4+2 = 1l et agp43 = —1.

Quelle est la nature de la série de terme général % ?

Désormais, on pose pour tout n € N, agp11 = agnto =1 et agpny3 = agpnrqa = —1.
N 1 AN+4
) 1 1 _ 1—2x
4.a) Montrer que pour tout N € N,on a: n§:0 (4n 1 I o 3) /0 a2 dz.
; = 1 1 s
b) En déduire que ) (4n+1 - 4n+3) =1

n=0
=, 1

c¢) Calculer de méme ngo (4n 0 I 4).

a T 1
Zn — 4 =
5. Montrer que ng . n l + 2 In 2.

Solution :

1. On a v, —n:L—ln 1— L y—_ 1 0( 1 >
La série de terme général v,,1 — 7, est convergente et par télescopage la suite
(7n) est convergente. Ainsi : H,, = Inn + v + o(1).
2n (_l)k n 1
2. On calcule Y 2+ Hy, =2 ) 5+ = H,.
B iy 2k

2n (__1\k 2n (__1\k
Alors ) ( ;) =Inn—In(2n)+o(l) = —In2+4o0(1),et lim > ( kl;) =—1In2.
k=1 n oo p—1

2n+1 (_1)k:

i - —In2— lim -1 — _
Egalement nEI«Poo PO In 2 ngr}rloo o 1 In 2.
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1 1 1

1 _ 1 1 . 2
n+1"3n+2 3n+3 3n+1 "3n+2 "3In+3 3In+3
2

et Hspys — %Hn_H =In3+Inn+1)+v— 3 (In(n+1) +v) +0(1))

Cette expression tend vers 4+oo lorsque n tend vers +oo. La suite des sommes
partielles de la série ) a# admet une sous-suite divergente : elle ne peut converger.

3. On écrit

- - -

1
4.a) On remarque que / thdt = %H Ainsi
0
( 1 1 ) %/1(4/& 4k+2) 1(% ak
— = t*r —t dt :/ t*r —
dn+1 4n+3 i=0Jo 0 B=0 -

1 N 1 AN+4 1 AN+4
:/ (1—2) t‘“%ltz/ (1—t2)x1_t—4dt:/ 1=t
0 k=0 0 1—t o 1+t
1 AN+4 1 L AN+a
o) 1Ldt:/ ;dt—/t dt, et :
r/o 1462 o T+ 12 o T+ 12

1 1

AN+ ‘ ANt+4 g, 1
)/0 ot < [ = gl
b)

Il reste a faire tendre N vers +oo pour obtenir

N N

t4k:+2) dt
=0

n=0

00 1
+Z ( 1 1 ) _ dt  _m
ovAn+1 4n+3 o 1+t2 4
c¢) De la méme fagon :

N 1 N 1 AN+4
1 1 = — 2 4k d¢ — 2y 1=t
n§0(4n+2 4n+4)—/0t(1 t)kgot dt—/ot(l 2)x - dt

1 L aN+5 L aN+5
:%/ 2t2dt—/t thzlan—/t—th
o 1+t o 1+t 2 o 1+t

La derniere intégrale tendant vers 0 lorsque N tend vers +oo.

AN

5. Les deux questions précédentes montrent que lim Syy = lim )| n  —
N—oo N—ooop—g T

% + 11172 Les sommes partielles Syn+1, San+2, San+3 different de la somme Syn
par 1, ou 2 ou 3 termes tendant vers 0. Ainsi par exhaustion :

o0
anp _ m+1n4
ngon 4

Exercice 1.07.

Si f est une fonction a valeurs réelles, définie sur R* et de classe C? sur cet
intervalle, on lui associe la fonction g définie sur 'ouvert O = R?\ {(0,0)} par :

9(@,y) = fF(Vx* +y?).
1. On considere la fonction u définie sur O par u(z,y) = /22 + y2.

a) Montrer que u est de classe C? sur O.
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b) Justifier le fait que g est de classe C? sur O.

¢) Soit (z,y) € O, déterminer le gradient V(g)(z,y) de la fonction g en fonction
de f.
Si h est une fonction de classe C? au voisinage d’un point (a,b) de R?, on définit
le laplacien A(h) de h au point (a,b) par :

A(h)(a,b) = 0% 1 (h)(a,b) + 03 5(h)(a;b)
2. On s’intéresse au laplacien de g dans 'ouvert O.
a) Calculer A(g) en fonction de f.

b) Montrer que A(g)(x,y) = 0 pour tout (z,y) € O si et seulement si la fonction
f vérifie la condition suivante :

VieR:, f(t) + @ =0

3. On considere la fonction ¢ définie sur R par ¢(t) = tf'(t).
a) Calculer la dérivée de ¢.

b) Déterminer la forme des solutions g définies sur O comme dans le préambule
et vérifiant A(g)(x,y) = 0 pour tout (z,y) € O.

c¢) Trouver la solution g de 'équation A(g) = 0 qui s’annule sur le cercle unité

C:
C={(z,y) eR?: 22 +y* =1}
et qui vaut 1 au point (1,1).

Solution :

1.a) La fonction (x,y) — 2% + y? est polynomiale, elle est donc de classe C? sur

O. L’image de O est R7 et sur cet intervalle la fonction ¢ : ¢ V't est aussi de

classe C% (avec : ¢/ (t) = 2%/7-5 et ¢ (t) = —it*?’/g). Donc la fonction composée u

est de classe C? sur O.

b) Comme u est de classe C? sur O, arrive dans R% et que f est de classe C? sur
cet intervalle, la fonction composée g est bien de classe C? sur O.

c¢) En utilisant les regles usuelles de dérivation des fonctions composées, on trouve :

V@) = V) (et )

2. a) Il vient

O 1(9)(x,y) =

Va2 y? - L 2
\/ x2+y? xT
— T (Va2 +y?) + 5 (Va2 + )
ety 7 +y

2 2
= (@ + ) f(Va?+y?) + xzﬁ_ ” f'(Va?+y?).

Comme g((E,y) = g(y,$), on en déduit que 85,2(g)<x7y) = a%,l(g)(yax)a et par

suite
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2 2

z Yy "
932(9) (@, y) = ———5=55 ' (Va2 +y2) + (Va2 + ).
2,2 (2 —l—y2)3/2 224
En sommant, on obtient :

Alg)(z,y) = \/ﬁf(vﬁ +y?) + 1 (Va? +y?).

b) Comme I'image de O par u est exactement R* , I'assertion «A(g)(z,y) =0
pour tout (z,y) € O» est équivalente au fait que la fonction f vérifie pour tout
teRY :

F(t) + @ = 0.

/
3. a) Pour tout t € R, on a ¢'(t) = f'(t) +tf"(t) = t(f"(t) + fT(t))
b) La question précédente nous dit que si g convient, alors il existe une constante

réelle A telle que f/(t) = A pour tout ¢ € R . La fonction f est donc une primitive

t
de t — % et par suite f(t) = Aln(t) + B avec B € R. Il en résulte que g est de la

forme g(z,y) = Aln(y/22 + y2) + B avec (A4, B) € R? (g est bien de classe C? sur
0).

¢) Avec la question précédente, on voit que si g s’annule sur le cercle unité, on
doit avoir B = 0. La deuxiéme condition nous donne 1 = Aln(y/2). Finalement,

on trouve :
2In(vx? + y?)

9(z,y) = o

Exercice 1.08.

1. Soit € > 0. On considere une fonction convexe f qui est définie sur 'intervalle
I =]—¢,+o0] et qui est de classe C? sur I.

a) Soit z € R% et ¢ € |0, z]. Montrer que f(t) < (1— %)f(O) + % f(x).

b) En déduire que pour tout x € Ry, on a :

MEAUESGIR /Omf(t)dt.

2. On consideére une fonction convexe h définie sur I et de classe C? sur cet
intervalle. On suppose que h(0) = h'(0) = 0.

a) Montrer que h est positive sur I.
b) Soit H la fonction définie sur R, par : H(x) = 2h’(:13)/ h(t)dt — (h(z))?.
0

Montrer qu'elle est de classe C* sur R* et étudier ses variations sur Ry.

¢) En déduire que pour tout x € Ry, on a :

:L'h/(a;)h(x) B h/(l')/omh(t) it < @(mh/(l') _ h(CL’))
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d) Montrer que A'(1) = 0 implique que h est nulle sur [0, 1]. En utilisant ce qui

précede, établir que :
1 /
h{1) —/ nit)dt < )
0

2 8

3. Soit g une fonction convexe de classe C? sur I. On pose h(x) = g(z) — g(0) —
xg'(0).
En utilisant la question 2., montrer que :

g@);mm_iégaﬁﬁgg%nggwn

4. Soit f une fonction convexe et de classe C? sur I. En considérant les fonctions
g (k > 1) définies par gi(z) = f(z + k), prouver que :

0< IR S s - L - [Mpwar < LSO

n 3
5. Déduire de ce qui précede un équivalent simple de S, = >_ (1 + 3k)2, lorsque
k=1
n tend vers U'infini.

Solution :

1. a) Cette inégalité fait penser & la définition de la convexité, c’est bien le cas
puisqu(il suffit d’écrire : t = (1 — %)x() + %xm.

b) C’est évident pour x = 0, et pour x > 0, il suffit d’intégrer I'inégalité donnée
dans la question 1. a).

2. a) Comme h(0) = A/(0) = 0, la tangente en 0 est I’axe des abscisses. La fonction
h étant convexe, son graphe se situe au-dessus de ses tangentes et elle est donc
positive sur I.

b) Les primitives de h étant de classe C3, une application directe du cours nous
dit que H est de classe C'. Par ailleurs, les regles de dérivation nous conduisent
a: .

H'(z) = 20" (x) / h(#)dt.
0
La fonction h étant convexe, sa dérivée seconde est positive.
xX
Avec le résultat a), on voit que / h(t)dt > 0 pour x > 0. La dérivée de H est
0
donc positive et H est croissante sur R .

¢) Comme H est croissante et que H(0) = 0, avec des simplification évidentes
on voit que 'inégalité souhaitée provient de la positivité de H sur R .

d) La fonction A’ est croissante et h’'(0) = 0, on voit donc que si h’'(1) =0, on a
nécessairement h’ = 0 sur [0, 1]. Par suite, la fonction h est constante sur [0, 1] et
donc nulle puisque h(0) = 0.
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L’inégalité est triviale si h’(1) = 0 d’apres ce qui précede. On peut donc supposer
que h’'(1) > 0. En utilisant ¢) et en divisant par h’(1), on remarque qu’il suffit

A1) 1 K1)
sy )~ h] <

Or cette derniere inégalité est équivalente a (h/(1) — 2h(1))2 > 0, elle est donc
vraie.

alors de montrer que 'on a

3. Il est clair que la fonction h est de classe C? sur I. De plus, h'’(z) = ¢"(x) > 0,
la fonction h est donc convexe. Avec a) on voit que h vérifie 'inégalité établie en
2. d) et des calculs simples nous ramenent a l'inégalité souhaitée.

4. Comme le suggere ’énoncé, on considere les fonctions gx et on leur applique les
résultats des questions 1. b) et 2. Cela nous conduit aux inégalités :
k+1 / /
k
Il suffit alors de sommer ces inégalités, pour k variant de 0 a n — 1, pour aboutir
au résultat.

5. La fonction f définie sur I = ]—%, +oo| par f(z) = (1+ 3x)3/2 est de classe C2
sur I. De plus, f'(z) = %(1 + 390)1/ ? est clairement croissante, la fonction f est

donc convexe. On applique alors le résultat de la question 4. et il vient :
[(1+30)°/2 = 1] < S + 5 — S(1+3n)*?

< 43052 = 1) + [(1+3n)Y/2 - 1],
On en déduit en isolant S,, et en considérant les termes dominants que :

Sy~ 1—25[(1 +3n)%/2 — 1] ~ %5 n>/?

2
15

Exercice 1.09.

On admet la propriété C suivante :
Pour toute suite réelle (an)n>1, on a :

lim a, = €R = lim l[al—l—---—l—an}zﬁ
n— 00 n—oo N
Autrement dit, si une suite converge vers une limite £, alors la suite de ses

moyennes converge aussi vers L.

1. On considere la suite (uy,)pen< définie par : u; = 2, us = 1 et la relation de

récurrence :
Unp

L+ Un A/ UnUn—1

a) Vérifier que la suite (u,,),>1 est correctement définie.

pour tout n € N tel que n > 2, up4+1 =

)
b) Etudier les variations de la suite (uy,)n>1-

c¢) Montrer que la suite (uy,),>1 converge vers 0.

d) Prouver que la suite n +— % — % converge vers 2. En déduire un équivalent

n+1 n
simple de u,, lorsque n tend vers l'infini.
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2. Dans cette question, on considere la suite (uy,),>1 définie par u,, = 1 si n est
pair et u, = 0 si n est impair.

a) Etudier la convergence de la suite (vy,)n>1 définie par :
Vn>1lwv, == 1 [u1+--~—|—un}
b) Que pensez-vous de la réciproque de la propriété C ?

3. On considere une suite réelle (uy),>1 €t on pose wy, = Up41 — U, pour tout
n > 1.

a) On définit la suite (v, )p>1 par : Vn > 1,v, =
=1 i

b) On suppose que la suite (v,,),>1 converge et on note ¢ sa limite. On suppose

également que lim nw, =0.
n—-+oo

Montrer que la suite (u,),>1 converge alors vers /.

%hu+-~+u@.

Soit n > 2. Prouver 'égalité : u,, —

Solution :

1. a) Une récurrence immédiate montre que u,, > 0 pour tout entier n, la suite
(un)n>1 est donc correctement définie.

b) On a 0 < us < uy et pour n > 2, le terme u, 11 est obtenu en divisant
u, > 0 par un nombre réel plus grand que 1. La suite (uy),>1 est donc positive
décroissante.

c¢) La suite (uy,),>1 converge vers une limite ¢ positive. Les propriétés sur le calcul

¢
14 0%

des limites et la relation de récurrence nous conduisent a ’équation : ¢ =
Il en résulte que ¢ = 0.

d) En utilisant la relation de récurrence définissant u,, il vient :

1 _ i + / UnUp—1.-

Un41
Et par suite : L = % + UpUp—1 + 2 Un—1
n+1 Up Un
Comme lim wu, = 0, on déduit de la relation de récurrence que Un-1 1, et
n— oo Un
par suite que 21 — % converge vers 2.
un—i—l U’n
Avec la propriété C appliquée a la suite (a,) = ( 21 — %), on obtient :
un—i—l Uy,
lim L (=1 — 1) —2ct onen déduit que : u, ~ —L—.
n—oo N (u121+1 4) d " (0) V21
2. a) On a vy, = % et vop11 = QnHﬁ On voit donc que la suite (v,,) converge
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b) Comme la suite (u,,) est clairement divergente et que la suite (v,,) converge vers
1/2, la réciproque de la propriété C est fausse en général.

3.a)Ona:
n—1 n—1 n n—1 n—1
S kwp = > k(ugsr —uk) = D, —Dug— > kup = (n—Duy, — > up
k=1 k=1 =1 k=1 =1

n
= NUp — D Uk.
k=1
[’égalité souhaitée en découle aisément.

b) Il suffit d’utiliser I’égalité précédente et d’appliquer la propriété C a la suite

(an) = (nw,) compte tenu du fait que lim nw, = 0.
n—oo

On a donc obtenu une réciproque partielle de la propriété C.

Exercice 1.10.

Pour (k,¢) € N2, on pose

sup zF(1 — x)*
z€[0,1]
R(k,¢) =1n ( i >
(1 —2)tdx

0
1. Montrer que R(k,¢) est bien défini pour tout (k,¢) € N2
2. Montrer que sup zF(1 — x)¢ existe et est atteint.

z€[0,1]
Calculer sa valeur en fonction de &k et /.

1
3. On pose g(k,?) = / 2F(1 — x)dz. Calculer g(k, ), pour tout (k,¢) € N2
0

4. a) Montrer que R(k,¢) < In(k+ £+ 1).

b) Ce majorant est-il atteint ? Dans I'affirmative, en quels couples ?

Solution :
1. La fonction f : x — z¥(1 — x)¢ est continue sur le segment [0, 1]. Elle est donc

1
bornée et son sup est atteint. Clairement / f(x)dx > 0. Ainsi le dénominateur
0

définissant R(k, {) ne s’annule pas.

Enfin par positivité du numérateur et du dénominateur, le logarithme est bien
défini.

2. On sait que le polynoéme f est borné sur [0, 1]. Son maximum est atteint en un
point ou la dérivée f'(x) s’annule. Or f/(z) = 2*~1(1 — 2)* "1 (k — (k + £)x) ceci si
kE#0etl+#D0.

Comme f(0) = f(1) =0et f >0, on obtient, si k #0 et £ #0
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k J4
sw et 1-0) = f(F) = () (7

Sik=0ouf=0, sup 2*(1—x)" =1.
z€[0,1]

3. On suppose k et £ non nuls. Une intégration par parties donne :

1 k+1 041 1
_ k(1 _ o\ — |2 (L — ) 4 k+1(] _ =1
g(k:,ﬂ)—/ox(l x)dx—[ ] ]O+k+1/0x (1 —2x)"dx

Par une récurrence immeédiate :
/) 0k
g(k,t) = g(k+1£,0) =

(k+1)(kE+2)...(k+0) (k+ ¢+ 1)!

4. a) Supposons k et £ non nuls. En utilisant les résultats précédents :
_ k+¢ E \k; ¢ !
Rk, ) =t (ke + e+ 1)(" 1) (2 (759))

=1In(k+ ¢+ 1)+1n(<kze><k§_g)k(kf_g)z)

Si X est une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(k + ¢, kL—M)’ la seconde

partie de la derniére expression représente In(P(X = k)) < 0. Ainsi R(k,{) <
In(k+¢+1).

e sik=(=0,R(k,¢{)=In1=0;

e sik=0,{#0, R(k,{)=In({+1);

o sik#0,{=0, R(k,{) =1In(k+1).

Finalement, pour tout (k,¢) € N? R(k,¢) <In(k + ¢+ 1).

b) On a égalité si k = 0 ou ¢ = 0. Par contre, si k # 0 et £ # 0, le second logarithme
de la question a) n’est jamais nul.
On a donc égalité si et seulement si £ =0 ou £ = 0.

Exercice 1.11.

Pour a € R et n € N, on pose, sous réserve d’existence :

/2
Jn(a) = / (sint)a (cos t)n dt
0
1. Soit n € N. Pour quelles valeurs de « I'intégrale précédente est-elle définie 7

2. a) Déterminer la nature de la série de terme général J,(1).

b) En déduire la nature de la série de terme général J,, (o) pour o < 1.

3. a) Soit m un entier naturel tel que n > 2; déterminer la limite de w, =
[cos (ﬁ)}n, quand n tend vers l'infini.

b) En déduire la limite, quand n tend vers linfini, de lintégrale W,, =

w/2
/ cos™ t dt.
0
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4. On suppose a > 2.
: : , : , o (sint)”
a) Soit ¢ la fonction d’une variable réelle définie sur |0, 7/2] par g(t) = 1 oot
— cos
i w/2
Etudier la convergence de 'intégrale / g(t) dt.
0

b) Montrer que, pour tout N € N* :

/2 N /2
/O gt dt— S T () = /0 o(#) (cos )N+ dt

n=0

c¢) En déduire la nature de la série de terme général J, ().

+oo
d) Calculer > J,(2).
n=0

Solution :

1. On a t — sin®t cos™ t € C?(]0,7/2]) et au voisinage de 0 est équivalente & ¢t* .
Ainsi l'intégrale converge si et seulement si o > —1.

Donc J,,(a) est bien défini si et seulement si o > —1.
2.a) On a t+ sint cos™t € CY([0,7/2]) donc J,(1) définie, et :

/2 n+1
- | npdp = [ STz 1
Jn(l)_/o (sint) cos tdt—[ n+1 ]o S on+1

donc la série ) J,(1) diverge.

b) -1<a<1l = Vte|0,n/2],(sint)* > sint donc J,(a) > J,(1), d’ont
la divergence de la série ) J,(«).

3. a) Par développement limité :

Uy, = eXP [n In (1 — ﬁrn +O(Elrn))] = exp[— 212271 "‘O(IHZLH)} — 0

b) Par la relation de Chasles et décroissance de la fonction cosinus sur [0, 7/2] :

1/In%n /2
0<Wn</ dt+/ undtéLﬁ-Eun—)O
0 1 n

/1n2n 1112 2 n—0o0

4.a) Onag e C°J0,7/2]) et g(t) 5 2t2~2 donc g est prolongeable par continuité
0
pour « = 2. Donc l'intégrale est faussement impropre et converge.
b) Il suffit d’invoquer la linéarité de l'intégration, et l'identité géométrique
habituelle.

¢) Soit M un majorant de |g| sur |0, 7/2] (possible d’apres la question 4.a). Pour
tout N € N*,

/2 N
‘/ gty dt — 3 Jn(@)| < MxWiir — 0
0 N— oo

n=0
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/2
donc > J,(«) converge vers / g(t)dt.
n>0 0

/2 Qt w/2
d) 5(2):/0 %dt:/o (1+cost)dt:%+1,

Exercice 1.12.

Pour toute fonction f : [a,b] — R de classe C', on note :

L(f) = / JIT PO dt

(La valeur de cette intégrale est la longueur de la courbe représentative de f.)

fo s _e+e?
1. Calculer L(f) pour f définie sur [0, 1] par f(t) = 5

2. a) Calculer la dérivée sur [0;1] de h: t — %ln(% + V14 4t?).

b) Soit f définie sur [0, 1] par f(t) = t2. Calculer L(f).

1 .
3. a) Montrer que 'intégrale / SlTnt dt est convergente.
0

oo |
b) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que l'intégrale / 51Tnt dt
1
est convergente.

L T2 cos(2t)
¢) Montrer que l'intégrale / ———2dt est convergente.
1

t

oo |, 2
d) Montrer que 'intégrale / SN E gt est divergente.
1

t
T2 sin ¢
En déduire la divergence de 'intégrale / Tdt'
1
4. On désigne par g la fonction définie sur |0, 1] par g(t) = %sin (%) et par [ la

1
fonction définie sur le méme intervalle par f(x) = / g(t) dt.

X
a) Montrer que f se prolonge par continuité en 0. On notera encore f ce
prolongement.

b) Montrer que f est continue sur [0, 1] et indéfiniment dérivable sur ]0, 1].

1
c¢) Montrer que lim lg(t)] dt = +o0.
z—=0+ /..

d) Pour tout réel z € ]0,1], on désigne par A(z) la longueur de la courbe
représentative de la restriction de f au segment [z, 1].

Donner une expression intégrale de A(z), pour tout z €]0, 1], puis montrer que
lim A\(z) = +o0.

z—0t
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Solution :

2t —2t 2t —2t
1L.Ona:1+[f/(t))2=1+&=2+e" e +2+e " _ ¢4)2 Donc

4
}126—6_1 |
2

1 1 t -
:/0 ‘/f(t)2dt:/0 fo)dt = [S=55], %6
2. a) Il vient :

h/(t):lx 1 ><(2 4t ) _ 1 \/1+4t2+2t

+
279t 4 /1 + 42 V1 + 4¢2 2t+\/1+4t2 V1 + 4¢2
1

VAT
b) Par intégration par parties suggérée par la question a) :
1
L(f):/\/1+4t2dt=[ 1+4t2 /
1V 1 —l— 4t2

— 5 — /4t -1y _ /5L +/—dt
V14 42 () 0 1+ 42

Donc :
2L(f —L—d =5+ [$ (@t + VI +42)]) = V5+ 12+ E),
et : /

L(f):%5+i1n(2+¢5)

3. a) La fonction & intégrer se prolonge par continuité en 0; l'intégrale est
faussement impropre en 0.

A A
. sint 5, cost1A cost
b)OnapourA>1./1 ; dt = [ . 1 /1 2 dt.

-

+oo
Avec < tlz’ la regle de Riemann montre que l'intégrale /1 %St dt est

absolument convergente, donc convergente. On peut passer a la limite lorsque A

tend vers +oo et % est de limite nulle.

Donc 'intégrale proposée converge.

¢) On procede comme en b) par intégration par parties pour augmenter la
puissance au dénominateur.

: sin®(t) 1 — cos(2t)

d) On a = 57 , donc :
r . 9 T
sin (t)dt 1o 1 cos(2t)dt
L t 2 2/ t
Quand z tend vers 400, la derniere intégrale converge et %lna: tend vers 'infini.
x 2 .2 .
D’ou liIil %tdt = +oo. Enfin, Vt € R, Sullf—t < |Sl?t|. Donc par
T—r+00

1

+ .
comparaison, / @dt diverge.
1
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a) Soit x €]0, 1]. Par le changement de variable u = 1/t,

1 1/x
f(:z;):/ g(t)dtz/l Sl%du.

+oo |
Et comme / SlTntdt converge, on peut prolonger f par continuité en 0.
1

b) Sur |0, 1], f est 'unique primitive de —g nulle en 1, donc f qui est continue
en 0 est clairement de classe C* sur |0, 1].
! T | sin u| : N
c) Comme en a),ona: [ |g(t)|dt = —y— du : la divergence de I'intégrale

T 1
a I'infini et la positivité de la fonction a intégrer donnent le résultat.
d) On a f'(t ) = . Donc :

Vo e]0,1], /\/ 2sm % /|—sm )|dt > /|g )|dt

Donc lir%r)lJr A(z) = +o0. On a ainsi un exemple de courbe image d’une fonction
T—

continue sur un segment et de longueur infinie ...

Exercice 1.13.
Soit (uy)n>1 une suite réelle vérifiant pour tous n, m entiers naturels non nuls :
un+m < Up, + Um,

On pose, pour tout n € N* : v, = min Yk,
kelin] K

1. Montrer que la suite (vy,),>1 admet une limite ¢ dans {—oo} UR.
2. Montrer que pour tous n, m entiers naturels non nuls, on a wu,,, < Mmu,.

3. On suppose dans cette question que ¢ ne vaut pas —oo. Soit € > 0.

a) Montrer qu’il existe m € N tel que qu </l+e.

b) En utilisant la division euclidienne de n par m, montrer que la suite (an—”)n>1
converge vers £ lorsque n tend vers +o0. -

Dans la suite, on appelle chemin sans croisement de longueur n toute suite
My, ..., M, de points du plan a coordonnées entieres vérifiant :

i) My = O (origine du plan) ;
ii) pour tout i € [0,n — 1], la distance entre M; et M; 1 est égale a 1;
iii) pour tout i # j, on a M; # M;.
On note N,, le nombre de chemins sans croisement de longueur n.
a) Montrer que N,, < 4".
b) Montrer que pour tous n, m entiers naturels non nuls, N, 1., < N, N,,.

c¢) Quelle relation vérifie u,, = In N,, ?

d) En déduire que la suite (N%,/ "), converge.
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Solution :

1. La suite (vy,) est décroissante (a cause du min...) Soit elle est minorée, auquel
cas elle converge vers sa borne inférieure, soit elle tend vers —oo.

2. On montre cette relation par récurrence.

® pour m =mn, Us, < 2Up ;

® SUpPPOSONS qUE Uy, < MUy, Alors

u(m—i—l)n = Umn+n < Umn + Up, < MUy, + Uy = (m + l)un

3. a) Comme lim v, =/, il existe n > 1 tel que min % < 0+ £ et comme
n—+00 kell,n]

¢’est un minimum, il existe m > 1 tel que uﬁ </l+e.

b) Soit m fixé et n grand. Il existe un unique couple (g,7) avec 0 < r < m tel que
n =mq-+r. Ainsi :

U u u U U U n—r_u Uu U U
n n n n n n n m n m
Comme r € [0,m — 1], on a u, < max(uj,...,Un—1) < Cp. Donc lim o =0,
n—-4o0o

et il existe N7 tel que pour n > Ny, u—rzl <O+ 2e.
Comme lim v, = ¢, par décroissance, il existe Ny tel que sin > Ny, Yo > ¢—9¢.
n——+o0o n

Ainsi pour n > max(Ny, Na), ‘u# — €‘ < 2e.

4. a) On part de My = (0,0). Il y a 4 choix possibles pour M; qui sont
(1,0),(—1,0),(0,1) et (0,—1). Si My, est placé, il y a alors 4 positions possibles
pour My, 1. Par récurrence immédiate N,, < 4™.
b) Il y a N,, chemins sans croisement de My a M, et au plus N,, chemins sans
croisement et ne croisant par My, ..., M, de M, a M, ,,. Donc :

Nptm < NpyNp,
c) La suite (uy,) vérifie w1 < Uy + U,

d) La suite (v, ) correspondante ne peut tendre vers —oo puisque u,, = In(N,,) = 0.
Ainsi lim %2 =/ cRet

n—-+oo

lim In[(N,)Y/"] = £ et donc lim NA/™ = ¢f € R%

n—-4oo n—-+oo

Exercice 1.14.

1
1. Déterminer les réels = pour lesquels / (1#
0

n t2)w converge.

1
dt

O te alors F'(z) = — .
n note alors F'(x) /0(1+t2)x

2. Calculer F(0) et F(1).

3. Soit n € N. En évaluant F'(n) — F(n+ 1), déterminer a l’aide d’une intégration
par parties, une relation de récurrence entre F'(n) et F'(n + 1).
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. ¢ 1
4. Soit n € N. Montrer que F(—n) = > <n>_
= \k) 2k +1

5. Etudier les variations de la fonction F sur son domaine de définition.
6. a) Pour z < 0 fixé, étudier les variations de la fonction ¢ — m sur [0, 1].
b) Déterminer lim F(x).

T—r— 00

zt?

1
7. a) Montrer que : Vo € R}, F(x) < / e 2 dt.
0

b) En déduire lim F(x).
r—+00

Solution :

1. Pour un réel z fixé, la fonction f, : t — ==+ egt continue sur [0,1] donc
la fonction F' est bien définie sur R.

1 1
2. OnaF(O):/O dt =1 et F(l):/o 1—C|l—tt2 = [arctanthl):

s
1
3. Soit n € N . Par linéarité,

(1 1 Y
F(n)—F(n+1)—/0 ((1+t2)n—(1+t2)n+1)dt_/0 Wdt

t 2t
= [ Lu—=2L__at
/o 27 (1 462"

Posons u(t) = L et v(t) = _—12 Les fonctions u et v sont de classe C1 sur
2 n(l+t9)"
[0,1], donc en intégrant par parties :
1
_ [t =1 . 1 a__ _ -1 1
Fin) = Flnt1)= [2Xn(1 +t2)"]0 i 2”/0 A+ et ot )

Finalement :

Fn+1) = 20=1Fmn)+ 1

1 1,
4. Soit n € N, F(—n) = / (1+t3)"dt = / > (Z)t%dt, donc par linéarité :
0 0 k=0

F(—n) = ]éo (Z) 2;{;—1+1

5. Pour un réel t € [0, 1] fixé, la fonction x — f, () est décroissante sur R, donc,
V(z,2') € R?,x <2/ = f.(t) > fu(t), puis par croissance de I'intégrale avec
0 <1, il vient F(x) > F (') donc F est décroissante sur R.

6. a) Pour = < 0 fixé, la fonction f, est dérivable sur [0, 1] et :

V€ [0,1], fL(t) = e—@In(+8%) =22t
[ ] fx() € X1+t2
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Ainsi f, est croissante sur [0, 1] et fx(l) = (%)I
b) Soit z < 0. D’apres la question précédente, Vit € } fx( ) = fu (2) donc
. v s 1 1 1
par croissance de 'intégrale avec 5 < 1, /l fa(t)dt / ﬁE dt 5 fz (Q)
2
D’autre part, la fonction f, étant positive sur [0, 1], / f=(t)dt donc
Fz) > (d)°
Par comparaison lim F(x) = +oo
Tr—r—00
7. a) En étudiant la fonction ¢ — In(1+1¢) — % sur [0, 1], on montre facilement que
2
Vte[0,1], In(1+1¢) > t. Or si t € [0,1], alors t* € [0,1], donc In(1 + ¢2) > %,

zt?

donc f.(t) <e 2.
1 2
¢
En intégrant, il vient : Vo € R, F'(z) < / e~ T dt.
0

b) En effectuant le changement de variable affine u = y/zxt, d’ott du = /z dt, il

vient :
1 JI
e_T __du
[etu-L["

Y -
Comme lim e” 2du= Tﬂ (densité de la loi N'(0,1)), alors :

r—+00 0
. _wt2
lim e 2dt=0
r——+00 0

Or clairement, F'(x) > 0, donc par encadrement, lim F(z)=0.
r——+00

Exercice 1.15.

Soit @ > 0, I = [0,a] et f: I — R continue telle que :

e 0< f(x) <z pour tout = € ]0,4a] ;

e il existe a > 0,c¢ > 0 tels que pour tout & dans un voisinage de 0,
f(z) =2 —ca®t! + o(xT1)

ug € I,ug #0

Vn>0,up1 = flup)’

1. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Soit (uy) la suite définie par {

a) Soit y un réel non nul. Montrer que
v
Uty = ug — cyug ™ + o(ug™)

b) Montrer qu’il existe « tel que la suite de terme général u 41— U, converge dans
R*.
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3. a) Montrer que si (v,,) est une suite réelle admettant une limite A, alors la suite
n
(w,,) définie par w,, = % > v; converge également vers .
i=0
b) En déduire un équivalent de u,,.

4. Applications

a) Soit  la suite définie par ug > 0 et pour n > 0, tpyq = In(1 + u,). Etudier
la nature de la série de terme général u,,.

b) Soit u définie par uy € |0, 7| et pour n > 0, u,41 = sin(u,). Trouver un
équivalent simple de u,, lorsque n tend vers I'infini.

Solution :

1. La suite (uy,,) est strictement décroissante, minorée par 0. Elle converge vers une
limite ¢ vérifiant ¢ = f(¢). Comme f(z) < z pour = # 0, alors £ = 0.

2. a) On utilise un développement limité de (1 4+ u)” pour u au voisinage de 0.
Up g1 = U (1= cugy + o(ug))” = ul (1 — eyupy + o(uyy)) = u — cyup™ + o(ug ™)
b) En choisissant 7 = —a, il vient :=

% =ca+ o(l)

ur_z—(ij—ll — Uy
3. a) On revient a la définition de la limite :

Ve >0,dng,n=2ng = |v, — A <e¢
Alors pour n plus grand que ng :

_ lno _ 1 S _ Ch n—"no Chg
[wn, >\|<nk§0|un )\|+nk:n20+1|un Al < et <= te

- C
En choisissant n; tel que pour n > nq, % < €, pour n > max(ng,ni), on a

lwy, — A| < 2e.

b) La question précédente montre que %(u‘o‘ — Uy O‘) = ca, donc wu, ~

n
1 1
(Ca)l/a nl/a'
4. a) La fonction proposée vérifie les hypotheses de 'exercice avec In(1 + x) =

T — % + o(2?).

Ici ¢ = 1/2 et @ = 1. La question précédente montre que wu,, ~ % et la série > uy,
diverge.
b) Cette fois f(z) = sinz = x — %x?’ + o(x?), donc ici ¢ = % et a = 2, on en
déduit :

b f3
n
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Exercice 1.16.

On note F': R} — R et G : R} — R les applications définies par :

F(z)= SIU g ot Gz)= | “SBldy
1 U T

1. Montrer que F' (respectivement G) admet une limite finie, notée a (respective-
ment ) en +00.

+oo |
sint dt

2. Montrer que pour tout réel x strictement positif, 'intégrale Pt

converge et exprimer sa valeur, notée A(z), en fonction de F et G.

3. Montrer que A est de classe C? sur ]0, +o00[ et calculer A”(z) + A(x) pour tout
x> 0.

4. Déterminer les limites de A, A’ et A” en 4+o00. Peut-on généraliser 7
+o0
5. a) Montrer que sinz / % du tend vers 0 lorsque x tend vers 0.
x

+oo |
b) Montrer que / % du converge et qu’elle est la limite de A(x) lorsque x
0

tend vers 0.

Solution :

1. En intégrant par parties :
X x
_T_ 17z CoS U _ _cosxT cos U
F(z)=| (:os.uxu}1 /1 ”: du = cos 1 > /1 e du
Cette intégration par parties avait pour but d’augmenter la puissance au dénominateur

+o0
et la regle de Riemann montre que l'intégrale / % du est absolument con-
1 u

vergente, donc convergente et par conséquent F' a une limite en +o0.

On procede de la méme facon pour G.

2. Comme x > 0, le seul probleme est en 400 et le changement de variable affine

u =t + x est autorisé avec la borne infinie.

T gin(u — x)

u

Sous réserve de convergence, on a donc : A(z) = / du

X
et en développant sin(u — x), les résultats de la question 1. donnent la convergence
voulue et permettent de scinder I'intégrale :

A(x) = cos:z:/Jroo .

+o0
SIMU 7y, — sinx COSU 1y,

“+o0 +o0 x
Avec, dans le cas de la converegence : / .= / el — / ..., on a donc :
1 1

T

A(z) = (cosz)(a = F(z)) — (sinz)(8 — G(z))
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3. Les fonctions a intégrer définissant F' et G' sont continues sur R* , donc F' et G
sont de classe C! et A aussi et une premiere dérivation donne :

A'(z) = —(sinz)(a — F(x)) — (cosz)(B — G(x)) — cos xx sigx + sinxx%
— —(sina)(a - F(2)) - (cosa) (8 — G(z))
On peut donc recommencer et A est de classe C? sur R%, avec :
A"(2) = —(cos )@ — F(x)) + (sina)(8 — G(z)) + sinaxSDL | cosr ST

Ainsi :

A(z) + A"(z) =1 (%)

4. Avec Em F=aet Em G = p et le fait que les fonctions sin et cos sont bornées, les
o> o>
résultats précédents donnent : lim A = lim A" = 0 et donc également lim A” = 0.
400 +o0 +oo

On pourrait continuer par la technique dite «de ’ane qui trotte» a partir de (x) :
A est de classe C* sur R et toutes les dérivées tendent vers 0 en +oo.

5. a) Déja l'expression donnée a un sens et on écrit :

“+o00 1 “+o00
sin COSYU gy =ging | O5Y dy + sinx COSU gy,
x U x u 1 u

et
1 1 1
/ cosudu:/ COSU_1+1du=—lnx+/ cosu—1 g,
u u u
X xX x
Comme lim sinzlnxz = 0 (par équivalent du sinus) et lim cosu—1 _ 0,

z—0t u—0t
I'intégrale précédente est faussement impropre en 0 et le passage a la limite est

licite et donne :

—+ o0
lim sin z COSU 10y = ()
z—0 = u

b) La convergence demandée est banale car on a déja réglé le probléme pour la

borne infinie et I'intégrale est faussement impropre en 0.

+oo | 400

Comme A(x) = cos :c/ Sl% du — sin .r/ % du et lign cos = 1, le résultat
X X

demandé est une conséquence du résultat a).

Exercice 1.17.

A toute suite réelle a = (a,,)nen, on associe la suite a* définie par :
VneN,a;, = Ln i (Zf)ak
2" k=0
1. Un exemple : Suite géométrique.
Soit z € R. On suppose que la suite a est définie par : Vn € N, a,, = 2".

a) Exprimer a} en fonction de z et n.

b) On suppose que |z| < 1.
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i) Justifier la convergence de la série ) a, et expliciter sa somme A(z) =
n>0

o
> ap.
n=0

o0
ii) Justifier la convergence de la série ) a} et expliciter sa somme Y a) en
n>0 n=0

fonction de A(z).
¢) On suppose que |z| > 1.

i) Quelle est la nature de la série ) a, 7
ii) Quelle est la nature de ) a ;22 =-27
n>0
2. Comparaison des convergences des deux suites.
a) Soit k € N fixé. Déterminer la limite de 2% <Z) lorsque n tend vers +oo.

b) Soit a une suite réelle et ¢ un entier naturel fixé.

q
On considere pour n > ¢, la somme Sy (n,a) = kz—:o <Z> ;—Z. Quelle est la limite de
Sq(n,a) lorsque l'entier n tend vers +oo ?
¢) On suppose que (a,) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Montrer que

lim a; =0.
n—+oo

d) On suppose que (a,) converge vers un réel ¢ lorsque n tend vers +o0o. Quelle
est la limite de (a}) lorsque n tend vers +oo ?

e) La convergence de la suite (a,) est-elle équivalente & la convergence de la
suite (a’)?

Solution :

1 a) D’apres la formule du binéme : Vn € N, a! = 2%(2’ + 1)

b) i) D’apres les résultats sur la somme des termes d’une suite géométrique,

n . n+l
comme z # 1 : szzllf
k=0 o

Comme |z| < 1, cette suite admet une limite. Ainsi, > a,, converge et
o0
— k1
A(z) _n;()z Dl g

ii) D’apres l'inégalité triangulaire,

|z—51|<1‘|‘2’z‘ <1

oo
Ainsi, Y a} est une série géométrique convergente et » | a = i E S = 2A(2).
n=0

c) i) Comme |z| > 1, la série )  a,, est grossiéerement divergente.
)
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)™ qui est le terme général d’une série

DNO|—

ii) Si z = =2, alors a} = (—
géométrique convergente.
nn—1)---(n—k+1) nk

k! (;) k!

et d’apres les théoremes de croissances comparées, lim Ln ( k:) = 0.
n—+oo 2

2. a) L’entier k étant fixé, (2) =

b) L’entier ¢ étant fixé, (S,(n, a)), est une somme finie de suites de limite nulle.
Ainsi, lim Sy(n,a) = 0.
n——+oo

c) Comme (a,)nen est de limite nulle, il existe un entier naturel g tel que

Vn2>qlan| < 5

La suite (S,(n,a)), étant de limite nulle, il existe ng tel que

Vn = ng,|S(n,a)| < %

D’apres les questions précédentes, pour tout n > max{ng, q} :
* 1 - n 15 1 w n\ ¢ B 1 n\ e
@l =[Sima)+& > (Mal<s+E X (B)5<5+E 2 (R)§<e
’ q 2n [l kj ‘ 2 271 [l kj 2 2 277, — k 2 X
Ainsi, par définition de la limite, lim a) =0.

n——+oo

d) D’apres la définition et la formule du binéme qui donne 2" = > (Z), on

peut écrire : a) — { = 1 > (Z)(ak —0).
2" k=0

Ainsi, comme lim (a, —¢) = 0, on se ramene au cas précédent et lim a) = /.
n—-+oo n—+oo

e) Sia = ((—2)")y, alors, d’apres la question 2. ¢), (a}) est une suite convergente
de limite nulle alors que (a,,) est une suite divergente. Ainsi, il n’y a pas équivalence
entre les convergences de (a,) et de (a}).



