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Exercice 2.01.

Soient n, p des entiers naturels non nuls et A une matrice de M,, ,(R). On confond
vecteurs de R™ ou R? et matrices colonnes canoniquement associées.

On note (.,.) le produit scalaire canonique de R™ ou RP.

1. Montrer que A est de rang 1 si et seulement s'il existe U € M, 1(R) et
V € M, 1(R) non nulles telles que A = UV

En déduire que dans ce cas : VX € RP,AX = (V, X)U.

2. Si le rang de A vaut 1 et si n = p, calculer la trace de A en fonction de U et V
puis du calcul de A2, déduire un polynoéme annulateur de A.

3. a) Montrer que A est de rang 2 si et seulement s’il existe (Uy,Us) € M, 1(R)?
et (V1,V2) € M, 1(R)? tels que (Uy,Us) est une famille libre de R™ et (V3, V2) est
une famille libre de R? avec :

A=U"V1 + UV
b) Déterminer alors une base de Im A.

c¢) Déterminer Ker A.

4. Généraliser les résultats précédents au cas ou le rang de A est égal a r > 0.

Solution :

1. Si A est de rang 1, alors toutes les colonnes de A sont du type vU, ou v est un
réel et U € M,, 1(R) engendre 'image de A. La matrice colonne U est non nulle,
sinon A serait nulle et donc de rang 0 ce qui contredit I’hypothese.

Ainsi pour tout 1 < i < p, la i colonne de A s’écrit v;U oit v; est un réel. Soit
V € M, 1(R) la matrice colonne dont la i ligne est v;. Cette matrice est non

nulle car A est non nulle.
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On a en écrivant en colonnes :
A= (nU|-|vU)=UW.
Réciproquement si A = UV = (v, U] - - |v,U), toutes les colonnes sont colinéaires

a U et comme U et V sont non nulles, on en déduit que le rang de A est 1.
Ainsi puisque ‘V X est un réel, on a

VX eRP, AX =U'VX =(VX)U=(V,X)U
2. On suppose que n = p, on a :
tr(A) = tr(UV) = tr(*VU) = VU et A2 =UWVUV = (‘VU)UWV = tr(A)A.
Ainsi un polynéme annulateur de A est X2 — tr(4)X.
3. a) Si le rang de A vaut 2, alors la dimension de Im A est 2.
Soit (Uy,Us) une base de Im A. Ainsi la i colonne de A s’écrit comme combi-

naison linéaire de Uy et de Us : v1;Uy + vo;Us. Par conséquent en notant V7 et Vs
les matrices de coeflicients vq; et v9;, on a :

A= (vi1Us +v21Us| -+ [v1pUr + v2pU2) = Uh'Vi + Un'Va.
La famille (V7, V3) est une famille libre de R? car si cette famille est liée, il existe
un réel a tel que Vo = aVj ou V3 = alh. Dans les deux cas, on en déduit que

A s’écrit sous la forme UV donc la matrice n’est pas de rang 2 ce qui contredit
I’hypothese.

Réciproquement s'il existe (U1, Us) € My, 1(R)? et (Vi,Va) € M, 1(R)? tels que
(U1,Usz) est une famille libre de R™ et (V1, V2) est une famille libre de R? avec
A=U"Vi + U,'Vs,
alors on a pour tout X de RP
AX =0 (X, V)U1 + (X, V5)Us =0 <= (X, V}) =0 et (X, V) =0
< X € (Vect(Vy, o))+,
Donc Ker A = (Vect(Vy, V2))*. On en déduit que le rang de A est 2.

Ainsi A est de rang 2 si et seulement si il existe un couple (Uy,Usz) € M, 1(R)?
et un couple (V1,Va) € M, 1(R)? tels que (Uy,Us) est une famille libre de R™ et
(V1,Va) est une famille libre de R? avec

A=U"V, 4+ Us'Vs.
b) Une base de Im A est donc (U, Us).
¢) D’aprés ce qui précede Ker A = (Vect(Vy, Vo))t
4. On généralise ce résultat : le rang de A est égal a r > 0 si et seulement s’il existe

(Uy,---,Up) e Mp1(R)" et (Vi,---, V) € Mp1(R)” tels que (Un,---,U,) est une

famille libre de R™ et (V4,---,V}.) est une famille libre de R? avec
A=UV1 + -+ U,'V,.

En effet si le rang de A est r, soit (Up,---,U,) une base de Im A. Chaque

colonne de A est combinaison linéaire de (Uy,---,U,), on en déduit qu’il existe
(Vi,--, Vi) € Mp1(R)" tel que
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A=U"V1 + -+ UV,

Alors pour toute colonne X, AX = 0 s’écrit ‘V; X =0,...,'V, X =0 et :

Ker A = (Vect(Vy,---, V;))t,
or la dimension de Ker A est p — r donc le rang de la famille (V4,---, V) est r ce
qui prouve que cette famille est libre.
Réciproquement, s’il existe (Uy,---,U,) € M, 1(R)" et (V1,---, V) € Mp1(R)"
tels que (Uy, - -+, U,) est une famille libre de R™ et (V7, - -, V,.) est une famille libre
de RP avec

A=U'Vi+- + UV,

alors on montre que Ker A = (Vect(Vy,---,V,.))*, et comme (Vi,---,V,) est une
famille libre de RP, le noyau de A est de dimension p — r donc le rang de A est r.

Exercice 2.02.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et f et g deux endomorphismes
de E diagonalisables. On suppose que f og = go f et que '’ensemble des valeurs
propres de f est de cardinal n.

1. Montrer que les sous-espaces propres de f sont des droites stables par g.
2. Montrer qu'il existe une base B de F telle que Mp(f) et Mp(g) sont diagonales.
Plus généralement on admet que deuxr endomorphismes diagonalisables qui com-

mutent admettent toujours au moins une base commune de vecteurs propres.

Dans toute la suite de l'exercice, A et B désignent deux matrices carrées réelles
d’ordre n. On note ® 4 p 'application qui, a toute matrice M de M,,(R), associe
la matrice AM + MB.

3. Montrer que ®4 p est un endomorphisme de M, (R).

4. On suppose dans cette question que A est diagonalisable et que B est la matrice
nulle.

Soit (X1,...,X,) une base de M,, 1(R) et des réels Ay, ..., A\, tels que pour tout
entier naturel ¢ compris entre 1 et n, AX; = \; X;.

a) Pour tout couple (7, j) d’entiers compris entre 1 et n, on note M; ; la matrice
dont la i-eme colonne vaut X; et les autres colonnes sont nulles. Montrer que la
famille (M; ;)1<i j<n forme une base de M, (R).

b) En déduire que l'application ® 4 ¢, est diagonalisable.

5. On suppose dans cette question que A et B sont diagonalisables. Montrer que
® 4 p est diagonalisable.

Solution :

1 Soit A une valeur propre de f et x € Ker(f — Nidg).
Alors, comme f et g commutent, f(g(z)) = g(f(z)) = g(Az) = Ag(z).
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Ainsi, g(x) € Ker(f — Nidg) et Ker(f — Aidg) est stable par g. On peut remarquer
que les sous-espaces propres de f sont bien des droites ...

2 Soit B = (e1,...,e,) une base de vecteurs propres de f. Notons, pour tout
i, A\; tel que f(e;) = Ae;. Comme f possede n valeurs propres distinctes,
dim Ker(f — \jidg) = 1.

Ainsi, comme g(e;) € Ker(f — \je;), il existe p; tel que g(e;) = p;e;. Finalement,
la matrice de g dans la base B est diagonale.

3. On montre aisément que ®(M) € M, (R) et D(AM + N) = A®(M) + (N).

4. Comme A est diagonalisable, il existe (X1,...,X,) et Aq,..., A\, tels que pour
tout ¢ € [[1,TL]], AX;, = X,

a) Soit (i ;) tels que > >~ pijM; ;j = 0,.
i=1j=1

n
Alors, en étudiant chaque colonne de cette matrice : Vi, Y p; j X; = 0y,
j=1
Comme (X;) est une base, les j; ; sont tous nuls et (M; ;) jye[1,n]> est une base
de M, (R).
b) D’apres les propriétés du produit matriciel, ® 40, (M; ;) = A\jM; ;. Ainsi,
(M; ;) est une base de vecteurs propres de ® 4, et 4, est diagonalisable.

5. D’apres la définition, ®4 p = P40 + Py, B.
— D’apres la question précédente, ® 4 o est diagonalisable.

— Comme B est diagonalisable, il en est de méme de !B et on peut donc
trouver une base de M, (R) formée de vecteurs propres pour ®:5 ¢ et les matrices
transposées forment une base de vecteurs propres pour ®gp. Donc ®¢ p est
diagonalisable.

— Enfin (I)A,O o (IDOTB(M) = A(MB) = (AM)B = q)ojB o q)Avo(M).
Ainsi, d’apres la question 2, ® 4 et ®y p sont diagonalisables dans une méme
base. Une telle base est une base de diagonalisation de ® 4 p.

Exercice 2.03.

Pour n € N, on note E,, le R-espace vectoriel des fonctions réelles de classe C™ sur
[0, 1].

On note M Pensemble des fonctions de Eo vérifiant f(0) = f(1) = 0, et on

considere 'application u de M dans Ey qui, a toute fonction f de M associe sa
dérivée seconde, notée f”.

1. Montrer que u est une application linéaire injective.
1
2. Soit g € Ey. Pour tout x de [0,1], on pose G(x) = %/ |z — t|g(t) dt.
0

a) Justifier que G est un élément de Fy et déterminer G”'.

b) Pour tout x de [0, 1], on pose H(z) = G(x) 4+ ax + b. Déterminer les réels a
et b pour lesquels H appartient a M.
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¢) Que peut-on en déduire pour u ?

d) Vérifier que pour tout élément x de [0,1] :

1 1 1
o)) = § [ le—tia®a =4 [ma-§ [ 0200

On note P, 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur

ou égal & n. Pour tout k € N* et tout z € R, on pose e(r) = z¥ et on pose

également, pour tout z, eg(x) = 1.

On note M, le sous-espace vectoriel de P,, constitué des fonctions polynomiales P

de P, telles que P(0) = P(1) = 0.

Pour tout entier naturel & et tout réel =, on pose fi(z) = 2*T1(z — 1).

3. Montrer que pour tout n de N, C' = (fo, f1,..., fn) est une base de My, ;o.

4. Pour n € N, soit v 'application linéaire de M,, o dans P, qui & P associe P".
a) Déterminer la matrice A de v relativement aux bases C' et B = (eg, e1,...,€y).

b) Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Solution :

1. L’application u est clairement linéaire de M vers Fj.
Soit f € Keru. On a f” =0et f(0) = f(1) = 0. Donc f est affine et nulle en deux

points, donc f est la fonction nulle et u est injective.
1

2. a) 2G(x) = / (x —t)g(t)dt +/ (t — x)g(t) dt, soit en développant :
0 T

26(x) = m/oxg(t) dt — x/;g(t) dt — /Omtg(t) dt + /:tg(t) dt

On peut déja dériver une fois :

xwmzllwﬁ—/g®w+m@wwemmwwam+em@»

= /Omg(t) dt—/:g(t) dt

G’ est encore dérivable et : 2G" (z) = g(x) — (—g(x)), soit :
G" = g et G est bien de classe C2.
b) On a encore H” = g et :

H(0) = b+G(0) = b+%/1tg(t) dt, H(1) = a+b+G(1) = a+b+%/1(1—t)g(t) dt

1 1
Donc H appartient a M pour b = —%/ tg(t)dt et a = %/ (2t — 1)g(t) dt.
0 0

c¢) Pour un tel choix de a et b, on a donc H € M,u(H) = g, ce qui prouve que
u est bijective ...

1 1 1
d)...avecu_l(g):xH%/O |x—t|g(t)dt—%/0 tg(t)dt—gfo (1 —2¢t) g(t) dt.
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3. f est dans M,, ;o si et seulement si f est de la forme z — z(x — 1)Q(x), ou Q
est polynomiale de degré inférieur ou égal a n, donc (fo,..., fn) est génératrice de
My o.

La liberté de la famille est claire par échelonnement.
4. a) v(fo)(x) =2, v(f1)(x) = 6x — 2 et pour k > 2,
v(fe)(x) = (K +2)(k + 1)a* — (k4 1)kzk1L.

Soit en remplissant colonnes apres colonnes :

2 =2
0 6
D —k(k+1)
a— | (k+2)(k+1)
' 0
—(n+1)n
(n+2)(n+1)
k2

b) v=1(ex) est de la forme x + ax + b et les conditions aux

(k+2)(k+1)
bords donnent :
k+2

v’l(ek)(ﬂ?) = (k +x2)(k+ 1) B (k+2)x(k+ 1)

__z(x—1)
= Grynin et
1

soit : v (ep) = (fo+ fi+ -+ fr), ce qui explicite la (k + 1)™°

(k+2)(k+1)
colonne de A~! : tous les éléments qui sont au-dessus ou sur la diagonale valent
1

et les autres sont nuls.
(k+2)(k+1)

Exercice 2.04.

Soit n € N*. On considere ’espace vectoriel R” muni de sa structure euclidienne
canonique, le produit scalaire étant noté (.,.) et la norme associée |.||.

Conformément a I'usage, on note par la lettre majuscule correspondante la matrice
colonne canoniquement associée a un vecteur de R” noté par une lettre minuscule.

On considere un endomorphisme symétrique ¢ de R™, dont toutes les valeurs
propres sont positives ou nulles et u = (uq,...,u,) un vecteur fixé de R".

Le but de cet exercice est ’étude de la fonction f : R™ — R définie par :

Vo e R" f(x) = §{p(@),) - (u,)

On note A = (a; ;) la matrice canoniquement associée a ¢.

1. Montrer que si toutes les valeurs propres de ¢ sont strictement positives, on a :
VheR" h#0 = (p(h),h) >0
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On dit alors que ¢ est un endomorphisme symétrique défini positif.

2. a) Montrer que f est de classe C? sur R™ et expliciter son gradient et sa matrice
hessienne en tout point.

b) Montrer que f admet un unique point critique si et seulement si ¢ est défini
positif.

c¢) On suppose que ¢ n’est pas défini positif. A quelle condition sur u et ¢ la
fonction f possede-t-elle des points critiques ?

d) On suppose que f admet au moins un point critique z. Montrer que f admet
1

en z un minimum global valant —§<u, z).
e) La fonction f admet-elle des maximums locaux 7
7T =2 1
3. Exemple. On suppose iciquen=3, A=| -2 10 -2 | et u=(6,12,—6).
1 -2 7

Montrer que ¢ est défini positif.

Déterminer I'unique point critique de f et le minimum global de f sur R3.

Solution :

1. Soit A la matrice canoniquement associée a l’endomorphisme . La matrice
A est symétrique réelle, donc il existe P orthogonale et D diagonale (dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de ) telles que A = PDP~!.

On a
(p(h),h) = Y(AH)H = *HAH = *H'PDPH = '(PH)D(PH) = 'Y DY = 3" A;y2

et h # 0 donne H # 0 et Y = PH # 0 donc les \; étant strictement positifs il
vient bien

((h),h) >0
2. a) Avec A= (a;;), z = (z1,...,2,) et u= (u1,...,u,),0n a:

f(x) =" aijwimy — 3w
Alors :

0i(f)(x) = él aijz; —u; et 87 ;(f)(z) = a; 5, donc :
V(f)(z) = AX —Uet V(f)(z) = A

b) Il y a un point critique et un seul si et seulement si ’équation AX —U =0 a
une solution et une seule, donc si et seulement si A est inversible. Ceci a lieu si et

seulement si 0 n’est pas valeur propre donc si et seulement si les valeurs propres
sont toutes strictement positives.

¢) AX — U = 0 a au moins une solution si et seulement si U € Im(A), donc si
et seulement si u appartient a Im .

d) Par hypothese p(z) =u et f(z) = 5(u, 2) — (u, 2) = —%(u, z).

DO —
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Alors, pour tout x :

F@) = £(2) = $lp(@),2) — (u,2) + F(u, 2) = F(p(), ) — ((2), 7) + {(2), 2)

= Lp(x), 2) — () + L(u, 2)
= Lo(@),2) - Lo(z),2) — L), 2) + 2ip(2), 2)
- %(gp(m—z),x—z> >0

Il s’agit donc bien d’un minimum global.

(On peut aussi dire que f est une fonction polynomiale du second degré, donc le
développement a 'ordre 2 est en fait exact et la hessienne est positive ... )

e) On vient de voir qu'un point critique correspond toujours a un minimum, il
n’y a donc pas de maximum local.

3. Les calculs montrent que le spectre de A est {6,12}.
2

L’équation AX = U donne X = sl 2 | le minimum (global) valant —14.
-1

\V)

Exercice 2.05.
Soit n € N*. On note (.,.) le produit scalaire canonique de R™.

On dit que deux familles (uj,...,ux) et (vy,...,v;) de vecteurs de R™ sont
biorthogonales si 'on a :

vmﬁeuﬂ%wWﬁz{

1 sii=j
0 sinon

1. a) Montrer que si les familles (uq,...,u) et (v1,...,v;) de R™ sont biorthogo-
nales, alors ces deux familles sont libres. Que peut-on en déduire pour k7

b) Montrer que si B = (uq,...,u,) est une base quelconque de R"™, alors il
existe une unique base C = (v1,...,v,) telle que B’ et C soient biorthogonales. La
base C s’appelle la base biorthogonale de la base B'.

Dans la suite de I’exercice, on confond tout vecteur de R™ avec la matrice colonne
canoniquement associée.

2. Soit A une matrice carrée d’ordre n pour laquelle il existe un entier naturel r,
des familles (uq,...,u,) et (v1,...,v.) de R™ biorthogonales et r réels non nuls
(A,..., Ar) tels que

T
A= Z )\iuitvi
i=1
a) Montrer que u; est un vecteur propre de A.

b) Montrer que Ker A = (Vect(vy,...,v,))1. En déduire le rang de A.

c¢) Montrer que A est diagonalisable.
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d) Réciproquement, montrer que si A est diagonalisable de rang r, alors il existe
(u1,...,u.) et (vy,...,v,.) de R™ biorthogonales et des réels non nuls Aq,..., A\,
tels que :

s
A= Z /\iuitvi
=1

3. Soit A € M, (R), symétrique de rang r. Montrer qu’il existe une famille
(uy,...,u,) et des réels non nuls Ay, ..., A\, tels que

r
i=1

La réciproque est-elle vraie 7

Solution :

1. a) On considére une relation de dépendance des vecteurs (uq,---,ug) :
ajuy + -+ agur =0

Pour tout entier 1 < j < k, on a (aqus + -+ + agug, vj) = a;. On en déduit que

pour tout entier j tel que 1 < j <k, a; = 0. On procede de méme pour la famille

(v1,--+,vE). On en conclut que les deux familles sont libres.

Par conséquent k& < n.

b) Soit B’ = (uy,- -, u,) une base quelconque de R™. On note B la base canonique
de R™ et P la matrice de passage de B vers la base B’.

On suppose qu’il existe une base C = (v1,---,v,) telle que B’ et C soient
biorthogonales. On note ) la matrice de passage de B vers la base C.

On note M la matrice de coefficient général m;; = <ui,vj> pour 1 < i < net
1 < j < n. On vérifie que A = *PQ. Puisque B’ et C sont biorthogonales, on
en déduit que A est I, donc Q = P~1). Par conséquent s’il existe une base
C = (v1,--+,vy) telle que B’ et C soient biorthogonales, alors cette base est unique
et est déterminée par Q = {(P~1).

Soit la base C telle que la matrice de passage de B vers la base C est Q = {P~1).
Alors on a ‘PQ = I,,, ce qui prouve que B’ et C sont biorthogonales.

Par conséquent il existe une unique base C = (vy,---,v,) telle que B’ et C soient
biorthogonales.
2. Soit A une matrice carrée d’ordre n pour laquelle il existe (Uy,---,U,) et

(Vi,--+,V,) de R™ biorthogonales et r réels non nuls (Ag,---,\.) tels que A =
> NUY;L

i=1
T
a) On a pour tout entier i tel que 1 <i < r: AU; = > \,U;'V;U; = \U;.
=1

De plus U; n’est pas nul car (U;, V;) = 1, donc c’est un vecteur propre de A associé
a la valeur propre A;.

b) Ona X e KerA < > \U;'V; X =0 <= > \{(V;, X)U; = 0.

=1 1=1
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Comme la famille (U, ---,U,) est libre,
X € Ker A <= Vi€ [1,7],(V;, X)U; = 0 <= X € (Vect(V1,---,V;))*+.
Par conséquent Ker A = (Vect(Vy,---,V,.))*. On en déduit que le rang de A est 7.

c) La matrice A est diagonalisable puisque la «réunion » d’une base de Ker A avec
la famille (Uy, - --,U,) est une base de R™ constituée de vecteurs propres de A.

d) Réciproquement soit A une matrice diagonalisable de rang r, alors A possede des
valeurs propres non nulles (A1, -+, \,) associées aux vecteurs propres (U, - -, U,)
qui forment une famille libre. On complete cette famille libre pour avoir une base
(Uy,---,U,) de R™, on considere la base biorthogonale notée (V1,---,V},).

Alors les familles (Uy, -, U,) et (Vi,---,V,) sont biorthogonales et vérifient :

A= \UV

=1
mn
En effet, Soit X € R", ona X = Y _ x,;U;.
i=1
n
Or pour tout entier ¢ € [1,n], (X,V;) = > z,;(U;,V;) = z;. Donc pour tout

j=1
X e R"”

=1 i=1

3. Si A est symétrique de rang r, alors A est diagonalisable et il existe une base

orthonormale (Uy, - - -, U,,) constituée de vecteurs propres de A associés aux valeurs
propres
)\12"‘2)\r>)\7’+1:"':)\n20
La base biorthogonale de (Uy,---,U,) est elle-méme donc on a :
A=Y \NUU;

i=1
La réciproque est donc vraie.

Exercice 2.06.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (avec K = R ou K = C). On note
L(E) l'espace vectoriel des endomorphismes de E.

Soit p un projecteur de E tel que p # 0 et p # idg. Pour tout f appartenant a
L(E), on pose :

o(f)=5(fop+polf)
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E).
2. Calculer (pop)(f) et (powop)(f); en déduire les valeurs propres possibles de
®.

3. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, montrer que les ensembles suivants sont
des sous-espaces vectoriels de L(E) :

K(F)={feL(E)FCKerf}etI(F)={fecL(E)/ImfcCF}
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4. Soient f,g € L(FE).
a) Calculer f o g lorsque f € K(Im g) ou lorsque g € Z(Ker f).
b) Calculer p o f lorsque f € Z(Imp).
¢) Montrer que fop = f lorsque f € K(Kerp).
5. a) Pour chacun des sous-espaces vectoriels suivants, montrer que leurs éléments

non nuls sont des vecteurs propres de ¢ et préciser les valeurs propres correspon-
dantes :

A= K(Imp)NZ(Kerp), B=K(Imp)NZ(Imp) et C = K(Kerp) NZ(Imp)
b) Montrer que les sous-espaces A, B et C sont en somme directe.

c¢) Quelles sont les valeurs propres de ¢ 7

Solution :

Notons que le fait de supposer qu’il existe un projecteur de E différent de 0 et de
idg entraine que la dimension de E est au moins égale a 2.

1. Résulte clairement des propriétés des opérations.

2. On trouve (g0 ¢)(f) = $(f) + 3po fop.

Puis : (popo@)(f) = 3(po@)(f)+2epo fop) =Lo(f)+Lpofop.

Done ¢*(f) — ¢2(f) = 59*(f) — So(f) et X* = 3X2 41X = X(X = 1)(X - 3)

est un polynoéme annulateur de . Donc Sp(y) C {0, 1, %}

3. @ Og(p) € K(F). Pour tout A € K et tout f,g € K(F) et tout € I, on a :
xeF Ckerf= f(x) =0etx € F C kerg = g(x) =0, dou (f + Ag)(x) =0
donc x € ker(f + Ag) et f+ A\g € K(F).

On a prouvé : Vo € F, = € ker(f+ Ag), donc F' C ker(f + Ag), soit f+ Ag € K(F).
e Ozp) € I(F). Pour tout A € K et tout f,g € Z(F) et tout x € E, on a :
flz)CImfC Fetg(x)CImfCF,dou(f+Ag)(x)=f(x)+ N\g(z) € F. Ceci
prouve donc Im(f + \g) C F, i.e. f+ Ag € Z(F).

4.a)Ona: feK(Img) < Img Cker f < g€ Z(ker f). Et alors,ona: fog=0.

b) La relation f € Z(Imp) signifie Im f C Imp; alors, comme p est un projecteur,
on a:

Ve € E,(po f)(x) =p(f(z)) = f(z) car f(z) € Im f C Imp = ker(p — id).
Donc po f = f.
c) Comme FE = kerp @ Imp, il suffit de prouver que f(p(x)) = f(z) pour tout

x € ker p et pour tout x € Im p.
e La relation f € K(kerp) signifie ker p C ker f; donc, pour tout x € kerp, on a

f(z) =0et f(p(x)) = f(0) = 0 donc f(p(x)) = f().
e Et pour tout = € Imp, on a p(x) = x, donc f(p(x)) = f(x).

5. a) D’apres les questions précédentes :



46 ESCP Europe 2017 - Oral

esi fe A alors fop=0(f € K(Imp))etpof=0(f¢eZ(kerp)),doncp(f)=0,
et si f est non nul, f est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre A = 0.

esifeB, fop=0(f€K(mp)etpof=f(feI(lmp)),doncg(f)=1f.
Donc si f est non nul f est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre A = %

osi fEC, fop=[(f€K(kerp))etpof=f(f€ZI(Imp)), doncp(f)=f et
si f est non nul f est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre A = 1.

b) Les sous-espaces A, B et C sont en somme directe car ils sont inclus dans des
sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes.

c) Les valeurs propres possibles sont 0,1, %; ce sont effectivement des valeurs

propres si et seulement s’il existe des vecteurs propres (donc non nuls) associés.
La question 4.d. donne des idées pour en trouver.

e pour que fop=0et pof =0, il suffit de prendre f =idg —p # 0 (car p # idg).
Donc 0 € Sp(y).

e pour que fop=0et po f=f, il faut que Im f C Imp C ker f. Comme Imp
et ker p sont supplémentaires et tous deux non nuls (sinon on aurait p = idg ou
p = 0), en choisissant e; € Imp et e; € kerp, on peut compléter en une base
(e1,€2,...,e,) de E. L’endomorphisme f défini par f(e1) = ez et f(ex) = 0 si

k > 2 est non nul et vérifie les conditions voulues. Donc % € Sp(y).

e pour que fop= fet pof=f,ilsuffit de prendre f = p # 0. Donc 1 € Sp(yp).
Ainsi Sp(y) =10, 1, %}

Exercice 2.07.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E) tel que u® = idg et
u # idg. On pose :

E; = Ker(u —idg) et By = Ker(u? 4+ u + idg)

1. a) Montrer que E; N Ey = {0}.

b) Déterminer un polynéme P tel que (u? + u + idg) — (u — idg) o P(u) soit
proportionnel a idg. En déduire que E = E; @ Es.
2. On suppose dans cette question que n = 2.

a) On suppose que l'on a dim E; = dim Fy = 1. Soit alors e; € Ej \ {0} et
ey € Fy \ {O}

i) Quelle est la forme de la matrice A = M., c,)(u)?

ii) Montrer que le terme situé en deuxieme ligne et deuxieme colonne de
A? + A+ I, ne peut étre nul.

iii) Montrer que I’hypothese faite est absurde.

b) Montrer qu’il existe une base B de E telle que Mp(u) = ((1) :1 )
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Solution :

1. a) Soit # € By NEy, on au(x) = x et u?(x)+u(z) +z = 0, soit 3x =0 et z = 0.

b) On peut chercher P de degré 1 et unitaire pour assurer la disparition des
termes en u? et le choix de P = X + 2 fait disparaitre les termes en u :

u? +u+id — (u —id) o (u + 2id) = 3id
Soit x € E, on a donc 3z = (u® + u + id)(z) — (u — id) o (u + 2id)(z)
— avec x1 = (u? + u +id)(z), il vient (u —id)(z1) = (u® — id)(z1) = 0.
— avec Ty = (u — id) o (u + 2id)(x), il vient
(u? +u +id)(z2) = (u® — id)((u + 2id)(x2)) = 0

Ainsi z = %xl + %xg, avec %xl € Fj et %xz € Bs.

Ce qui prouve que E = E; + F5 et finalement ' = E; @ Fs.

2. a) i) Comme u(e;) = e, la matrice A est de la forme <(1) g)

i) Ainsi A2+ A+ I, = (: ) et comme [ est réel le dernier

*
B2+p+1
coefficient ne peut étre nul.

iii) Mais es € E», on doit donc avoir (42 + A + I5) ((1)) = <8> et la

contradiction est claire.
b) On ne peut avoir dim £} = 2 (car u # idg), on ne peut avoir dim £y = 1,
donc dim Fy = 0 et dim By = 2.

Soit e; un vecteur non nul de Fs. La seule valeur propre possible de u est 1 (car
u® = idg) et on vient de l'exclure. Donc ey = f(e;) n’est pas colinéaire a e; et
(e1,e2) est une base de FE.
Comme e; € Ey, on a (u? + u +id)(e1) = 0, soit :

u(es) = u?(ey) = —e; —u(ey) = —e; — ez et donc :

0 -1
M(617€2)(u) = (1 _1)

Soit un entier naturel n > 2 et E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit f
un endomorphisme non nul de E nilpotent, ce qui signifie qu’il existe p > 2 tel que

fP=0et fP71£0.

1. Montrer que p < n.

Exercice 2.08.

2. On suppose dans cette question uniquement que p = n. Résoudre 1’équation
u? = f, d’inconnue u endomorphisme de E.

3. Déterminer les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable 7

4. Soit g un endomorphisme de E.
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a) Montrer qu’il existe un polynéme @) annulateur de g dont les racines sont
exclusivement les valeurs propres de g.

b) Montrer que dans l’ensemble des polynémes annulateurs non nuls de g, il
existe un polynome annulateur de degré minimal. Quel lien existe-t-il entre @) et
ce polynome 7

¢) On suppose dans cette question que g ne possede que 0 comme valeur propre.
Montrer que g est nilpotent.

Solution :
1. On sait qu’il existe = # 0 tel que fP~1(x) # 0. La famille (z, f(x),..., fP~1(z))

P
est de cardinal p et est libre puique si Zak fk (r) = 0, en composant par fP~1,
k=0

cela montre que ag = 0, puis en composant par fP~2, etc.

Donc p < n.

2. Dans cette question f"~! #£ 0 et f = 0. Soit u tel que u? = f. Alors u?" =0
et u?"~2 # 0. Donc u est nilpotent, mais par la question précédente son indice de
nilpotence est inférieur ou égal a n. Donc 2n — 1 < n = n < 1 ce qui n’est pas le
cas et ’équation proposée n’a pas de solution.

3. Les valeurs propres de f font partie des racines de tout polynéme annulateur,
ici XP. Donc Spec(f) C {0}. Mais f est nilpotente donc non inversible et

Spec(f) = {0}.
L’endomorphisme f ne peut étre diagonalisable, ne possédant qu’une unique valeur
propre, sinon, il serait nul.

4. a) Tout endomorphisme g de E admet un polynéme annulateur, puisque la
famille (Id, g, g%, ..., g”Q) étant de cardinal n? + 1 est liée. Notons P un polynéme
annulateur.

Le théoreme de d’Alembert Gauss permet de décomposer P sous la forme

P(X)=C E[l(x — ;)™

ou les (ay) sont réels ou complexes et les m; des entiers naturels supérieurs ou
k

égaux a 1. On a ainsi H(g —a;1d)™ = 0 et les facteurs en jeu commutent eux a
i=1

deux.

Supposons qu'’il existe ¢ tel que «;, ne soit pas valeur propre de g. L’endomorphisme
g — a;, Id est donc inversible, tout comme (g — v, [d)™ 0. En ramenant ce facteur
en début de factorisation et en multipliant par son inverse, on récupere un autre
polynoéme annulateur de degré inférieur dans lequel on a enlevé une racine qui
n’est pas valeur propre de g. En procédant ainsi pour chacune des racines de P,
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on récupere un polynome annulateur dont les racines sont exactement les valeurs
propres de g. Notons le () et ¢ son degré.

b) Soit A ={P € R[X]/P(g) =0} et D = {deg(P), P € A}. L’ensemble D est un
sous ensemble de N* minoré par 1 donc admet un élément minimal pg et il existe
P € A de degré pog.

En utilisant un raisonnement identique au raisonnement précédent, les racines de
P sont exactement les valeurs propres de g. Donc P divise Q.

c) Si g est un endomorphisme dont la seule valeur propre est 0, le polynome @) est
de la forme X™ et ¢ = 0. Donc g est nilpotent. L’indice de nilpotence de g est
donné par le degré du polynome P trouvé dans la question précédente.

Exercice 2.09.

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit A = (a; ;)
la matrice d’ordre n, a coefficients réels, définie par :

0O 0 ... 0 1
o o0 ... 1 0
am‘:{l S?H_j:n—i—l,soit:A: : . _
0 sinon
1 0 ... 0 O
On note u 'endomorphisme de R™ associé & A dans la base canonique (eq,...,e,)

de R™.
1. Montrer que u est diagonalisable.

2. Dans cette question, n est pair et on écrit n = 2p.

a) Montrer qu’il existe des plans vectoriels F, ..., F), stables par u tels que 1'on
p
ait @ Fr =R".
k=1

b) En déduire les valeurs propres de u ainsi qu'une base orthonormée de vecteurs
propres de u.

3. Dans cette question, n est impair, et on écrit n = 2p+1. Déterminer les éléments
propres de u.

0O 0 ... 0 O

0 0 1 0
4. On considere la matrice A définie par : A =

1 0 0 0

Montrer que A n’est pas diagonalisable.
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0 0 0 a4
. 0 0 a3 O -
5. Soit A = € My(R). A quelles conditions A est-elle
0 a2 0 O
aga 0 0 O

diagonalisable dans M4(C) ?

Solution :

1. On considere R™ muni de sa structure euclidienne canonique. La matrice A
est symétrique réelle : elle est diagonalisable et I’endomorphisme u associé est
diagonalisable.

2. a) Les plans demandés sont les plans Fi, ..., F},, ou Fy = Vect(ex, e2p—k+1),
puisque u(ey) = e2p—k+1 €t u(ezp_r4+1) = €k.
La famille (eq,...,eq,) étant une base, ces p plans sont bien en somme directe de

somme R?P. De plus cette somme directe est orthogonale.

b) Soit ux 'endomorphisme induit par la restriction de u & Fj. La matrice
0

1 0
par rapport a la droite engendrée par ey + ez,—r4+1 et une base orthonormée By,
de F} formée de vecteurs propres de uy est formée des vecteurs :

1 1
€k + e2p_ et €L — e2p—
\/5( k 2p—k+1) \/5( k 2p—k+1)

associée a uy est Ay = ) Il s’agit de la matrice de la symétrie orthogonale

Finalement u admet 1 et —1 pour valeurs propres et (Bi,...,B,) est une base
orthonormée de R?? formée de vecteurs propres de .

3. On procede exactement de la méme facon, en mettant tout de méme a part le
vecteur e,41, qui est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.

4. On a u(er) = e, et u(e,) =0, donc u?(e1) = u?(e,) = 0.

Le rang de A est évidemment n — 1 (par échelonnement des n — 1 premieres
colonnes) tandis que le rang de u? est strictement inférieur & n — 1.

Si A était diagonalisable, on aurait dans une base B adéquate Mp(u) =
diag(0, *,...,%), les coefficients * étant non nuls. On aurait alors Mpg(u?) =
diag(0, *2, ..., *2), ce qui donnerait rg(u?) =n — 1.

D’ou la contradiction.

5. Soit u ’endomorphisme de C* canoniquement associé & wu.

— Si tous les coefficients a; sont non nuls, alors la restriction de u a chacun
des deux plans Vect(eq, eq) et Vect(eq, e3) est diagonalisable, car admettant deux
valeurs propres opposées et donc A est C-diagonalisable.

— Si par exemple a; = 0 et ag # 0, alors e4 ¢ Keru tandis que e4 € Ker(u?) et
comme nous avons déja fait remarquer que v diagonalisable impose Ker u? = Ker u,
on en conclut que u n’est pas diagonalisable.
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— Si a3 = a4 = 0, alors 'endomorphisme de Vect(ey,e4) induit par u est
I’endomorphisme nul et il n’y a pas de probleme dans ce plan.

— Le raisonnement est le méme pour les coefficients as et as.

Bref A est diagonalisable dans M4(C) si et seulement si les coefficients anti-
diagonaux équidistants des extrémes sont simultanément nuls ou simultanément
non nuls.

Exercice 2.10.

Soit n € N* et ' = Rg,,41[X] l'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels

de degré inférieur ou égal a 2n + 1.

On définit application f qui a tout P € E associe le polynome f(P) défini par :
Yz € R, f(P)(z) = 2> 1P (L)

1. Montrer que f est un endomorphisme de FE.

2. a) Déterminer f o f.

b) En déduire que f est diagonalisable (on pourra utiliser I'application p =

%(f + Idg).)
3. Soit ¢ I'application définie sur £ x E par :
2n+1 2n+1 2n+1
pour P(X) = Z aka et Q(X) = Z kak, QD(P,Q) = 2 akbk
k=0 k=0 k=0

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

4. a) Montrer que f est un endomorphisme symétrique de (E, p).

b) En déduire que Ker(f — Idg) et Ker(f + Idg) sont supplémentaires orthog-
onaux.

c¢) Déterminer la dimension de chaque sous-espace propre de f.

5. Les résultats précédents restent-ils valables si £ = Ry, [X] et

Yz € R, f(P)(z) = 22" P(L)

Solution :
2n—+1
1. On pose P(X) = Z ap X", Alors
k=0 2n+1 2n+1 2n+1
Vo e R*, f(P)(x) =2 Y S = 3 apa® R = 3 agpqjad
k=0 k=0 §=0

Donc par identification (un polynéme est parfaitement défini par la fonction

polynoéme associée sur un ensemble infini) :
2n41 )
f(P)= > a1 X/

=0
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2. a) On remarque que les coefficients de f(P) sur la base canonique sont ceux de P
pris dans 'ordre inverse. La matrice M de f dans cette base est donc antidiagonale
de coefficients antidiagonaux valant 1. On a donc M? = Iy, - et f? = Id.

b) On pose p = %( f + Id). L’endomorphisme f étant une symétrie, p est un
projecteur (on le vérifie avec p? = p).

Tout projecteur est diagonalisable, ses valeurs propres étant 0 (associée a Ker p) et
1 (associée a Im p). Comme f = 2p — I, 'endomorphisme f est diagonalisable. Ses
valeurs propres sont —1, le sous-espace propre associé étant Ker p = Ker(f + Id)
et 1, le sous-espace propre associé étant Imp = Ker(f — Id).

3. On vérifie que ¢ est bien définie et est une forme bilinéaire symétrique définie
positive.

2n-+1 2n+1

4.2) On a: p(f(P),Q) = Py Ao i1- Kby = k;zo arboni1-rx = ©(P, f(Q)).

b) L’endomorphisme f étant symétrique, il est diagonalisable et les sous-espaces
propres sont supplémentaires orthogonaux.
Comme fof = Idg, il y a deux sous-espaces propres Ker(f —Idg) et Ker(f+Idg)
comme trouvés dans la question 2. De plus :

Ker(f —1Idg) ={P € E / f(P) = P}

= {(CLO, ceey a2n+1) / A2n+41—k = ar,Vk € [[0, 2n + 1]]}

11 suffit de faire varier k entre 0 et n et Ker(f—1Idg) est un sous-espace de dimension
n+ 1.
De méme :

Ker(f + Idg) ={P € E /] f(P) = —P}

= {(ao, e ,a2n+1) / Aop4+1—k = —ak,‘v’k c HO, 2n + 1]]}

Pour la méme raison c’est un sous-espace de dimension n + 1.

2n 2n )

5. Dans ce cas, si P(X) = Y ap X%, alors f(P) = Y as,—;X? € E. L’application
k=0 j=0

f est donc un endomorphisme de FE tel que fo f = Idg et est donc diagonalisable.

L’application ¢ est un produit scalaire sur E et f est toujours symétrique,
donc diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres. Seules les
dimensions des sous-espaces propres sont différentes.

En effet :
Ker(f — Idg) = {P € E | f(P) = P}
= {(ag,...,a2n) / a2n—k = ag,Vk € [0,2n]}.

Comme dim E = 2n+ 1, I’élément a,, est quelconque et dim Ker(f — Idg) =n+1.
De méme :

Ker(f +1dg) ={P e E/ f(P)=—P}
= {(CL(), S 7a2n) / Ao2n—k = _akJVk € |I07 2”]]}
C’est un sous-espace de dimension n, puisque ’'on a a, = 0.
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Exercice 2.11.

Dans cet exercice, F = R,[X]| désigne 'espace vectoriel des polynomes a co-
efficients réels de degré inférieur ou égal a n, avec n € N* D représente
I’endomorphisme de dérivation D : P — P’.

1. Montrer que ¢ : P +— P(%) est un automorphisme de E. Les endomorphismes

@ et D commutent-ils 7
2. Soit ® P'application définie sur E par :

+oo X
pour tout P € B, ®(P) = > p(k)(7)
k=0

a) Montrer que ® est bien définie et appartient a L(F).
b) Montrer que ¢~ to® = (I-D)~! et que Pop~! = (I-2D)~!, ou I représente
I’endomorphisme identité de F.

¢) En déduire que ® est un automorphisme de E.

3. a) Déterminer les valeurs propres possibles de ®.
b) Soit (A, P) € R x E un couple propre de @, c’est-a-dire vérifiant ®(P) = AP,
avec P # 0. Montrer que cette équation est équivalente a ’équation
puP(X)=P(2X)—2P'(2X)
ou u s’exprime en fonction de .

¢) Soit P un polynoéme propre unitaire (i.e. de coefficient dominant égal a 1) de
® de degré n. Déterminer I'expression de ses coefficients en fonction de n.
Que peut-on en conclure ?

Solution :

1. L’application ¢ est linéaire et =1 : P — P(2X).
Les applications ¢ et D ne commutent pas puisque :

p(D(P)) = P'(55) et D(p(P)) = SP'(%).

2. a) Si P est un élément de E, alors si p = deg(P), il vient PP*D(X) = 0. La
somme proposée est donc finie.

L’application ® est linéaire et définit un endomorphisme de F.
b) On remarque que, comme D"t =0, ona (I-D)(I+D+---+D") = [-D""! =
I, donc (I — D)~' = DF.
k=0

Ainsi :

+oo X +o0

(Pl o®@)(P)=¢ (X PW(5)) = kZ P®(X) = (I - D) (P)
=0

k=0
et
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(0 1)(P) = B(P(2X)) = :gzw“m — (1 -2D)"'(P)

c)Onad®=po(I-D)'=(I—-D)oy)et ® 1 =(I - D)oy L.

3. a) L’application ® étant bijective, A = 0 ne peut étre valeur propre. En regardant
le coefficient dominant de 1’équation ®(P) = AP, si deg(P) = p, il vient

1 _ _ 1
2—po—)\Xpet)\—2—p

Les valeurs propres possibles de ® sont donc 1,1/2,1/4,...,1/2".
b) Ona (I — D)op~to® = I. Appliqué au polynéme propre P, il vient
AI —D)P(2X) = P(X) ce qui équivaut a AP(2X) — 2\P'(2X) = P(X)

Ainsi p = %
n—1
c¢) On pose P(X) = X" + 3 apX¥, polynéme propre associé a la valeur propre
k=0
éventuelle L.
27’L
L’équation précédente donne :
n—1 n—1 n—1
2M(X" + Y apXF) =2"X" + Y 2Fap XF —2n X"l — 2 Y 2kap 28Tt XK
k=0 k=0 k=1
n—2 n—1
=2nX" ponlg, (X"l S 2Fg XR —2n Xl -2 N kap 2R XL
k=0 k=1
n—2 n—2
=2" X" + 2" g, X" Y 2Fap X - 2n Xl — 3T 2R F2(E 4 1)ag, X
k=0 k=0
o an—lzz'_2n72 ‘ n_anfkn! 1
Ainsi : 2k +2 (11 1) . Soit ax = (—1) 1 an_k(2j Ty
ap = —WCLMJ Jj=1

Ainsi 1/2™ est effectivement valeur propre et on peut remplacer n par n’importe
quel indice k, ce qui prouve que ® est diagonalisable (et on a méme une base de
vecteurs propres échelonnée en degrés).

Exercice 2.12.

Soit n € N*. Dans tout cet exercice, A € M, (C) désigne une matrice carrée
d’ordre n. On notera I,, la matrice identité d’ordre n.

1. Montrer que, si A est diagonalisable, alors A? est diagonalisable et Ker A =
Ker A2

2. On suppose que A? est diagonalisable.
a) Soit A une valeur propre non nulle de A% et « tel que o = \.
Montrer que Ker(A? — \I,,) = Ker(A — al,,) ® Ker(A + al,,).

En déduire qu’il existe une base de Ker(A4% — \I,,) formée de vecteurs propres de
A.
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b) Montrer que si Ker A2 = Ker A, alors A est diagonalisable.

Dans toute la suite, on suppose A & coefficients réels et on pose B = 'AA.

3. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles positives.
4. Montrer que Ker B = Ker A.

Dans toute la suite, A désigne une matrice antisymétrique réelle d’ordre n.
5. Montrer que les valeurs propres, dans C, de A sont des imaginaires purs.
6. Montrer que A? est diagonalisable.

7. Montrer que A est diagonalisable dans M,,(C).

Solution :

1. Si A est diagonalisable, alors A est de la forme A = PDP~! et A2 = PD?P~ 1.
De plus, comme D? est constituée des carrés des valeurs propres de A, les
coefficients diagonaux nuls de D? sont les mémes que ceux de D, donc Eg(A) =
Ey(A?) soit Ker A = Ker A2,
2. a) Soit X € Ker(A — al,). Alors, AX = aX et A2X = a?X = XX et
X € Ker(A4%2 — \I,,).
Ainsi, en raisonnant de maniere analogue avec —a :

Ker(A — al,) + Ker(A + al,,) C Ker(A? — \I,,),

la somme étant directe car a et —a sont distincts et un vecteur ne peut étre propre
pour a et —a.

Réciproquement, soit X € Ker(A? — \I,,), i.e. A2X = \X.

Cherchons (Y, Z) € Ker(A — al,) x Ker(A+ al,) tel que X =Y + Z.

Cela donne nécessairement : X =Y + 7, AX =aY —aZ,etY = i(AX +aX),

N S
Z = 2a( AX + aX).

On vérifie par le calcul que ces vecteurs sont bien dans les sous-espaces souhaités
et I'égalité demandée est assurée.

Pour conclure cette question, il suffit de procéder par concaténation d’une base
de chacun des termes de cette somme directe (et donc ne rien faire si I'un de ces
sous-espaces est réduit a {0}).

b) Comme A% € M,,(C), toutes les valeurs propres de A% non nulles possedent
deux racines carrées. Ainsi, comme A? est diagonalisable et en utilisant les mémes
notations que précédemment,

E =Ker(A?) @ Ker(A? — \1,) @ - & Ker(A4%2 — M\, 1)
= Ker(A)®Ker(A—a11,)®Ker(A+ai1,) - - -dKer(A2 —a,I,,) BKer(A% +a, I,).
Ainsi, A est bien diagonalisable.

3. Soit A une valeur propre (complexe) de B. Alors, il existe X # 0 tel que :
BX = A\X, d’ot :
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MXX = XTAAX = HAX)AX

et en revenant aux coefficients, ‘XX € R%, "(AX)AX € Ry, donc X est réel et
méme réel positif ou nul.

4. AX =0 = 'AAX =0 et

PAAX =0 = 'XTAAX = |[AX|? =0 = AX =0

D’ou la conclusion.

5. Soit A une valeur propre de A et X un de ses vecteurs propres. Alors,

NXX ="XAX = —'X"AX = —'(AX)X = —A'XX et comme ‘XX > 0 il reste
A=—-Aet A €iR.

6. Comme A est antisymétrique réelle, A2 est symétrique réelle donc diagonalisable.
7. D’apres les questions précédentes,
X € Ker(A?) <= X € Ker(—4?%) <= X € Ker(*AA) < X € Ker A.

On applique alors le résultat de la premiere question.

Exercice 2.13.

Soient n € N, ag, as, ..., a, des nombres complexes 2 a 2 distincts. Pour i € [0, n],

n _ .

on définit le polynéme L; par : L;(X) =[] X —a :
i#ig=0 4T 4

Les polynomes Ly, ..., L, sont appelés polynomes de Lagrange associés aux points
agy ... ,0p.
1. a) Montrer que la famille (Lo, L1, ..., L,) est une base de C,,[X].
b) Soit P € C,,[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (Lyg,..., L,).
c¢) Ecrire la matrice de passage de (Lo, L1,...,L,) a (1, X,..., X™).
d) On pose P(X) = J[(X — ag). Soit k € [0,n]. Vérifier que L) =
k=0
1 PX)
7 X .
P (ak) X — ag

(Lorsque @ divise P, I’écriture g désigne simplement le polynome quotient obtenu

par division du polynéme P par le polynome @).)

On considére un polynéome P(X) € C[X] non constant de degré n. On note
20, .-+, 2n_1 les racines complexes du polynome X" + 1.

Pour tout ¢ € C, on pose Q+(X) = w
On note Lo, ..., L,_1 les polynomes de Lagrange associés aux points zg, ..., 2,_1.

2. a) Justifier que, pour tout ¢t € C, Q(X) € C,,_1[X].
b) Vérifier que, pour tout ¢t € C, Q¢(1) = tP'(t).

3. a) Montrer que pour tout k € [0,n — 1], Lx(X) = n_ln +1 .
nz, (X — zi)
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n_l QZkP(tZk) P(t) n_l 22y,

b) En déduire que, pour tout t € C, tP’'(t) = % kzo (o — 1) - ]Z:O G~ 1)°

c) En appliquant ce dernier résultat a un polynoéme P de degré n bien choisi,
vérifier que

n—1 2

QZk n

égi)(zk -1 2

Solution :

1. a) Pour (i,j) € [0,n]?, L; € C,[X] et L;(a;) = &;; (8;; représente le symbole
de Kronecker). Soient (Ao, ..., \,) € C*"! tel que > \;L; = 0.
i=0

Apres évaluation en a; pour j € [0,n], on obtient : 0 = >~ A\;L;(a;) = A,.

i=0
La famille (Lg,...,L,) est donc libre dans C,,[X]. Comme elle comporte n + 1
vecteurs et dim(C,,[X]) =n + 1, c’est une base de cet espace.

b) Soient P € C,[X] et (Ag,...,An) les coordonnées de P dans la base
(Lo,...,Ly). En évaluant en a; pour j € [0,n], P = \i;L;, on trouve

i=0
P(aj) = )\j.

c) Soit k € [0,n]. D’apres la question précédente, les coordonnées de X* dans
la base (Lg,...,Ly) sont (af,...,ak). La matrice de passage de (Lg,...,Ly) &
(1, X,...,X™) est donc égale a

1 a} a3 - af

1 af a® - af

vo|td @ a

1 al a2 - a”

d) On remarque que P/(X) = [T (X — a;), ainsi, pour i € [0,n], on a
i=0 j=1
J#
N . P(X)
P'(a;)= ][ (a;—a;),dou L;(X)=
j#Li=1 ’ ! P'a;)(X — a;)

2. a) Le polynome R;(X) = P(tX)— P(t) est de degré égal a deg(P) = n et vérifie
R4 (1) =0, ainsi X — 1 divise R¢(X) dans C[X] et Q:(X) appartient a C[X], avec
deg(Qt) = deg(Rt) —1=n-1.
b) On a (X —1)Q:(X) = P(tX) — P(t). En dérivant formellement, on obtient
donc :
(X = 1QHX) + Qu(X) = tP'(tX)

et en évaluant cette égalité en 1, on obtient Q:(1) = tP'(t).
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n—1
3. a) Par définition des zg, on a T(X) = [[ (X —2) = X" +1,et T'(X) = nX" 1.
k=0
En appliquant la relation trouvée a la question 1. d), on obtient donc, pour
kelo,n—1]:

_ X" +1
Li(X) =
#(X) nzy (X — z1,)

b) Soit ¢ € C. Comme (Lg,...,L,—1) est une base de C,,_1[X] et Qi(X) €
Cp—1[X], on déduit de la question 1.b. que :

e el p(tn) — P(H) X741
Qu(X) = kgo Qi (k) Ly, = kgo =1 Tz (X - 2p)

En particulier,

tPl(t) _ Qt(l) _ ni12 P(tzi) — P(t)

=0 (2 — Dnzp (1 — 2z)
_1 n—1 szP(tzk) B P(t) n=l 22

n=y (2 —1)° noy=o (2 — 1)%

car z;} = —1 pour tout k € [0,n — 1], par définition des zj.

c¢) Appliquons ’égalité précédente & P = X" ; on obtient :

ntn _ lnil ZZ,IcthZ B ﬂnil 2Zk

nzo (2 — 1) 0o (2 — 1)°

En simplifiant par t" # 0, on obtient en remarquant que z;; = —1 pour tout
keo,n—1]:
_ 1 nl 22k 1 nl 2zk
n=-—- . _1\2 7 T 1\2
"izo (zk — 1) M=o (2k — 1)
n—1 2
s 22]C n

ainsi, » 6 —k o = -1,

o (2 — 1)° 2

Exercice 2.14.

Soit n un entier naturel tel que n > 3.
Soit E = R™ rapporté a sa base canonique (e, ez, -, €y,).

Soit f 'endomorphisme de R™ ayant pour matrice relativement a la base canonique
de R™ :

11 -+ 1 1
11 -+ 1 1
A= : cee
1 1 1 1
1 1 1 0
n n—1
Onnoteu= > ejetv= ) ej.
j=1 j=1

On se propose de déterminer les valeurs propres de f de deux fagons différentes.
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1. Ecrire un programme en Scilab affichant la matrice A lorsque 'utilisateur entre
une valeur de n.

2. Montrer qu'il existe une matrice D = diag(0,0,...,0,a, 3) € M, (R) diagonale
(avec v et B deux réels non nuls), et une matrice P € M,,(R) inversible telles que
A=PDP 1,

3. Calculer tr(A) et tr(A2). En déduire les valeurs propres de f.

4. a) Montrer que (u,v) est une base de Im f.

b) Soit A une valeur propre non nulle de f et w un vecteur propre associé.
Montrer que w € Im f.

c¢) Soit g la restriction de f a Im f. Déterminer la matrice de g dans la base
(u,v) et les valeurs propres de g.

d) En déduire les valeurs propres de f.

Solution :

1. Une proposition :
1. n=input(’n=’)
2. A=ones(n,n)
3. A(n,n)=0

2. La matrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable. Ainsi, il existe
une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que A = PDP~!.
Comme la matrice A est de rang 2 (les n — 1 premiéres colonnes sont égales), alors
d’apres le théoreme du rang, dimker f =n — 2.

Ainsi D est de la forme D = diag(0,0,---,0,a, 3) avec a et § deux réels non nuls.
3.O0natr(A)=n-—1.
n n n n—1
n n n n—1
Comme A% = , alors :
n n n n—1
n—1 n—-1 -+ n—1 n—-1

tr(A2)=n(n—-1)+n—-1=n?-1
Deux matrices semblables ayant méme trace, tr(A) = tr(D) et tr(A42%) = tr(D?).
Les valeurs propres de f vérifient donc le systeme
n—2)x0+a+p=n-1
(S) 2 2 2 2
(n—2)x0°+a +p8°=Mn—-1)n+n—1=n"—-1

Les valeurs propres de f autres que 0 sont donc

:n—l—\/(n—l)(n+3) etﬂzn—1+\/(n—1)(n+3)
2 2
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4. a) La famille (u,v) est génératrice de Im f. Les vecteurs u et v étant non
colinéaires, elles est aussi libre, donc c’est une base de ce sous-espace.

b) On a w € E\(f) donc f(w) = Aw; or, w # 0, donc par linéarité, w = f(
ainsi, w € Im f.

c) Par linéarité, f(v) = nil f(e;) = nil u=(n—1)u.
j=1 j=1

Toujours par linéarité, f(u) = f(v+e,) = f(v) + f(en) = (n — 1)u + v.
n—1 n-—1

1 0
Ainsi \ est valeur propre de g si et seulement si B — A\ est non inversible, donc si
et seulement si (n—1—\)(=\)—(n—1) = 0 ou encore A2 — (n—1)A—(n—1) = 0.
Les valeurs propres de g sont donc

IS EN/TENIES)

w) ,

>o|—=

La matrice de g dans la base (u,v) est donc B =

etﬁ:n—1+\/(g—1)(n+3)

d) Notons w; et wy deux vecteurs propres de g associés aux valeurs propres « et
B. Ces vecteurs sont non nuls et appartiennent a Im f, ils sont donc aussi vecteurs
propres de f associés aux valeurs propres « et 5. En outre, d’apres le théoreme
du rang, dimker f = n — 2, donc 0 est valeur propre de f et dim Fy = n — 2.

Les valeurs propres de f sont donc 0, « et 5.

Exercice 2.15.

Soit n un entier tel que n > 2. Si A € M,,(R), on note o(A) 'ensemble des valeurs
propres de A et !A la matrice transposée de A.

On dit qu'une matrice A € M,,(R) est définie positive si elle est symétrique et si
o(A) C R% et on note ;7 I'ensemble de ces matrices.

1 144
a) Pour quelles valeurs de t a-t-on M (t) € S; ™ ? On notera O I’ensemble de ces
valeurs.

oo . 1+t 1
1. Pour ¢t € R, on définit la matrice M (t) par : M(t) = :

b) Déterminer une matrice orthogonale P(t) et une matrice diagonale D(t) telles
que l'on a :
M(t) = P(t)D(t)'P(t)

2. On considére une matrice A € S;F*. On note ® 4 lapplication de M,,(R) dans
M, (R) définie par :
Dy(X)=AX+ XA
a) Justifier que ® 4 est un endomorphisme de M,,(R). Montrer que Ker(®4) =
{0} (on pourra montrer que si  est un vecteur colonne propre de A, alors on a
nécessairement Xz = 0).
En déduire I'existence de 'inverse de ® 4 que ’on notera W 4.

b) On suppose dans un premier temps que D = diag(\1, -+, A, ) est une matrice
diagonale appartenant & S;' . Soit Y = (y; j)1<ij<n € Mn(R).
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Déterminer la matrice X unique solution de I'équation ®p(X) = Y. En déduire
que

Up(Y) = ()\Z.yf)\j )1§i,j§n
¢) On suppose maintenant que A € S+. Montrer que 1'on peut écrire A =
PD'P, avec P orthogonale et D diagonale. Montrer que ¥ 4(Y) = PU('PY P)'P.
3. On revient aux matrices M (t) de la premiere question.
Pour t € O, résoudre 'équation M (t)X + XM(t) = I.

Solution :

1. a) Comme M (t) est symétrique, il suffit de déterminer o(M(t)). On peut
procéder de facon classique ou bien remarquer que M(t) = M(0) + t?I. La
matrice M (0) est bien connue et ses valeurs propres sont 0 et 2. On en déduit
immédiatement que o(M(t)) = {t?,2 4 t*}. Il en résulte que M(t) € S5 si et
seulement si t € R*.

b) 1l est clair que (1, 1) est un vecteur propre associé & la valeur propre 2 + t2.
Un vecteur propre associé a t? lui est orthogonal, par suite (—1,1) convient.
On peut donc prendre :

P35 (1 1) ero=("" o)

2. a) Les regles de calcul sur les matrices assurent que ® 4 est un endomorphisme
de M, (R).
Soit X tel que ®4(X) = 0. Supposons que Az = Az, alors il vient

0=AXz+ Xz = (A+ \)z.
Comme A € S;f*, on a o(A) € R, et par suite A > 0 et A+ Al est inversible, par
conséquent xz = 0.
L’endomorphisme ®4 est donc injectif et par suite bijectif puisqu’il s’agit d’un
endomorphisme d’un espace de dimension finie.

b) On peut le faire par calcul matriciel, ou bien écrire :
yij = (DX + XDlej, e;) = (Xej, Deg) + X (Xej, €3) = (A + Ai) (Xej,e4)
= ()\J + )\i)xi,j.

¢) En remplacant la matrice A par PD'P dans I’équation et en multipliant &
gauche par 'P et a droite par P on voit que I’équation AX+X A =Y est équivalente
aD['PXP]+['PXP]|D ="'PYP.
D'on ¥p(*PYP) = 'PXP = 'PU4(Y)P, d’ou l'on déduit la formule souhaitée
puisque P est une matrice orthogonale.

3. Pour t € O, il résulte des questions précédentes que ’équation a une unique
solution qui est :

X =PV /55 (POWDPE)P() = PV 5os(P(DP)P =P psos(1)'P.

Par suite, on obtient :
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1
vo1(1 -1 2(2 + £2) 0 1 1\ 1 1+t -1
—2\1 1 0 1 \-1 1) 222+H)\ -1 14#

Exercice 2.16.

Soit n € N* et E l’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n.

1. Montrer qu’on définit sur E un produit scalaire en posant :
+oo
Y(PQEELPQ) = [ POQW
0
On note ||.|| la norme associée.

2. Montrer qu’il existe une base Q = (Qo, Q1,... ,Qn) orthonormée de E, pour ce
produit scalaire, telle que pour tout k € [0,n], deg Qr = k.

3. a) Que dire de I'ensemble F = {P € E, P(0) =0} ?

b) En déterminer une base a 'aide des éléments de Q.

4. Justifier que : U = Qo + >_ Q;(0) Q; appartient & F*.
j=1

5. Montrer que, pour tout k € [1,n], on a : (Qx, Q) = 0.
6. Soit k € [1,n]. En calculant de deux fagons

“+o0
= [ g @) e a

déterminer la valeur de [Q(0)] 2,

7. Calculer § = min{||Qo — P||,P € F*+} et d =min{||Qo — P||,P € F}.

Solution :
1. Comme pour tous polynomes P et @), on a tliin 2xPt)Q(t)e™t = 0 et
—~+o00

comme les fonctions a intégrer sont continues sur R, la convergence des intégrales
rencontrées résulte de la regle de Riemann. On vérifie alors sans peine que l'on a
une forme bilinéaire symétrique définie positive.

2. L’existence de Q s’obtient en appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la base
canonique (1, X, ..., X™) de R, [X].

3.a) On a F = Vect(X,...,X™) qui est donc un hyperplan, (on peut aussi dire
que F' = Ker(p), ou ¢ est la forme linéaire P — P(0)).

b) La famille (Q; — Qi(O))l <i<p, €St libre de cardinal n et formée de vecteurs de
F, donc c’est une base de F.

4. Puisque la famille (Q;)1<;<n est orthonormée,
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(U, Qs — Qi(0)) = (Qo, Q: — Qi(0)Qo) + iﬂ 1(0)(Q;,Q: — Qi(0)Q)]
Qi

= —Q:(0) (Qo, Qo) + Q:(0 Qi) =
Donc U € F+.

5.0na:Vke[l,n],deg(Q}) =k —1, donc
Q) € Vect(l,X, e ,Xk_l) = Vect(QO, e ,Qk_l) orthogonal a Q).

6. Pour tout k € [1,n], en osant I’abus d’écriture habituel :

+oo
fo= [ @) e = [(@u0) e )™ = (o)
+oo
Bo= [ [2Qu(0) Qe + (Qult) e ]dt = ~2(Qu Q) + | Qull? =0+ 1
d’aprég la question 3. Donc :
[Qx(0)]" =1

7. Le minimum est obtenu pour le projeté orthogonal P; de Qo = 1 sur F*.

" . U) 1
Ona:||UP=1+>1Q;0 2:n—|—1,d’ouP:<Q0’ U= U.
1U]] jEIl[ i(0)] ST nt

Puis

d=1|Qo— P

_ 1
n+1
_1 n2+§:12: n
1 = n+1

Enfin, d’apres le théoréme de Pythagore : 1 = ||Qo||? = 62 + d? et donc

_ 1
B vn+1

Frlin@ - 3 @,00Q1

Exercice 2.17.

Soit n un entier naturel avec n > 3. On note £ = M,, 1(R) qu’on assimile a R™.
Soit A, B deux éléments de F non colinéaires. On pose :

M=A'B+B'A
1. Déterminer le rang de M ainsi que son noyau.

On note f 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a M et Fy = Vect(A, B).
2. a) Montrer que la restriction de f & F4 induit un endomorphisme de F; noté .

b) Donner la matrice de ¢ dans la base (A, B).

3. a) Déterminer les valeurs propres de .
b) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 7
4. a) En déduire les valeurs propres de f.

b) Montrer que f est diagonalisable.




64 ESCP Europe 2017 - Oral

Solution :

1. Notons (X,Y) le réel *XY. On a alors, pour X € F
MX = A'BX + B'AX = (B, X)A + (A, X)B € Vect(A, B)
Ainsi X € Ker M si et seulement si (B, X)A + (A4, X)B = 0, soit si et seulement
si (B,X) = (A, X) = 0, puisque A, B sont non colinéaires. Ceci correspond & un
systeme de deux équations non proportionnelles a n inconnues. Ainsi Ker M est
de dimension n — 2 et Im M = Vect(A, B) est de rang 2.
2.a) On a f(A) = (A, B)A+ ||A||>’B et f(B) = ||B||*?A + (A, B)B. Ceci montre
que E; est stable par f.
b) La matrice demandée est donc
A, B) ||B|] )
M, = (4
1 ( 1417 (4, B)
3. a) det(My — Al2) = ((A, B) — \)? — [ A]?|| B]]*.
Les valeurs propres de la matrice My sont (A, B) + ||A|| || B]|.
b) La matrice M; est une matrice de Mz (R) admettant deux valeurs propres. Elle
est donc diagonalisable.
4. a) Les valeurs propres de f sont les deux valeurs trouvées dans la question
précédente (A, B) £ ||4]| ||B||, ainsi que 0 de sous-espace propre associé Ker f.

b) L’endomorphisme f est diagonalisable. Le sous-espace propre associé a la valeur
propre 0 est Ker f qui est de dimension n — 2. Il reste deux valeurs propres
distinctes (car A # 0, B # 0) ; chaque valeur propre admet un sous-espace propre
de dimension 1.

Exercice 2.18.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note E 1’espace vectoriel R,,[X]
formé des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Soit F = (Py, Py, ..., P,) la famille d’éléments de E définie par :

Py(X)=1etVke[l,n], P(X) = l!X(X — )kt

1. Justifier que F est une base de E.
2. Vérifier que pour tout k € [1,n], P[(X + 1) = P,_1(X), ou P, désigne le
polyome dérivé de Pj.
3. Soit f 'application qui a tout élément P de F associe le polynome ) défini
par :
Q(X) = P(X) - P/(X +1)

a) Prouver que f est un endomorphisme de F, et donner sa matrice A dans la

base F. Justifier que f est un automorphisme de F.

b) L’automorphisme f est-il diagonalisable ? Quels sont ses sous-espaces pro-
pres ?



Algebre 65

c¢) Déterminer la matrice inverse de A.

4. On pose f9 = idg et pour tout m € N*, f™ = f o f™~1. Démontrer que pour
tout polynome P de E, et tout m € N :
m o if i ;
X)) = L () PO i)
ot P désigne la dérivée i de P.

Solution :

1. Pour tout k € [0,n], deg(Px) = k. La famille est échelonnée en degrés et est
une base de F.

2.8ik=1, P[(X+1)=1= Py(X) et pour tout k € [2,n], le calcul donne :

PUX +1) = L(X +1- 0L+ Bl (X 4 1)(X +1 - k)
_ 1 _\k—2 _
= (k_l)!X(X+1 k) P_1(X)

3. a) La linéarité résulte des propriétés des opérations et la considération des degrés
montre que f est un endomorphisme. Par le résultat de la question 2. on obtient :

1 -1 0 ... 0
0o 1 -1 0 :

A: . .
0o ... . 1 -1
0O ... ... 0 1

La matrice A est triangulaire sans zéro sur sa diagonale principale donc A est
inversible. Ainsi f est un automorphisme de FE.

b) Le réel 1 est la seule valeur propre de A, donc si A était diagonalisable, A
serait semblable & la matrice I,, ce qui entrainerait que A = I,,, ce qui n’est pas.
Ni A ni f ne sont diagonalisables.

Un polynoéme propre de f vérifie f(P) = P soit P(X) — P/(X) = P(X) d’ou
P'(X) = 0 et donc le seul sous-espace propre de f est la droite vectorielle des
polyndémes constants.

c) Pour déterminer la matrice inverse de A, soit on écrit le systeme ¥V = AX a
inverser, soit on écrit A = I — N ou les puissances de N sont évidentes et par
I'identité géométrique, on obtient :

1 1 1 1 1

0o 1 1 1 1

A== :

[

0O ... 0 1
0O ... 0 O

4. On pose pour tout entier naturel m,

—
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(H(m) :VP € E, f(P)(X) = 3 (—1)’ (") PO (X + ).
=0
e H(0) est vraie.

e Supposons H(m) vérifiée pour un certain rang m. On a par linéarité de f :

FrEPYX) = Fo fm(P)(X) = 3o (<1 (7) F(PO(X +4)

1=0

I
™z

s
I
o

(1 () (POX +4) = PID(X 434 1))

3

I
s

(=D () POX +i) = Y (=1 (7)) PUI(X 4+ 1)

s
I
o
-
I
o

(1) () POX )

I
s
Mi

s
I
o

(1) (") PO(X +4) —

J

_1)0(73)P(0)(X +0) + é(—l)%(m) + (Z-T_nl)>P(z')(X +4)

(2

—~

HEDH )P X 4+ m+ 1)

m—+1 . )

Soit f"HH(P)(X) = 3 (=1)* (™) PO (X +1i). Ce qui établit H(m + 1).
i=0

On conclut par le principe de récurrence

Exercice 2.19.

Soit un entier n > 2. On note S;'* '’ensemble des matrices symétriques réelles
d’ordre n, n’ayant que des valeurs propres strictement positives.

1. Soit A une matrice symétrique réelle.

Montrer que A € ST si et seulement si pour tout X € R™ non nul, XX AX > 0.
2. Soit A € S;f*. Montrer qu A~ € S} et que A et A~! admettent une base
commune de vecteurs propres.

3. Montrer que pour tout X € R", (XAX)(*XA-1X) > || X]|%

4. On note 0 < Ay < -+ < A\, les valeurs propres de A et on appelle k4 le réel

<
e qsp s 5 A
positif défini par : k% = SV
1
Y1

a) Montrer que pour tout X € R”, si Y ='PX = . |, alors

(XAX)('XA'X) = ka (an %yf) XK A (En? %%2)
=171 )

b) En déduire que /(! XAX)(*XA-1X) < HTA > (& &)%2

¢) Etudier f:t+— )\i + % sur 'intervalle [A1, A, ].
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t ty A-1 Ka+kyt\2 4
d) Montrer que ("XAX)(*XA ' X) < (T) | X]]*.

Solution :
1. Soit A symétrique réelle telle que *X AX > 0 pour X # 0. Soit (A, X) un couple
propre de A. Alors : X AX = )\||X||? > 0 entraine A > 0 puisque X est non nul.

Réciproquement si A ne possede que des valeurs propres strictement positives, la
matrice A étant diagonalisable dans une base orthonormée, il existe P € O, (R) et
D diagonale telles que A = PD'P et en posant Y = ! PX. Puisque P est inversible,
onaX#0 = Y #0et:

IXAX = 'XPD'PX = 'YDY = 3 AigZ > 0

=1

2. La matrice A est inversible puisque 0 n’est pas valeur propre de A et si A = PD'P
alors A~ = PD~ 1P,

3. En utilisant les deux questions précédentes et I'inégalité de Cauchy-Schwarz
(XAX)(XATIX) = (YDY)('Y DY) = 3 g x 3 472
i—1 i—1 [3

Donc :

_ L 2 n 2
(XAX)(XATX) = (X VAyix—=u)" = (X 42)" = [IY|I* = | x||*
i=1 VA i=1

Car le fait que P soit orthogonale montre que ||Y]| = || X]].

4. a) On sait par la question précédente que :
(XAX)(XATX) = 3 hx 3 ot = 40 5 {3 308
Il n’y a plus qu’a placer deux fois k4.

b) Sia,b>0,0na: vab< a—2|—b' Ainsi en posant

n
a = Kpx Z%yz et b=rax Y, Ly
i=1"\n i=1 "M
il vient

(XAX)((XA71X)) /2 < Ea znj (2 4 AL)y2

c¢) Une étude rapide la fonction f montre que cette fonction est positive et admet
un minimum en /A A,,.
De plus f(A1) = f(A\n) =1+ k% .. Alnsi f(¢) <1+ k4.

d) Finalement

1/2 KA+ Ky
((XAX)('XATIX)) \TAx(Hmifl)HYle(M)HXHQ
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Exercice 2.20.

Soit I un intervalle non vide de R, p un entier naturel non nul, (ml)1 cicp UNE

famille d’éléments de I distincts deux & deux et (ai) et (b,) 1<i<p deux familles

1<i<p
quelconques de réels.

1. Soit P € R[X] et a € R. Montrer que P(a) = P'(a) = 0 si et seulement si
(X —a)? divise P.
2. Montrer que I'application ® de Rg,_1[X] dans R?? définie par :
O(P) = (P(z1), P(x2), ..., P(p), P'(21), P'(22), ..., P'(x;))
est une application linéaire bijective de Ry,_1[X] sur R?P.

3. Démontrer qu’il existe un unique polyndéme Py € Ry,_1[X] tel que, pour tout
entier 7 € [1,p], on a Py(z;) = a; et Py (x;) = b;.
X — $j 2

Pour tout entier i € [1,p], on considére le polynome Q; =  [] —
j

1<j<pj#i Ui
4. a) Soit i € [1,p]. Calculer Q;(z)) pour tout entier k € [1,p] et démontrer qu’on
aQi(rk) =0sik#iet Qi(z;)= >,
1<j<p
JF#i
b) Démontrer que le polynome P défini par la formule :

P= é (1= Qi) (X — x3))a; + (X — 2;)b;] Q;

est le polynome Py défini a la question 3.

.’L‘i—.’lfj.

Solution :

1. On suppose P(a) = P’(a) = 0. La formule de Taylor pour les polynémes donne
(les sommes en jeu étant finies)

oo pk)(q oo pk)(,
Ainsi P(X) = :;2 Pk—!()(X —a)F = (X —a)? :; Pk—!()(x —a)F2 et (X — a)?

divise P.
Réciproquement si P(X) = (X —a)?Q(X), on a
PI(X) = (X = a)2Q(X) + (X — a)Q'(X))
et P(a) = P'(a) = 0.
2. L’application ® est linéaire par linéarité de la dérivation.
Soit P € Ryp_1[X] tel que ®(P) = 0. Pour tout ¢ € [1,p], on a P(x;) = P'(x;) = 0.

On a donc P(X) = (X — 21)?Q(X) et P(x3) = P'(z3) = 0 donne Q(z2) =
Q'(x2) = 0 et Q est de la forme Q(X) = (X — x2)?R(X) ; on continue ainsi et le
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p
produit ] (X —x;)? divise P, ce diviseur a un degré plus grand que celui de P et
i=1

P = 0. Ainsi ® est injective donc bijective par égalité des dimensions de Ry,_1[X]

et R?P.

3. Le 2p-uplet (a1, -, a,,b1, -+,b,) € R?* admet un unique antécédent par &
noté Pg.

4.a) Sip#1,les xp pour k € [1,p] \ {i} sont des racines de multiplicité 2 de Q;
donc Q;(zk) = Ql(zr) =0. et Qi(zi) = ] (u)2 =1

1<j<p,j#i i~ %)

En utilisant la dérivée de Q;, on a : Q; = Q; > Q(X—_xﬂé),
1< <p i (@i — T5)

/ _ 2
i) = 133';,#1 Ti T2
On vérifie que cette formule est valable également pour p = 1.
b) Pour i € [1,p], on a :
deg(Q;) =2p — 2 (méme si p = 1), et
deg [ (1 — Q(w:)(X — @) ai + (X — 2;)b;] < 1.
Par produit :
deg ([(1 — Ql(z)(X — xi))ai + (X — :cl)bl}Qz)
= deg [(1 — Q(2:)(X —x))a; + (X — ;)b;] + deg(Qi) < 2p—1
Par somme, deg P < 2p — 1 ainsi P € Ry,_1[X].
Soit j € [1,p]. Tl suffit d’établir que P(x;) = a; et P'(x;) = b;. A laide de la
question précédente :
P(ay) = 3 [(1= Qi) = a0)ac+ (2 = 20b] Qs(ay)
=(1- %}(%)(%’ —xj))a; + (25— z;)b; = a;

De plus P = > ([— Qi(zi)a; + bi}Qi + [(1 — Qi) (X — xi))ai + (X — xz)bZ}Q;)

=1

et

donc
Pl(x;) = é ([—Qi(z)ai+bi) Qiz)+ [ (1=Qj (%) (xj —xi) ) ai+ (2 —2:)bi | Qi (x5))
A Taide de la question précédente :
Pl(z;) = ([ = Qi(zi)a; + bi] + [(1 = Qi (i) (wi — 25))ai + (2 — 2:)bi] Qj(:))
= —Qi(zi)a; + b + a;Qj(z;) = b,
Ce qu’il fallait.

Exercice 2.21.
X1 X1

Pour X = | : | € M, 1(C),onpose X = | : | et

Tn Tn
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1X|| = VIXX = |3 Tpxag
k=1

(on rappelle que Z désigne le conjugué du nombre complexe z)

1. Soit n € N* et S une matrice de M,,(R), symétrique. Montrer qu’il existe A € R
T1
n

tel que pour tout X = | © | de M, 1(R)ona:'XSX <A 23,
k=1

Tn
2. a) Déterminer les éléments propres de la matrice S = (Sk,¢)1<k, ¢<n Suivante :
1 sik#/¢
S =
kit { 0 sik=¢

n
b) En déduire que si z1,...,T, sont réels, on a: >, xpz, < 5 1 S xk.
1<k<f<n i=1

3. Soit A € M, (R) et A =a + i, avec « et [3 réels, une valeur propre complexe
de A. Soit X € M,, 1(C) un vecteur propre associé.
a) Montrer que *X (A —tA)X = —2i3'X X.

Etablir I'inégalité : |8] < =L — ag .
b) Etablir I'inégalité : |5] < 5 1§r]£12<§n\ak,g agk

Solution :

1. La matrice S est symétrique réelle donc diagonalisable sur R et plus précisément :

Il existe une matrice P orthogonale (‘P étant obtenue en cherchant les vecteurs

colonnes propres pour S), une matrice D = diag(Aq,..., ;) diagonale telles que
S=t'PDP.
I1
Soit X = | : | de M, 1(R). En posant Y = PX il vient :
xn
'XSX = {(PX)D(PX) = 'Y DY = z At < (max A [V

La matrice P étant orthogonale, on a : ||Y]]? = ! X'PPX =X X = || X]|?, ce qui
termine la question.

2. a) On remarque que S + I = J, la matrice J ne comportant que des 1. La
matrice J est symétrique réelle, donc diagonalisable. Elle est de rang 1 ; ainsi 0 est
valeur propre de sous-espace propre associé Ker J de dimension (n — 1).

La valeur propre manquante, A, est la trace (A = n) de sous-espace propre associé

1
Vect U, avec U = | :

1
On a SX = pX si et seulement si JX = (S+ )X = (u+ 1)X. Les valeurs
propres de S sont donc A = —1 de sous-espace propre associé Ker J (d’équation

1+ -+ x, =0), et A\=n —1 de sous-espace propre associé Vect(U)
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b) On utilise la premiére question :

n
EXSX < (n—1)||X]]?, donc 1<1<;Ze< vz < g 1 kZI 7
<k<t<n =

puisqu’on ne somme que sur la moitié haute de la matrice S.

3. a) Utilisons la matrice M = A —'A qui est antisymétrique, donc & diagonale
nulle et dont les éléments sont de la forme ay ¢ — as k.

On a alors, puisque AX = AX entraine AX = AX =\X =\ X :
X(A—-TA)X =XAX —(AX)X = M¥XX — XXX = -2iIm(\)! XX

n
= —2iB > |z |?
k=1
_ . n
Pour conclure il n’y a plus qu’a remarquer que ‘XX = ‘XX (= Y |2|?)
k=1

b) Mais on a également :
X (A—1A)X = Tr(ag,e — agr)Te

et donc :

X (A —tA)X]| < — T
"X ( )X < égéénmk,e k| @ggnmxel

Si k=¥, |ake — ark| = 0 et on peut permuter les roles de k et ¢, donc :

K(A= X < max Jare—an] Y lulf

£<n 1<k, l<n
< max Q.0 — Gg k Tk||Te
h 1§k<£§n‘ |1§k,€§n,k7§€‘ Il

Soit :

X(A—"A)X[<2 max |ax,—ark
1<k<t<n 1<k<t<n

Et par le résultat de la question 2. b) :

_ n
|tX(A—tA)X| <2 max |ak7g —ag,]{|><n_ 1 Z |l‘k|2

1<k<(<n 2 =
< 2 < 2

Ainsi : | — 217 < m — -1
insi : | i3 kz::1 |zk]?] < 1Sk<ag<§n lak.e — agr|x(n )g::l |z

Comme X est une colonne propre, il ne s’agit pas de la colonne nulle et en

n
simplifiant par le nombre réel strictement positif > |z |? :
k=1

<n—1 .
I8l < 2 1§r£§g<§n|ak,g ek



