ECG 2 pour le 28 septembre

DM 2 - sujet A

THEME : VECTEURS PROPRES, VALEURS PROPRES

Le sujet est composé de deux exercices indépendants.

Exercice : étude du commutant

Soit A € 4, (R) admettant n valeurs propres.

1. Montrer que la famille (I,,A,...,A" 1) estlibre.

2. On note € = {M € .4, (R) | AM = MA}. Montrer que % est un sous-espace vectoriel de .4, (R) de dimension su-
périeure a n.

3. Montrer I'existence d'une matrice P de .4/, (R) inversible et d’'une matrice A de .4, (R) diagonale, telles que

A=PAPL

4. Soit M € 6. Montrer que tout vecteur colonne propre de A est un vecteur colonne propre de M. En déduire que
la matrice P~'MP est diagonale.

5. Justifier que ¥ est de dimension inférieure a n.
6. Montrer que (I,A,...,A""!) est une base de 6.

. 1 3
7. SoitA = [ 0 4
a) Montrer que £ < Vect(I,A).
b) Déterminer toutes les matrices de Z%.

] € />(R). On note Z = {M € 4> (R) |M? = A}.

Exercice : exemple en dimension infinie

8. Préliminaire
Soit a une fonction continue sur un intervalle I dont A est une primitive. Justifier que la fonction f: I — R est
solution de f’ = af si et seulement si, il existe une constante C € R telle que pour tout x € I, f(x) = Cexp (A(x)).
Indication. On pourra raisonner par double implication et considérer h définie par h(x) = f(x) exp (—A(x)).

Soient E = R[x] et 'application ¢ définie sur E par la relation

X
L[ P()dt six#1,
VXeR, @@P)(x) =4 x—-1J;

P(1) sinon.

9. Vérifier que @ (P) € E pour tout P € E.
10. Montrer que ¢ est un automorphisme de E.
Pour rappel, un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
11. Exprimer ¢! (P) al'aide de P et P'.
12. ATlaide du préliminaire, déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de .
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ECG 2 28 septembre

DM 2 - sujet *

THEME : VECTEURS PROPRES, VALEURS PROPRES
Le sujet est composé de deux exercices indépendants.

Exercice 1 : décomposition avec des projecteurs

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n = 2 sur R. Soit ¢ un endomorphisme de E pour lequel il existe
un entier m = 2, des endomorphismes non nuls py,..., p,; de E et m réels distincts Ay, ..., A, tels que, pour tout
entier k € N, on ait

k

oF =Y \pi.

NgE

i=1

Dans la suite, on définit les polynémes Q et Ly (pour k € [[1; m]]) par

m mox A
Q) =[] x=A), L) =[] .
i=1 g;llc)‘k_)\i

1. Soit P un polynéme de R[x]. Exprimer P(¢) en fonction des P (A;) et des p;.
. Calculer Q(¢). Qu’'en déduit-on quant aux valeurs propres de ¢?
3. Calculer Li (). En déduire que

N

Im py < Ey (@) := Ker (¢ — Agidg),

et donner le spectre de ¢.
4. Montrer que

E)(¢) =E.
AeSp(g) AP

Autrement dit, il existe une base de E formée uniquement de vecteurs propres. On dit que @ est diagonalisable.
5. Vérifier que, pour tout couple (i, j) € [[1,m]]?, on a

oo sii#]
PIOPI= pi si i=].

6. Soit F le sous-espace vectoriel de £ (E) engendré par la famille (py, ..., py). Déterminer la dimension de F.

Exercice 2 : exemple en dimension infinie

7. Préliminaire
Soit a une fonction continue sur un intervalle I dont A est une primitive. Justifier que la fonction f: I — R est
solution de f' = af si et seulement si, il existe une constante C € R telle que pour tout x € I, f(x) = Cexp (A(x)).

Soient E = R[x] et 'application ¢ définie sur E par la relation

1 X
—f P()dt six#1,
x—-1J)1

VxeR, o¢@P)(x)=
P(1) sinon.

8. Vérifier que @(P) € E pour tout P € E.
9. Montrer que ¢ est un automorphisme de E.
10. Exprimer ¢~ !(P) al’aide de P et P'.
11. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de . Faire de méme pour ¢ .
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ECG 2

Pour le 28 septembre

DM 2 - éléments de solution

SUJETA

n-1 .
1. Soient Ag,A1,..., A2 € Rtels que Y. A;A' =0,. Considérons

i=0
le polynéme P défini sur R par:
n—-1 .
P(x)= ) A;x’.
i=0

Ainsi P est un polynéme annulateur de A. Il admet donc au
moins 7 racines données par les valeurs propres de A. Or
P € Ry 1[x]. Nécessairement P = Op[4}, on en déduit que
pour tout indice i, A; = 0. La famille est libre. On en déduit
que

dim Vect (In,...,A”_l) =n.

.SoientM], Mp e € etA, peR.
(AM] + uM2)A =AM A + uM2A
=AAM; + HAMZ
=A(AM] + uMa).

Ainsi AM1 + UMy € 6.

De plus 0, € 6.

En conclusion, € est un sous-espace vectoriel de .4 (R).
De plus, les puissances de A commutent avec A et

Vect(In,...,A"_l)ccg

D’out n<dim%.

3. Soit @ I'endomorphisme de R” canoniquement associé a A.

Comme A admet n valeurs propres distinctes (notées dans
la suite A1,...,Ay), @ aussi et il existe une famille de vec-
teurs de R" notée % = (1,...,€,) telle que

viell,nl, ¢(g;)=Aze;.

D’apreés le cours, la famille 28 est libre car chaque vecteur
propre est associé a une valeur propre distincte. Comme il
y a autant de vecteurs ans la famille que la dimension de
R”, on en déduit que 98 est une base de R".

Ensuite, par la formule de changement de base

A =Matcan (@)

-1
=Pcan, g Matg () (Pcan,@) .

On conclut en posant
P=Pcanz et A=Matg(yp)

avec A qui est bien diagonale.

4. Notons que chaque sous-espace propre de A est de dimen-

sion 1 car

n n
n=73 1<) dimEy,(A) <dim.#y,,1(R) = n.
i=1 i=1

De plus, pour X un vecteur propre de A associé a A € R, la
relation
AX=AX et X#0,1.

implique pour M € €
AMX = MAX
=M(AX) = AMX.
On en déduit que
MX € E) (A).

Or on a vu que E) (A) est de dimension 1, ce sous-espace
est donc engendré par la matrice colonne non nulle X

Ej (A) = Vect(X)

et MX est colinéaire a X. Autrement dit, X est vecteur
propre pour M.

Reprenons I'endomorphisme ¢ de la question précédente
et(ey,...,€x), une base de vecteurs propres. Notons y 'en-
domorphisme canoniquement associé de a M. D’apres le
début de question pour tout indice 7, il existe p; € R tel que

V(&) = wie;.

On conclut de nouveau par la formule de changement de
base.

5. Considérons 'application

€ — 9y
(D'{M —  P~lMmP.

ol 9;, désigne I'espace vectoriel des matrices diagonales
de 4, (R). De plus, on vérifie que @ est une application
linéaire injective. Nécessairement,

dime < n.

6. En regroupant les résultats des questions 2 et 5 :

dim% = n.

Et par la question 1, la famille (I, A, ...,A”"!) composée
d’éléments de¥ est libre avec autant d’éléments que la
dimension de €. C’est donc une base de €.

7.a) Comme Z < €6 avec n =2, il vient

% =Vect(I,A)

Le résultat s’en déduit.

7.b) Soit M € &, il existe a, b € R tels que

M = aly + bA.
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Or A2 = [
et
M2 = (aly + bA)? = @®1+ b*A2 + 2abA.

En regardant le coefficient en position (1, 1) dans I'égalité
M? = A, il vient
a® + b +2ab=1

soit (a+ b)2 =1, puis a+b=¢; avecey € {—1;1}.
De méme, le coefficient en position (2,2) impose

a® +16b% +8ab =4,

D’oll (4b+a)? = 22, Ainsi a+4b = 2, aveces € {—1;1}. D’out

_2gp—¢)

€1+3b=4b+a=2¢y, b

et a=¢g1—b=

On trouve 4 couples possibles pour (a, b) suivant les va-
leurse; = +1etep = +1,

(2/3,1/3), (=2/3,-1/3), (2,-1), (=2,1).
Ce qui donne les matrices

1 1
0 2

+

-1 3
, * .

On vérifie que ces matrices conviennent.

8. Raisonnons par double implication.

Si f est définie sur I par f(x) = Ce®™ alors f est déri-
vable par composition et pour tout x €1

£ =cA'0er™ = a(x) f(x).
onabien f' = af.
Si f est solution de f" = af. Posons h définie sur I par
h(x) = f(x)e AW,
La fonction h est dérivable sur I (f I'est) et pour x €

R (x) = f(x)e A9 — fA (x)e A

=(f' (0 - falx)e 20
K (x)=0.

Comme I est un intervalle, i est constante. Soit C € R la
constante et

vxel, C=hx) = fx)e W
flx) =Ccel™,

Ce qui conclut.

9. Soit P € E. Soit Q la primitive de P qui s’annule en 1. Notons

que Q' =P etil existe R € R,,_1 [x] tel que

QW =QM+Q M (x—1) + (x— 1)2R(x)
~——
=0
=P()(x—1) + (x - D?R(x).

Ainsi pour x #1

1
¢(P)(x) = m(Q(x) -Q)

=P+ (x—-1DR(x).

Or cette derniere formule convient aussi au cas ou1 x = 1.
Ainsi @(P) est le polyndéme P(1) + (x — 1)R(x) et ¢(P) € E.
Notons que siP € Ry [x], alors @(P) aussi cardegR< n—1.

Remarque. On aurait pu partir de la formule de Taylor dans
sa version polynomiale

n+1 QUC) 1)

— k
Q=Y k! (x-1)
k=1
n+1 P(kfl)(l) k
:k;T(x—l) .

10. On vérifie que  est linéaire : soient P, Q e R[x], A € R.
Soit x € R.
— Pour x # 1, par linéarité de I'intégrale

1 X
cp(P+AQ)(x)=—f (P+AQ) (1 dt
x-1N1

1 [x 1 *
:—f P(t)dt+—f Q(ndt
x-1)1 x-1J1
=@(P)(x) +Ap(Q)(x).
— Pourx=1,

eP+AQ)(1) =P +AQ)(1)
=P(1) +AQ(1)
=@(P)1D) +ApQ)(1).

Finalement :

@(P+AQ) =@(P)+Ap(Q).

Justifions maintenant la bijectivité.
— Injectivité.
Soit P € ker(¢). On a directement P(1) =0 et

1 X
VxeR\ ({1}, —f P(t)dt=0.
x—-1)1

D’ol .
VxeR\ ({1}, f P(r)dr=0.
1

Par dérivation, il vient P(x) = 0 pour tout x € R\ {1}. Finale-
ment P = Og, ¢ est injective.

— Surjectivité.

Soit P € R[x]. Il existe n € N tel que P € Ry, [x]. Fixons un tel
entier n. En reprenant la question 1, on montre que Ry, [x]
est stable par ¢ et on peut définir la restriction, noté ¢, de
¢ aRy[x] par

| Rulx] —  Rplxl
Pn: P — P

Lendomorphisme de dimension finie ¢ reste injectif, il
est donc surjectif. Il existe donc un antécédent a P par ¢,.
C’est aussi un antécédent de P par ¢.

On en déduit la surjectivité de ¢.
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— Concluons : ¢ est une endomorphisme bijectif.

11. Soit P € E, soit Q 'unique antécédent de P par ¢.
eQ =P <= Q=¢ '®.

Or, enposant f:R— R, x— x—1, onapour tout x € R\ {1}.

Fwe@w = [
Par dérivation sur R\ {1}
F@eQ @)+ fF)eQ' (0 = Q)
c’est-a-dire
1-P(x) + (1 - x)P'(x) = Q(x).
Comme les fonctions considérés sont continues en 1,
I'égalité s’'étend a x = 1.
En résumé, pour tout x € R.
e P = Q) =P(x) + (1 - 0P (x).

12. Soit A € R et supposons que P € E est un vecteur propre de
¢ pour la valeur propre A, on a

@([P) = AP.
ou encore
P=A¢ ') =A(P+(1-x)P),
ilvient P(1 - A) = A(1 - x)P’. En particulier, pour x > 1

_a-x

A
P =San

P(x).

D’apres le préliminaire avec a(x) = (1 -A)/(A(1 — x)) qui
admet pour primitive sur I'intervalle |1, +oo[

1-A 1A
A.x»—»Tln(l—x):ln((l—x) 1 )
On en déduit qu'il existe C € R tel que pour tout x > 1
P(x) = Cer™
1-A 1
=C-1-x) r =C1-x)x .
Or P € E, on a nécessairement
! 1€ [[0; n]]
A

c’est a dire .
A= m ou ke [0; n]
etpour x>1
P(x) = c(1-x)¥

(relation qui s’étend a x € R car P est polynomial). En ré-
sumé, les valeurs propres sont

SUJET *

1. Soit P = f akxk €R[x].Ona
k=0

P@)=) ar“=) ar ) Ai"p;
k=0 k=0 i=1

i (i “kM‘k)Pi

i=1\k=0

P(A;) pi-
i=1

2. Pour tout i € [1;m]], Q(A;) =0, donc
n
Q) =Y Q(Ai) pi =0g).
i=1

Le polynome Q est annulateur de ¢. On sait alors que toute
valeur propre de ¢ est racine de Q.

3.0na
m
Le(@ =) L¢(A) pi
i=1
m
=) 8ikpi =Pk
i=1
On a aussi
Q) = ¢ (x— Ag) L)
. 1
ol cp=—r7"""—.
I (Ak—)\i)
k#i
Ainsi 1
(p—Agidg)oLy(p) = EQ(@) =02@®)-
D’ou

(¢ —Aidg) o pr = 0.2 ().-
A partir de cette égalité, on montre que

Im py < Ker (¢ — A idg).
Comme pj. n'est pas I'application nulle, Im pj n’est pas ré-
duit aI'espace nul {Og}. D’olt Ey () n'est pas réduit a {Og}
et Ay est valeur propre de ¢. En résumé

{A1,A2,...,Am} < Sp(@).

On al'inclusion réciproque (et donc I'égalité) a I'aide de la
question 2.

4. En reprenant la relation sur ¢ pour k = 0, il vient

m
idg = )_ pi-
i=1

1 11 1 Ainsi pour tout x € E
2’3" " n+1
. x=p1(x)+ p2(x) +...+ pm(x).
avec respectivement les espaces propres —— —=— ——
€lmp; €lmp; elmpm,
Vect(1), Vect(1 — x), Vect (1 — x)2),..., Vect (1 - x)")
On a donc
i sont tous de di ion 1. m
qui sont tous de dimension Ec Y imp;.
i=1
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Puis, avec la question précédente Traitons maintenant le cas ol i = j. On a maintenant

m
Ec ,:21 Ey, (). .
Sachant que les Ey, (¢) sont des sous-espaces de E, on a piopi= (L)@ = k_lLiz()\k)Pk = Pk
méme égalité. -
De plus, on sait d’apres le cours que la somme des sous-
espaces propres est toujours directe. On en déduit le ré-

Ce qui conclut.
sultat.

6. A l'aide de la relation précédente, on montre que la fa-

. Soient i, j € [[1; m]]. Supposons i # j. On a
mille (pi,...,pm) est libre. En effet, s'il existe des réels

piopj=Li(@oL;(@) = (L;Lj)(¢).

Or, on constate que Q divise L;L;. Comme Q est annula-
teur de ¢, L;L; 'est aussi et

m
ap,...,am € Rtels que ¥ a;p; = 0 ) en composant par
i=1

pj,ilvientajp; =0 puis aj =0 car pj # 04 Fina-
lement la famille est libre, c’est une base de F qui est donc
piopj=0gr. de dimension m.
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