1
ANALYSE

Exercice 1.01.

dt

400
1. Déterminer les valeurs de x € R pour lesquelles 'intégrale —_—
P d & /1 1+t ¢ort

est convergente.

dt
On pose alors xTr) = e

2. Montrer que f(1) = L

=T

3. Montrer que f est décroissante sur son domaine de définition.

dt

P est convergente. On

400
4. a) Montrer que pour x > 0, 'intégrale /
1

note alors g(x) sa valeur.

b) Montrer, & ’aide d’'un changement de variable simple que

g(z) = /Jroo—tx_ldt — l/+oo—du
L ttA4t)  z); u(l+wu)

, . 1 1 1
c¢) Vérifier que pour tout u > 0, —u(l T T u Tru
de g(x).
In2

5. a) Montrer que pour z > 0,on a: 0 < f(z) < o

; en déduire la valeur

: In2 1
b) Montrer que pour z > 0, on a : 0 < - f(z) < 57 1

c¢) Déterminer la limite de f(z) quand z tend vers 'infini et un équivalent
simple de f(x) au voisinage de 0.
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Solution
1

1+t+
probléeme est en la borne infinie.

1. La fonction ¢ — o T est continue et positive sur [1,+o00|. Le seul

— Six >0, f(t) ~ # et x +1 > 1, la regle de Riemann assure la

(+00)
convergence.
—Sixz=0, f(t) = ﬁ (J;:o) % et la regle de Riemann assure cette fois la
divergence.

—Siz <0, t+t"t ~ tet f(t) ~ l, ce qui permet de conclure a la
(+00) (+00) 1

divergence (on peut aussi dire que le troisieme cas est pire que le deuxieme)
Le domaine de définition de f est RY .

2f(1)—/+oo di —/+OO ! dt—2/+oo = dt
YT 1w e+ D243 3 (EE)2 4

(575
Soit : f(1) = 2 [ — 2 [arcany] = (T Ty o T
' V3l 1+d® V3 V3 V32 37 33
3890 <z < 2, Vt > 1,47 g '+ 1 < 1

) 7 X et
1+t+toH 1+ttt
par conservation des inégalités par intégration (les bornes sont dans l'ordre

croissant et les intégrales convergent) : f(x') < f(x).

La fonction f est décroissante sur son domaine de définition.

4. a) Voir 1., la suppression du terme 1 étant sans incidence sur la convergence.

+oo +o0o
dt t*tat
b = — = —t__dat
) 9(z) /1 t(1+1t*) /1 (1 +1¢7)

Et, par le changement de variable préparé u = t* de classe C! et strictement

monotone :
—+ o0
_ 1 du
g(x) = x/l u(l +u)

oo 400
[lnu—ln(l—I—U)L_)Jr = %[ln(liu)}?

g(z) = %ln2

8=

c) g(z) =

1 1

x+1 < x+
1+t4+¢ t+t
acquises avec des bornes dans l'ordre croissant : 0 < f(z) < g(x), i.e.

0< f(z) < %InQ.
2

400 +oo
b 2 - s(z) = [ ! we [ = !
w o (Tt (e L T T 2041

5. a) Clairement 0 <

7 et les convergences étant
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c) = Le résultat a) donne xgr—}r-loo f(z)=0.

* Le résultat b) donne 0 < % In2— f(z) < 1, ce qui est plus fort que ce qui
est demandé et donne donc la conclusion :

1
f(x) ey In 2

Exercice 1.02.

1

mn
1. Pour tout entier naturel n, on pose u, = / L dx.
0

1+
a) Montrer que u,, est bien défini.

b) Montrer que la suite (uy,)nen est décroissante et convergente. Déterminer
sa limite notée /.

c) A Paide d’une intégration par parties, donner un équivalent simple de
uy, lorsque n tend vers l'infini. En déduire la nature de la série ) w,.
n>0
d) Montrer qu’il existe deux réels a et [ tels que au voisinage de 'infini,
on a:
_ a, B 1
Un—gﬂ—ﬁ‘f—?‘f—O(?)

xn

1
2. On pose maintenant v,, = dz.
p /0 v1i—=x

a) Montrer que v, est bien défini pour tout entier naturel n.

b) Déterminer la limite éventuelle de la suite (v, )nen-

¢) Quelle est la nature de la série > v, 7
n>0

Solution

1. a) La suite (u,,) est bien définie puisque x — 2" st continue sur 0,1].
) ( ) puisq \/H——.I' [ ]

b) Elle est décroissante puisque 0 < ™1 < 2™ sur [0,1] et positive, donc
convergente. Sa limite est nulle car :

1 n 1
0<uy = L dxé/:c"dm:#
/0\/1+$ 0 n+1

c) Les fonctions z — 2" et z — 11+ étant de classe C! sur [0,1], il

8

vient en intégrant par parties :

1

g+ 1 T 1 / 2"t 1

N = de = —L 44,
" [n+1xx/1—|—x0+2(n+1)0(1+x)3/2 ! M
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1
1 n+1 _ 1 _ 1
avec 0 < v, < ——— [ 2" 'dx = =0o(————).
2(n+1)/0 2(n+1)(n+2) <2(n—i—1))
(00) V2(n +1) (s0) nV2

Enfin, la reégle de Riemann montre que la série »  u,, diverge.

Ainsi :

2. Une seconde intégration par parties (dans le méme sens!) donne :
1 1
n+1 n+2 1 n+2
T de — [x 1 ] L3 / x d
/0 (T+2)2 T 2 10 lo " 2t 2) Jy (L4272
D L[t 1 1
onc.vn—Q(n+1)/O Ty e = o( L)
: 1 1
Puis : u,, = +
V2(n+1)  2°2(n+1)(n+2) n

_ 1 1y-1 1 1
“n—n—\@(l‘Fg) +W+0(—2)—n\/§+(25/2 \/5) 2+O<F)

+

3. a) La fonction x — —=—— est continue sur [0, 1], positive et équivalente
—x Y Y
1

—x
converge.

a

dont 'intégrale converge sur [0, 1], donc U'intégrale définissant v,

b) La suite (v,) tend vers 0. En effet pour tout choix de a dans |0, 1] :

a n 1
0<v, < [ —A—d +/#d < 1 +2yT—
° /Omx VT2 S A DV —a !

On se donne alors € > 0. On choisit a de sorte que 2v/1 — a < %, puis n assez

1 € 3 )
rand pour que < £ et alors 0 < v,, <e. D’ou le résultat.
& Pt d (n+1)V1i—a = 2 "
1
c¢) En revanche v, > / 2" dr = - —1|— 7 et la divergence de la série s’en
0
déduit.

Exercice 1.03.
+oo e_xtz
0 1+t
et seulement si x est strictement positif. On pose alors :

1. Soit  un réel. Démontrer que 'intégrale dt est convergente si

+oo —xt?

L’exercice a pour but l’étude de la fonction F'.

2. Etudier le sens de variation de F sur ]0, +o0l.
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1
3. a) Démontrer que pour tout > 0, on a F'(x) > %/ Ve %H dt. En déduire
0
la limite de F' en 0.

+o0o _ 2

b) Démontrer que pour tout réel x > 0, on a : F(z) = & du.

0o Vrtu

En déduire la limite de F' en 4o0.

4. Prouver que pour tous xq et x réels strictement positifs, on a :

Fla) = Flan)| < MIfBl o

En déduire que F' est continue sur R7 .
: : _Vmy_ 1
5. Démontrer que xBr—}r-loo Vz (VzF(z) 5 ) = 5-

En déduire que F(z) = % 211‘ + o(i) au voisinage de +o00.
x

Solution
—xt?
1. Pour tout réel x, la fonction t — Gi T est continue sur R* .
—xt?
— Pourz < 0,Vt € [0,400[,0 < i 41—15 < ei—l— 7 par le critere de comparaison,

—xt?

“+o0
on déduit que / g dt est divergente
0

1+t

2 +oo
— Pour x > 0, on a V¢ € [1,+00[,0 < ?l—kt < e Or / e Ttdt est
1
—axt?

“+o0o
convergente, donc par le critere de comparaison, on déduit que / ei?dt
1

1—+tdt converge.

t2

+oo 12
est convergente, puis que / €
0

+oo
On conclut que l'intégrale / ei T3 dt est convergente si et seulement si x
0

est strictement positif.

2 2

—xt
2.0na:0<r<y = Vte|0,+oof, & 7 >§l—iy—t et les intégrales étant

convergentes et les bornes dans 1’ordre croissant, il vient par conservatioin des
inégalités F'(x) > F(y).

On déduit que F' est décroissante sur RY, (en fait méme strictement
décroissante).

1/f
3. a) Pour tout > 0, F(z) >
0 1 +i



10 ESCP Europe 2015 - Oral

0<t< L — 22<1 — —zt2> 1.

VT

e et 1 AL 1 1 1
D’oil/ dt>e_/ ——dt=e""1In(l+ —=).

Par conséquent lim F(z) = +oc.
z—07F

b) Pour tout réel z > 0 et tout réel A positif, on effectue le Changement

A 2 A 2
de variable affine u = /xt dans / dt. On obtient : /
A 0 0
e
o  Vzrtu

(ce qui prouve au passage la convergence de 'intégrale que 'on va écrire!!) :

dt =

1+t 1+t

du, puis par passage a la limite :

+oo w2
V>0, F(z) = ¢ d
x (x) . itu u
400
On déduit que V2 € RY / e~ du = ﬁ, d’ou
S Ve 2z
lim F(z)=0.
T—r—+00

4. Pour tout zg et x réels strictement positifs, on a :

[Fie) = Fiaa)| = ‘/Me_ﬁ f1+u - \/_1+u)du‘
it =
‘/ “Vr+ )z +u) du
+oo
F(2) ~ Fla >1\W};_f'o e du—’\/j__\/\/__’ /r

On en déduit que pour tout zg de R%, lim F(x) = F(x(), ce qui prouve que
Tr—xo

F' est continue en tout point de RY .

5. On utilise les formes précédentes :

o0 2 00 )
\/5(\/5]7(35)—\/7%) \/_/ \/__i_udu—/o e " du)

+0o0 _ 2
f/ \/' e
+oo 2 +oo )
du—/ ue " du
0
1
2

0 \/_+U

—+ o0
= we du — =
0o Vrtu
“+o0o 2 a2 1 “+o0o
Oro0< e  du< — wle " du — 0
S o Vr+u o Vg z—+00
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Donc  lim ﬁ(ﬁF(I)—@) :—%, i.e. F(z) = ﬁ—L—I—o(ac_l).

Tr—+00

Exercice 1.04.

Soit a € R . On considere la suite u = (uy,)nen+ définie par :

1 2
—=u
vn "
1. On suppose que la suite u vérifie : Vn € N* u,, > 1/n. Montrer que la suite
u est croissante et divergente.

uy =aetVne N v, =

2. On suppose que la suite u vérifie : Ik € N*, up, < Vk.
a) Montrer que Vn > k,u, < \/n.
b) Montrer que la suite u est décroissante a partir du rang k.
¢) Montrer que la suite u converge de limite nulle.

3. En déduire que la suite u converge si et seulement si il existe un rang k tel
que ug < 1.

4. Pour tout n € N*, on pose v,, = 27%1 In(wy,).

a) Montrer que la suite (v, ),en+ est ainsi bien définie et que :

Vne N v, — U1 = Inn

_1
2n—|—1

b) Montrer que la série de terme général s,, = Inn est convergente.

1
2n—|—1

On note S = > L Inn.
n=1

271—‘,—1
n—1
¢) Montrer que pour tout n > 2, v1 = v, + >, Sx. En déduire que la suite
k=1

(Un)nen+ converge.

d) Montrer que la suite u converge si et seulement si a < e”.

Solution

1. Si on a toujours u, = \/n, a fortiori on a u, > 0 et Untl _ u\/_& >1:1la
Unp, n

suite est bien croissante et la minoration donne trivialement la divergence.

2
2. a) Si pour un certain rang k, on a ug < VE, alors upyq = Y < VE <

vk

vk + 1. La propriété est donc héréditaire et par le principe de récurrence :
Vo> kou, <+n
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b) A partir du rang k, on a donc : Untl — Un 1 ;] suite u est

U, Vn

décroissante a partir du rang k.

c¢) Décroissante a partir du rang k et minorée banalement par 0, la suite u

est convergente.
2

Donc lim —2 =0 et ainsi u converge de limite nulle.
n— o0 n

3. % Si la suite u converge, elle converge vers 0, et il existe bien un rang k tel
que ug < 1.

*x 9l existe un rang k tel que up < 1, on a sirement u, < VEk et le
cheminement de la question 2 montre que la suite u converge vers 0.

4. a) u, est toujours strictement positif, donc la définition de v,, est claire. De
plus :

Up — Un4+1 = 271%1 1n(un) — 2% ln(un+1)

on 1 on on
1.1
kb In(n)
b) On peut écrire :
1 _ 1 n+1 _ 1
[(3/ 2)”x# Inn — 0 suffisait largement pour conclure!]
c¢) Notons s,, = 271% Inn (s, est positif ou nul et strictement positif pour
n > 2). Par télescopage :
n—1 n—1
> 8k = > (U — Vkt1) = V1 — Uy
k=1 k=1
n—1
Ainsi : v, =v1 — > s — vy — S =In(uy) — S
=1 n— oo

d) » Supposons a < e°. On a alors In(u;) =Ina < S et limv < 0.

A partir d’un certain rang k£ on a vi < 0, donc ug < 1 et la suite u converge
(voir la question 3.).
* Si la suite u converge, il existe un rang n tel que u,, < 1, donc v, < 0 et
n—1
vy = v, + Y 5, <9, soit Ina < Seta<e
k=1

Exercice 1.05.

1. a) Justifier que arctan(u) ~ u au voisinage de 0.
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400
b) Déterminer 'ensemble D des réels « pour lesquels / w
0 t(t"+1)
est une intégrale convergente.

On note alors sa valeur F(x).

2. On admet que la fonction F est de classe C! sur D et que
“+oo
VxED,F’(a:):/ Q(W)dt
o Ox\ t(t*+1)
a) Pour x appartenant & une partie de D a préciser, déterminer deux réels
a et b (indépendants de t, mais pouvant dépendre de x) tels que

o (arctan(w t)) _a b
VteR, > (—5—+2%) =
Oz \ t(t* 4+ 1) PRI F
b) Calculer F'(x) pour tout x € D.
c¢) En déduire F(x) pour tout z € D.

2
3. Soit g la fonction t — g(t) = (%&nt) .

+o0
Justifier la convergence de l'intégrale / g(t) dt et calculer sa valeur.
0

Solution
1. a) Clair, car arctan(0) = 0 et arctan’(0) = 1.
arctan(xt) arctan(zt) |
) S | < o
t(t=+1) (t—0) t(t=+1) 2|t|
la fonction a intégrer est donc continue sur R , prolongeable par continuité

en 0 et la régle de majoration donne la convergence (absolue si on ne veut pas
discuter selon le signe de x) pour la borne infinie :

rett>0 —=

D=R
2.a)On a: %(a;(ctgai(:f;)) = t(t21+ 71 +i02t2 G 1)(2%2 1)
Pour = ¢ {—1,1}, on a alors :
%(atrf;ai(ﬁ)) = g o avec
“= 1—1332 etb:_lfzf

b) D’ou pour z > 0 et x # 1, via le changement de variable affine
T — xt = u,

—+00
F'(x) = : —11'2 arctan(t) — x arctan(zt) , = _2(17:— 5
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encore valable en x = 1 par continuité (admise) de F’.

Par parité de F’/, on a donc :

VCCGR,F/(QT): m

c¢) Par intégration et imparité de F', avec F'(0) = 0, il vient
VereR,, F(z) = % In(1+2z)et Ve e R_,F(z) = —% In(1 —x)
0 *
3.a) g € CORY), g(t) — et glt) ~ 5
b) Par intégration par parties sur un segment de R* et passage a la limite,
on obtiJ(int :

I :/ (arctant)?x L dt = [
0 t
2P (1)

donc I converge.

c~4-|»—t

— 400 +o0
arctan t ] +9 arctant dt _
| "o /0 1+62 "t

I =7mIn2

Exercice 1.06.

On note C° lespace vectoriel des fonctions continues sur Ry et CY le sous-
espace vectoriel de C° formé des fonctions bornées sur R .
Soit w une fonction de C° & valeurs dans R,

Pour tout € Ry, on pose Q(z) = / w(t) dt.
0

1. Soit f € C°. Pour tout x > 0, on pose ¢(f) / f(t)

Montrer que ¢(f) est une fonction continue sur Ri et qu’elle admet un
prolongement par continuité en O.

On note T'(f) la fonction ainsi prolongée.

Soit T Dlapplication qui & tout f € C° associe T(f).

2. a) Montrer que T est un endomorphisme de C°. Est-ce que T(C}Y) C Cp ?
b) Montrer que T' est injectif.

3. On dit que X est une valeur propre de T sur C? s’il existe une fonction

f € CY non identiquement nulle telle que pour tout z € Ry : T(f)(z) = M\ f(x).

Soit A une valeur propre de T" et f une fonction telle que T'(f) = Af.

a) Montrer que Vo € RY, (1 = A) f(z)w(z) = Af (2)Q(x) (x).

b) Soit H une primitive de % En utilisant la fonction ¢ : z

1-X
f(a:)e_TH(m), résoudre sur R* 1'équation (x) précédente.
c) Déterminer ’ensemble des valeurs propres de T sur C° et donner pour
chaque valeur propre A, la dimension de I'espace {f € C° / T'(f) = A\f}.
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Solution

1. a) La fonction w étant continue strictement positive, la fonction ¢(f) est
bien définie sur R* et continue comme quotient de deux fonctions continues,
le dénominateur ne s’annulant pas.

Montrons que il_r)% o(f)(x) = f(0).

En effet, soit € > 0. La fonction f est continue en 0 : il existe > 0 tel que
|z| < § entraine |f(z) — f(0)| < e. Ainsi, pour |z| < J, non nul :

o)) = £(0)] = | 5L /?ﬂn_ﬂm Ht

w(t)dt| < e

!Q(

2. a) L’application T est manifestement linéaire. La question précédente
montre que T est un endomorphisme de C°.
Si la fonction f appartient & Cp et si M est un majorant de | f|, alors :

x>o::|Mﬂun<KimAﬂﬂmwﬂﬁ<Af

Ce résultat reste banalement vrai en 0. Ainsi C} est stable par T

x

b) Soit f € C? telle que ¢(f) = 0. Alors pour tout z € R%, / f)w(t)dt =

0
0, puis en dérivant et en utilisant le fait que w(z) > 0, il vient f(x) = 0 pour
tout x strictement positif, et aussi en 0 par continuité.

3. Au vu de l'injectivité de T, on a A # 0.
La fonction 2 est non nulle et de classe C'! sur R?* , pour f continue, la fonction

x> / f(t)w(t) dt est également de classe C! sur R* . Ainsi T(f) est de classe

L et puisque f = ( f), f est de classe C*
) L’équation T(f) = Af donne pour z > 0 :

)\f(/ dt/f

En dérivant, il vient, toujours pour x > 0 :
A(f’(ﬂf)/O w(t) di+f(z)w(z)) = f(z)w(z), soit (1-A)f(z)w(z) = Af'(z)(x).

b) Comme w est la dérivée de €2, une primitive sur R* de w/() est la fonction
H:z— In(Q(x)).

On remarque que :
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1-)
Donc, il existe une constante C' telle que V > 0,9(z) = f(:l;)e_TH(w) =C,
1.e. :
1-) 1-)
fla) = '3 OW) _ olo(e)s
1-)
¢) Comme lim Q(z) = 0, la quantité [Q2(x)] X n’a une limite finie en 0

z—0t

que si 1 ; A > 0, d’ou la discussion finale :

1—)
Si 0 < A < 1, on vérifie aisément que la fonction f : z +— [Q(z)] X est dans
CP et vérifie T(f) = A\f et X est valeur propre de T' de sous-espace propre

1-\
associé la droite engendrée par la fonction x — [Q(x)] X . (pour A = 1, il
s’agit donc de la fonction constante égale & 1)

Sinon, la seule fonction de C° vérifiant T(f) = Af est la fonction nulle et A
n’est pas valeur propre de T'.

Exercice 1.07.

Soit (@, )nen+ une suite de nombres réels strictement positifs.
Pour tout n € N*, on pose :

un:\/a1+\/a2+\/a3+---+\/@ (%)
(On a donc u; = +/a;. )

1. Montrer que la suite (u,)nen+ est croissante.

2. Dans cette question, on suppose qu'il existe 3 € R’} tel que Vn € N*, a,, =
B.

Montrer que Vn € N* u,, 1 = /3 + u,, puis montrer que la suite (un)nen-
est convergente.

3. Dans cette question, on suppose qu'il existe a € R tel que Vn € N*, a,, =

n
062.

MontrerquepourtoutnEN*,ona:un:a\/l—i—\/1+\/1+--~—|—\/T

(n radicaux superposés).
En déduire que la suite (u,),en+ est convergente et déterminer sa limite.

4. Soient (ap)nen+ et (al)nen- deux suites a termes strictement positifs,
(Un)nen+ et (ul)nen les suites associées selon la formule (x). Montrer que :
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VneN* a, <a] = [VneN u, <ul]

5. a) Supposons la suite (uy, )nen+ convergente et soit M tel que Vn € N*, u,, <
M. Montrer que :

Vn e N* a, < M?"

b) Réciproquement, on suppose la suite (2% ln(an)) majorée. Déduire

neN*
des questions 3. et 4. que la suite (u,),en+ est convergente.

Solution

1. x On a : a1 + /as > aq, donc us = \/ay + J/as > /a1 = uq.

* Supposons alors que la suite u soit croissante jusqu’a un certain rang n.

On a donc, par décalage de la suite a (c’est-a-dire en utilisant I’hypothese de
Ve . / 7’ . N . .

récurrence sur la suite v’ définie a partir de as,as, ..., Gn, Gpi1,...) :

\/a2+\/a3+m>\/a2+\/a3+m

et, par le premier point :

un+1:\/a1+\/a2+\/---+\/m>\/a1+\/a2+\/---+\/@:un

La suite u est donc strictement croissante jusqu’au rang n + 1, et on conclut
par le principe de récurrence :

la suite u est strictement croissante

2. Dans cette question, on a u; = [ et en regroupant : pour tout n de N*,

Un+1 = V 6 + Un.
Soit la fonction f : x — /8 + x. Cette fonction est évidemment strictement
croissante sur R, cet intervalle étant stable par f.

¢ = /B + ¢ donne ¢* —{— 3 = 0 de solution positive : £ = trvi+dp ”21—‘_45 > /B.

Ainsi u; < £ et par croissance de f : ug < f(£) = £ et récurrence : Vn,u,, < /.
Comme on sait déja que la suite est croissante :

14+ /1+4p

(Up )nen+ est convergente de limite 5

3. Ona:un:\/a2+\/a4+\/a8—|—---+\/a2"
unza\/1+%\/a4+\/a8+~-+x/a7
(6%
:a\/1+\/1+l4\/a8+---+\/a2”
(6%
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=« 1+\/1+\/1—|—$\/a16+...+,/a2”

et ainsi de suite, jusqu’a:un:a\/l—i—\/l—i— 14+...+ 1 et donc :
1+5
2

lim u,, =«
n—oo

4.0n a: a, < al,, puis an—1 + v/an < al,_; + \/al,, et un cran plus loin
an—2 + \/an_1+ Jan < al,_y+\/a,_, +\/d,

et ainsi, de proche en proche jusqu'a wu, < ul,.
(VneN*a, <al) = (VYneN"u, <ul)

n n

5. a) Si (un)nen+ est convergente, alors elle est majorée. Notons M un de ses
majorants. On obtient, par le résultat précédent et pour tout n :

M>un=\/a1+\/az+\/a3+--~+\/a>\/0+\/0+\/0+---+\/@
Ainsi : M > u,, > (an)? " et donc : a, < M?".
<

b) Si Vn,a, < M?", la suite (u,) est majorée par la suite (u
la suite (a’,), = (M?"),.

Or, la suite (u],)nen+ converge, donc elle est majorée et a fortiori la suite u
est majorée.

/

/) associée a

Ainsi u, qui est croissante, est donc convergente.
Finalement :

Up )JneN* €st convergente < 1 In(an))nen+, est majorée.
2n

Exercice 1.08.

Soit n € N* et aq,...,a, des réels non tous nuls. On considere les fonctions
f, g et h définies sur R™ par :

n n n
flxy,...,xpn) = H:UZ, g(x1,...,xy) = in et  h(xy,...,xn)= >, arT.
k=1 k=1 k=1

1. a) Justifier que f est de classe C! sur R™. Déterminer son gradient en tout
point.

b) Prouver que f admet un maximum sur la sphére unité S de R™ définie
par

S — {(z1,...,00) ER" | kzijlxgzn

c¢) Déterminer le maximum de f sur S.
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d) En déduire que pour tout point u = (uy,...,u,) de R"”, on a :
k=1 vn
ou ||.|| désigne la norme euclidienne canonique sur R".

2. a) Soit i € [1,n] tel que a; # 0. On pose

H={(x1,...,20) €ER" | h(z1,..., ) =1} et B={z € R" / ||z[| < |1|}
Qa;

Prouver que ’ensemble B N H est non vide, puis qu’il est un fermé borné de
R™.

b) Justifier que la fonction g admet un minimum sur B N H. Prouver que
ce minimum est aussi le minimum de g sous la contrainte h(xq,...,x,) = 1.

c¢) Déterminer le minimum de g sur H.

Solution

1. a) La fonction f est de classe C! (et méme C>°) sur R" comme produit de
fonctions qui le sont de fagon évidente. Pour tout i € [1,n], il vient

n

O;(f)(z) =2z; J[ =3

k=1,k#i

On trouve donc V(f)(z) = (2x123 ... 22, 2z02%23 .. . 22, ... 2z,22 ... 22 ).

b) Comme S = {z € R";g(x) = 1}, on voit que S est fermé en utilisant
la continuité de g. (On peut aussi écrire S = {x € R";|g(x) — 1| < 0} si 'on
veut se ramener a un ensemble du type {z € R";¢(z) < a} avec ¢ continue
sur R™).
Il est clair que S est borné. Comme f est continue sur le fermé borné S, elle
y admet un maximum.

c¢) On est dans le cas d’application du théoréeme du cours qui nous dit qu’il
faut qu’il existe un réel A tel que V(f)(y) = AV(g)(y) en un point y € S. Ce

n
qui nous conduit aux équations : 2y; [[ vz = 2M\y; , pour i € [1,n].
k=1, ki

n
En multipliant les deux membres par y;/2, on obtient [] y2 = \y?.
k=1

Si A =0, on voit que f(y) = 0 qui ne peut pas étre un maximum.
Si A # 0, on en déduit que y7 = y7, puis que y7 = 1/n puisque y € S.
On a donc nécessairement f(y) = 1/n™ et il s’agit donc bien de points ou f
atteint son maximum sur S.

d) Si u = 0, I'inégalité est évidente, sinon on pose x = u/||u|| € S et on
trouve que f(z) < 1/n™ d’apres la question précédente. L’inégalité souhaitée
en découle facilement.
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2. a) Le point o = (0,...,1/a;,...,0) appartient & B N H, ce dernier est
donc non vide. Comme h et la norme euclidienne sont continues, on en tire
comme en 1. b) que B et H sont fermés. Il en est donc de méme pour leur
intersection. Il est clair que B N H est borné puisque B l'est déja.

b) La fonction g est continue sur le fermé borné BN H, elle admet donc un
minimum m sur cet ensemble. De plus, on remarque que ’on a obligatoirement
m < 1/a? = g(xo) et g(z) = ||z||* > 1/a? pour tout x de H qui n’appartient
pas a B. Il en résulte immédiatement que m est aussi le minimum de g sur
H.

¢) On peut appliquer le théoréeme du cours qui nous dit qu’en un point
x € H ou le minimum est atteint, on a nécessairement
V(g)(x) € {x € R"; 3 apxzi = 0} = Vect(ay,---,a,)
k=1
Il existe donc un réel A tel que 2z, = Aag pour k € [1,n], on en déduit que

0= > ap(2zr — Aax) =2— X > di.
k=1 k=1

m= @)= 3 [ ] = o

/=1

D’ou :

Exercice 1.09.

1. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f et g deux applications de [a, b]
dans R continues ; de plus on suppose que g garde un signe constant sur [a, b].

Montrer qu’il existe au moins un point ¢ dans [a, b] tel que :

/f dx—ﬂ>LZme

2. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f une application de [a, b] dans
RT de classe C!, décroissante et g une application de [a, b] dans R continue.
On veut prouver le résultat suivant :

dec € a, b, /f f(a)/ g(x)dx
a) Prouver le résultat si f(a) =

On suppose dans la suite que f(a) 7& 0.

b) On note G la primitive de g sur [a, b] nulle en a. Justifier 'existence d’au
moins un point d dans [a, b] tel que :

[ rwew i =cw [ 1w
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c) Conclure a I'aide d’une intégration par parties.

Solution

1. La fonction f est continue sur le segment [a, b], donc il existe m et M tels
que :

Vzela,bl,m< f(z) <M
* Supposons que Vzx € [a,b], g(z) > 0.

Comme g est a valeurs positives ou nulles :
Va € [a,b], mg(z) < f(x)g(x) < Mg(x)
Les bornes étant dans l'ordre croissant, par conservation des inégalités par

b b
encadrement:/mg(x) dwé/f(m) )dx < /Mg dz

T e [ omo st [

Si g est la fonction nulle le résultat demandé est banal et sinon I =

/ g(z)dx > 0, ce qui permet d’écrire :
a

b
m< / f(@)g(x)dr < M

et comme = / f(z)g(x)dx € [m, M], le théoreme des valeurs intermédiaires

donne l'existence d’au moins un point ¢ € [a,b] tel que %/ f(x)g(x)dx =
f(c).
Il n’y a plus qu’a remultiplier par I.
* Si g est a valeurs négatives ou nulles, il suffit d’appliquer le résultat précédent
a la fonction —g.

a) Si f(a) = 0, alors comme f est positive décroissante et a < b, f est en

fait la fonction nulle et le résultat est banal.

b) G est continue sur [a,b] et f’ est continue sur [a,b] et garde un signe
constant (négatif ou nul sur [a, b]).
Le résultat de la question 1. donne donc directement :

Hde[a,b]/abG( )f'(x)de =G /f

c¢) En intégrant par parties le résultat précédent donne :
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b
fO)G(b) = f aGa—/f@ﬂ@M=G@U@—ﬂ®)

Comme f(a 7é 0, ceci peut s’écrire :

/ f v)ds = @) (5860 + (- )61

Posons p = comme f est décroissante a valeurs positives et telle que

f(a)’
f(a) >0,ona0<p<1.
En notant mg et Mg les bornes inférieure et supérieure de la fonction continue

G sur le segment [a,b], on a :
mag = pma + (1 — p)mag < pG(b) + (1 — p)G(d) < pMg + (1 — p)Mg = Mg

Une nouvelle application du théoreme des valeurs intermédiaires donne :

3ee ot 200w + 1 - Laa) = co) = [ o) da
f(a) f(a)

D’ou le résultat.

Exercice 1.10.

On s’intéresse a I’ensemble & des fonctions g : I = |—1, +oo[ — R vérifiant les
deux propriétés :
1
Vaeel, 1) — = 1
relolet) o) =l ()
Jm g(z) =0 (2)

1. Montrer que si g vérifie (1) et (2), alors Va € I, la série > %
n>1 (T +n)

1
converge et :1:—5— 3).
Vi g g( ) = (SL’ n)Q ( )

. a) Réciproquement, montrer que (3) définit une fonction g sur I vérifiant
(1).
b) Quel est alors le sens de variation de g 7

c¢) Montrer que g vérifie (2). En déduire que € contient une fonction et une
seule.

3. Déterminer un équivalent de g en +o0.

4. Déterminer la limite de g(x) lorsque z tend vers —1 par valeurs supérieures.

)-

e}

5. On admet que ) Lz . Calculer g(

n=1

l\:)lr—t

Solution
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1. Par sommation télescopique et passage a la limite :
n—1

g(ern)—g(ﬂU):kZ::O 9z +k+1) —glx+Ek)] = 21 (:r—i—k‘)
D’ou :
r) = 1
g( ) nzzjl (.I'+TI,)2

2. a) La série est bien convergente (régle de Riemann), donc g est bien définie
sur [ et via les sommes partielles et passage a la limite :

S T |
PO e S P Of A e} el R

D’ou :

glx+1) —g(x) = —m

b) Vo > —1,Vn € N*, 2 +n > 0, donc z — 1/(z + n)? est décroissante, et
(via les sommes partielles) g décrot.

c) t+— 1/(z +1t)? est positive et décroissante sur |—1, +oo[ et par compara-
ison série-intégrale :

k1 k
dt 1 dt
7 < 7 < T2
ko (z+1) (v + k) k—1(z +1)

Donc : oo oo
L ETESSEE ) e
soit : :U—li—l <g(x) < $—1|—1+(x—&1)2 et donc :
ing=0

3. € contient une unique fonction, g définie par (3).

4. Par encadrement g(z) ~ 1
(+o0) X

5. idem lim g = +o0.
(=D*

6. Par décomposition en sommes de séries convergentes (ou via les sommes

partielles)
= 1 = 1 — 1 — 1 i
S S + n
71;1 n2 pgl (2]?)2 pZO (2p + 1)2 p=0 (2]9 + 1)2 8
et
1 o 4 w2
gl —5) = =
( 2) pgl (2p - 1)2 2
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Exercice 1.11.

oo _

1. a) Pour quelles valeurs du réel z, l'intégrale / eT dt est-elle conver-
gente ? ’

+oo 4
On pose alors f(x) = / eT dt.

x

Fo0 e—tw
b) Pour quelles valeurs du réel x, l'intégrale / —=——dt est-elle
) 1 Vit2—1

convergente 7
400

—tx

On pose alors g(x) = & dt.
9(x) 1 I

c¢) Etudier la monotonie des fonctions f et g.

L 4
2. a) Montrer que pour tout réel x > 0, on a : f(x) = / % dt —In(x) +
f(1).

b) Montrer qu’il existe un réel k; tel que 1'on a, au voisinage de 0 :

flx) = —In(z) + k1 + o(1)
3. a) Montrer que :

V>0, f(x) :/+ooe ™ du et g(x) :f(x)+/+ooetm(#_ %) dt
1 1

u

+ o0

e
0 v 2xu + u?

x

b) Montrer que pour tout x > 0, g(x) = e~

: 4 1 1
4. a) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Montrer que 0 < ——= <
) d a va Vb
b—a
20/3/2 :

b) Montrer que pour tout > 0 :

+oo
0<e™® ¢ du — g(x) < —S——
/0 2xu 9(@) 2(2x)%'% J,

—X

+oo
Vue “du

Solution

—t
eT est définie, continue et positive sur
+oo 4
[z, +00[. Au voisinage de +00, p(t) = o(e™?). Il suit que I'intégrale / eT dt

T

1. a) Soit > 0, la fonction ¢ : t —

‘oo _
converge pour tout x > 0. En revanche ¢(t) (N) % et 'intégrale / eT dt
0 0

diverge. A fortiori, on ne peut pas prendre z < 0 et f est définie sur |0, +oo].
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e—tac

Vitz—1

+oo
positive sur |1,+oco[. Au voisinage de +o0o, (t) = o(e™™!) et / e *tdt
2

converge. D’autre part, ¢ / ——=———=dt converge en tant
" &%) 7T ° ¢—

qu’intégrale de référence. Il suit que 'intégrale dt converge pour
1 \/

b) Soit « > 0. La fonction ¢ : t est définie, continue et

: 1 )
tout x > 0. Mais pour x < 0, on a =+ et l'intégrale
p o0 > e :
proposée diverge. Ainsi, g est définie sur ]0, +o0].
—X
c) x f est dérivable et f'(x) = _eT < 0 : f est décroissante.
* Soient x et y deux réels tels que 0 < x < y. Pour tout t > 1, e ¥t < e %,

—ty —ta:
D’O\, (S
RV

Par conservation des 1negahtés par intégration (les bornes sont dans l'ordre
croissant), on en déduit que g(y (x) : g est donc décroissante sur |0, +o0].

) <
2. ) f(&) - f(1) = / / _ —dt:/:_t_ldtJr/xdt

f(x):/ _ _1dt—1nx+f()

b) La fonction ¢ e 7 —1 prolonge par continuité en 0 (par la
valeur —1), donc l'intégrale / e —1ly converge et la notant I, la relation
précédente donne :

f(x) e —Inx+ f(1)+ 1+ o(1)

3. a) e Soit x > 0 On effectue dans f(x) le changement de variable affine
t = zu, la fonction u — zu réalisant une bijection strictement croissante et
de classe C! de ]1,+oo[ sur |z, +oc[. On a alors

o= [ e

400
Puis par linéarité de 'intégration, g(z) — f(z) = / e_m(+ - %)dt,
1 t

ce qui donne la formule attendue.

b) Soit z > 0. On effectue dans g(z) le changement de variable affine
t= % +1, la fonction u — % + 1 réalisant une bijection strictement croissante

et de classe C* de |0, +oo] sur |1, +o00[. On a alors
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“+o0 400
—(u—|—x) —u
du _ = e du
0 \/u/a:—l—l -1 o V(u+x)?—22

0oV 2xu - u2
a) Soient a et b tels que b > a > 0. On a :

0l _ 1 _vb-va___b-a  _b-

<___

Vi VT V@ Va2

b) Pour tout & > 0, on trouve, en remplagant g(z) par 'expression trouvée
précédemment :

too o Foo —u —u
- € du — — (S _ (S d
¢ /0 V2zu u—glo)=e ( 0 (\/233U \/qu+u2) u)
([T 1 Y
—e (/O e (wm—wmﬂ;u)

On applique alors le résultat a) avec a = 2zu > 0 et b = 2zu + u? > a > 0.
On en déduit que

O<e_“< S 1 )\ \/_e
V2zu \/qu + u? 2(2.1:)3/2

D’ou le résultat par intégration.

= ¢

Exercice 1.12.

On considere I'espace vectoriel E des fonctions continues sur l'intervalle [0, 1].
Pour toute fonction f € E, on définit la fonction moyenne T'(f) associée a f

en posant
1 [ -
= t)ydt sizel0,1
TTRES E 3 (0 10,1)
f(0) six=0
1. a) Montrer T": f +— T(f) est un endomorphisme de E.
b) T est-il injectif 7 Surjectif 7

2. Soient f et g deux fonctions appartenant a E. On considere la fonction F
définie sur [0, 1] par :

Ve l0,1],F —x/f dt—(/oxf(t)dt)(/owg(t)dt)

a) Montrer que F est de classe C! sur [0,1] et exprimer sa dérivée & 'aide
d’une seule intégrale.

b) On suppose que f et g sont croissantes. Montrer que

Va € [0,1], T(fg)(x) = T(f)(x)T(g)(x).
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¢) Que peut-on dire si les deux fonctions f et g de E sont supposées
décroissantes 7

d) Quelle inégalité obtient-on si I'une des fonctions est croissante et ’autre
décroissante ?

3.Si f € E, on lui associe la fonction f en posant f(z) = m[gx] f(t).
te|0,x

a) Montrer que fest bien définie et croissante.

b) Soit = et y deux points de [0, 1] tels que z < y. Montrer que
f(y) = f(2)] < (1. nax £ (&) = f(s)]

»8)€lw,y]?
En déduire que fest continue.

c¢) Etablir 'inégalité suivante :

[ Fwawas ([ fow)( [ sow)

Solution

1. a) Comme f est continue sur |0, 1], la fonction T'(f) est le quotient d’une
primitive de f par une fonction continue qui ne s’annule pas, elle est donc

continue sur |0, 1].
De plus T'(f)(x) = F:(Ex) = F(xx) — 5(0) , ou I désigne la primitive de f nulle

en 0. Ce qui prouve que lir% T(f)(xz) = F'(0) = f(0).
T—r
Enfin, la linéarité de 'opérateur T' est banale.

b) Si T(f) = 0, F s’annule sur |0,1] (notation précédente), la fonction f
s’annule donc sur |0, 1] et en 0 par continuité, par suite f = 0 et T est injectif.
La fonction T'(f) est toujours de classe C' sur ]0, 1], il suffit donc de choisir
une fonction ¢ € F qui n’est pas dérivable en un point de ]0,1] (on peut
prendre par exemple g(x) = |x — 1/2|) pour que I"équation T'(f) = g n’ait pas
de solution. L’endomorphisme 7" n’est donc pas surjectif.

2. a) La fonction F est clairement de classe C* sur [0,1] comme somme de
produits ne faisant intervenir que des primitives de fonctions continues et de
la fonction x +— x.

Le calcul de la dérivée donne :

Fi(z) = / (gt dt + efa)g(x) - fla) / “g(t) dt — g(a) / Cf(0) e
Soit : F/(x) = / “(Fl@) — £ (g(x) — g(0)) dr.
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b) Les fonctions f et g étant croissantes, on voit que l'intégrande précédent
est positif, par suite F'(z) > 0. La fonction F' est donc croissante et comme
F(0) = 0, on aboutit & T(fg)(xz) = T(f)(x)T(g)(z) sur ]0,1] et ceci reste
évidemment vrai en 0.

Si les deux fonctions f et g de E sont supposées décroissantes, l’'intégrande
correspondant a F' reste positif et on arrive a la méme inégalité.

c¢) Si 'une des fonctions est croissante et 'autre décroissante, 'intégrande
associé a I est négatif et par suite F' est décroissante.
On obtient alors T'(fg)(z) < T(f)(x)T(g)(x) sur [0, 1].

3. a) La fonction fest bien définie car f est une fonction continue, elle admet
donc un maximum sur le segment [0, z].

Six <y, onal0,x] CI[0,y] et par suite f(w) < f(y), la fonction f est donc
croissante.

b) * Si < y, on observe que pour t <z on a f(t) < f(z)etsix <t <y
alors il vient :

f@) = (F@O) = f(@))+ f () < |f@#) = f(@)[+f(2) < e [F (&) = f(s)[+ ().

~ ~

Dot f(y) < max |f(t) = f(s)| + f(2).

Comme f est croissante, on observe que |f(y) — f(z)| = f(y) — f(x) et que
I'inégalité précédente conduit immédiatement a 1’inégalité souhaitée.

On déduit de cette inégalité que si |f(y) — f(zo)| < £/2 sur un intervalle I de
la forme I = |zg — o,z — o N[0, 1], alors | f(y) — f(zo)| < & sur 1.

La continuité de f en g provient alors clairement de celle de f en xo.

(faire un petit dessin pour montrer le lien entre f et f)

c¢) Puisque fet g sont continues et croissantes, d’apres 2. b) on a :

T(f9)(1) = T(HT(G)(1)

et c’est exactement l'inégalité demandée.

Exercice 1.13.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

Soit a1, ..., a, des réels non nuls. On considere les ensembles suivants :
5:{:(}: (I’l,...,xn) eRn/ Z —% < 1}
i=1
ainsi que :
S:{,ﬁ(}:(fl}'l,...,ﬂfn) ERn/ Zla—%zl}
1= 7

et
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2

S ={x=(z1,...,2) ER"/ Z 3<1}

1. a) Montrer que £ est une partie fermée et bornée de R" telle que :
V(z,y) €% S +y) €E.
b) Montrer que & est un ouvert de R™ et que S est un fermé borné de R".
Soit x € R"™, tel que = ¢ £. On considere la fonction f définie sur € par :

f(z) = ||z — z||?, olt ||.|| représente la norme euclidienne canonique de R™

2. a) Montrer que in£ f(2) existe et est atteint en un (ou plusieurs) point(s)
z€
de €.

b) Soit zp un point ou f atteint son minimum sur £. En calculant le gradient
de f, montrer que zy appartient a S.

c) Montrer que ing f(2) est atteint en un seul point. On le note z*.
z€

3. a) Montrer que le point z* = (x7,...,z}) est défini par : il existe A réel tel

que pour tout i € [1,n]

=T

€T:
Yoal A
b) Montrer que 'on peut supposer A > 0.
¢) En étudiant la fonction ¢ définie sur Rt par

montrer qu’il existe un unique A Vériﬁant (*)

4. On suppose dans cette question que pour tout ¢ € [1,n], a; = 1. Déterminer
le point z* ainsi que f(z*).

Solution
n 332
1. a) » L’ensemble & est fermé car l'application (z1,...,2,) = > =% est
=1 a/z

polynomiale donc continue.
* Il est borné car pour x € &, on a, pour tout indice i, |z;| < |a;|, donc

|z|| < |la]| (en posant bien entendu a = (aq,...,a,)).
* Enfin, (P59 < L(a? 4 42) (car (2 — y:)? > 0)
Donc avec = (1,...,Zpn), ¥y = (Y1,---,Yn), €t 2 = %(m—l—y) = (21,..+,2n) :
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b) R™ \ & est fermé pour la méme raison que précédemment donc & est
ouvert et S est fermé, borné car S =&\ & =EN (R™\ &).

2. a) La fonction f est continue, car polynomiale. Sa restriction & £ qui est
fermé et borné admet donc un minimum sur ce domaine.

b) Si ce minimum est atteint en un point zy de 'ouvert &y, c’est un point
critique. Or :
Vi(z) = (2(z1 — 21),...,2(zn — 2n))
Le seul point critique de f est donc le point & qui n’appartient pas a £. Ainsi
le minimum est-il atteint sur £\ & = S.

c¢) Supposons le minimum m atteint en z; # z5 de S. Soit z = 21—322

Comme z € £, on a:
1 1
m < ||z =zl = 5ll(z1 —2) + (22 — 2)[|| < 5([[21 — | + |22 — zl)) = m

On a donc égalité dans les inégalités précédentes, et égalité dans 'inégalité
du triangle. Il existe donc o € R tel que 21 — z = (22 — ).

Comme ||z1 — z|| = [|z2 — z||, il vient « = 1 et 23 = 23, ce qui contredit
I’hypothese faite. (On peut aussi se contenter de faire un petit dessin pour
comparer cotés et hauteur d’un triangle isocele.)

Le minimum est donc atteint en un seul point noté z*.

3. a) On utilise les multiplicateurs de Lagrange.
2

On cherche le minimum de f sous la contrainte g(x) = i x—é —1=0.
T

Soit A € R tel que V(f(2) + Ag(z)) = 0. 11 vient :

2 x) alzx;
Vie[1,n],zi —x; + AL =0, soit A=t = z; — xF et xf = 52—
9 y 2 ) 2 1 1 2
a; a; a; + A
*k
i

n n
b) Comme > (z; —2})? = 2 xz, on peut supposer A > 0 (car x # z*).
i=1 i=1 Q4
¢) La fonction ¢ est clairement strictement décroissante sur R telle que
n *
l'on ait ¢(0) = > x—é >1(carxz ¢ &) et Emgp = 0. Il existe donc un unique
i=1 4 o0

Ao > 0 tel que p(Ag) = 0. Ce A\g donnera le point z*.

4. Dans le cas particulier de la sphere unité de R", les calculs précédents

n
donnent z} = 1%;—3\ et p(\) = 0 donne (1 + \)? = > 2? = ||z[|?; donc
i=1
Ao = ||z|| = 1 (car ||z|| > 1). Le minimum est atteint en ——%—— ce qui
1+ |z]| —1

correspond a l'intersection de la sphére unité et de la demi-droite [0, x][.
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Exercice 1.14.

Soit f une fonction définie sur I = R a valeurs réelles. Pour tout réel positif
m, on définit la fonction h,, sur I, par h,, : x — mz — f(x) et on note :

M(f)={m € Ry / hy, est majorée sur I}

1. Montrer que si m € M (f), alors [0, m] C M(f).

Désormais, lorsque m € M(f), on pose f*(m) = sup h,, () = sup(mz— f(x)).
zel xzel

La fonction f*, ainsi définie sur M(f), est appelée la fonction conjuguée de

f.

2. Soit ¢ un réel et o un réel strictement supérieur a 1. Pour les fonctions
qui suivent, préciser M (f) et expliciter, pour les réels x de M(f), f*(z) en
fonction de .

a) f: I >Rz e

b)f:]—>R,xl—>%.

3. Soit f: I — R telle que M (f) soit non vide. Montrer que :
Veel,Vme M(f), f(x)+ f*(m) > mz
4. Soient f, g deux fonctions de I dans R telles que f < g. Montrer que
M(f) C M(g), puis que
Vm € M(f), g*(m) < f*(m)
5. On se propose de chercher les fonctions vérifiant M (f) =1 et f = f*.

a) A l'aide de la question 2., déterminer une solution.

b) A l'aide des résultats précédents, montrer qu’il existe une seule fonction
f égale a sa conjuguée.

Solution

1. Soit m € M(f) et u € [0,m]. Comme m € M(f), la fonction h,, est majorée
sur [ et il existe un réel K tel que Vx € I, mx — f(x) < K.

Alors V> 0, ux — f(z) =mz — f(x) — (m—p)xr < K et p € M(f).

Ainsi [0, m] C M(f).

2. a) Soit f; la fonction constante égale c¢. Soit m un réel strictement positif,

alors hrf (mz —c¢) = +o00 et m & M(f1). Donc la fonction h,, : © — mx —c
T—r 100

est majorée sur R’ si et seulement si m = 0. Ainsi,
M(f1) ={0}, f{ : 00— —c
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b) Ici by, (z) = max — %, hp est dérivable sur RY, avec bl (x) = m — 2%~ L.

1

Comme « > 1, h,, passe par un maximum en ry = mao—1, ce maximum
valant :
Q Q
* a—1 =
Donc M(fo) =1et f3 :z— o rat.
On peut noter que f5 est de la méme forme que fo, en remplacant o > 1 par
& > 1. (& suivre ...)
a—1
3. Soit m € M(f) et x € I. D’apres la définition de f*(m) :
flx) + f*(m) = f(z) + hm(z) = ma.
Finalement :

hm(xo) = m a—1 _—

VeeI,Vme M(f), f(x)+ f*(x) > me

4. Soit f, g telles que f > g. Pour tout m € R, et pour tout = € I,
mz — g(z) < ma — £(2)
Ainsi, si m € M(f), alors x — mx — f(z) est bornée et z — maz — g(x) est
bornée. D’ou M (f) C M(g).
Alors, comme f*(m) est un majorant de x — mz — f(x),

Vo el mz—g(x) < f*(m)
Ainsi, f*(m) est un majorant de x — mz — g(x) et g*(m) < f*(m).

2
5. a) Soit fo: x> %, on a vu en 2. b) que f5 = fo.
b) D’apres la question 3., Va € I,Vm € M(f), f(x) + f*(m) > mx.
Ainsi, comme f = f* et M(f)=1,Vz €I, 2f(x) > 2. Ainsi :
si f=f* alors f > fs.

Comme f > fo, d’apres la question 4., on a f* < f5 = fo, et puisque f = f*,
< fa

Finalement f = f5 et le probléeme a donc une solution et une seule.

Exercice 1.15.

E désigne 'ensemble des suites de nombres entiers naturels p = (p,)nen
vérifiant :

Po > 1a et Vn € van S Pn+1

Soit p = (pn)nen une suite de E. On définit la suite (z,)pen par :
1 1 1 1 < 1
VneN,z, =—=—+ + e —— = I S
" po  Pop1 = PopiD2 PopP1 ---Pn ,;::0 PoP1 - Pk

1. a) On suppose ici que pour tout n de N, on a : p, = a, ol a est un entier
fixé tel que a > 2.
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Pour n € N, calculer z,, et déterminer lim z,.
n—r o0

b) On suppose ici que pour tout n de N, on a : p, = n + 2. Déterminer

lim z,,.
n— oo

¢) On revient au cas général. Montrer que (z,, ),en converge et que sa limite
appartient a |0, 1].

Pour p € E, on note alors f(p) la limite de la suite (xn)nen associée,
définissant ainsi une application de E dans |0, 1].
2. Soit p = (Pn)nen €t ¢ = (¢n)nen deux éléments distincts de E.

a) On suppose py > qo- Montrer que f(p) < f(q).

b) On suppose py = ¢o. En introduisant ¢ = min{j € N* / p; # ¢;},
montrer que f(p) # f(q). Quelle propriété de f a-t-on ainsi obtenu ?

Solution
n 1 — l)n—{—l
_ 1 _1 (% o1

-1 B
b)an =2 Gy oL

c) La suite (x,) est strictement croissante de premier terme strictement

positif et comme la suite (p,)nen est minorée par 2, on a : x, < > 1 <
1 ioz 1 _q

2i=02"

La suite (x,)nen est croissante majorée par 1, donc convergente et sa limite
appartient a |0, 1].

2. a) La suite (p,)nen est croissante, donc par majoration du terme général
puis passage a la limite :

o
1 11 1
< = — e
f(p)\k;0p16;+1 poxl—pio Do —1
Alors que f(q) = qlo%—'-- > qlo > pol—l (car po > q0 = po — 1 = qo,

puisque l'on travaille avec des entiers)

Ainsi f(p) < f(q)-
b) Quitte & échanger p et ¢, on peut supposer pg = qo,P1 = q1,---,Pr—1 =
qe—1 €t pe > qe.

n n
R 1
Pour n € N, on note x,, = et =
" kz::() PopP1 - - - Pk Yn kgo qoq1 - - - Gk
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soit alors n € N tel que n > ¢. On a, les convergences ayant été vues :

1 % 1
= XTy_ —|—
J(p) = ey po-npe_l,;gpe--.pk

1 S 1 1 1
<21+ =xy_1+
-t po...pe_l,ggp’g—”l LT o pe—t pe— 1
1 1
<ap1 4+ —2+ 1
J(p) S @ po-.-pe—1xqé
tandis que
V4
1 1 1
Syy=5S —+ —p, 41 1
(@) > ye kZ::OQOQL--Qk 1T popee1 e

(puisque la suite ¢ coincide avec la suite p jusqu’au rang ¢ — 1)

On a done f(p) # f(q)-

On vient de démontrer que 'application f réalise une injection de E dans
10, 1].

Exercice 1.16.
Pour tout entier n € N, on considere 'application f, définie comme suit :
n
fn : ]n,+oo[ —>R,£Uf—> Z L
=T —k
1. Soit A un réel fixé strictement positif. Montrer que pour tout entier n € N,
I'équation f,(z) = A admet une unique solution que 'on notera x,.
2. Déterminer la limite de la suite (x,, ).
3. a) Déterminer 111;1_1 fa(n+1).
n—-—+0oo
En déduire qu’il existe un entier ny tel que Vn > nqy,x, >n+ 1.
b) Plus généralement, montrer que pour tout & € N*, il existe un rang ny
tel que Vn > ng,xz, >n+ k.

4. Montrer que pour tout entier n > ny
g Tt
t t
Tp—N Tp—n—1
5.a ) Montrer que la suite (%)n est convergente et exprimer sa limite en
fonction de A.

b) Déterminer la nature de la série de terme général xL
n

Solution

1. Pour tout k € [0,n], on pose gi : x — ﬁ La fonction gj est strictement

décroissante sur |n, +oo[. Par somme, f, = go+ g1 + -+ + gn est continue et
strictement décroissante sur |n, +o00|.
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1

x —_—

Lorsque x tend vers +oco, chaque fonction gx tend vers O et lirf fn(z) = 0.
T—>1+00

Lorsque x tend vers n™, g, : x —

tend vers 400 et lim f,(x) = +o0.
n r—n

La fonction f,, réalise donc une bijection de |n,+oo[ sur |0, +o00[. Ainsi, tout
réel A > 0 admet un unique antécédent z,, € |n,+oo[ par f,.

2. Pour tout entier n, x,, > n. Donc, par comparaison, la suite (z,) diverge
vers +00.

n+11

n
. 1 .
3. Pour tout entier n, f,(n + 1) = —_— = =, grace au
f ( ) k-;o (TL 1) ]{7 u;l u g

changement d’indice u = (n + 1) — k.
On reconnait la somme partielle de rang n + 1 de la série harmonique.
Donc, lim f,(n+1) = +oc.

n—-+oo
Ainsi, il existe un rang ng € N tel que pour tout n > ng, fu(n+1) > A =
fn(zy). D’ou, par stricte décroissance de f,,, pour tout n > ng, x, > n+ 1.

Plus généralement :

_ 5 L1, 1 4. .4 1
fn(n+p)_k§0n+p—k_p prI T T e T

Ainsi pour n assez grand f,(n+p) > Aetz, >n+p

4. Soit n > ng. Soit k € [0, n]. Prenons un réel ¢ tel que z,, —k < t < x,, —k+1.
Comme x, —k > (n+ 1) — k > 1, nous sommes dans 'intervalle |0, +o0o],
intervalle dans lequel la fonction inverse est décroissante. Nous obtenons donc

S SN S SR o _ 1
pra— | < $ < z. — puisen intégrant sur [z, —k+ 1,2, — k] :

Tp—k+1
1 < dt 1
Ty, —k+1 S t Sz, —k’

En opérant de méme avec un réel t tel que 0 < z,, —k—1<t <z, — k, on
obtient :

En combinant les deux inégalités obtenues, on obtient :

Ty, —k+1 Tn—k
/ dt « 1 </ dt
t S x,—k t
Tn—k n T,—k—1

On somme pour k allant de 0 a n, ce qui donne grace a la relation de Chasles :

rn+1 n T
[ A —pes [ 4

Tn—n—1

5. a) Comme une primitive de ¢ 1 ur 10, +00] est la fonction In, I'inégalité

t
précédente se réécrit :
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In (:Cn_+1> <A< (x—n) ().
Ty —N Ty, —m—1
L’inégalité de gauche de (**) donne une fois transformée x,, > 1 j nE_ d’ou
6 —_

Ty 1/n+ et
n = A1

L’inégalité de droite de (#*) donne z,, < A d’ou

b) D’apres la question précédente, xl ~ (

) %, les deux termes com-
parés étant positifs.

Donc, par critere d’équivalence, la série » % diverge.
n

Exercice 1.17.

1. a) Déterminer l'’ensemble D’ des réels a tels que lintégrale G(a) =
1
dt
converge.
/0 4@ O
b) Déterminer l'ensemble D des réels a tels que lintégrale F(a) =

+oo
o 1+t

£
1+ t%P

a) Déterminer I'ensemble S des couples (p,q) € R? tels que l'intégrale
I(p,q) converge.

400
2. Soit p et g des réels quelconques. On pose I(p,q) = / dt.
0

b) Représenter I’ensemble solution S dans un repere cartésien du plan, avec
p en abscisse et ¢ en ordonnée. On hachurera la partie du plan correspondant
a ’ensemble des points M de coordonnées (p, q) € S.

3. a) Justifier que t — u = t2971 définit un changement de variables admissible
dans l'intégrale I(p, q), pour ¢ > —1/2, et en déduire une relation entre I(p, q)
et F'(«) pour des valeurs de p, g et « & préciser.

b) En utilisant le changement de variable u +— t = u'/ (=9 montrer que
pour o dans un intervalle a préciser on a

F(a) = Gla) + —— G(=9)

a—1 a—1
_ o (=)
¢) On admet que, pour a € D, G(a) = nz::O T

Pour a € D, exprimer F(a) comme la somme d’une série.
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d) En déduire I'expression de I(p, ¢) sous forme d’une série, pour des valeurs
de p et g a préciser.

Solution

l.a) f:t— 1+1ta est continue sur Ry si a > 0 et %i_rg%f(t) =0sia<0.

L’intégrale définissant G(«) est donc convergente pour tout o € R.

% sia>0 +o0
b) f(t) e f/Q si o — - intégrale 1 f(t)dt converge si et seule-

1 sia<0
ment si o > 1.

D' =R,D =11, +o0]
£
1+t
124 si p > 0, intégrable sur ]0, 1] lorsque ¢ > —1/2
*En0:hyq(t) ~ %tzq si p = 0 intégrable sur |0, 1] lorsque ¢ > —1/2
t2(a=P) i p < 0, intégrable sur ]0, 1] lorsque ¢ — p > —1/2

2. a) Notons hy 4 : t —

* En 400 :

1/t2P=9) i p > 0, intégrable sur [+oo[ lorsque p — g > 1/2
hp.q(t) ~ %th si p = 0, intégrable sur [1, +oo[ lorsque ¢ < —1/2

t24 si p < 0, intégrable sur [1, +oo[ lorsque ¢ < —1/2
En résumé : (p,q) € S < [p > 0 et —% <q<p—%] ou [p < 0 et

_ 1 1
p—5<4q< 2].

b) Dans le plan (p,q) on trace les deux droites d’équations respectives
q= —% et q =p— % et 'ensemble S des points situés dans les deux angles

aigus (ouverts) formés par ces deux droites.

3. a) Pour ¢ > —1/2, t — 291 = u est de classe C' bijective de RY sur R,

400 9 400 2 /(2 +1)
) t=4 _ 1 u“9/\=4 —2q/(2q+1) )
et alors : /0 T dt = 2q—|—1/0 1+u2p/(2q+1)u a/{29%1) dy, donc :

_ 1 2p
1p.0) = 3051 Flg571)
a condition bien entendu que (p,q) appartienne a S, donc a condition que

_1 - - __?p
p>0etqg<p 2,cequ1d0nneb1ena—2q+1>1.

b) Le changement de variable t = u/(1=%) est de classe C* bijectif de
[1,+o0o[ sur ]0,1], avec o/(av — 1) > 1 d’ott, pour a > 1,
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+o0 1
/1 14+ te 1—()4/01+u0</(a—1) a—1 <a—1>’e '

Fla) = G(a) + 15 G(2)

O F@=3 [ § Gy S, G

nonoz—i—l yna+a—
n—l
F()—1+Z (1) 7

d) Pour —1/2<q¢<p—1/2 (et p > 0)
[ < 2(—1)"tl

I(p,q) = 2q£—1

=1 \5g
Exercice 1.18.
On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par
"I; .
stz >0
firxzm { e’ —1
1 stz =0

1. Démontrer que f est continue sur [0, +00| et prouver que : Vz € [0, +00[,0 <

f(x) < 1.

2. Etablir que pour tout entier naturel n non nul et tout réel strictement
positif z, on a :

xre Z kx
— xe~
e’ —1 ex—l —1

400
3. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, 'intégrale / x.e” " dx
0

est convergente et déterminer sa valeur.

+o0 —Nnx
4. Prouver que pour tout entier naturel n non nul, I'intégrale / Zcf—l dx
e —
+oo 0
: . r.e” "
est convergente et démontrer que lim == dx = 0.
n—oo 0 —
+oo o0 1
5. Déduire de ce qui précede que : flz)de =) 22
0 k=1

2
6. On admet que Z % = % En adaptant les méthodes développées aux

2
dx converge et vaut I

+oo
questlons precedentes, prouver que /O oT + 1 12
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Solution

1.e* —1 (N) x fait partie du patrimoine et la continuité de f en 0 est donc
0

acquise.
e” —1 > x est tout aussi classique et on a bien x >0 = 0 < f(z) < 1.

2. Pour tout entier naturel n non nul, et tout réel strictement positif =, on a :
n n n—1 . —nT —nx
Z re~ kTt — pe—z Z e—(k—l)m — re 7 Z (e—x)j — re % 1—e — = 1,1 —w €
k=1 k=1 j=0 1—e e’ —1
et on remet dans I'ordre souhaité.
a a
3. Pour a > 0, / ze "oy = — L [aje_m]g + l/ e "dx
0 n " Jo
1 - 1 _
= —ae "+ F(l —e ),

et, par passage a la limite :

+oo 1
r.e”"dr = =5
0 n

r.e” """
el‘
fonction a intégrer se prolonge par continuité en 0, ’existence de l'intégrale
s’en déduit et de plus :

4. Pour tout entier naturel n non nul et z > 0, on a 0 < <e ™ etla

0< L dr < e~ " dr = l, donc : lim L dr=0.
0 ex -1 0 n n——+00 0 ew -1
+oo
5. f est continue sur R, positive et lim 2%f(z) = 0, donc f(x)dz

r—+00 0
converge.

Pour tout entier n non nul, on tire de 2. :

+oo +o0 n +oo
/ L dr = / L —dx— ze Fdx
0 0

. em -1 e“’ —1 k=1J0
d’ou : oo — oo ) -
/0 ex—ldx:/o ex—ldx_,;::l?
puis par passage a la limite :
+o0

fa)dz = 3 L

0 =1k

6. x Pour tout réel z et tout n € N*, on a :

n n n—1
3> a(—e )t = —ze® 3" (—e )t = —ger S (e
k=1 k=1 7=0
— e 7 1-— (—1)_6 —_ T . (_1)n e "
14+e™* e’ +1 e’ +1
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Par intégration et passage a la limite quand n tend vers l'infini, on a :

+oo [e'e)
0= z_q —1)kL
/ ex+1x+zl< o
2n n n

+Z

On a: _ S S—
DO Y AR Ty Ak PO R WY T Tk
on en déduit, par passage & la limite : io: _ 1 __x_ 17 _x
’ &S (2i-1)2 6 476 7 8

D’autre part : Y ~—=—

o (__1\k 2 2

E -ty -%-p

§ ee T - k1 2

D’ ) N d = — —1 —_ =
o /o 1 kz::1( ) Kol

Exercice 1.19.
1. a) Montrer que pour tout = € |0, 1|, 'intégrale —dt_ converge et
) que p [0, 1] 8  Vi-= &

calculer alors sa valeur notée I(z).

1
b) Soit f une fonction continue sur |0, 1|. Montrer que 'intégrale Ldt
) Soit f 0.1 ave Nintégrale | 0

1
f(t
converge pour tout « € [0, 1] et déterminer lim / \/=dt
t—x

r—1-

On note alors T'(f) la fonction définie sur [0, 1] par

y= [0
s VI—T
2. a) Montrer que pour tout x € [0, 1], on a

T(f)(z) = m/o flo+ E/la_ D) g,

b) On suppose f de classe C! sur [0, 1], montrer que la fonction T'(f) est
continue sur [0, 1].

dt,si 0 <z <1etT(f) continue en 1

3. On suppose dans cette question que f(1) # 0.
a) Donner un équivalent de T'(f) au voisinage de 1.
b) Montrer que T'(f) n’est pas dérivable en x = 1.
4. a) Déterminer une constante C' > 0 telle que pour toute fonction f continue
sur [0,1], on a :
sup |T(f)(z)| < C sup |f(z)|

z€(0,1] z€0,1]
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b) Déterminer la plus petite constante C' vérifiant I'inégalité précédente.

Solution
1
Vit—x

de Riemann donne la convergence de 'intégrale pour la borne inférieure x.
De plus par intégration immédiate :

I(x) = 24/1 — z, en particulier 1(0) = 2
b) La fonction f est bornée sur [0, 1]. Donc, il existe C' > 0 tel que pour tout

1. a) Pour z € [0, 1], la fonction ¢t —

est continue sur |z, 1], et la regle

t €lx,1],on a | t(t) | < \/tC , ce qui montre que 'intégrale définissant
— —x

T(f)(x) converge absolument, donc converge : T(f)(z) est bien défini pour

tout x € [0, 1[. Enfin :

T(f)(z)] <2CV/1—2x = lim T(f)(z)=0
rz—1-
On pose donc T'(f)(1) = 0 pour assurer la continuité (& gauche) en 1.

2. a) Le changement de variable affine ¢ =  + (1 — x)u donne la réponse.

b) 1l suffit de montrer la continuite de
ng/fx—i— (1—-2)u /fu—l—xl—u))d.
On a pour = € [0,1] et h tel que z +h € [0,1] :

g(l’+h)—g($):/0 f(u+(x+h)(1—%—f(u+x(1—u)) Ju
Or [f(ut(z+h)(1—u))— f(utz(l—u))| < [h[(1—w) max(|f']) < |h|f[%i>]<(|f’|)

Alnsi : [g(z + h) — g(2)] < [k max([f']) éq’i = 2|h| max(|f"]).

On en déduit la continuité de g donc de T( f).

3. a) Pour intégrer localement un équivalent, il nous faut revenir aux
définitions «epsilonesques» :

Soit € > 0, il existe § > 0 tel que |x — 1| < § entraine |f(t) — f(1)| < e. Ainsi
pour x >1—9:

IT(f) (@) —2f(1) /f t_x dt</ yff}_fgfl | dt
2T 7

insi x >1— M_ 2% ot fim L@
Al =0 = v U e v
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T(f)(w) ~ 20VT=2

b) La question précédente montre que T(f)(g:; : {(f)(l) (;) —%

qui n’est pas de limite finie en 1, donc 7'(f) n’est pas dérivable en 1(la
représentation graphique admet une tangente verticale)

4. a) La question 1 montre que |T'(f)(z)| < (I[rolaﬁc|f\)2\/1 —x < Q%aﬁ(‘f’-
: 1

b) En prenant f = 1, il vient T'(f)(z) = 2¢/1 —z < 2. Cela montre que 2
est la meilleure constante possible.



