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ALGEBRE

Exercice 2.01.

Dans cet exercice, K désigne R ou C, et F un K-espace vectoriel de dimension
finie.

V(f,g) € L(E)?, on pose [f,g] = fog—go f.

On dira qu’'un endomorphisme f de E est nilpotent s’il existe un entier naturel
n, tel que f™ = 0.

1. a) Montrer que : V (f,g,h) € L(E)?,[[f, g], h] + [lg. 1], f] + [, f], 9] = 0.
b) Soit (f,g) € L(E)?. Donner une condition nécessaire et suffisante pour

que [f, g] = [g, f].

2. Soit f € L(E). On souhaite démontrer dans cette question I’équivalence
des propositions :
(i) 1l existe un projecteur p € L(E) tel que f = [p, f].
(i) f2=0.
a) On suppose (i). Montrer successivement que po fop =0, puis fop =10
et conclure.
b) On suppose (ii). En considérant une projection p d’image Im(f), con-
clure.

3. Soit g fixé dans L(F).
a) Démontrer que I'application ¢, : L(E) — L(E), f — [f, g] est linéaire.
b) Démontrer que :

n

Ve NV € L(E), (p)"(f) = L (~1*(} )" o fogm ™.

c) En déduire que si g est nilpotent alors ¢, est nilpotent.
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4. Résoudre I'équation [f, g] = idg, d’inconnues f et g appartenant a L(FE).

Solution
1. a) Soit (f,g,h) € L(E)3. Alors :
[lf.gl,h]=[fog—gof,hl=Ffogoh—gofoh—hofog+hogo/f,
d’ou, en faisant tourner les lettres et en écrivant par simple juxtaposition une
composition :
[/, 91, bl + [lg, Al, f1 + [[h, f1, 9] = (fgh — gfh — hfg + hgf)

+(ghf —hgf — fgh+ fhg) + (hfg— fhg —ghf +gfh) =0

b) Pour (f,g) € L(E)?, ona[f,g] = fog—gof=—(gof—fog)=—lg, f].
On a donc [f,g] = [g, f] si et seulement si, [f,g] =0, soit fog=go f.

2. a) Supposons qu’il existe un projecteur p tel que po f — fop = f.
En composant d’abord a gauche par p, pof—po fop =po f, d’oupo fop=0.
En revenant au point de départ et en composant maintenant a droite par p,
comme po fop =20, il vient : —f op = f op, ce qui équivaut & f op = 0.
Enfin f2 = (po f)? =po(fop)of=0.

b) Réciproquement, supposons f2 = 0, c’est-a-dire Im(f) C Ker(f). Soit F
tel que Im(f) @ F = FE et p la projection sur Im(f) parallelement & F'.
Soit z € F.

D’une part po f(z) = f(z) car f(z) € Im(f) et Im(f) = Im(p).
D’autre part, f op(x) =0 car p(z) € Im(f) et Im(f) C Ker(f).
Dot : [p, f]l(x) = (po f — fop)(x) = f(x) et le résultat.
3. a) Montrons que ¢, est linéaire. Soit (f, f') € L(E)? et (o, 8) € K2. Alors :
pglaf +Bf") =laf +Bf g9 =(af +Bf)og—go(af+Lf)
=a(fog—gof)+B(f'eg—gof)
= O‘@g(f) + 6909(f/)
Donc ¢, € L(L(E)).
Enfin, Ker(p,) est I'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec
g.
b) Raisonnons par récurrence et notons encore la composition par simple
juxtaposition.
— () (f) = f, et I'égalité proposée est alors banale.

— Soit n € N tel que (¢,)"(f) = (—l)k(Z)gkfg"_k, alors
k=0

(g)"t(f) = 0y ((g)™ () = [(0g)"(f), 9] = (0g)"(f) 0 g — g o (0g)"(f)
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(—1) (Z)gkfgn—k—H _ zn: (—1)* (Z)gk—l—lfgn—k

I
NE

k=0 k=0
n n+1
=2 (-f (3)g"sgmr+t = 2 (DF (2 1) fom

(e () = fo i S DM () + (3 7)) o fm i g

Et, par la formule triangulaire de Pascal et incorporation des termes extrémes :

n+1

()" TH(f) = > (—1)F (n Z 1)gkfgn+1—k

k=0
Ce qui prouve que la relation est héréditaire. On conclut par le principe de
récurrence.

¢) Supposons g nilpotent, soit alors p € N tel que gP = 0. Il vient :

(1D = 5 (0P gt i

k=0
Pour chaque indice k de cette somme, ou bien £ > p, ou bien £ < p —1 et
alors 2p — 1 — k > p; chaque terme ¢* f¢??~'=% est donc nul, ce qui prouve
que (¢g)*P~1 = 0. Ainsi, si g est nilpotent, alors ¢, est nilpotent.

4. Evidemment cette équation n’a pas de solution si n = dim £ > 0, car on a
tr([f, g9]) = 0 # tr(idp).

Si dim E = 0 le probleme est dégénéré car idg = 0!

Exercice 2.02.

Soit n € N*. Soit £ = R, [X]. On note E* = L(E,R) I'espace vectoriel des
formes linéaires sur F.

Pour tout polynome P, on note P*) la dérivée k™ de P.
Soit @ € E de degré n. Pour tout i € [0,n], on pose Q;(X) = Q(X + ).

Le but de cet exercice est de montrer que (Qq, Q1, - ..,Qn) constitue une base
de F.

1. Montrer que la famille (Q,Q’,Q",..., Q") est une base de E.
2. Pour tout k € [0,n], on définit 'application linéaire fj par :
fe: E =R, P~ P¥)(0)
a) Montrer que pour tout k € [0,n], fi est dans E*.
b) Pour tout couple d’entiers (k, ) € [0,n]?, calculer fi,(X?).
c¢) Montrer que (fo, f1,---, fn) est une famille libre d’éléments de E*.

3. Soit ¢ € E*.
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a) Déterminer la dimension de E*.

b) Montrer qu’il existe un unique (n + 1)-uplet (ag,a1,...,a,) € R**! tel
que :

VP e E,p(P) =3 a;P"(0)
1=0

¢) Soit ¢ € E* tel que p(Qo) = ¢(Q1) = -+ = ¢(Qn) = 0. Montrer que
¢ = 0.
4. On suppose que (Qo, @1, --., Q) n’est pas une base de E.

a) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel H de E tel que

dim(H) = n et Vect(Qo, Q1,...,Qn) C H
b) Montrer qu'il existe a € E tel que E = Vect(a) ® H.

¢) On définit une application ¢, : E — R comme suit :
pour tout x € E s’écrivant x = pa+h avec u € Ret h € H, on pose ¢, (x) = p.

Montrer que v, est une forme linéaire sur E et déterminer son noyau.

d) Aboutir & une contradiction et conclure.

Solution

1. Comme deg@ = n, la famille (Q,Q’,Q",..., Q™) est libre car & degrés
échelonnés. Cette famille contenant (n + 1) polynomes, on en déduit qu’elle
constitue une base de E.

2. a) On vérifie facilement que fj est une application linéaire de E dans R.
b) Soient (k,¢) € [0,n]%. On a : fr(X*) =Kkl et fir.(X*) =0sik # /.
(si k > ¢, il ne reste rien et si k < ¢, il reste au moins un facteur X)
c) Soit (Ao, A1, ..., An) € R tel que Ao fo + A1 fi+ ...+ Anfn = 0.

Soit ¢ € [0,n] quelconque . En évaluant cette formule en X, on obtient
Ael! = 0, d’ou Ay = 0. On en déduit que la famille (fo, f1,..., fn) est une
famille libre de E™.

3.a) On a : dim(E*) = dim(L(E,R)) = dim(E)x dim(R) = n + 1.

b) La famille (fo, f1,...,fn) est une famille libre de E* et elle compte
(n+1) éléments. C’est donc une base de E*. Par unicité de la décomposition
dans la base, il existe un unique (n + 1)-uplet (ag, ay,...,a,) € R**! tel que
o =aofot+arfi+ ...+ ant1fos1-

En appliquant cette égalité a un polynome quelconque P de E, on trouve
p(P) = ao fo(P) + a1 f1(P) + ... + ant1fnt1(P)
= agP(0) + a1 P'(0) + ... + a, P™(0)
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c) Soit ¢ € E* tel que (Qo) = ¢(Q1) = ... = p(Qy) =0.
En utilisant la question précédente, on obtient :

vj € [0,n],0 = 9(Q;) = a0Q;(0) + a1Q}(0) + ... + an Q" (0)
Comme Q,;(X) = Q(X + j), cette formule se réécrit sous la forme :

Vj € [0,n],0 =aoQ(j) + a1Q'(4) + ... + an Q™ (j)
On pose alors R(X) = aoQ(X) +a1Q'(X) + ... + a,QM™ (X).
Les relations précédentes montrent que R(0) = R(1) = --- = R(n) = 0. Le
polynoéme R, de degré au plus n, admet ainsi (n + 1) racines distintes : c’est
donc le polynome nul. Il vient :

0= R(X) = aoQ(X) —+ alQ’(X) NI CLnQ(n)(X)
Comme la famille (Q,Q’, Q" ..., Q") est libre (cf. question 1), on en déduit

que ag = a1 = --- = a, = 0. En revenant a la définition des coefficients a;, on
conclut que ¢ = 0.

4. a) On suppose que (Qo, Q1,...,Q,) n'est pas une base de E. Comme c’est
une famille de cardinal (n + 1), elle n’est donc ni libre ni génératrice.

Ainsi, V' = Vect(Qo, Q1,...,Qy) est un sous-espace vectoriel strict de E et
dim(V') < n. En utilisant le théoreme de la base incompléte, on construit un
sous-espace vectoriel H de E de dimension n et tel que V' C H.

b) Comme H ¢ FE, il existe un vecteur a de F tel que a € E et a € H. Le
vecteur a est donc non nul et la droite Vect a n’est pas incluse dans H. Ainsi
E = Vect(a) ® H.

¢) Yq(x)a n’est autre que le projeté de x dans la projection sur Vecta
parallelement a H. La linéarité de 1, est alors claire et son noyau n’est autre
que H.

d) La forme linéaire 1), s’annule sur H, donc en particulier en Qg, Q1, ..., @y
puisque ces polynomes sont contenus dans H. On déduit de la question 3 que
Y, est la forme linéaire nulle, ce qui est faux puisque ¥,(a) = 1. On aboutit
donc a une contraction. On a ainsi montré par un raisonnement par ’absurde
que (Qo,Q1,...,Q,) est une base de E.

Exercice 2.03.

1. Montrer pour tout (z,y) € R?, la convergence de I'intégrale
1

t?(Int — xt — y)2 dt

0
On note alors ¢(z,y) la valeur de cette intégrale.

2. Montrer que les valeurs propres de la matrice A = (?;g ;g) sont

strictement positives.
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3. a) Montrer que la fonction ¢ définie en 1. est de classe C? sur R? et qu’elle
admet un unique point critique (xg,yo) que 'on déterminera.

b) Montrer que inf o(z,y) = (0, yo)-
(z,y)ER?

4. Montrer que I’ensemble E des fonctions continues f : ]0,1] — R telles que
1
I'intégrale / t2 f2(t) dt converge est un espace vectoriel et que 1’on définit un

0
produit scalaire sur E en posant :

(f,9) = /O 2 f(t)g(t) dt

5. Montrer que si X est un ensemble et si h : X — R est une fonction, alors
. 2 . 2

inf h* = (mf h) .

X X

En déduire a I’aide de la question 4., mais indépendamment des résultats de

la question 3., comment retrouver que inf (x,y) = (o, yo)-
(z,y)€R?

Solution

1. En développant t2(Int — xt — y)?, les intégrales qui posent probléme sont
1
de la forme / tPIn?tdt pour 2 < p < 4 et 0 < g < 2 qui sont faussement
0
impropres ou convergentes en 0.

En développant la fonction dans l'intégrale f(x,y), il vient :
o(x,y) = Ioo + 2% 140 + y* Lo + 22131 + 2yla 1 + 2xyls

2 2
_ Yy yx 2,1
2. Les valeurs propres de A sont les racines de I’équation A% — %—g)\ + 6_10 =0.

Le discriminant est positif et il y a donc deux racines réelles. Etant de somme
et de produit strictement positifs elles sont bien strictement positives.

3. a) Comme ¢ est polynomiale, elle est de classe C? et on a :
2 1,1

50T gtay=0
gy —+ 9 + §I =0
La résolution de ce systeme donne : (xg,y0) = (%, —%)

b) Comme la matrice Hessienne de ¢ est A, de valeurs propres strictement
positives, ¢ admet au point critique un minimum global (on peut faire le calcul
de o(z,y) — p(xo,y0) et observer les simplifications des termes du premier
degré)
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D i f 9 - I *
onc (w’;r)leR2 o(z,y) = v(xo,Yo)

3. Il est évident que I'ensemble E contient la fonction nulle, est stable par
produit par un scalaire et que le produit scalaire est bilinéaire, symétrique et
positif (si I'intégrale converge).

Par théoreme de comparaison pour les intégrales :

e comme
0 < 2(f(t)+9(1)? < (f() +9()* +2(f(t) — g(1))? = 262 £ (1) + 2t°g(t)?,
I’ensemble F est stable par somme ;

1
e comme 0 < t2|f(t)g(t)| < §(t2f(t)2 + t*g(t)?), I'intégrale qui définit le
produit scalaire est absolument convergente.

1
e Si(f,f) =0, pour tout x €]0,1], on a 0 < / t2f2(t) dt < (f, f) =0,

xT
donc, en dérivant par rapport a x (ou aussi par un argument continuité), on

a —x?f%(z) = 0 pour tout = €]0,1], donc f =0
4. De 0 < infx a < a on déduit que (infx oz)2 est un minorant de o, donc
(infx a)® <infx 2.

1 .
De 0 < infx o? < o2 on déduit que (infx «)2 est un minorant de «a, donc

1
(ian 042> 2 < iIle .
Ainsi en posant ug(t) = 1, u1(t) =t et 0(t) = Int, on a ug,u1,0 € E et :
il’lf(wyy)eRQ gp(m, y) = il’lf(wyy)eRQ Ht9 — XUl — yu0|\2
. 2
= (mf(x’y)eRz |0 — xuy — yuoH) ,

qui est le carré de la distance de 6 a I’espace vectoriel Vect(ug, u1) dans 'espace
euclidien Vect(ug, u1, ).

Donc cette distance est atteinte en un unique point zoui + youp qui est le
projeté orthogonal de 6 sur Vect(ug, uy).

Exercice 2.04.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Soit (u,v) une famille libre de deux vecteurs de R™, U et V les matrices
colonnes canoniquement associées a u et v et a un réel non nul.

I,, désigne la matrice identité de M,,(R).
1. On considére la matrice A = I,, + aU.tU et f I’endomorphisme de R" de
matrice A relativement a la base canonique de R™.

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. L’endomorphisme
f est-il diagonalisable ?
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b) Soit @ une matrice orthogonale de M,,(R).
Montrer que ses valeurs propres réelles (s’il y en a) appartiennent a I’ensemble
{-1,1}.

c¢) Pour quelle(s) valeur(s) de o la matrice A est-elle orthogonale 7
2. Dans cette question, on considére la matrice B = I,, + UV + V.U et g
I’endomorphisme de R™ de matrice B relativement a la base canonique de R".

a) Montrer qu’un vecteur x de matrice colonne canoniquement associée X
est vecteur propre de g associé a la valeur propre A, si et seulement si :

A=1Dzx = (z,u)v+ (z,v)u

b) En déduire les valeurs propres de g. L’endomorphisme g est-il diagonal-
isable 7

Solution
1

1.a) A—1I, = aU.'U est de rang 1, de valeurs propres 0 associée & Vect(u)
et u=tr(aUU) = a||lul|* # 0 associée & Vect(u), d’ou :
spec(f) = {1,1+ u},Ker(f — id) = Vect(u)*, Ker(f — (1 + p) id) = Vect(u)
f est diagonalisable car A € S,(R) ou en remarquant que la somme (directe)
de ses sous-espaces propres est égale a R™.

b) Q € 0,(R) et QX =\ X donnent
MIX]?P =1QX)(QX) ='X'QQX = 'XX = |[X[J?, dot A\* =1 et
Ae{-1,1}.

c) A€ O,(R), alors p =1+ «||U||?> = £1. Comme « # 0, la valeur 1 est &
exclure et donc :

A€ O0,R) = a=-2/|ul?
Alorsl + 4 = —1 et f est la symétrie orthogonale par rapport a I’hyperplan
Vect(u)®, donc A est bien orthogonale.
2.a)Ona:
BX=AX<= )\ X=X+UVX+VUX
— A-1)z=(r,v)u+ (z,u)v € Vect(u,v)

b) On distingue deux cas :
e Sid=1,ilvient : g(z) =z <> (z,u) = (z,v) = 0 <= z € (Vect(u, v))L,
donc si n > 2, 1 est valeur propre de g la dimension du sous-espace propre
associé valant n — 2.

e Si A# 1, alors z € V = Vect(u,v) et s’écrit © = au + bv; puis :
g(z) = Ax <= (A — 1)(au + bv) = (au + bv, v)u + (au + bv, u)v
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{a((u, v) +1—=X)+0b|v][?=0
allull® + b((u, v) + 1= A) = 0
Ce systeme a des solutions non triviales si et seulement si A est solution de
I'équation : ((u,v) +1 — X% — |lul]?||v]|?> = 0, soit :

A =14 (u,v) £ [[ul||v]
Comme u et v ne sont pas colinéaires on a |(u,v)| < ||ul/||v] et on vient de
trouver deux valeurs propres différentes et différentes de 1. Chacune a un sous-
espace propre associé de dimension au moins 1, donc de dimension exactement
1 et par somme des dimensions des sous-espaces propres, g est diagonalisable.

Exercice 2.05.

Dans tout cet exercice, pour tout entier n > 1, R, [X] désigne I’ensemble des
polynomes a coefficients réels de degré 1nfer1eur ou égal a n, et Z[X| désigne
I’ensemble des polynomes a coefficients dans 7Z.

1. Pour tout polynéme P de R,,[X], on note ¢,,(P) le quotient dans la division
de P(—1) — P(X) par X + 1.

a) Démontrer que ¢,, ainsi définie est une application linéaire de R,,[X] vers
R, [X].

b) Déterminer son noyau.

c) L’application ¢,, est-elle une surjection de R,,[X] vers R,,_1[X] 7
2. Ecrire la matrice de ¢,, dans les bases canoniques respectives de R,,[X] et
R,—1[X].

n—1 )

3. Soit P = Z a; X' € R,[X]. Démontrer que ¢, (P) s’écrit > b; X" avec,
i=0

pour tout i E [[O n—1] :

k=i+1
Dans la suite de cet exercice, on considere la suite de polynomes (Ty,)nen
définie par To(X) =1, Th(X) = 1 — 2X puis, pour tout n € N,
Thio(X) =2(1 —2X)T11(X) — T (X).
4. Soit (vp)nen la suite définie par v, = T;,(—1).
a) Pour tout n € N, trouver 'expression de v,, en fonction de n.

b) Démontrer que, pour tout n € N, v,, est un entier strictement positif.
5. Pour tout n € N, déterminer le degré de T,, et montrer que T,, € Z[X].
6. Démontrer que ¢, (1,) € Z[X].
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Solution

1. a) Le polynome @Q = P(—1) — P(X) s’annule en —1 et est donc divisible
par X 4 1 : la division «tombe juste». La linéarite de ¢,, est banale, car :

soit (P, Q) € R, [X]? et (a,b) € R?, alors :

(aP +bQ)(—1) — (aP + bQ)(X) = a(P(-1) — P(X)) + b(Q(-1) — Q(X))
= a(X 4+ Dpn(P) + (X + 1)pn(Q)
= (X + 1)(apn(P) + bpn(Q))

Donc par définition de ¢, : @, (aP+bQ) = ap,(P)+bp,(Q) et p, est linéaire
et le degré de ¢, (P) ne saurait excéder n — 1 :

Pn € L(Rn[X])

b) Soit P € R,[X]. P € Ker(p,) si et seulement si P(X) = P(—1), c’est-
a~dire si et seulement si P est constant. Ainsi, Ker(y,) = Ro[X], qui est de
dimension 1.

c¢) Par le théoréme du rang dim(R,,[X]) = 1 + rg(¢,,), donc
rg(¢n) =n = dim(R,_1[X]). Ainsi
Im(p,) = Ry—1[X].

2. Puisque (1, X,...,X"™) est une base de R, [X], on regarde chaque image
des vecteurs de la base, et ainsi, pour tout k € [1,n],

(C1)F = XF = (1 X) T (- )F X = (14 X) 3 (1
i=0 i=0

tandis que ¢, (1) = 0.
On en déduit donc que la matrice associée a ¢,,, dans les bases précédentes
est :

0 -1 1 - - (=1

o 0 -1 1 - (=1t
M=1": :

0 -+ «ov wev 0 -1

3. Comme a; est la (i + 1)"™ coordonnée de P et que b; est la (i + 1)™°
coordonnée de ¢, (P), on obtient, en notant (m; j)i<i j<n+1, les coefficients
de M, définie précédemment :

n+1 n n

bi= 3 Mir1kar-1= 3 Miyipriar = 3, (1) ay
=l k=0 k=it+1

4. a) D’apres la relation de récurrence sur la suite (7},)nen, on en déduit
immédiatement : pour tout n € N, v,19 = 6v,411 — v,,. 1l s’agit d’une suite
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récurrente d’ordre 2, et d’apres les formules classiques, en utilisant vg = 1 et
v1 = 3, on obtient :
vn =13 V8" + 13+ VE)"
b) On voit que, pour tout n € N, v,, > 0. Ensuite, en faisant une récurrence
double, on prouve que pour tout n € N, v, € N, ou alors on dit que si

on développe, les termes contenant une puissance impaire de la racine se
détruisent.

5. Toujours par récurrence double, on montre que, pour tout n € N, deg(7},) =
n et que T, € Z[X].

6. Comme 7,, € Z[X] et comme M est a coeflicients entiers, on en déduit que
on(Ty) € Z1X).

Exercice 2.06.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et A = (a; ;) € M,,(R) vérifiant :

V(i,7) € [1,n]%a;; >0et Vie [L,n], > a;; =1
j=1

1. Montrer que 1 est valeur propre de A.

2. Montrer que toutes les valeurs propres réelles ou complexes de A sont de

module inférieur ou égal a 1.
L1

(on pourra considérer une colonne propre X = : associée et un indice 7
Tn

tel que j #i = |x;| < |zi))

3. a) Soit z un nombre complexe non nul vérifiant |1 4+ z| = 1 + |z|. Montrer

que z est un réel strictement positif.

b) Montrer que si z; et 2o sont des complexes non nuls tels que
|21 + 22| = |21] + [22],
alors z; et zo ont méme argument.

c) Soit 21,29, .., 2, des complexes non nuls tels que
Montrer que ces complexes ont méme argument.

4. On considere une valeur propre A de A de module 1 et X une colonne
propre associée.

a) Montrer que tous les coefficients de X sont non nuls.

b) Montrer que tous les coefficients de X ont le méme argument.

c¢) Montrer que tous les coefficients de X ont le méme module.
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d) En déduire que 1 est la seule valeur propre de module égal a 1.

5. Ce dernier résultat est-il encore vrai si on suppose seulement :

n
V(i,j) € [1,n]?ai; > 0etVie [1,n], > ai; =17
j=1

Solution
1.Pour X =%(1 .-+ 1),ona AX = X et donc 1 est valeur propre de A.
2. Soit A une valeur propre de A, X =!'(x; --- x,) une colonne propre

associée. Soit 4 un indice tel que Vj # i, |x;| < |z;|. Alors AX = AX donne
en particulier :

a; 11+ + Qi+ ATy = AT

n
Ainsi : ‘)\HSL}’ < ’55'1’ Z Qi 5 = ’513'1’ et |)\| < 1.
j=1

3. a) Ecrivons z = a + ib, avec a et b réels. Alors :
N+zl=+(a+1)24+02et 1+ |z| =1+ Va®+b?
On a donc égalité si et seulement si : a®>+2a+1+b% = 1 +a?+b*>+2Va2 + b2
ou encore : Va2 + b? = a, soit ,b =0,a > 0 et comme z # 0, a > 0.
z z z *
b) |21 + 22| = |21| + |22| <= |1+Z—i| =1+|ﬁ| = Z—i € RY < 2 et 2
ont méme argument (modulo 27).
¢) » On vient de montrer le résultat pour n = 2.

* Supposons le résultat pour un certain rang n — 1, et considérons z1,..., z,
vérifiant la condition imposée.

Alors @ |z1]|+ -+ |zp| =21+ -+ 20| <21+ -+ 21| + |20

Donc |z1|4+- -+ |zn—1| < |21+ -+ 2n—1] et I'inégalité contraire étant banale :
2]+ [znaal = [z 4 4 20|

Par ’hypothese de récurrence 21, ..., z,_1 ont tous le méme argument 6 et il

reste :

(o1 + -+ pn—1)e” +zn] = p1+ -+ + pp—1 + |20

On est donc revenu du rang 2, avec les points (p; + - - - +pn_1)ei9 et z,,. Ainsi

Zn a le méme argument 6.

On conclut par le principe de récurrence.

4. Avec les notations de la question 2. : Vi € [1,n], > a; jz; = Az; et on

71=1
choisit encore un indice i tel que : j #i = |z | < |z;|.
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n
a) Onadonc: A= ) ai’jx_j-' S’il existait un coefficient x; nul, on aurait :
=1 i

n ) n
A= Z amx—?, d’ou : |)\| < Z a;; = 1— a; < 1.
jFk i i#k
Par contraposée : [\| =1 = Vk,xx #0.
b) On a alors :
n

n n
i = [Aei| = | 3 aijas| < Y |aiga| = X aij
j=1 j=1 j=1

n
ri| < Y ai gl = |zl
j=1

Cette succession d’inégalités est donc en fait une succession d’égalités et en
particulier :

n n
| > aijzi| = X |ai @]
j=1 j=1

Ce qui prouve que tous les nombres non nuls a; jz; ont le méme argument et
il en est de méme des nombres non nuls ;.

c) Affinons le raisonnement fait en a) : s’il existait un indice k tel que
n .
|zg| < |zi], on aurait : [A| < D ai7j|%} <Y aijtairp<l
j=1 i jZk

d) Ainsi le vecteur colonne X est colinéaire au vecteur * (1 --- 1) donc
propre pour la valeur propre 1 et A = 1.

5. On considere la matrice A telle que i € [1,n—1] = a;,+1 =1, a1 =1
tous les autres coefficients étant nuls. Elle est stochastique et toutes ses valeurs
propres sont de module 1.

Exercice 2.07.

Soit une matrice A € M,,(R). Soit I'application f : M,,(R) — M, (R) définie
par :
f(M)=M —2tr(M)A

ou tr désigne I'application «trace».

1. L’application f est-elle linéaire 7 Montrer que f(A) = 0 si et seulement si

tr(4) = 3 ou A =0.

2. a) Montrer que si tr(A) # %, alors Ker f = {0}.

NO|—

b) Montrer que f est bijective si et seulement si tr(A) #

NO|—

3. Dans cette question on suppose que tr(A) =
On note H = {M € M, (R) / tr(M) = 0}.
a) Montrer que H et Vect(A) sont supplémentaires dans M,,(R).
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b) Montrer que f est le projecteur de M,,(R) sur H parallélement a Vect(A).
4. Montrer que f o f = iday, (r) si et seulement si tr(4) =1 ou A = 0. Quels

sont alors les sous-espaces propres de f 7
5. Dans cette question on ne fait aucune hypothese sur tr(A).
a) Déterminer un polynéme annulateur de f.

b) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si tr(A) # 0 ou A = 0.

Solution

1. L’application f est linéaire d’apres la linéarité de la trace. On a :

f(A) =0 = (1 - 2tr(A))A =0 = tx(4) = L oud =0
2.a) - Si A =0, alors f =id et Ker f = {0}.
— Si A#0,alors: M € Ker f <= M =tr(M)A — M = )\A.
Réciproquement, comme A # 0 et tr(A) # %, d’apres la question 1, \A
appartient a Ker f si et seulement si A = 0. Donc Ker f = {0}.
b) Comme f est un endomorphisme d’un espace de dimensilon finie, il est

bijectif si et seulement si Ker f = {0}. C’est vrai si tr(A4) # 5 (cf question

2a). Si tr(A) = %, alors A # 0 et (question 1) A € Ker f, donc f non bijectif.
3. a) Par le théoreme du rang, on a :
dim(H) = dim(Ker(tr)) = dim M,, — rg(tr) = n? — 1.

Or dim Vect(A) = 1, donc dim H + dim Vect(A) = dim M,,.
De plus Vect(A) N H = {0} par calcul facile, d’ou la conclusion.

b) On a : tr(f(M)) =tr(M) — 2tr(M) tr(A) = 0 car tr(A4) =
Donc, pour tout M, on a: M =2tr(M)A+ f(M).

—_—

NO[—

€Vect(A) €eH

4. On calcule :
f(f(M)) = (M —2tr(M)A) —2tr (M —2tr(M)A) A
=M +4(tr(A) — 1) tr(M)A.
Ainsi, comme tr(M) n’est pas toujours nul, on a : fo f =id < tr(A4) =1
ou A=0.
Alors X2 —1 est un polynéme annulateur de f, donc les seules valeurs propres
possibles sont 1 et —1 et les sous-espaces propres alors associés sont :
{ EFi =M, siA=0
Ei=Het E_; =Vect(A) sitr(4)=1
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5. a) En remarquant que tr(M)A = (M — f(M)), le calcul de la question 4.

NO|—

donne :
fof=id+4(tx(A)—1)5(id - f)
Ainsi un polynéme annulateur de f est P = X2 +2(tr(A) —1)X —2tr(A) + 1.
b) Si A =0 alors f = id est diagonalisable.

Si A# 0 et tr(A) =0, le polynome P a une racine double A = 1 seule valeur
propre possible ; or Ker(f —id) = H # M,, donc f n’est pas diagonalisable.
Si tr(A) # 0 alors les racines du polynome P sont 1 et 1 — 2tr(A) et on a
Ey = H et E1_54,(a) = Vect(A); donc la somme des dimensions des sous-
espaces propres vaut n? et f est diagonalisable.

Exercice 2.08.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit FF un C-espace vectoriel de
dimension n. Soit s un endomorphisme de E vérifiant les propriétés suivantes :

(i) sos =1idg.

(ii) S 75 ZdE

(iii) s # —idg.
On considere 'application ¢ définie par ¢ : L(E) — L(E), f — % (sof+fos).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(FE).

2. Montrer que s est diagonalisable et que son spectre est égal & {—1,1}.
On notera dans la suite Ey (resp. E_1) le sous-espace propre de s associé a
la valeur propre 1 (resp. —1).
3. Soit f € L(FE). Montrer I’équivalence suivante :
feKer(p) <= f(E1) CE_jet f(E_1) C F4y
4. Soit A une valeur propre de ¢. Soit f € L(F) un vecteur propre associé.

Soit x € E;. Déterminer une relation entre f(z) et s(f(z)). Méme question
pour x € F/_1.

5. Montrer que le spectre de ¢ est inclus dans {—1,0,1}.

6. Déterminer un polynéome P € R[X] de coefficient dominant égal & 1 et de
degré 3 tel que P(p) = 0.

Solution

1. On a bien ¢(f) € L(F) et on vérifie facilement la linéarité de .
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2. Comme s? = idg, P(X) = X? -1 = (X —1)(X + 1) est un polynome
annulateur de s. On en déduit que spec(s) C {—1,1}. On note E; (resp. E_1)
le sous-espace propre de s associé a la valeur propre éventuelle 1 (resp. —1).

1 1
Comme z = 5(:1: + s(z)) + 5(3: — s(x)), avec :

- g -

Z1 Z2
s(zy) = 5(s(x) + s%(x)) = 21 et s(x2) = %(s(az) —s%(x)) = —x9
on a F = Ker(s —idg) + Ker(s + idg) = F1 + E_;. Comme clairement
EiNE_; = {0}, ceci prouve que E = E; & E_; et s est un endomorphisme
diagonalisable.

NO|—

Si on avait spec(s) = {1}, comme s est diagonalisable, on aurait s = idg,
ce qui contredit I’hypothese (i7). De méme, si spec(s) = {—1}, comme s est
diagonalisable, on aurait s = —idg, ce qui contredit I’hypothese (ii).

On peut donc conclure que spec(s) = {—1,1}.

3. e Soit f € Ker(p). Alors, so f = —f os. Prenons x € FE;. Alors,
s(z) =z et s(f(x)) = —f(x), ce qui prouve que f(x) € E_;. Ceci montre que
f(El) C F_1.

Puis, prenons z € E_;. Alors, s(x) = —xz et s(f(z)) = —f(—z) = f(x), ce qui
prouve que f(x) € E;. Ceci montre que f(E_1) C Fjy.

e On suppose réciproquement que f(E1) C E_; et f(E_1) C Ej.

Soit x € E. Comme F = E1 & F_1, x se décompose en x =y + zouy € F;

et z € E_;. Par hypothese, f(y) € E_1 et f(z) € Eq, i.e. s(f(y)) = —f(y) et

s(f(2)) = f(2).

On en déduit que

s(f(@)) + f(s(x)) = s(f(y)) + s(f(2)) + f(s(y)) + f(s(2))
=—fW+f(2)+fly) - f(z) =0

On conclut que ¢(f)(z) = 0. Ceci étant vrai pour tout z € E, o(f) = 0 et

f € Ker(yp).

4. Par définition de A et de f, p(f) = Af, soit %(so [+ fos)=\f.
Ainsi so f(z) + f o s(z) = 2\ f(x).

e Prenons = € F;.

Dans ce cas, s(z) = x, on en déduit que s(f(x)) = (2A — 1) f(z).

e Prenons ¢z € E_;.

Dans ce cas, s(x) = —z, on en déduit que s(f(x)) = (2A+ 1) f(x).
5. Soit f € L(F) tel que f # 0.
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e Supposons qu’il existe z € Fj tel que f(z) # 0. D’apres la question
précédente, s(f(x)) = (2A — 1) f(x), ce qui implique que 2A — 1 est une valeur
propre de s. Ainsi, 2A—1=1ou2A—1=—1,donc A=1ou A =0.

e De méme, supposons qu'il existe x € E_; tel que l'on ait f(z) # 0. D’apres
la question précédente, s(f(z)) = (2A + 1)f(z), ce qui implique que 2\ + 1
est une valeur propre de s. Ainsi, 2\ +1=1ou2X+1 = —1, donc A =0 ou
A=—1.

On a fait le tour des possibles, car comme f # 0 et Ey, F> supplémentaires,
au moins une des deux restrictions de f a Fq et F_1 est non nulle.
On conclut que spec(p) C {—1,0,1}.

6. L’idée est de choisir comme polynome annulateur un polynome de degré 3
dont les racines sont les valeurs propres potentielles de ¢, a savoir 0, 1 et —1.
On prend donc P(X) = X(X —1)(X +1) = X3 - X.

Pour tout f € L(F) et en notant la composition par juxtaposition pour gagner
de la place :

o(f) = 5(sf + fs)

G2(f) = 3(s(sf + fs) + (sf + f5)s) = L(f +25fs+ f) = 3(f + 5]5)
G (f) = F(s(f +5fs) + (f +5fs)s) = J(sf + s+ fs+sf) = o(f).
On a bien (3 — ¢)(f) =0 et P = X3 — X convient.

Exercice 2.09.

Pour tout entier p > 2, on note M, (R) 'ensemble des matrices carrées réelles
d’ordre p.

Soit A € M,(R). On suppose qu'il existe un entier n > 2 tel que ‘A = A™.

1. a) Montrer que A" = A.
b) Soit B = A"*!. Montrer que B® = B, puis que B est symétrique.

c) En déduire que B est diagonalisable et déterminer les valeurs propres
possibles de B.

2. a) Montrer que —1 n’est pas valeur propre de B.
b) Montrer que B est la matrice d'un projecteur orthogonal.

3. Soit a (respectivement b) I’'endomorphisme de R? canoniquement associé
A (resp. B). Montrer que Kerb = Kera, et que Imb = Ima.

4. a) Montrer que ’endomorphisme de Ima induit par a est un endomor-
phisme orthogonal de Im a.
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b) En déduire que A est la matrice nulle ou est semblable & une matrice

Ay 0
de la forme ( 0 0

telle que A} = 1I,.,

), ou A; est une matrice orthogonale de taille r € [1, p]

Solution
1.a) Ona: A" = (A")" = (fA)" = {(A") = 1A = A,

b) De méme B" = (A"T1)n = 4n° A" = AA™ = B.
Puis :

tB — t(An-i-l) — (tA)t(An) — %A

ce qui montre que B est une matrice symétrique (et méme positive — voir 2.
a)).

¢) La matrice B est symétrique réelle : ses valeurs propres sont réelles et
elle est diagonalisable sur R et les sous-espaces propres de b sont deux a deux
orthogonaux.

Les valeurs propres possibles de B sont les réels solutions de 1’équation
z" —x =0, soit {0,1,—1}

2. a) Le réel —1 ne peut étre valeur propre de B puisque si X est une colonne
telle que BX = —X, on a: —||X||? = 'XBX = X'AAX = ||AX||?, ce qui
impose X = 0.

b) Ainsi Sp(b) C {0,1} et Ey(b) et E;1(b) sont supplémentaires orthogo-
naux (I'un des deux peut étre réduit au vecteur nul) et b est la projection
orthogonale sur Fj(b) parallelement a Ey(b).

3. x Comme B=14A,ona AX =0 = BX =0 et Kera C Kerb.

Si BX =0, alors 0 = ' X'"AAX = ||AX||? et AX = 0. Ceci prouve I'inclusion
contraire et finalement Ker b = Ker a.

Comme B = A", alors Imb C Ima. On termine avec le théoréme du rang
qui donne 1’égalité des dimensions de ces deux sous-espaces.

4. a) Le sous-espace Im a est stable par a. La restriction de a & Im a induit un
endomorphisme de Im a.
De plus si y € Ima, alors y € Imb et b(y) = y, ce qui entraine que :

la(y)||* = "Y'AAY =Y BY = (y,b(y)) = [[y|*

ce qui montre que cet endomorphisme induit est une isométrie, ¢’est-a-dire un
endomorphisme orthogonal de Im a.

b) Si A # 0, la matrice A est donc orthogonalement semblable & une matrice

. / A1 (O) )
bloc suivante : A’ = ,avec A1 € O,.(R), r € [1,p].
[ © He O ety
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et comme la matrice de passage diagonalisante est orthogonale : A" = 'A
donne A™ =tA’, soit A} =tA; = A7' et donc AT =1,..

Exercice 2.10.

On considere 'ensemble M, (C) des matrices carrées d’ordre n (n > 2) a
coefficients complexes. Pour A € M,,(C), on note o(A) 'ensemble des valeurs
propres de A.

1. Soit A € M,,(C) et P € C[X] un polynéme annulateur non nul de A.
a) Vérifier que si A est une valeur propre de A, alors c’est une racine de P.

b) Montrer qu’il existe un unique polynéme annulateur non nul de degré
minimum et de coefficient de plus haut degré égal a 1. On note désormais par
m 4 ce polynome.

Vérifier que ma = mey (ot 'A est la matrice transposée de A).

¢) Soit A une racine de m 4.

En raisonnant par l’absurde et en écrivant m, sous la forme my(z) =

(z — N)g(z) ou q € C|[z], montrer que A est nécessairement une valeur propre
de A.

d) En déduire que o(A) est exactement 1’ensemble des racines du polynoéme
ma.

0 1 0 O

s . . -1 0 0 O

e) On considere la matrice R € My(C) donnée par R = 0 0 0 1
0 0 1 0

Calculer R? et en déduire mp. Déterminer o(R).

2. Soient A et B deux matrices de M,,(C) fixées. On considere 'endomorphisme
® de M, (C) défini par (M) = AM — M B. On suppose que 'intersection
de o(A) et de o(B) est vide.

a) Soit M € Ker(®). Montrer que P(A)M = M P(B) pour tout polynome
P e CIX].
b) Prouver que la matrice mp(A) est inversible
(on pourra écrire mp sous la forme mp(X) = (X —by)™ ... (X — by)™)
c) En déduire que le noyau de ® est réduit a {0}.

d) Soit Y € M,,(C). Justifier que ’équation AM — M B =Y admet une
unique solution X € M,,(C).

e) On suppose que A est inversible et que B est nilpotente d’ordre m € N*
(c’est-a-dire que I'on a B™ = 0 et B™~! £ 0). Prouver que I'unique solution
m—1

de I'équation AM — MB =Y est M = > (A~})kH1Yy Bk,
k=0
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0010

N : . 0 0 1 1

3. On considere la matrice N de M4(C) donnée par : N = 00 0 1
00 00

Résoudre dans My(C) I'équation RM — M N = I; d’inconnue M, ou R est la
matrice donnée en 1. e).

Solution

1. a) C’est du cours : AX =A\X — P(A)X = P(\)X et la conclusion car
X #£0.

b) L’ensemble des degrés des polyndémes annulateurs non nuls de A est
un sous-ensemble non vide de N, il admet donc un plus petit élément m. En
multipliant un polynéme annulateur de degré m par l’inverse de son coefficient
dominant on obtient un polynéme de la forme souhaitée. Si I’on suppose qu’il
existe deux tels polynomes, on voit que leur différence, si elle est non nulle,
fournirait un polynome annulateur non nul de degré strictement inférieur a
m, ce qui est absurde. D’ou 'unicité.

c¢) Soit A une racine de my4 : mg4 = (X — \)Q.
Si A n’est pas une valeur propre de A, alors A — A\l est inversible et on a alors
0= (A—-X)"tma(A) = Q(A). Par suite, Q est un polynéme non nul de
degré strictement inférieur a celui de m4 qui est annulateur, c’est absurde.

d) Notons Z(m ) 'ensemble des racine de m 4.
Avec a) on voit que o(A) C Z(m4) et avec ¢) que Z(my) C o(A). On a donc
bien 0(A) = Z(ma).

e) Un calcul simple (par blocs ou directement) donne R? = —I, Comme
R n’est pas un multiple de l'identité, on a nécessairement mp = X2 + 1. 11
résulte alors de d) que o(R) = {—1i,1}.

2) a) Soit M € Ker(®), on a donc AM = MB , d’ou 'on déduit par une
récurrence immédiate que A" M = M B"™ pour tout entier n, et par linéarité
que P(A)M = M P(B) pour tout polynome P € C[X].

b) Comme o(A) No(B) = (, on sait d’apres 1. d) qu’aucun des b; n’est
valeur propre de A, les matrices A — b;I sont donc inversibles. Or un produit
de matrices inversibles est encore une matrice inversible, il en résulte que
mp(A) est inversible.

c¢) Soit M € Ker(®), avec a) on voit que mp(A)M = Mmp(B) = 0 et avec
b) on obtient M = mp(A)"'mp(A)M = 0. On a donc bien Ker(®) = {0}.

d) On vient de montrer que ® est injectif. Le théoreme du rang nous dit
que ® est surjectif. C’est donc un isomorphisme, d’ou la propriété souhaitée.
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m—1
e) Si M = Y (A~H)FLY B* il vient
k=0
m—1 m—1
AM—MB =Y (A-DFYBF— 3 (ALY BEI — y _(A-LymyBm — Y
k=0 k=0

C’est donc bien 'unique solution prévue par d).

3) On observe que N est nilpotente d’ordre 3. Or R est inversible et on a
méme R~! = —R d’aprés 1. e). D’apres 2) e) I'unique solution de ’équation
RM — MN = I, est donc :

0O -1 -1 1
1 0 -1 =2

_ _p_ 2 _
M =—-R—-N+RN 0O 0 0 o0
0O 0 -1 0

Exercice 2.11.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E) tel que u® = idg
et u # 1dg. On pose :

B = Ker(u — idg) et By = Ker(u? +u + idg)

1. a) Montrer que Fy N Ey = {0}.

b) Déterminer un polynéme P tel que (u?+u+idg) — (u—idg) o P(u) soit
proportionnel a idg. En déduire que ¥ = E; & Es.
2. On suppose dans cette question que n = 2.

a) On suppose que l'on a dim F; = dim F5 = 1. Soit alors e; € E; \ {0} et
ey € By \ {O}

i) Quelle est la forme de la matrice A = M., c,)(u)?

ii) Montrer que le terme situé en deuxieme ligne et deuxieme colonne de
A? + A + I, ne peut étre nul.

iii) Montrer que ’hypothese faite est absurde.

b) Montrer qu’il existe une base B de E telle que Mp(u) = ((1) :1 )

Solution
1. a) Soit € By N Ey, on a u(r) = x et u?(x) + u(z) + z = 0, soit 3z = 0 et
x = 0.

b) On peut chercher P de degré 1 et unitaire pour assurer la disparition
des termes en u? et le choix de P = X + 2 fait disparaitre les termes en u :

u? +u +id — (u — id) o (u + 2id) = 3id
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Soit z € E, on a donc 3x = (u? + u +id)(z) — (u — id) o (u + 2id)(x)
— avec 71 = (u? +u +id)(x), il vient (u — id)(z1) = (v — id)(x1) = 0.
— avec x9 = (u —id) o (u + 2id)(x), il vient

(u? +u+id)(x2) = (u® — id)((u + 2id)(z2)) = 0
Ainsi x = %xl + %scg, avec %xl € Fq et %xz € FEs.

Ce qui prouve que F = E; + F> et finalement £ = E; @ Fs.

2. a) i) Comme u(ey) = e, la matrice A est de la forme <(1) g)

i) Ainsi A2+ A+, = (:

coefficient ne peut étre nul.

52 +*5 n 1) et comme [ est réel le dernier

iii) Mais e; € Fa, on doit donc avoir (42 + A + I5) <(1)> = (8) et la

contradiction est claire.
b) On ne peut avoir dim F; = 2 (car u # idg), on ne peut avoir dim £y = 1,
donc dim F; = 0 et dim Fy = 2.

Soit e; un vecteur non nul de Fs. La seule valeur propre possible de u est 1
(car u3 = idg) et on vient de I'exclure. Donc es = f(e1) n’est pas colinéaire
a e et (e1,ez) est une base de E.
Comme e; € Fa, on a (u? + u +id)(e;) = 0, soit :

u(ez) = u?(e;) = —e; —ufe;) = —e; — eq et donc :

0 —1
M(eheQ)(U): (1 —1)

Exercice 2.12.

Soit un entier naturel n > 2 et ¥ un espace vectoriel réel de dimension n. Soit
f un endomorphisme non nul de E nilpotent, ce qui signifie qu’il existe p > 2
tel que fP =0 et fP~1 £0.

1. Montrer que p < n.

2. On suppose dans cette question uniquement que p = n. Résoudre I’équation
u? = f, d’inconnue u endomorphisme de E.

3. Déterminer les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalis-
able ?

4. Soit g un endomorphisme de F.

a) Montrer qu’il existe un polynéme ) annulateur de g dont les racines sont
exclusivement les valeurs propres de g.
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b) Montrer que dans 1’ensemble des polynémes annulateurs non nuls de g,
il existe un polynome annulateur de degré minimal. Quel lien existe-t-il entre
Q@ et ce polynome ?

¢) On suppose dans cette question que g ne possede que 0 comme valeur
propre. Montrer que g est nilpotent.

Solution
1. On sait qu'il existe z # 0 tel que fP~1(x) # 0. La famille (z, f(z), ..., f7~}(x))
p
est de cardinal p et est libre puique si Z ap fF () = 0, en composant par fP~1,
k=0
cela montre que ag = 0, puis en composant par fP~2, etc.
Donc p < n.

2. Dans cette question f?~! # 0 et f* = 0. Soit u tel que u?> = f. Alors
u?"™ = 0 et u?"~2 #£ 0. Donc u est nilpotent, mais par la question précédente
son indice de nilpotence est inférieur ou égal a n. Donc 2n —1 <n=n <1

ce qui n’est pas le cas et ’équation proposée n’a donc pas de solution.

3. Les valeurs propres de f font partie des racines de tout polyndéme annula-
teur, ici XP. Donc spec(f) C {0}. Mais f est nilpotente donc non inversible
et spec(f) = {0}.

L’endomorphisme f ne peut étre diagonalisable, ne possédant qu’une unique
valeur propre, sinon, il serait nul.

4. a) Tout endomorphisme g de E admet un polynéme annulateur, puisque
la famille (Id, g,g?,... ,9”2) étant de cardinal n? + 1 est liée. Notons P un
polynome annulateur.
Le théoreme de d’Alembert Gauss permet de décomposer P sous la forme
k
PX)=CJ[(X —ay)™
i=1
ou les (ay;) sont réels ou complexes et les m; des entiers naturels supérieurs ou
k
égaux a 1. On a ainsi H(g —a;1d)™ = 0 et les facteurs en jeu commutent
i=1
eux a deux.
Supposons qu’il existe ip tel que «;, ne soit pas valeur propre de g.
L’endomorphisme g — «;,Id est donc inversible, tout comme (g — a;,Id)™.
En ramenant ce facteur en début de factorisation et en multipliant par son
inverse, on récupere un autre polynome annulateur de degré inférieur dans
lequel on a enlevé une racine qui n’est pas valeur propre de g. En procédant
ainsi pour chacune des racines de P, on récupere un polynome annulateur
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dont les racines sont exactement les valeurs propres de g. Notons le @) et ¢
son degré.

b) Soit A = {P € R[X]/P(g9) = 0} et D = {deg(P),P € A}. I’ensemble D
est un sous ensemble de N* minoré par 1 donc admet un élément minimal pg
et il existe P € A de degré py.

En utilisant un raisonnement identique au raisonnement précédent, les racines
de P sont exactement les valeurs propres de g. Donc P divise Q).

¢) Si g est un endomorphisme dont la seule valeur propre est 0, le polynéome
est de la forme X™ et g™ = 0. Donc g est nilpotent. L’indice de nilpotence de
g est donné par le degré du polynome P trouvé dans la question précédente.

Exercice 2.13.

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit
A = (a;,;) la matrice d’ordre n, & coefficients réels, définie par :

o o0 ... 0 1

o o ... 1 0
J 0 sinon ’ '

1 0 ... 0 O

On note u l'endomorphisme de R™ associé a A dans la base canonique
(e1,...,6e,) de R™.

1. Montrer que u est diagonalisable.

2. Dans cette question, n est pair et on écrit n = 2p.

a) Montrer qu’il existe des plans vectoriels Fy, ..., F}, stables par u tels que
P
l'on ait @ F = R™.
k=1

b) En déduire les valeurs propres de u ainsi qu'une base orthonormée de
vecteurs propres de u.

3. Dans cette question, n est impair, et on écrit n = 2p + 1. Déterminer les
éléments propres de wu.

o 0 ... 0 O

0 O 1 0
4. On considere la matrice A définie par : A =

1 0 0 0

Montrer que A n’est pas diagonalisable.



Algebre 67

0 0 0 a4
. 0 0 a3 O i
5. Soit A = € My4(R). A quelles conditions A est-elle
0 a2 0 O
ag 0 0 O

diagonalisable dans M4 (C) ?

Solution

1. On considere R™ muni de sa structure euclidienne canonique. La matrice
A est symétrique réelle : elle est diagonalisable et ’endomorphisme u associé
est diagonalisable.

2. a) Les plans demandés sont les plans Fi,. .., F),, ou Fj, = Vect(eg, eap_r+1),
puisque u(er) = e2p—k+1 €t u(e2p—k+1) = €.

La famille (eq,. .., esp) étant une base, ces p plans sont bien en somme directe
de somme R?P. De plus cette somme directe est orthogonale.

b) Soit uy 'endomorphisme induit par la restriction de u a Fj. La matrice
0 1
1 0
orthogonale par rapport a la droite engendrée par ej + eg,—r+1 et une base
orthonormée By de F) formée de vecteurs propres de wuj est formée des
vecteurs :

associée a wuy est Ap = ( . Il s’agit de la matrice de la symétrie

1 1
er + eap— et €L — €2p—
\/5( k 2p k1) \/5( k 2p k1)

Finalement u admet 1 et —1 pour valeurs propres et (Bi,. .., By) est une base
orthonormée de R?Pformée de vecteurs propres de u.

3. On procede exactement de la méme fagon, en mettant tout de méme a part
le vecteur ep,41, qui est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.

4. On a u(e1) = e, et u(e,) = 0, donc u?(e1) = u?(e,) = 0.

Le rang de A est évidemment n — 1 (par échelonnement des n — 1 premieres
colonnes) tandis que le rang de u? est strictement inférieur & n — 1.

Si A était diagonalisable, on aurait dans une base B adéquate Mp(u) =
diag(0, *, ..., x), les coefficients x étant non nuls. On aurait alors Mg(u?) =
diag(0, 2, ..., *?), ce qui donnerait rg(u?) = n — 1. D’ott la contradiction.

5. Soit u I'endomorphisme de C* canoniquement associé & u.

— Si tous les coefficients a; sont non nuls, alors la restriction de v a chacun
des deux plans Vect(eq,eq) et Vect(eq, e3) est diagonalisable, car admettant
deux valeurs propres opposées et donc A est C-diagonalisable.
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— Si par exemple a; = 0 et ag # 0, alors ey ¢ Ker u tandis que e4 € Ker(u?) et
comme nous avons déja fait remarquer que u diagonalisable impose Ker u? =
Ker u, on en conclut que u n’est pas diagonalisable.

— Si a3 = a4 = 0, alors 'endomorphisme de Vect(eq,ey4) induit par u est
I’endomorphisme nul et il n’y a pas de probleme dans ce plan.

— Le raisonnement est le méme pour les coefficients as et ag.

Bref A est diagonalisable dans My(C) si et seulement si les coefficients
anti-diagonaux équidistants des extrémes sont simultanément nuls ou simul-
tanément non nuls.

Exercice 2.14.

Soit £ = R", avec n > 2. Soit f un endomorphisme de E. On dit que g est
un pseudo-inverse de f si g est un endomorphisme de F vérifiant les trois
propriétés suivantes :

(1) fogo f=f.
(2) gofog=y.
(3) fog=gof.

1. a) On suppose que f est un automorphisme de E. Montrer que f admet
un unique pseudo-inverse.

b) On suppose que f est un projecteur de E. Proposer un pseudo-inverse
de f.
2. Montrer que si u et v sont deux endomorphismes de F, on a :

rg(u o v) < min{rg(u), rg(v)}.

3. On suppose dans cette question que g est un endomorphisme de F vérifiant
la propriété (1).

a) Montrer que go f et f o g sont des projecteurs.

b) Comparer les rangs de f, foget go f.

c) Montrer que f o g est le projecteur sur Im(f) parallelement a un sous-
espace vectoriel contenant Ker(g).
4. On suppose dans cette question que g et h sont deux pseudo-inverses de f.

a) Montrer que foh=go f.

b) Montrer que g = h.

5. On suppose dans cette question que f admet comme pseudo-inverse g.
a) Montrer que Im(g) = Im(f) et Ker(g) = Ker(f).
b) Montrer que Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires dans E.
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Solution

1. a) Si f est un automorphisme de E, f admet un inverse noté f~1.
Si f admet un pseudo-inverse noté g, alors
fogof=f = flofogofofl=flofof 1= g=f"
Réciproquement, on constate que f~! vérifie les propriétés (1), (2) et (3).
Ainsi, si f est un automorphisme de FE, f admet pour pseudo-inverse son
inverse g = f~1.

b) Si f est un projecteur de E, f vérifie f o f = f. On vérifie alors que f
vérifie les propriétés (1), (2) et (3). Ainsi, si f est un projecteur de F, f est
un pseudo-inverse de f.

2. Soient u et v deux endomorphismes de E.

On a Im(uowv) C Im(u), d’ou rg(u o v) < rg(u).

D’autre part, Ker(v) C Ker(u o v), d’ou dim(Ker(v)) < dim(Ker(u o v)). Par
le théoreme du rang, on en déduit que rg(uov) < rg(v).

On peut donc conclure que rg(uov) < min{rg(u), rg(v)}.

3. a) @ En composant la propriété (1) a gauche par g, on trouve que

(gof)o(gof)=gof,
ce qui prouve que g o f est un projecteur.
e En composant la propriété (1) a droite par g, on trouve que (fog)o(fog) =
f og, ce qui prouve que f o g est un projecteur.

b) e On déduit d’abord de la question 2 que rg(fog) < rg(f). D’autre part,
comme f = fogo fionarg(f)=rg((fog)of) <rg(fog). On conclut que
rg(f) =rg(fog).

e Or,on a aussi rg(f) =rg(fo(gof)) <rg(gof) < rg(f). Toutes ces inégalités
sont donc des égalités. On conclut que rg(f) =rg(go f) =rg(f o g).

¢) Comme Im(fog) C Im(f) avec égalité des dimensions d’apres la question
précédente, on a Im(f o g) = Im(f). Comme f o g est un projecteur, il suit
que :

E =1Im(fog)® Ker(fog)=Im(f)oKer(fog)
Or, Ker(g) C Ker(f o g). Par les propriétés des projecteurs, on peut conclure
que f o g est le projecteur sur Im(f) parallelement a un sous-espace vectoriel
contenant Ker(g).

4.a) On a fogo f = f. En composant a droite par h, on trouve (fogo f)oh =
foh,soit (fog)o(foh)=foh
comme g et h commutent avec f (propriété (3)), on a donc : (go f)o(ho f) =

foh
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soit go (foho f)=fohet doncgof=foh.

b) comme foh=go f,ona: fohog=gofog=g (x).
Mais comme foh = ho f, la relation (*) donne ho fog = g, soit ho(fog) = g.
Comme go f = foh, on en déduit que g = ho(fog) = ho(gof) = hofoh = h.

Ainsi, si f possede un pseudo-inverse, celui-ci est unique.

5. a) e En utilisant les propriétés (2) et (3), on montre que :

Im(g) =1Im(g o fog) ClIm(go f) = Im(f o g) C Im(f).

Par symétrie des roles joués par f et g, on montre de maniere analogue que
Im(f) C Im(g). Par double inclusion, on conclut que Im(f) = Im(g).
e Soit z € Ker(f). Alors, g(z) = (g0 fo)(z) = (g0 g0 f)(x) = 0. Donc,
z € Ker(g), et Ker(g) C Ker(f).
Par symétrie des roles joués par f et g, on montre de maniere analogue
que l'on a Ker(f) C Ker(g) (ou bien : I'égalité des images donne l’égalité
des dimensions des noyaux). Par double inclusion, on conclut que Ker(f) =
Ker(g).

b) e Par le théoréeme du rang, rg(f) + dim(Ker(f)) = dim(F).

e [l reste & montrer que Ker(f)NIm(f) = {0}. Soit z € Ker(f)NIm(f). Comme
Im(f) =Im(g), il existe y € E tel que x = g(y). D’ou, 0 = f(x) = (f o g)(y).
En appliquant g, on trouve que 0 = (go fog)(y) = g(y) = x.

On conclut que E = Ker(f) & Im(f).

Exercice 2.15.

On note k un entier naturel fixé et E le C-espace vectoriel des polynomes a

coefficients complexes de degré inférieur ou égal a k.
Soit @ € C*. On définit : t, : E - E,P(X)— P(X4+a);d: E— E,P+— P’
(ot P’ désigne le polynéome dérivé du polynome P).

On note B = (1, X, X2,..., X*) la base canonique de E.
1. Montrer que t, et d sont des endomorphismes de F.

2. a) Ecrire les matrices, notées respectivement T, et D, des endomorphismes
t, et d relativement a la base B.

b) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de ces endo-
morphismes.

3. On s’intéresse aux sous-espaces vectoriels de E stables par d, c’est-a-dire a
I’ensemble des sous-espaces vectoriels F' C F tels que d(F') C F.

a) Montrer que tous les C,[X], pour p € [0, k], et {0} sont stables par d.
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b) Réciproquement, soit F' un sous-espace vectoriel non réduit a {0} de F,
stable par d. En considérant P € F' de degré maximal noté p, montrer que

F =C,[X].
k .
4. Soit P(X) = Y p; X" un polynéme fixé de degré k (on a donc pi # 0).
i=0
2 k
Montrer que la famille (P, d(lllD), d 2('P) e d é?)
de E. Donner la matrice de passage R de B vers B;.

) constitue une base B;

Solution
1. Soit (A, ) € C? et (P,Q) € E2. On a :
ta(AP + Q) = AP + pQ)(X +a) = AP(X +a) + pQ(X +a)

= Aa(P) + pta(Q)
et :
d(AP + pQ)(X) = (AP + pQ)'(X)

= AP!(X) 4+ pQ'(X) = Ad(P)(X) + nd(Q)(X)

De plus t,(P) et d(P) sont bien de degré inférieur ou égal a k. Donc ¢, et d
sont des endomorphismes de F.

2. On calcule les images des vecteurs de base 1,..., X* par ces applications :
Pour j € [0, k],

ta(Xj):(X+a)j:i:(g>aj—iXi etd(Xj):{ 0 sij =0

FXI7L & £0

) (e~ () 010
DouTy=| ° (1) - (]f)ak_l wp—|: 0
oo (B o0 o

3. En lisant les diagonales : spec(t,) = {1} et specd = {0}.

*x to(P) = P <= P(X +a) = P(X) <= P est un polynéme constant. Cela
peut se voir car le rang de T, — Iy, vaut k, donc le sous-espace propre est
de dimension 1 et contient clairement les polynémes constants. On peut aussi
dire qu’un polynome périodique est constant. . .

* d(P) =0 <= P est un polynoéme constant.
Eqy(ta) = Eqy(d) = Co[X]
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4. a) On peut remarquer que tous les C,[X], pour p € [0, k] sont stables par
d, puisque la dérivation abaisse le degré. Il est clair également que {0} est
aussi stable par d.

b) Soit F' un sous-espace de E, stable par d. On supposera également que
F # {0}.
Soit P € F, de degré maximal noté p. Ceci signifie que tout élément de F est
de degré inférieur ou égal a p, donc F' C C,[X].

Les polynémes P, d(P), d*(P), ..., dP(P) se trouvent dans F, puisque ce
dernier est stable par d. La dérivation fait baisser le degré d’une unité donc
d’(P) est de degré p — j pour j € [0,p]. La famille (P,d(P),...,dP(P)) est
alors libre car formée de polynomes de degrés étagés. Ainsi dim F' > p + 1.

Par inclusion et dimension, on a donc F' = C,[X].

Ainsi, les sous-espaces de E stables par d, sont {0}, Co[X], ..., Cx[X].

k
5. La famille (P, d(lf)) . d Ii'P)
étagée en degré. De plus, elle comporte k 4+ 1 vecteurs de E, qui est de
dimension k + 1, ¢’en est donc une base.

) est libre, puisqu’il s’agit d’une famille,

Pour trouver la matrice de passage de B vers Bi, il suffit de décomposer les
vecteurs de By, dans la base canonique.

il L
o Xi—i <
Or:V(i,j) € N2, d/(X?) = { (i — ) IS

0 sig>1
Par suite :
. d(P) 1 & i i il _
Vi el|o k|, — = = p;d? (X" = — p; X"
J € [0,4] 7! ]!i; 9 ; g1 =)
" (i + )] " it
= ( ']7) pz—i—JXZ = Z ( )pz—l—jXZ
i=0 J* i=0

On obtient ainsi la matrice de passage :
0 E—1 k
(0)]70 (k— 1)pk—1 (k)pk

e B G

B s

Exercice 2.16.

Soit un entier n > 2.
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Soit A = (a; ;) € M,(R) telle que V (i,5) € [1,n]? a;; =i+ j. On note f
I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a la matrice A. On note enfin
u et v les vecteurs de R™ de matrices colonnes canoniquement associées :

1 1
1 2
U= : et V=1.
1 n

1. La matrice A est-elle diagonalisable 7
2. Déterminer I'image et le rang de f.
3. a) Montrer que A = VU +U'V, ot 'U (resp. V') désigne la transposée de
U (resp. de V).

b) En déduire le noyau de f.
4. a) Soit X un vecteur colonne propre de A associé a une valeur propre A
non nulle. Montrer que X s’écrit X = alU + bV, avec (a,b) € R

b) Déterminer les valeurs propres de f.

c¢) Déterminer les sous-espaces propres de f.

5. Pour tout X € M,, 1(R), on pose Q(X) =X AX. La forme quadratique @
est-elle positive 7 Négative 7

Solution
1. Pour tout (i,5) € [1,n]?, a;; =j+i=14+j=a;; : la matrice A est donc
symétrique réelle. Par suite, A est diagonalisable.

2. Pour tout j € [1,n], on remarque que la 7™ colonne C; de A s’écrit
C; =V +3U. Donc Im(A) = Vect(V +U,V +2U,...,V +nU) = Vect(U, V).
Comme U et V ne sont pas colinéaires, on en déduit que A est de rang 2.
3.a)On a :
ViU+U'V=(V V ... V)+(U 20 ... nU)

=(V+U V42U ... ,V+nU)=A.

b) Comme A est de rang 2, son noyau est de dimension n — 2. De plus A
est symétrique réelle, donc le noyau de A est 'orthogonal de son image :
Ker A = (Vect(U,V))*
On peut aussi rechercher directement les équations de Ker A :
201 + 32+ -+ (1 +n)x, =0
(21,...,2,) € Ker f <= Syt Az 4 4 (24 n)zn =0

m+ 1Dz +(n+2)xg+---+(n+n)x, =0
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{:U1+2:z:2+----|—nxn =0
r1+xo+--+x,=0
On retrouve bien le méme résultat.
4. a) Soit X un vecteur propre de A associé & une valeur propre A non nulle.
Alors, AX = AX et comme X\ # 0, X = A(%X) € Im A.
Comme Im(A) = Vect(U, V), on en déduit qu’il existe deux réels a et b tels
que X = aU + bV.
b) Ainsi, on peut écrire :
AX = X < (VU +UW)(aU +bV) = AaU + bV)
ce qui donne, apres développement :
AX = \X «— (a(tVU —A)+ tiV)U + (atUU +o(tUV — A))V =0
Comme (U, V') forme une famille libre, on en déduit le systeme
a('VU = \)+b'VV =0
a'UU +b(*UV —X) =0
Ce systeme linéaire de deux équations en a et b admet une solution non triviale
si et seulement si

(‘'VU =\’ = (fUU'VV) = 0, soit : ((u,v) — A)
Donc A ='VU £ 'UU'VV = (u,v) £ |Jul|]]v].

Or : (u,v>:1+2—|—...+n:w

ull = +/n. ||v|| = N o n(n+1)(2n+1).
Jull = v ol = 4/ 3= & ¢ 1

Donc \ — w :I:n\/(n_l_l)éQn_'_l).
Sans oublier que si n > 3, 0 est aussi valeur propre de A.

2
= [lul?[lo]I* = 0

¢) On connait déja le sous-espace propre associé a 0 qui est le noyau
de A. Reste a trouver les deux autres sous-espaces propres. En reportant
I’expression obtenue pour A dans la premiere équation du systeme, on trouve
bl|v|| = £a|ul|, donc :

e le sous-espace propre associé a A\; = w + n\/(n s 1)é2n + 1) est

Ex, = Vect([|[o]|U + [[ul[V).

e le sous-espace propre associé a Ao = — 5 n\/<n + 1)é2n +1) est

Ex, = Vect([[v[|U = [[u][V).

5. @ est la forme quadratique associée a la matrice A. La matrice A ayant
une valeur propre strictement positive (A1) et une valeur propre strictement
négative (\2), on peut conclure que @ n’est ni positive ni négative.
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Exercice 2.17.

Soit un entier n > 2. On note & = M,,(C). Pour toute application q : £ — R,
on considere les quatre propriétés suivantes :

i) VAe&VAeC q(AA) =|\q(A);

(ii) V(A,B) € &% q(A+ B) <q(A) +q(B);

(i) VAe€&,q(A)=0<= A=0;

(iv) V(A,B) € &% q(AB) = q(BA).

Pour tout (4,7) € [1,n]?, on désigne par E; ; € £ la matrice dont le coefficient

en ligne ¢ et colonne j vaut 1 et dont tous les autres coefficients valent 0.
Enfin, on pose :

F={Aec& /q(A) =0}

1. Montrer que I'application f : & — R, définie par f(A) = |tr(A)| vérifie les
propriétés (i), (ii) et (iv).

2. A l'aide des matrices E; ;, montrer qu’il n’existe pas d’application ¢ : £ —
R qui vérifie les quatre propriétés (i) a (iv).

3. Désormais, q désigne une application qui vérifie les propriétés (i), (ii) et
(iv)

a) Pour tout (A, B) € £2, montrer que : |g(A4) — q¢(B)| < ¢(A + B).

b) Montrer que : V (A, B) € € x F,q(A+ B) = q(A)

L’ensemble F est-il un sous-espace vectoriel de £ 7
n
¢) Pour toute matrice A = (a; ;) € £, montrer que : ¢(4) = q( Y i Fi;).
i=1

d) Soient Aq,...,A, € C. Calculer en extension (i.e. en donnant tous
leurs coefficients) les matrices XY et Y X lorsque X et Y sont les matrices

sulvantes :
n

Eiﬂ' et Y = Z )\rEr,l
=2

r=1

n
X=> Ei;+
j=1
En déduire qu’il existe a tel que ¢ = af.

(3

Solution
1. Comme la trace est linéaire, et d’apres I'inégalité triangulaire, on a :
(i) fF(AA) = [tr(AA)] = [Atr(A)] = [Af(A);
(ii) f(A+ B) = [tr(A+ B)| = | tr(A) + tr(B)| < | tr(A)| + [ tr(B)]
< f(A)+ f(B);
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(iv) f(AB) = |tr(AB)| = |tr(BA)| = f(BA), car on sait que tr(AB) =
tr(BA).

2. Par l’absurde si I'application ¢ vérifie (iii), alors en choisissant par exemple
A=F et B=F 3 onaAB = E;3 # 0 tandis que BA = 0, donc
q(AB) # 0 et ¢(BA) = 0. D’ou la contradiction.

3. a) On remarque, avec (i) en prenant A = —1, que : ¢(—A) = | — 1|g(A) =
q(A).

D’apres la propriété (ii) , on a :
9(A) = ¢((A+ B) = B) < q¢(A+ B) +q(=B) = q(A + B) + ¢(B), donc
a(4) — q(B) < g(A + B).
En échangeant les roles de A et B, on obtient : ¢(B) — q(A) q(A+ B).
La conjonction de ces deux inégalités donne bien : !q( ‘ q(A+ B).
b) Si ¢(B) = 0, d’apres la question précédente et (ii), on a :
q(A) < lq(A)] = lq(4) —q(B)| < (A + B) < q(A) + q¢(B) = q(A)
donc ¢(A + B) = q(A).
L’ensemble F est bien un sous-espace vectoriel car :
— la matrice nulle appartient a F d’apres (i) en prenant A = 0;
— l’ensemble F est stable par multiplication par un scalaire d’apres (i) ;

— D’ensemble F est stable pour ’addition d’apres la propriété que l'on vient
de montrer.

c) D’apres (iv), sii # j, alors ¢(E; ;) = q(E; ;E; ;) = q¢(E; ;E; ;) = q(0) = 0.
Si on pose B = ) —a; ;E; j, la question précédente donne q(B) =0, donc :
i#£j

q(A) =q(A+B) = Q( > az’,z’Ez’,z’>
i=1
d) Par les regles de multiplication des matrices élémentaires :
= ( '21 Ey;+ ZzE“)( 21 )\rEr,1>
J= = r=

=> > MEIGE A+ ) > MNE B,

Jj=lr=1 i=2r=1
Z A O 0
=1

=Y ME i+ Y NEi = Ao
r=1 i=2 .
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YX= (X NEL) (Y B+ > Ey)
j=1 i=2

=> Y NEAE;+ > Y MNEAE;;

r=1j5=1 r=14¢=2
)\1 /\1 ce /\1

VD VR VS

M A o Ay
Or la question précédente montre que deux matrices qui ont les mémes

coefficients diagonaux ont la méme image par ¢. En prenant \; = a; ;, pour
tout 4, on a donc ¢(A) = q(Y X), ainsi ¢(A) = ¢(XY) et par le résultat c) :

q(A) = Q((é)\i)El,l) = | é/\i}Q(El,l) = | éai,i q(E11)

En posant a = ¢(F1,1), on a bien ¢ = af.

Exercice 2.18.

Dans cet exercice, E = M, (R) est I’espace vectoriel des matrices carrées de
taille n > 2 a coefficients réels, et (E; j)i<i j<n désigne la base canonique de

E.

On note tr(M) la trace d’'une matrice carrée M.

1. Dans cette question, n = 2 et ® est 'endomorphisme de E défini par :
O(M)=tr(M)ly — M
ou Iy est la matrice identité de Mo (R).
a) Montrer que ® vérifie la propriété :
V(A,B) € E? tr(AB) = tr (<I>(A)<I>(B))

b) L’endomorphisme & est-il diagonalisable 7

¢) On suppose que M € E admet deux valeurs propres A et u. Montrer que
®(M) a les mémes valeurs propres.

On revient maintenant au cas général n > 2.
2. a) Calculer pour tout A € E et pour tout (i,5) € [1,n]?, AE;; puis la
trace tr(AE; ;).

b) Soit A € E telle que pour tout M € E, tr(AM) = 0. Montrer que A = 0.
Dans la suite de cet exercice, ® désigne une application (a priori non linéaire)
de E dans lui-méme, telle que ['on ait la propriété :

pour tout couple (A, B) € E?, les matrices AB et ®(A)®(B) ont la méme trace. (*)
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3. Exemple. Soit P une matrice inversible. Montrer que les deux applications
définies par :
P (M) =PMP~! et &3(M) = PMP™!

vérifient la propriété (x).
4.2a) Montrer que tr (®(A)®(B)) = tr (P(B)®(A)) pour tout couple (A4, B) €
E=.

b) Calculer tr (®(E; ;)®(E})) pour tout (i,7,k,¢) € [1,n]*.

c) En déduire que la famille (<I>(E¢7j))1gi’j§n est une base de F.

Solution

a) On a :
‘P( )@(B) = (tr(A)I2 — A))(tx(B) Iz — B)
=tr(A) tr(B)I; — tr(A)B —tr(B)A+ AB, d’ou :
tr(®(A)P(B)) = 2tr(A) tr(B) — 2tr(A) tr(B) + tr(AB) = tr(AB)
b) * Si tr(M) = 0, alors ®(M) = —M. Ainsi —1 est valeur propre de @ et le
sous-espace propre associé est un hyperplan (donc de dimension n? — 1 = 3).

* ®(I3) = 21, — I3 = I, donc 1 est aussi valeur propre et le sous-espace propre
associé est, comme toujours, de dimension au moins égale a 1.
Comme dim F = 4, le compte est bon et ® est diagonalisable. (On aurait
aussi pu montrer que ®? = idg)

c) A, u sont les valeurs propres de M. On sait que tr(M) = X + pu.
Soit X une matrice colonne propre pour M associée, par exemple, a la valeur
propre A. On a M X = \X, d’ou :

O(M)X = (tr(M)Io — M)X =tr(M)X — AX = (tr(M) — N X = uX

Ainsi p et A sont les valeurs propres de ®(M) (et les vecteurs colonnes propres
sont échangés).

a) On écrit A =3 apEpqet AE; ;=) apqEpqEij =) apiEp;.
p

p,q p,q

Dot tr(AE; ;) =Y ap;tr(Ey ;) = a;j;.
P

b) Si, pour toute matrice M, tr(AM) = 0, en particulier tr(AE; ;) = 0 pour
tout (i,7) € [1,n]?, ce qui entraine que a;; = 0, pour tout (4,5) € [1,n]? et
donc que A = 0.

3. On remarque que, pour toutes matrices :
®,(A)P1(B) = PAP-'PBP~! = P(AB)P_1
Oy (A)D2(B) = P'AP~'P'BP~! = PLA'BBP~! = Pt(BA)P_1
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Par conséquent :
tr(®1(A)®1(B)) = tr(P(AB)P~1) = tr(AB)
tr(Po(A)Po(B)) = tr(PY(BA)P~Y) = tr(}(BA)) tr(BA) = tr(AB)

4. a) La réponse est claire, puisque tr(AB) = tr(BA).
b) On a tr((I)(EM)(I)(Ek,g)) = tI‘(ELjEk’g) = 53"]‘; tI‘(ELg) = j,k5i,£-

¢) La famille (®(F; ;)1<i j<n) est de cardinal n?. Il suffit de montrer qu’elle
est libre.

Considérons donc une famille de scalaires telle que > «; ;®(E; ;) = 0.
i,J

Ainsi, pour tous indices k et ¢ :

Yo a; jP(E; ;j)®(Eke) =0, puis par linéarité de I'application trace :

]

Zai’j tI‘((I)(EZ7J)(I)(Ek7g)) = Zaiyj(Sj,k(Si,g = 0
1,7 2¥)

Il reste ap , = 0, ce qui termine la question.

Exercice 2.19.

On considere I’ensemble M,,(C) des matrices carrées d’ordre n (n > 2) a
coefficients complexes.
Si A = (akye) € M,(C), on définit la matrice adjointe B = (b ¢) € M,,(C)
de A par :

V(k,f) S [[1, n]], bie=as)
On note alors B = A*.

1. Soient A et B deux matrices appartenant a M,,(C).

a) Vérifier que (A*)* = A.

b) Montrer que (AB)* = B*A*.

c¢) Montrer que pour tous complexes a et 3, (a4 + fB)* = aA* + 8B*.
On dit que A est auto-adjointe si A = A*. On dit que A est normale si
AA* = A*A.

d) Donner un exemple de matrice autoadjointe.

2. a) Montrer que toute matrice A € M,,(C) peut s’écrire de fagon unique
sous la forme A = X + 1Y, ou X et Y sont deux matrices autoadjointes de
M, (C) (on pourra penser a examiner les matrices A + A* et A — A*). En
déduire que A est normale si et seulement si X et Y commutent.

b) La matrice A € M3(C) donnée par A = (1 _z1> est-elle normale 7

Que remarquez-vous ?
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() 2—1
c) La matrice A € M3(C) donnée par A = | 2—4i i
1 1

est-elle

—_ = =

normale ?
3. On considere l'application ® de M,,(C) dans Ry définie par ®(M) =
tr(M*.M) pour toute matrice M.

a) Montrer que ®(M) = 0 si et seulement si M = 0.

b) Soit A une matrice normale de M,,(C) et X une matrice quelconque de
M, (C), prouver 1’égalité :
D(AX — XA) = D(A*X — X A*).
(On pourra utiliser sans la justifier la propriété tr(MyMsy) = tr(MaM;p) qui
est valable pour toutes matrices).

c¢) En déduire que si une matrice M commute avec une matrice normale A,
alors elle commute aussi avec sa matrice adjointe.

Solution

1. a) Par définition, on a (A*)* = A* = (fA) = (*A) = A.

b) Les formules relatives aux coefficients du produit de deux matrices
donnent immédiatement AB = A.B. Par suite, il vient :

(AB)* = AB = '(A.B) = ('B) (A) = B* A".

c) On a: B B B
(@A + BB)" ={aA+B)="(a A+ 3 B) =a ‘A+ BB =aA* + gB*.

d) Toutes les matrices symétriques et a coefficient réels conviennent.
2. a) Si A € M,,(C) peut s’écrire sous la forme A = X +iY, ou X et YV
sont deux matrices autoadjointes de M,,(C), on a nécessairement d’apres 1.
c) A* =X*—iY*=X —1Y, dou:

X=12(A+ A et Y = L (A—A").

Il suffit alors de vérifier que X et Y sont autoadjointes pour répondre a la

question.

Comme A*A = (X —iY)(X +iY) et AA* = (X +Y)(X —iY), on a
AA* = A*A <— XY =Y X, ce qui prouve la caractérisation demandée.

b) On décompose A sous la forme A = X +iY avec ici X = (1 0 > et

0 —1
0 1
v=(10)
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(X et Y sont bien autoadjointes) et un calcul simple montre que XY # Y X,
on voit donc d’apres la question précédente que la matrice A n’est pas normale.
On observe qu’une matrice symétrique n’est pas forcément normale si ses
coefficients ne sont pas tous réels.

0 2 1 1 -1 0
c) Cette fois, on trouve X =2 0 1 ]etY=| -1 1 0] et
1 1 1 0O 0 0
-2 2 0
XY=|2 -2 0|=YX
0 0 0

La matrice M est donc normale (une matrice symétrique a coefficients non
tous réels peut donc étre normale!).

3. a) Le calcul des coefficients diagonaux de la matrice M*M conduit
immédiatement & 'égalité ®(M) = > |m; |*. La propriété demandée
1<i,j<n
en découle trivialement. -
b) Soit A une matrice normale de M,,(C) et X une matrice quelconque de
M, (C). D’une part on a
P(AX — XA) =tr((AX — XA)" (AX — X A))
=tr((X*A* — A*X*) (AX — X A))
=tr( X A*AX) —tr(A* X AX) —tr(X*A* X A) +tr(A* X* X A)
=tr(X*A*AX) —tr(A* X AX) —tr(X*A* X A) +tr(X* X AA*)
Calculer ®(A*X — X A*) revient a remplacer A par A* (et donc A* par
A* = A). Ainsi :
QA X —XA") =tr(X*AA*X)—tr( X" A* X A)—tr(A* X*AX ) +tr(X* X A*A).
Comme A est normale, on a A*A = AA* et on voit que les deux quantités
précédentes sont égales.

¢) Si M commute avec une matrice normale A, avec la question précédente
on voit que :

0= ®(AM — MA) = B(A*M — MA¥)
et la question 3. a) implique alors que A*M = M A*.

Exercice 2.20.

Soit n € N, tel que n > 2, et g 'endomorphisme de R™ dont la matrice A
dans la base canonique de R™ a tous ses coefficients égaux a 1.

On note I,, la matrice identité de M,,(R).

On considere I'équation (E) : M? + M = A, d’inconnue M € M, (R), et on
note f ’endomorphisme de R™ de matrice M dans la base canonique de R".

1. a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de g. L’endomorphisme
g est-il diagonalisable ?
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b) Montrer que R"™ = Ker(g) & Im(g).

2. Dans cette question, on suppose n = 2.

a) Montrer que, si M est solution de (F), alors soit M, soit M + I, n’est
pas inversible.

b) Dans cette question, on suppose M non inversible. Montrer que f et g
ont méme image et méme noyau.
En déduire qu’il existe A € R tel que M = \ A.

¢) Résoudre I'équation (F).

3. Dans le cas n > 2, montrer qu'il y a des solutions M de (F) telles que ni f
ni f + id n’ait méme noyau et méme image que g.

Solution
1. x Im(g) = Ker(g — nid) = Vect(u), ot u = (1,...,1) .

n
a pour équation Y x; = 0.
i=1

x g est diagonalisable car A € S,,(R) ou parceque R" = Ker(g) ®Ker(g—nid).

* Ker(g) = (Img)*

2. a) Si M et M + I» sont inversibles, alors A = M (M + I5) aussi, ce qui
contredit rg(A) = 1.

b) x g = (f+id)of = {0} # Ker(f) C Ker(g) de dim. 1, donc
Ker(f) = Ker(g).
xg=fo(f+id) = Im(g) C Im(f).
L’égalité des noyaux et une inclusion des images donne l’égalité par le
théoreme du rang.

* Im(f) = Im(g) = Vect(u) qui est stable par f. Donc

JaeR, f(u) =au= %g(u).

Alors A = «/2 convient sur Im(g), et aussi banalement sur Ker(g) = Ker(f)
(restrictions nulles), donc f = A g sur R2.

c¢) x Si M est non inversible, M = A A dans (F) donne, avec A% =2 A,
MNAZ+ANA=A—= 2N +X-1)A=0<= e {-1,1/2}.
* Si N = M + I est non inversible, on a (N — Is) N = A, et le raisonnement
précédent s’applique & N, donc on a 3u € R, N = A ; alors (E) donne
prAT—p A=A 2p—p—-1)A=0<pe{-1/2,1}.
Apres vérification,
Sol = {—A, % A A I, —% A- L)}

3. On a A semblable a diag(0,...,0,n); via le méme changement de base, les
matrices suivantes conviennent :
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M:Pdiag(O,...,O,—l,)\)P_l,ofl A2+ X—n=0,soit A= —1:|:\/24n—|—1.

Exercice 2.21.

Soit n € N tel que n > 2. Soit E un espace euclidien de dimension n et |.|| la
norme associée au produit scalaire noté (., .).

Soit v un endomorphisme de E.
Onnote S={z € E/||z|| =1} et B={z € E/|z| < 1}.

On admet que u est bornée sur S et on note N(u) = sup |u(x)]||.
lz]|=1

1. Montrer que u est bornée sur B et que sup |[u(z)| = N(u).
]| <1

2. Montrer que : Vo € E, ||Ju(z)| < N(u)x|z|.

3. Montrer que : sup |[{(u(x),x)| < N(u). L'inégalité peut-elle étre stricte ?
]| =1

4 Montrer que :  sup  |{u(x),y)| = N(u).
lzll=llyll=1

5. On suppose maintenant que u est symétrique.
a) Exprimer (u(x),y) en fonction de (u(x+y),z+y) et de (u(x —y), x —y).
b) En déduire que sup [(u(z),z)| = N(u).

zll=1

Solution

1. Soit z € B.
Si x = 0 alors u( ) =0 et [Ju(x)]

| pu—
Si z # 0 alors || || € S, donc HU(L)H < N(u), soit Tl ||u( )| < N(u) et

]
lu(@)]| < N(u)x|lz]l < N(u) et = sup [lu(z)]| < N(w).

[z]l<1

Par ailleurs S C B donc sup ||u(x)|| < sup ||u(z)||, donc N(u) < sup ||u(z)]-
xeS reB ||| <1

D’ou I'égalité.

2. Ceci a quasiment été vu au cours de la premiere question :

Vo # 0, H “ € S, donc Hu(ﬁ)“ < N(u) soit ||u(x)|| < N(u)x||z||. Vrai
encore pour x = 0.

3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

Vo € S, [(u(x), z)| < [[u(@)|x|lz]| < N(u)x|lz]|* = N(u)
Donc sup |(u(x),z)| < N(u).

[zll=1
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Oui, I'inégalité peut étre stricte (car n > 2!). Pour s’en convaincre il suffit
de prendre un endomorphisme non nul tel que u(x) soit toujours orthogonal
a x : on choisit un endomorphisme non nul dont la matrice canoniquement
associée est antisymétrique ...

4. Posons M = sup \(U(l')ayﬂ
lz]|=lyl|=1

— Pour tout z et y de S, [(u(x), y)| < [lu(@)|[x[lyll < N(w)x]lz]x[lyl]] = N(u).
Donc M < N(u).

— Réciproquement, soit x dans S tel que u(z) # 0 (si ce n’est pas possible
1

[Ju(z) |l

[u(x)||* = [lu(z)]| < M et en

c’est que u = 0 et le résultat demandé est banal) et prenons y =

Alors y est aussi dans S et : (u(z),y) = Ta(@l i

(
passant a la borne supérieure : N(u) < M. D’ou N(u) = M
5.0n a:

(u(@+y), z+y) = (u@) +uly),z+y) = (u(@), ) + (u(y),y) + 2(u(z), y), car
u est symétrique

Pour la méme raison :
(u(z —y),z —y) = (u(x) —uw(y),z — y) = (u(x), z) + (u(y),y) — 2(u(x), y)
Par conséquent : (u(x),y) = i((u(w +y),z+y — (ulz—y),z—y))

b) » Evidemment sup |[(u(z),z)| < sup [(u(x),y)]|
I2]1=1 llzll=[lyll=1

* Siz# 0, [{u(2), 2)] = ||21*|{u( el || ﬁﬂ < ||2||2HSI|T£1|<U($),$>| (résultat

qui reste vrai pour z = 0)
Alors, pour z et y de norme 1 :

() y)] < L@ +y).x + )] + [ulz — y).z — )
< Lz + yl2 + e - yI2)x sup [{u(z), 2)]

=

< 5l + [yl Sup, [(u(2), 2)| < sup [(u(2),2)|

En passant au sup a gauche, on a donc 'inégalité contraire souhaitée, ce qui
montre 1’égalité.

Exercice 2.22.
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,

Soit Hy et Hs deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de £(E) tels que :

V(f,9) € Hi x Hy,go f=—fog
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1. a) Montrer qu’il existe un unique couple (p1,p2) € H; X Hy tel que
p2 = idg — p1.

b) Montrer que p; et py sont des projecteurs de F.
2. Soit f € Hs.

a) Montrer que Ker(p;) est stable par f.

b) Montrer que la restriction de f a Im(p;) est 'application nulle.

c¢) En déduire que dim Hy < (dim Ker p;)?.

d) Montrer que 'on a également dim H; < (dim Ker p,)?.

3. a) Soit p € N tel que 0 < p < n. Résoudre I'inéquation n? < (n — p)? + p.
b) En déduire que Hy = {0} et Hy = L(E), ou Hy = L(F) et Hy = {0}.

Solution

1. a) On a idg € L(F), donc comme H; et Hy sont des sous-espaces
supplémentaires de L(F) :

3!(p1,p2) € Hi X Ha,idp = p1 + p2
b) Par propriété de Hy et Hy : p; 0 ps = —ps o p1. Clest-a-dire :
p1o(idg —p1) = —(id—p1) o p1, soit : py —pi = —p1 +pi ou encore 2pF = 2p;
et p? = p1.
Ainsi p; est un projecteur de E.

On procéde de méme pour p, ou on remarque que ps est le projecteur conjugué
du projecteur py.

2. a) Comme p; € Hy et f € Hy,onap;of=—fop;.
Avec x € Ker(py), il vient p1(f(z)) = —f(p1(z)) =0 et f(x) € Kerp;.
Ker(py) est stable par f
b) Soit # € Impy, on a p1(z) =z et f(z) = f(p1(x)) = —p1(f(z)), donc

f(x) = 0 (sinon —1 serait valeur propre de pj, ce qui n’est pas raisonnable
pour un projecteur) :

f Im(py) = 0
c¢) Comme Im(p;) et Ker(p;) sont supplémentaires, f est parfaitement
déterminée par le couple (fxer(p,)> fim(p,)); donc par l'endomorphisme de
Ker(p;) défini par la restriction de f a cet espace (on peut aussi voir cela
de fagon matricielle) :

dim Hy < dim £(Ker p;) = (dim Ker p)?

d) En échangeant les roles de Hy; et Hi, on a de méme dim H; <
(dim Ker ps)2.
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3. Notons r le rang de ps.
Le rang de p; est alors n —r et dimKerp; = r, dimKerps =n —r

Ainsi : dim Ho < 7%, dim Hy < (n —1)2.
Comme H; et Hy sont supplémentaires dans £(F), on a donc :
n?=dimH; +dimHy < (n—7)>+7>=n%—-2r(n—1)
Soit : r(n —7) < 0 et ainsi r(n —r) =0et r =0 our =n.
0, soit Hy = {0} et donc Hy = L(F).
0, soit Hy = {0} et Hy = L(E).

Sir =0, on a donc dim H»

IN N

Sir =mn, on a donc dim H;



