3
PROBABILITES

Exercice 3.01.

Soit (X;)ien+ une famille de variables aléatoires & valeurs dans N*| indépendantes, de méme
loi et définies sur le méme espace probabilisé (£2,.4, P). Pour tout entier n € N*, on définit
la variable aléatoire Y,, par :

Y,, = min X;

1<i<n
1. Exprimer la fonction de répartition de Y;, a I’aide de la fonction k — P(X; > k).
2. Dans cette question seulement on suppose que les X; suivent la loi géométrique de
parametre p € ]0,1[; on note g = 1 — p.
a) Calculer ’espérance de Y,,.
b) Etudier la convergence en loi de la suite (Y )nen--

3. Montrer que la série de terme général P(X1k) converge si et seulement si X; admet une
espérance et qu’alors :

E(X)) = kfl P(X1k)

4. En déduire que si X; admet une espérance, alors Y,, admet une espérance et comparer ces
deux espérances.

5. Soit IV une variable aléatoire a valeurs dans N* indépendante des X, et soit Y la variable
aléatoire définie par :

Vwe QY (w) = 1<Ai<n]5( )Xi(w)

Montrer que si X; admet une espérance, alors Y admet une espérance et que l'on a
E(Y) < E(Xy).
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Solution :
1. La variable Y,, est & valeurs dans N* et, pour tout k € N* (les X; sont indépendantes et
de méme loi que X;) on a :

PY,<k)=1-PX;>k,.... X, >k)=1—-P(X; >k)---P(X,, > k)

=1-PX;>k)"=1-P(X; >2k+1)"
On en déduit que :
PY,=k)=PY,<k)—PY,<k—-1)=PX;2k)"—-P(X1 2 k+1)"
2. a) Si X suit la loi géométrique de parametre p, on a P(X; > k) = ¢*~! donc :
P(Y, =k) = q"*=D — g = (1 —¢") (¢")* "

on reconnait la loi géométrique de parametre p’ =1 — ¢".
Donc E(Y,,) = . 1

b) Comme g € ]0,1[, et P(Y,, = k) = (1 —¢")(¢")* %, on a:

. 0 sik>1
VkeN*, lim P(Y, =k :{
A P = k) 1 sik=1
On reconnait donc que (Y;,) converge en loi vers la variable constante égale a 1. (On peut
raisonner sur les probabilités ponctuelles plutot que sur les fonctions de répartition car toutes

les variables aléatoires sont a valeurs dans N*.)

3. On remarque que :
+oo J
P(X1 2 k)= ) P(X1=7j) et que jP(X1 = j) = > P(X1 =)
j=k k=1
Par sommation par paquets (tout est positif), on a donc 1’équivalence des convergences et :

S PX R = ST P =) = iélpm =j)= ¥ iP(X: =])
= E(Xy)

4. D’apres les calculs de la question 1, on a :
0<PY,2k)=1-PY,<k—-1)=PX;>k—-1)=P(X1 2 k)< P(X; 2k)

car P(X; > k) € ]0, 1[. Par théoréme de comparaison sur les séries a termes positifs, comme

la série Z P(X1 > k) converge, il en est de méme de la série Z P(Y, > k).

k>0
o
D’apres la question précédente, la variable Y,, (a valeurs dans N) a pour espérance >, P(Y,, >
k=0

k) et celle-ci est inférieure & > P(X; > k), soit E(Y,,) < E(X1).
k=0

E
(cette derniere inégalité provient aussi directement de Y, < X;)

5. C’est un théoreme (admis) du cours ; ici on le démontre dans un cas particulier.
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Comme E(Y|N =n)=E(Y,), on a

0< E(YIN =n)P(N =n) < E(X1)P(N =n),
donc par comparaison a la série de terme général E(X;)P(N = n) qui est convergente , la
série Y E(Y|N = n)P(N = n) converge.

Comme Y est une variable aléatoire positive, la formule de I’espérance totale s’applique, et
on a :

E(Y) = nZOE(Y!N—n)P( n) < ni_ojoE( )P(N =n) = E(X1)

Exercice 3.02.

Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) donné. Pour tout ensemble fini E, on note card(FE) son cardinal (nombre de ses
éléments).
Soit A > 0. Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes
la loi uniforme sur le segment [0, 1]. Soit Z une variable aléatoire indépendante des X, et
qui suit une loi de Poisson de parametre \.
1. Soit a €]0,1]. On définit les variables aléatoires N et N,,, pour n > 1, par :
Vw e Q, N,(w)=card{i € [0,n —1]/X;(w) € [0,a]}
Vwe Q, Nw)=card{i € [0, Z(w) — 1]/ X;(w) € [0,a]}
La variable aléatoire Ny est la variable certaine égale a 0.
a) Pour tout n > 1, déterminer la loi, I’espérance et la variance de N,,.
b) Déterminer la loi, I’espérance et la variance de N.
A n
¢) Pour tout A > 0, on pose F,(\) = / %e*“ du.
O .

Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction z + e** sur 'intervalle [0, 1].
En déduire que P(Z > n+ 1) = F,(\) ainsi qu’une expression de P(N > n + 1) a 'aide de
F,.

2. On définit la suite de variables aléatoires (7},),>0 en posant, pour tout événement
w € Q, que les Z(w) premiers termes Tp(w),T1(w),...,Tzw)—1(w) sont les nombres
Xo(w), X1(w), ..., Xz(w)—1(w) rangés dans I'ordre croissant, et pour tout n > Z(w), T, (w) =
2.

Déterminer la fonction de répartition de 7,.

La variable aléatoire T, est-elle discrete 7 Est-elle a densité ?

3. Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (7}, )en.

Solution :

1. a) Les n événements (0 < X; < a)o<i<n—1 sont indépendants de méme probabilité a.
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Or N,, compte le nombre de ces événements qui sont réalisés, donc N,, suit la loi binomiale
de parametres n et a, d’espérance na et de variance na(l — a).

Le résultat reste vrai méme pour n = 0.
b) Pout tout k € N(Q) = N, la formule des probabilités totales donne :

P(N = k) = i Pizem(N = k)P(Z = n) = %P(Nn — )P(Z = n)

- £ (o tedier - £ 0 oo i
n==k : 7=0 :

_ (@ AR [A—a) (@)

— R © E% T TR C

Donc N suit la loi de Poisson de parametre Aa et E(N) = V(N) = Aa.

c¢) La formule de Taylor avec reste intégral est :
no (b —a)k G-t 0,
f@y:g%LjTLﬂmmyﬁéi_mlf(Hwﬂﬁ
Pour la fonction x — e** sur I'intervalle [0, 1], cela donne :
A i )\k 1(1_t)n)\n+l At It
- o K i o nl ‘

En divisant par e et en faisant le changement de variable u = (1 — t)\ on obtient :

A n
1:J%Z<ny+/‘%ﬁ”dm&M}%Z>n+&):FMM
o

Comme ceci est vrai pour n’'importe quelle loi de Poisson, on a : P(N > n + 1) = F,,(\a).

2. D’apres leur définition les T, sont a valeurs dans [0,1] U {2} et on a :
—sia€]0,1], (T, <a)=(N<n)=(N=n+1).
—sil<a<?2 (T, <a)=(T,<1)
Donc :
0 sizx <0
F,(\z) size]0,1]
F,(\) sizel]l,?2]
1 six > 2
La variable T,, n’est pas a densité car sa fonction de répartition est discontinue en 2 (puisque
F,(X) # 1) ; elle n’est pas discrete car sa fonction de répartition n’est pas en escalier.

3.0na: F,,(\)=P(Z>2n+1) — 0. Donc :

n—oo

P(T, <x)=

lim P(T, < z) =

n—oo

0 six<?2
1 six>2

i.e. (T,,), converge en loi vers la variable constante égale & 2.

Exercice 3.03.
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Soit un espace probabilisé (2, P(€2), P), ou 2 est un ensemble fini.

On note F l'ensemble des variables aléatoires réelles définies sur €2 (qui sont toutes les
applications de 2 dans R). On rappelle que F est un R-espace vectoriel.

Si A est une partie de §2, on note 1 4 la fonction caractéristique de A, c’est-a-dire I’application
définie par :

VwEQ,lA(w):{l siwe A

0 sinon
1. Soit A C Q. Calculer 'espérance E(14) de 14.

2. Montrer que l'application ¢ : (X,Y) — E(XY') définie sur F x F est un produit scalaire
sur F si et seulement si pour tout w € 2, on a : P({w}) > 0.

Dans la suite de I’exercice, on supposera que P vérifie cette propriété et F sera
muni de ce produit scalaire.
3. Soient X,Y € F deux variables aléatoires non constantes.

On note G le sous-espace vectoriel de F engendré par X et la variable aléatoire constante
égale & 1, c’est-a-dire que G = Vect(X, 1g).

a) Montrer 'existence et 'unicité de (ag, by) € R? tel que Y — agX — by est orthogonal &
tout élément de G.

b) En déduire 'expression de la projection orthogonale de Y sur G.
On la notera pg(Y).
c¢) Comparer E(pg(Y)) et E(Y).
d) On suppose que X = 14, ou A est une partie de € non vide et distincte de €.
Montrer que pour tout B C € :
pa(1p) = PA(B)x14 + Pz(B)x1,

ou Py (U) désigne la probabilité conditionnelle de 1’événement U, sachant que I’événement
V est réalisé.

Solution :

1. E(14) =1.P(A)+ 0.P(A) = P(A).

2. e L’application ¢ est bilinéaire (par linéarité de ’espérance), symétrique (par commuta-
tivité du produit dans R, donc dans F),

et positive (car si X € F,p(X,X) = E(X?) > 0).

e — Si ¢ est un produit scalaire, alors pour tout w € ), X = 1y, est un élément non nul
de F, donc ¢(X, X) = E(14,3*) = E(1y,y) = P({w}) > 0.

— Réciproquement, soit X € F non nulle. Alors il existe wy € 2 tel que X (wp) # 0 et on
a:

p(X, X) = B(X?) > X?({wo})P({wo}) > 0

donc ¢ est bien un produit scalaire.
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a) On a :
VX e gh s AT X et
{ agE(X) +bo = E(Y)
a0 E(X?) + by E(X) = E(XY)
_ BE(XY) - E(X)E(Y) _ Cov(X,Y)

V(X)
Notons que V(X)) # 0, puisque X n’est pas (quasi)-constante.
b) Comme pg(Y) est I'unique élément Z de G tel que Y — Z € G+, on a :
pG(Y) CO‘\;(();;-)Y) X+ E(Y) - E(X) CO{‘;((?((,)Y)
c)Ona: E(pa(Y)) =aoE(X)+by = E(Y) (calcul de ag, ou conséquence de Y —pa(Y) L 1)
d) Comme A # Q et A # (), la variable aléatoire X = 14 n’est pas constante ; on peut donc
utiliser la formule obtenue a la question b) :
e Or
Cov(lA,lB) E(141p) — E(14)E(1p) = E(lanp) — E(14)E(1p)
P(ANB) - P(A)P(B).
e V(1ly) = (A) (A) (car 14 suit la loi de Bernoulli de parametre P(A)).

Comme

bo = B(1p) — E(lA)CO\‘//((liA\I;)lB) — P(B) - P(AN B)PzZ];(A)P(B)

= Pz(B),

COV(].A7 ]-B)

W(l — E(14))

P(ANB)— P(A)P(B)
P(A)

ag —l—bo = E(lB) +

= Pa(B)
on a bien :

pG(]_B) = ao]_A + bo(].A + 12) = (ao + b())].A + b()]_z = PA(B)].A + PZ(B)]‘K
Exercice 3.04.

On dit que le réel m est une médiane de la variable aléatoire a densité X si, et seulement si :

P(X <m)=P(X >m) =3

Partie 1
Soit X une variable aléatoire réelle de densité fx, a valeurs dans X(2) = |a,b[, ou
—o00o<a<b< 4.
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On note F'x sa fonction de répartition.

1. Montrer que ’équation Fx(x) = L q’inconnue réelle z admet au moins une solution dans

2
R.
2. On suppose que Fx est strictement croissante sur ]a, b[. Montrer que I’équation Fx(x) = %
d’inconnue réelle x admet une unique solution dans R.

Cette valeur s’appelle la médiane de X et sera notée m(X).

Partie 11
Soit U et V deux variables indépendantes suivant la loi uniforme (|0, 1[).
1. a) Déterminer m(U) et E(U).

b) Déterminer m(U?) et E(U?).

Q}

2. On définit la variable Z par Z = +.

<

a) Déterminer la loi de —V.
b) En déduire une densité de U — V.

¢) En déduire la médiane de Z.

Solution :

Partie I.
1. La variable aléatoire X est a densité, donc F'x est continue sur R. De plus lim Fx(z) =0
xr—r—00

et 11141_1 Fx(z) =1,et 0 < 1/2 < 1, donc d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires,
Tr—r+00

I’équation Fx(z) = 1/2 admet au moins une solution dans R.

2. Comme lim F(x) =0 et lirr%) F(z) =1, la stricte croissance de F' sur |a, b[ assure 1'unicité
Tr—a Tr—r

de m dans |a, b] (et il ne peut pas y en avoir d’autres en dehors de cet intervalle!).

Partie II.

1. a) Pour z € [0,1], Fy(z) = x, donc m(U) = % D’autre part, E(U) = % (c’est du cours)
b) U%(Q2) = [0,1] et pour = € [0,1] ,

Fis(z) = P(U? < 2) = P(U < /&) = Fu(Va) = VA,

donc m(U?) = %

Par la formule de Koenig-Huygens, E(U?) = V(U) + E(U)? = 1—12 + (%)2 = %

La médiane n’est donc pas toujours la moyenne !

2. a) D’apres le cours, comme V' suit une loi uniforme, alors —V suit aussi une loi uniforme.
On a donc —V — U([-1,0]).

b) Comme U et V sont indépendantes, alors d’apres le lemme des coalitions, U et —V le
sont.
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La fonction fiy étant bornée, on peut prendre pour densité de U — V :

400 1
gz fU(t)fv($—t)dt:/0 f-v (@ —t)dt.

Comme —V — U([—1,0]), on a :

fovz—t)=l<—= -1<2x—-t<0<=te [z,x+1].
min(1,z4+1)
On a donc : g(z) = / 1dt = min(1,z 4+ 1) — max(0, x).

max(0,z)
Ainsi :
z+1 1
—1<93<0:>g(:c):/ ldt=2z+1,0<2x<1 = g¢g(z) = /ldtzl—x,
0 T

sinon, g(x) = 0.

c)Ona:[Z<]lj«<= UL V]<=U-V<O.
0 0 2
Ainsi, P(Z <1)=P(U -V <£0) = / (t)dt:/(t+1)dt:[%+tﬁl:%,d0ne:
—00 —1
m(Z) =1

Exercice 3.05.

On considére une suite (X,,),en+ de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme

espace probabilisé (2,4, P). On suppose que X,, suit une loi de Bernoulli de parametre
€ ]0,1].

Pour tout n € N*, on pose Y,, = X,, + X, 41 Xn+4o.

On admettra que si une suite réelle (u,),en+ converge vers ¢, alors la suite de ses moyennes

n
(% > uk)nen+ converge aussi vers /.
k=1

1. Déterminer ’espérance et la variance de Y,,.

2. Soient 7 et j deux entiers strictement positifs et distincts. Etudier I'indépendance de Y; et
Y; selon les valeurs de i et de j. Calculer la covariance des variables aléatoires Y; et Y.

Y1_|_..._|_Yn‘

3. Pour tout entier n strictement positif, on pose Z, o

a) Calculer 'espérance de Z,,.

b) Montrer que pour tout n € N*, on a : V(Z,,) < %

4. Dans cette question, on consideére deux variables aléatoires U et V définies sur (€2, .4, P),
un nombre réel ¢ et un réel strictement positif e.
| > §} :

a) Montrer que : [|U —¢| > €] C [\U— V| > } U [ 5

b) En déduire que P(|U —¢[ > ¢) < P(|U = V| = §) + P([V — [ > §).
5. On suppose dans cette question que la suite (p,)nen+ converge vers p. Montrer que la suite
(Zn)nen+ converge en probabilité vers une variable aléatoire que 1’on déterminera.
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Solution :

1. En utilisant I'indépendance des variables de Bernoulli X,,, on trouve :

E(Yn> = E(Xn) + E(Xn—i—l)E(Xn—i—Z) = Dn + Pn+1Pn+2
De plus, on a :

E(Y?) = BE(Xn + Xny1Xnt2 + 22X, X0 11 Xn12) = Do + PugiPns2 + 2PnPniiPnta-
D’ou :
V(Y,) = E(Y,?) — E(Yn)? = pn + Prns1Pnt2 + 20nPnt1Pnt2 — (P + Pry1Pns2)?
= Pn + PntiPnt2 = Do — Drs1Paso = Pl = pu) + Pag1Pnt2(1 = PuiiDnya)-

2. Par symétrie, on peut supposer que ¢ < j. On voit (lemme des coalitions) que les variables
Y; et Y; sont indépendantes des que j > i + 2 et dans ce cas Cov(Y;,Y;) = 0. Elle semblent
clairement dépendantes lorsque j =i+ 1 ou j =i + 2 (ce qui sera confirmé par le calcul de
la covariance).

Posons g = 1 — pi, en utilisant la bilinéarité de la covariance et I'indépendance, il vient :
Cov(Y;, Yit1) = Cov(Xit1Xiyo, Xit1) + Cov(Xit1 Xivo, XitoXits)
=FE(Xin1Xit2) = E(Xip1 Xit2) E(Xip1) + E(Xi1 Xiy2Xi43)
—E(Xit1Xip2)E(Xiy2Xit3)
= Pi+1Di+24i+1 T Pi+1Di+2Pi+3Gi+22

De fagon analogue, on trouve Cov(Y;, Y;12) = pit1pit2qi+2l.

3=

n
3. a) Par linéarité de ’espérance, on obtient : E(Z,) = = > (pk + Pk+1Pk+2)-
k=1

b) Compte tenu des expressions trouvées précédemment, les propriétés de la variance nous

donnent pour n > 3 :
n n—1 n—2
V(Zn) = % Z V(Yk) + 2 Z COV(Y;‘vaH-l) +2 Z COV(Y;HY;'-FQ)
k=1 i=1 i=1
< 2n—|—4(n—12)+2(n—2) <8
n n

On vérifie que le résultat final reste valide pour les premieres valeurs de n.

4. a) Si w appartient au complémentaire de I’ensemble de droite, I'inégalité triangulaire nous
dit que w est dans le complémentaire de ’ensemble de gauche.

b) 11 suffit d’utiliser la question précédente et le fait que pour deux événements A et B on a
toujours P(AU B) < P(A) + P(B).

5. Comme la suite (p,)n,>1 converge vers p, on déduit de la propriété admise que E(Z,)
tend vers p + p?, donc que la suite de variables certaines (E(Z,,)),>1 converge en probabilité
vers la variable certaine p + p?. L’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev et la question 4. b)
permettent d’écrire :
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P(1Z, — 0* +D)e) < 25 + P(B(Zy) = —#| > §) = 0

—00
La suite de variables aléatoires (Z,,),, converge donc en probabilité vers la variable constante
égale p? + p.

Exercice 3.06.
Dans cet exercice, les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2,4, P).
Pour o > 0 donné, on dit qu'une variable aléatoire X est a-sous-gaussienne si pour tout t
réel,

E(etX) < eoz2t2/2

1. Soit X de loi normale centrée réduite. Montrer que X est 1-sous-gaussienne.
—t

t
2. Montrer que pour tout t réel % < et’/2, (on pourra utiliser ’écriture de

I'exponentielle sous forme de série).

3. Soit t réel. Montrer que pour = € [—1,1], on a

e:r< 1"2—xxet+1§xxe—t

4. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et a-sous-gaussiennes.
n

n
Soit g1, ..., i, des réels tels que Y pu? = 1. Montrer que Y. u; X; est a-sous gaussienne.
i=1 i=1

5. Soit X a-sous-gaussienne et A > 0.

a) Montrer que pour tout ¢t > 0, on a
242
2

P(X > )\) <exp (45— —tA)
b) En déduire que

2
P(IX] 2 3) < 2exp (= 25)

Solution :
1. Par le théoréme de transfert et parce que u — elu—t*/2

devant 1/u? au voisinage de 'infini :

“+o0 “+o0
B(etX) = 12 / otu—u?/2 1 ot7/2 12 / o= 1/2(t=w)? go, — ot”/2
V2T J_co V2T J _co

X est bien 1-sous gaussienne.

est continue sur R et négligeable

oo tn
2. On sait que e/ = > o Donc :
n=0 "

t — S 2n o0 2n
e +e t _ t2)/2
2 X < N
3. On remarque que 0 < 1% que 1 42' L <1 et que 1 5 L 1 —5 L — 1. Il reste & utiliser

la convexité de la fonction exponentielle sur l’mtervalle [—t,1].
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n
4. Par le lemme des coalitions et par indépendance, en notant S,, = > 1; X; :
i=1
™ L L 22,2 2,2
E(etsn) — E(H etﬂixi) — H E(etﬂixi) < H elauit?)/2 — o(a”t%)/2
i=1 i=1 i=1

5. En utilisant la croissance de la fonction exponentielle, ¢ > 0, et 'inégalité de Markov, il
vient
E(eX) _ ¢2’t’/2

242
t
P(X = \) = P(e!* > et?) < < S = exp (45— — 1))

De la méme fagon, car —X est a-sous gaussienne par la question précédente :

—tX ?t?/2 2,2
P(-X 2 ) = Pl 3 o) < B < €52 e (03 1)
(§ (§

Donc
a?t?
P(IX| > X) < 2exp (%5 — 1))
ceci pour tout t > 0.
A
o’
minimise I’exposant de I’exponentielle), on obtient le résultat demandé.

En prenant t = (une étude rapide de la fonction associée montre que c’est la valeur qui

Exercice 3.07.

Dans cet exercice, X1i,...,X, désignent des variables aléatoires non nécessairement
indépendantes définies sur un espace probabilisé (2,4, P).

Pour n € N*, on note M,, = sup X; 'application définie sur €2 par, pour tout w € 2 :
1<i<n

1. Montrer que M,, est une variable aléatoire réelle.
n

2. Montrer que pour tout réel t, P(M,, >t) < > P(X; > t).
i=1

3. On suppose dans cette question que les X; suivent la méme loi admettant un moment
d’ordre p + 1, avec p € N*.

Montrer que +/ sup |X;| converge en probabilité vers 0.
n /P 1<i<n

4. On suppose dans cette question que les X; suivent la méme loi normale centrée réduite.

—t2/2
a) Montrer que pour tout ¢t > 0, P(|X;| > t) < eT
b) En déduire un majorant de P( sup |X;| > t), pour ¢t > 0.
1<i<n

¢) Montrer que pour tout s > /2, lim [P( sup |X;| > s(lnn)t/?)] = 0.

n——+o0o 1<i<n
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Solution :

1. Pour montrer que M, est une variable aléatoire, il suffit d’écrire que pour tout ¢,

n
[M,, < t] = () [X; < t], intersection d’éléments de la tribu A donc élément de ladite tribu.
i=1

2. 0mn a
{w/M,(w) >t} ={w/Fi/X;(w) >t} = ’L:jl{w/Xi(w) >t}

n

P(Mn>t):P(U[Xi>t]) <§:P(X¢>t)

=1
3. Dans ce cas, la majoration précédente devient : P(M,, > t) < nP(X > t).

On utilise alors I'inégalité de Markov et |X;| au lieu de X;. On note Y,, = sup |X;| et il
1<i<n
vient, pour € > 0 :

P(Y, > n'/Pe) < nP(|X| > n'/Pe) = nP(|X|PT! > plT1/peptl)

_EB(XPTY _ Clep)
S el T 1/p

derniere quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oc.

4. a) On utilise une intégration par parties :

2 e 2/2 2 e ue /2
(X2 1) = = / e = 2 / 2

o—u’/2 +Oo oo o—u’/2 o—t’/2
= 1/ —/t 2 du) < 7

b) D’apres les questions precedentes, pour t >0

—t
P(suwp X > 1) <0ty
1<i<n

c) Enfin, pour s > 2 :

P( sup |X;| > s(lnn)*/?) < nP(|X| < sVInn)

1<i<n
2
e—s Inn/2 e—21nn/2

— 0

n——<mn
svVinn svinn 8\/111 n—00

Exercice 3.08.

Dans cet exercice, (X,)n,>1 est une suite de variables aléatoires positives a densité,
indépendantes de méme loi. De méme (Y;,),>1 est une autre suite de variables aléatoires
positives, a densité, indépendantes de méme loi. On suppose que les densités de X; et Y
sont continues strictement positives sur R et que X7 et Y; admettent une espérance.

Enfin, on suppose que pour tout n > 1, on a E( mm X;) = E( min Y;).
<i<n 1<i<n
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1. Soit Z une variable aléatoire positive a densité admettant une espérance.

+oo
Montrer que E(Z) = / P(Z >t)dt.
0

2. On note F' la fonction de répartition de X; et G = 1 — F. Exprimer la fonction de
répartition F;, de 1r<n‘i£1 X;, puis G,, =1 — F,, en fonction de G.
<i<n

400 1
3. Montrer que pour tout n > 1, / [G(t)]™dt = / nu™tG71(u) du, ot G~ désigne la

0 0
bijection réciproque de G (on effectuera le changement de variable u = G(t)).

On admet le résultat suivant : si f est une fonction continue sur un segment [a,b] et si pour

b
tout polynome Q € R[X], on a / Q(t)f(t)dt =0, alors f est la fonction nulle sur [a,b].

4. Montrer que X; et Y7 suivent la méme loi.

Solution :

1. Soit F' la fonction de répartition de Z et f une densité. Pour tout A > 0 :

A A
/ tf(t)dt = [H(F(t) = )] +/ (1 - F(t))dt
“+oo +oo

Or A(1 - F(A) = A flu)du < / uf(u)du — 0 (reste d’une intégrale

convergente).

400 +o0
Donc, par passage a la limite : E(Z) = / (1—F(t))dt = / P(Z > t)dt.
0 0

2. Pour tout t > 0 : lini (Xi>t)=N[X: > 1)
<isn i=1

et, par indépendance :
Gu(t)=P( inf X;>t)=P(N(X;>1))= [1 P(Xi > 1) = [G(1)]".

1<i<n i=1 i=1

3. La variable aléatoire X; étant a densité strictement positive, la fonction G est strictement
croissante et de classe C1. Donc G™! existe. En utilisant le changement de variable u = G(t)

de classe C!, il vient
A G(A)
/ G(t)"dt = / u"d(G™h)
0 1

Une intégration par parties donne

G(A) G(A) G(A)
/ u"d(G™) = [U”G_l(u)] —/ nu™ G (u)du
1 1

1
Ona G 1(1)=0et lim G(A)=0. Ainsisi Z = inf X;, E(Z) existe et comme

A—+4o00 1<i<n
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+o0 +o0
AG(A)" = AP(Z > t) = A/ fz(t)dt < / tfz(t)ydt — 0
On a finalement

E(Z)= /0+00 G(t)"dt = /O1 nu G (u)du

4. Si I et F5 représentent les fonctions de répartition de X et Y7, la question précédente
donne : pour tout n > 1

1 1
/u”lFfl(t)dt:/ u" T () dt
0 0

Par linéarité de I'intégration et le théoreme admis, Fy ' (t) = F; *(t) pour tout ¢t > 0 et par
bijectivité Fy(t) = F5(t), pour tout ¢ > 0.

Donc X, et Y7 suivent la méme loi.

Exercice 3.09.

Les variables aléatoires de cet exercice sont, soit a densité définie et continue sur R, soit
discretes a valeurs dans Z. Elles sont définies sur le méme espace probabilisé (12, 4, P).

On dit qu’une variable aléatoire X est symétrique si pour tout x € X(2),ona: P(X < z) =
P(X > —x).

1. a) Donner un exemple de variable aléatoire symétrique.

b) Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p € ]0,1].
Déterminer la loi de Y = 2X — 1. Pour quelles valeurs de p, Y est-elle une variable aléatoire
symétrique 7

¢) Soit X une variable aléatoire symétrique admettant une espérance E(X). Calculer E(X).

2. a) Dans cette question, X et Y sont deux variables aléatoires symétriques et indépendantes.
Montrer que X + Y est une variable aléatoire symétrique. On ne fera la démonstration que
dans le cas ou X et Y sont a densité et on 'admet dans le cas discret.

b) Montrer que si X7, Xo,...,X,, sont des variables aléatoires symétriques indépendantes,
n
alors leur somme S,, = X; est symétrique.
k=1

3. Soit X1, Xo,..., X, des variables aléatoires symétriques et indépendantes de méme loi.
k

Pour tout k € [1,n], on pose S = > X;. Soit # > 0 fixé. On définit une suite d’événements
j=1

(Q)k>1 par :

le[X1>x],etpourk>2,Qk:[ sup Sjéx]ﬂ[5k>a:]
1<j<k—1

a) Soit k € [1,n]. Montrer que [S,, — Sk = 0] N Q C [S,, > x| N Q.
b) Montrer que P([S,, — Sk = 0] N Q) > %P(Qk)
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n
4. a) Montrer que |J Q) = [ sup S; > z].
k=1 1<j<n

b) En déduire 'inégalité suivante :

P( sup S;>z) <2P(S, > )
1<j<n

Solution :

1. a) Un exemple est X suivant une loi normale centrée ou la variable constante nulle!!.
b)OnaY(Q)={-1,1} et PY =1)=P(X=1)=pet
PY=-1)=P(X=0)=1-p.

Cette loi est symétrique si et seulement si p = 1/2, puisque Y ne prend que deux valeurs.

c) Si 'espérance existe, par convergence et symétrie : E(X) =0

2. a) Soit U une variable a densité symétrique.
On a pour tout z réel F(x) = P(U <z)=PU > —x) =1— F(—x).

Par dérivation, il vient Fy,(x) = F};(—z), ce qui montre que I'on peut choisir une densité fis
paire.

Réciproquement si fi; est une fonction paire, le changement de variable t — —t donne :

x +o0
| i [ g

et U est symétrique.

Par indépendance, une densité de X + Y est
Frovia) = [ Fxle=fvitiat = [ fe(os0fe (-0t = [ fel=z = O (00
R R R

= fx1v(—z)
Donc X + Y est symétrique.

b) Par récurrence sur n et la question précédente.

3.a) Pour k=1,[5,—S51 20N =[5, = 51| N[X1 >z =[5 >z)NQ.
Pour k > 2, [S,, — Sk = 0] N Qi =[Sy, = Sk] N [Sk > ] N Q C [Sy, > x)] N Q.
b) En utilisant le systeme complet d’événements [S,, — Sk = 0) N Qy et [S, — Sk < 0) N Qy,
il vient
P(Qy) = P([Sn, — Sk =2 01N Q) + P([Sn, — Sk < 0] N Q)
puis comme S, — S = > X, est symétrique.
k+1
P(Q) = P([Sn — Sk = 0] N Q) + P([Sn — Sk > 0] N Q)
< 2P([S), — Sk =2 0] N Q)



94 ESCP Europe 2016 - Oral

n

4. a) Soit w € |J Q; il existe k tel que w € Qy, et donc S > x ce qui entraine que
k=1

max S; > z.

1<j<n

Réciproquement si w € §2 vérifie max S;(w) > z, alors il existe k € [1,n], tel que Sk(w) > =.
<j<n

On note ki, < ky < - -- la suite croissante d’indices pour lesquels Si, (w) > z, alors pour tout
Jj <ki,onaSj(w)<xetSg(w)>x;doncw e Qy,.

Si cette suite commence en k1 = 1, on a w € ).
b) On remarque que les (£2;) sont deux a deux disjoints.
Ainsi il existe un unique k tel que (1I<na<x S; > x) = Q.
<j<n
P( max Sj >IL’) :P(Qk) < QP([Sn — Sk > O]QQk) < 2P([Sn > I]ﬂQk)

1<j<n
< 2P(S, > )

Exercice 3.10.

Partie A

Soit X une variable aléatoire définie sur ’espace probabilisé (Q,.A, P) de loi uniforme sur
-4

1. Déterminer la fonction de répartition de X.

2. Prouver que X et —X ont méme loi.

3. Rappeler les valeurs de ’espérance et de la variance de X.

4. Démontrer que pour tout réel A > 0, e*X admet une espérance et calculer sa valeur.

Partie B
Dans la suite de l’exercice, (X;);>1 est une suite de variables aléatoires définies sur (2, A, P)

mutuellement indépendantes et toutes de méme loi que X. Pourn € N*, on pose S, = > Xj.
k=1

1. Démontrer que S, et S2 admettent une espérance et calculer E(S,,) et F(S2).

—x

2. Soit f : R — R D'application définie par f(z) = e“”—Te . Prouver que pour tout réel
A>0,ona:
E(e*Sn) = (

>n
f(w)

3. Prouver que pour tout réel u > 0, on a : ——= < exp(
démontrer que pour tout k € N, on a (2k + 1)!6%k!).

f

—~
N[>
N—r

o[>

2
%) (on pourra commencer par

~

)\2
4. Démontrer que pour tous réels t et A > 0, on a : P(Sn > ) Le MtnoT

2
5. En déduire que pour tout réel ¢ > 0, on a : P(Sn > t) < o= %
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6. Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite N(0, 1), exploiter la
question précédente et le théoreme limite central pour établir que, pour tout réel t > 0 :

t2
P(Z>t)<e 2

Solution :

Partie A.

1. Si F est la fonction de répartition de X :
0 six < —1/2

Flz)={ 142 si-1/2<2<1/2.
1 six>1/2

\)

2. Clair!

3. Ona E(X)=0et 0%(X) = 5

4. Le théoreme du transfert assure que

00 1/2
B(eM) = / M fx (1) dt = / = e e,
Partie B.

1. Immédiatement E(S,) = E()>_ X;) = > E(X;) = 0 par linéarité.
i=1 i=1

De plus 52 = (3 XZ-)2 =Y X?+2 Y X;X;. Par indépendance des (X;);>1 , on a:
i=1 =1 1<i<j<n

E(XzX]) = E(XI)E(XJ> = O, d’ou :
B(S) =B(XX7+2 ¥ XX) =Y B -

1<i<j<n i=1

n n
2. Comme S, = Y X;, on a e = e i=t = [[ M. Pour tout entier » non nul,

i=1 T
I'indépendance mutuelle des (X;)1<i<n , assure que les variables
meémes mutuellement indépendantes et donc :

(i) 1<i<n sont elles-

B = B([T ) = [T B(e™) = [T (e - e2) = 1T 12/(1/2)
= i=1 i=1
:z-li[ ( )\A/2
D’ou : E[e)‘sn} ( ))
3. Pour tout réel u : (1) _— N
1] d K (D) 1 &, kR 2Rt
f(“)_ﬁ(izoﬁ_;o i )_§(k§02(2k+1)!) _,;::O (2k+ 1)

) 2k
D’ou pour tout réel u > 0 : # =5 4
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D’ ) u? S u2k

autre part : € 6 = P 6l
Pour tout entier k, on considere la propriété : P(k) : (2k + 1)! > 6k
— la relation P(0) est vérifiée.
— Supposons P (k) vraie pour un certain rang k, on a
2k+1)+1)!'=2k+3)2k+2)(2k+ 1) =22k + 3)(k + 1)(2k + 1)!

> 6(k+1)(2k +1)! > 6(k + 1)6%k!

Donc (2(k + 1) + 1)! > 65T (k + 1)! et P(k + 1) est vraie.

u2k u2k:

<
2k + 1) S gFg1

Ainsi P(k) est vraie pour tout entier k, en conséquence , pour tout k :
2
qui établit que : Vu > 0, # < e%(*).

4. Pour tous réels t et A > 0: S, >t <= e > e’ don P(Sn > t) = P(eksn > eAt).

Comme e est positive et admet une espérance, par I'inégalité de Markov , on a :
fA/2)\™
ASy =
P(e*n > eM) < % puis (1) entraine P (e > eM) < ( /\e/’\i )

De () on déduit : P(Sn > t) < ef’\H”ﬂ.

2
5. Pour t et n fixés, le polynome q : A — —\t + n%‘ 1 est minimum pour A = % et son
2
minimum est g( 12t) —6 . On déduit pour A = 12 que P(S ) < o= %
6. Pour tout entier i, V(X;) = 02 = % le théoreme central limite s’applique.
Pour tout ¢t >0, hm P(\/T/L— >t)=P(Z>t),ou Z suit la loi N(0,1).
\f ) S, 2 .
OrP \/_,/ t douP(\/T>t) <e 2 etiln’y aplus qu'a
n

faire n — oo.

Exercice 3.11.
Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un espace

probabilisé (€2, A, P).

Soient A et p deux réels tels que A >0et 0 < p < 1.
On considere le couple de variables aléatoires (X,Y) & valeurs dans N2, de loi définie par :

—Ayn, k n—k
A"'p¥(1 —p) .
0 sinon.
1. Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi de probabilité sur N2.

2. Déterminer la loi marginale de la variable aléatoire X, puis celle de la variable aléatoire
Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
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3. Déterminer la loi conditionnelle de la variable aléatoire Y, sachant que (X = n) est réalisé.

4. Soit Z la variable aléatoire définie par Z = X —Y . Déterminer la loi de la variable aléatoire
Z.

5. Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?

Solution :

Remarquons que la loi du couple (X,Y) peut s’écrire :

e—)\/\npk(l _ p)n—k N
kKl(n —k)! {0<k<n}

P{X =nY =k} =

1. Pour tout (k,n) € N2, P[{X = n,Y = k}] > 0. 1l suffit de vérifier que > > P[X =

n=0 k=0
n, Y — k] = 1.
On écrit :
Ayn, k n—k
TL;O kz::oP[X =Y =H= nz::o kz::o El(n — k)! Lio<k<ny

S L PX=nY=k=c?Y A —eter =1
n=0 k=0 n=0 T

2. Par définition, la loi marginale de la variable aléatoire X est donnée par, pour tout n € N :

PIX —n]= S PIX =,y — k] = 32 oA A=p)"

=0 ’ =0 El(n — k)! n!

Ainsi X suit la loi de Poisson de parametre A > 0.

Par définition, la loi marginale de la variable aléatoire Y est donnée par, pour tout k € N :

o) = A p)
k!p nz::k (n —pk:)!

PIY =k = 3 P[X =nY =} =

- k k
e (A _ “ap (A
PlY =k] = —]i!p) A1-p) _ 4 /\p% :
Y suit la loi de Poisson de parametre Ap > 0.
Ona:PX=0=e?P[Y=0=e ", PIX=0Y=0=e? ete e #£e

D’ou on déduit que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.
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3. La loi conditionnelle de la variable aléatoire Y sachant {X = n} est bien définie et est
donnée par, pour tout k£ € N :
_ = PX =nY =k _ e \"pP(1-—p)" n!
PocenlV =M = =g o = R Mok Sy
Pix=nm)lY = k| = (Z)p’“(l = )" Ljo<rn)
Ainsi, la loi conditionnelle de la variable aléatoire Y sachant {X = n}, est la loi binomiale
de parametres n et p.

4. D’apres la formule des probabilités totales on a, pour tout n € N :
00 oo —Aynt+k ki1 o \n

P(Z=n)=3 P(X=nthn¥=k)=3 A r(=p)
k=0

=0 kln!
_ PO =p)]" & (p)”
- ¢ TP

P(Z=n)= e—A(l—m[A(ln;'P)]”

On voit que la variable aléatoire Z suit la loi de Poisson de parametre A(1 — p) > 0.
5. Nous avons, pour tout (k,n) € N? :

k n — M\ k+n_k n
* P[Y — ]{I]P[Z — ,n] — e~ P ()‘p) e—)x(l—p) [)‘(1 — p)] _ ¢ A p (1 _p)
k! n! k!n!
*PlY=kZ=n|=PY=kX-Y=n=PX=n+kY =k
e—)\)\n—i—kpk(l . p)n
kn! ’
On en déduit que les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes.

Exercice 3.12.

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace
probabilisé (€2, .4, P) et suivant toutes la loi de Poisson de parametre § > 0 inconnu.

3 X
k=1

Pour n2, on pose M,, =

Shl

—cM,

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, la variable aléatoire e admet une espérance, et la

calculer.

n
n—1

2. Pour n2, soit ¢,, = nln ( ) On choisit 7}, comme estimateur de e~?, ott T}, est défini

par :
Tn(Xl, R ,Xn) = e_C"M".

a) Montrer que T}, est un estimateur sans biais de e=?.

b) Calculer la variance de T,.

c¢) Montrer que, pour tout 6 > 0, (T},), converge en probabilité vers e=?.

Solution :
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1. La variable aléatoire M,, étant a valeurs dans N et la constante ¢ étant positive, on déduit
que : 0 < e~ *M» < 1. Ainsi, la variable aléaotire e~“M» est bornée et admet donc une

espérance.
_% Z X n c n c c n
BleeM = Ble "= )= B[] %] = [] Ble %) = (Ble %))
k=1 k=1
D’apres le théoreme de transfert :
c 00 e, pk 00 -5 0\k _c _c
E[e‘ﬁXl] — e—9 Z e_ﬁk9—| — 6_0 Z (e '9) — e—QeGG no_ e—9(1—e n).
k=0 k! k=0 k!

_c
On conclut que : E[e=¢Mn] = ¢=n0(1—e ™)

2. a) D’apres la question précédente, nous savons que cette espérance existe et vaut :

E[Tn<X1, ce 7Xn)] = E[e—chn] — e—nO(l—efﬁn)

a - n n-l1 — - 5
De plus, e~ F —e ln(n—l) = eln( n ) = nTl Ainsi, 1 — e~ = % et on conclut :

E[Th(X1,...,Xn)] = e 07 = e,
Par définition, cela signifie que T}, est un estimateur sans biais de e?.
b) D’apres la question 1, T;, admet un moment d’ordre 2 et par définition
VT, (X1, -, X,)] = Ele” 22 Mn] — Ble=enMn]2 = Fle=2nMn] _ 720,

d’apres la question 2 a)

_2¢cn
D’aprés la question 1, E[e~2¢nMn] = g=nf(1—e" ")
2 = _ 2 u h— . .
De plus, e~ 7 = (nTl)z et 1—e 2 = 2n—1 Ajpg .
n

et on conclut que :

VLW X)) = e e — o2 = 2 1),

M

c) D’apres la question 1, la variable aléatoire e~ °»*» a un moment d’ordre 2, on peut donc

appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Ainsi, pour tout € > 0, on obtient en utilisant les questions 2 a) et b) :

g, 0
€

2 , 0 .. . . s 1.

Etant donné que em admet 1 comme limite quand n tend vers l'infini. On déduit de la

question 2. ¢ que, pour tout # > 0, pour tout € > 0 :
lim P[|T,(X1,...,X,) —e ?| >¢] =0,
n—oo

ce qui signifie que pour tout § > 0, (T},(X1,...,X,)), converge en probabilité vers e=?.

Exercice 3.13.
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On considere une suite de variables aléatoires (A, ),en+ indépendantes et de méme loi
exponentielle de parametre 1, définies sur un espace probabilisé (€2, F, P).

On pose Ty = 0 et pour tout entier naturel n non nul, on note 7;, la variable aléatoire définie
par :

Tn = Z Az
i=1

1. Pour tout entier naturel n, déterminer ’espérance et la variance de la variable aléatoire
T,.

2. Soit t un réel positif ou nul.
a) Pour tout entier naturel n strictement supérieur a t, justifier la relation :
(T, <t) C(|T, —n| =n—1t)
b) En déduire la valeur de lim P(T,, < t).
n— o0

oo
¢) Montrer que 1’événement [ (Tx < t) est de probabilité nulle.
k=1

3. Soit ¢ un réel positif ou nul. Etant donné un élément w de Q, on note N (t)(w) le plus
grand élément de l'ensemble {n € N / T},(w) < t} (qui contient 0) si cet ensemble est fini, et
0 sinon.

Montrer que I'application N (t) est une variable aléatoire réelle vérifiant :
P(N(t) =0) = P(Ty > t).
4. a) Pour tout entier naturel n non nul, reconnaitre la loi de la variable aléatoire T,.
b) Montrer que pour tout réel strictement positif ¢ et pour tout entier naturel n on a :
no Lk —t to, \n
> Le | -t (Gl evdu =1
= k! o n

c¢) En remarquant que pour tout entier naturel n, P(N(t) < n) = P(T,+1 > t)], en déduire
I’égalité :

d) Pour tout réel ¢ positif ou nul, reconnaitre la loi de la variable aléatoire N(t).

Solution :

1. La variable aléatoire T,, admet une espérance et une variance comme somme finie de
variables aléatoires admettant une espérance et une variance.

E[T,] = E[é1 Ay] = k:E[Ak] — nE[A1] = n, V[T, = V[é:l Ay] = él V[A]

Soit :E(T},) =V (T},) = i l=n
k=1

car les variables aléatoires Aq,..., A, sont indépendantes et car E(A;) = V[A{] = 1.
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2.a) (T, <t) C (|T,, — n|n —t) (le deuxieme événement est (T),t) U (T,,2n — t))

b) La variable aléatoire a une variance car somme finie de variables aléatoires ayant une
variance. Ainsi, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
T,
Ve > 0,P||T, — E[Ty)| > ] < Yl _ n
€ €
Pour e =n —t > 0, et en utilisant la question 2 a), on obtient que pour tout n € N tel que
n>t:
0< PHT, <t}] < P{|T, —n|>n—1t}] < ﬁ
# tend vers 0 quand n tend vers I'infini, on en déduit par encadrement que :
/rL —
lim PH{T, <t}]=0.
n—oo
c) Pour tout k € N*, posons Ay = {T} < t}. Alors, étant donné que les variables aléatoires
Ay, sont positives, la suite (Ag)ren est une suite décroissante d’événements, ainsi d’apres un
théoreme du cours :

Comme

P[ﬁl 4] = lim P[A] =0,

3. D’apres I’énoncé :
PH{N(t) =0} = P[(T1 > t) U {kO
= PUTy > t}],

(T <0} =PI > 1)+ P[’fi(Tk <#)]

4. a) La variable aléatoire T;,, qui est somme de n variables aléatoires indépendantes de loi
exponentielle de parametre 1, suit une loi gamma de parametres n et 1.

b) Pour tout réel t, e te’ = 1. Le résultat est obtenu en remarquant que 1’application exp est
de classe C'° sur R, et en appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre n + 1
en 0.

c) D’apres 'énoncé, P[{N(t) < n}] = P[{Th+1 > t}]. D’aprés la question 4 a), la variable
aléatoire T},4 1 suit une loi gamma de parametres n + 1 et 1.

n!

t n
PIN(t) <n]=P[lh41 >t]=1—P[T41 <t]=1 —/ Le2dy
0
En effectuant le changement de variables =t — u qui est C!, nous obtenons :
t (t B u)n n ok
P[N(t)<n]=1 —e_t/o ety = Sk
d) Pour tout réel ¢ strictement positif et pour tout entier naturel n, nous avons :
n_ —t
PIN(t) =n] = PIN(t) <n] = P[N(t) <n —1] = L8~
Ainsi, on conclut que pour tout réel ¢ strictement positif, la variable aléatoire N (t) suit la
loi de Poisson de parametre t.
Sit =0, alors P[N(0) = 0] = P[T1 > 0] = 1. Ainsi, N(t) est la variable aléatoire constante

égale & 0 (qui est aussi, si on ose, une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre
0).
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Exercice 3.14.

Soit (£2, F, P) un espace probabilisé et (X;);en+ une suite de variables aléatoires définies sur
cet espace, mutuellement indépendantes de méme loi ayant pour densité la fonction :

[ t'—>92 1j0,01(2)

ol 6 est un parametre réel strictement positif.

- n
Pour tout n € N*, on pose X,, = % D¢

X_n est

\G][OV

1. a) Calculer E(X7) et en déduire que pour tout n > 0, la variable aléatoire T}, =
un estimateur sans biais du parametre 6.

b) Calculer son risque quadratique rr, (f) et étudier la convergence en probabilités de la
suite d’estimateurs (7},),>0-

2. Appliquer le théoreme limite central a_(X_n) En déduire un intervalle de confiance au
niveau 95% pour 6, basé sur l'estimateur X,, . (Si on note ® la fonction de répartition d’une
variable aléatoire qui suit une loi A(0, 1), on donne, pour t = 1,96 : 2®(¢) — 1 = 0, 95)

3. Soit la variable aléatoire : M,, = sup{Xy,...,X,}.

a) Calculer la fonction de répartition G de M,,.

b) Soit § > 0. Etudier la convergence de la série de terme général P(|M,, — 6] > 6).

c) Calculer E(M,) et étudier les propriétés de la variable aléatoire M 2n2—i— 1M en

tant qu’estimateur du parametre 6.

Solution :
0
a) Ona E(X) = / txggdt %9.
Pour n > 0, E(T,) = %E (X) = 0 donc T, est un estimateur sans biais du parametre 6.

b) On a 17, (0) = V(T,) + (B(Tn) — 0)% = V(T,) + 0 = V(3X) = %x#an(Xl) (car les

X; sont indépendants).
2 2
Or V(Xl):/ 2 ggdt—(§9)2 L do:rp, () = £
L’inégalité de Bienaymé TChebycheV permet de conclure a la convergence de la suite
d’estimateurs (77,),

2. On applique le théoreme limite central a la, suite de variables aléatoires (X, ), : la suite de

X - \/18 ny

— 2v/2n converge en loi vers une

variables aléatoires réelles : Z, = \/n

ﬁ‘%
oo

variable aléatoire Z de loi N(0,1).
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Ainsi P(—t < Z, <t) =2®(t) —1 2095 <= &(t) > 0,975 <=t > 1,96
soit

—t< 7, <t<=—=V2n—-t < V1 X <V2on+t

e 3VmX, g 3VaX,
2v/2n + 1,96 2v2n + 1,96

3v2nX, 3v2nX,
2v2n + 1,96 2v/2n —1,961°

P(X < ) (intersection d’événements indépendants

0 six <0
et de méme probabilité) et P(X / f(t) zg—z sio<x <o
1 six >0
0 sizx <0
D’ou la fonction de répartition : G(z) = P(M,, < z) = (%)2” si0<z <0 .
1 sixz>0

D’ou 'intervalle de confiance cherché : [

a) Soit unréel z,ona P(M, < z) =

||::]:

b) x Si0 < <0 Alors :

P(|M,, — 0] > 8) = P(M,, < 0 — ) +1 — Py(M,, < 6+ 9)
:G(e—5)+1—a(9+5):($

0—0o
_(T

On reconnait une série géométrique de raison < 1 donc convergente.

)2n+1_1

)2n

* Si 0 < 0, tous les termes de la série sont nuls.
¢) Une densité de M,, est g(z) = 221~ M1p,01(2).

9271
2n  2n 2n
On a: E(M, /9% d.r—2n+19,
M, est un estimateur biaisé de 6 ce défaut est corrigé avec M,, ' = 2n2;zi_ 1 M,
On a: gy (0) = Vo(My) + (Eo(M;) — 0) = Vo(M},) = (25E1)2v; ()
)
0 V(M) = By(M2) ~ (20" = | Bt = (2p20°
2
— (g2 _ (2n__y2p2 _ 0
G ~ G 7) (n+1)(2n + 1)2
) N 6>
d () = — 22— < 0).
ou TMTL( ) 4n2(n+1) TTn( )

Cet estimateur de # est donc de meilleure qualité que T,.
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Exercice 3.15.

On considére un jeu de roulette avec n issues possibles (les numéros allant de 1 a n). Une
partie est constituée d’exactement n lancers successifs de la boule. Pour une partie donnée,
on note :

e A, I'événement : chaque numéro sort exactement une fois,

e X, la variable aléatoire égale au nombre d’apparitions du numéro ¢,
n

® Sp=7> 1ix,—0)
i=1

1. Calculer la probabilité de ’événement A,,.

2. Donner un équivalent de P(A,,) lorsque n tend vers 'infini. (On pourra utiliser la formule
de Stirling n! ~ \/271'77,(%)” ).

Dans toutes les questions suivantes, le nombre n est fizé.

3. a) Quelle est la loi de X; 7

b) Pour j,k € N, calculer la probabilité conditionnelle Pix, 4.4 x
variables aléatoires X; ,1 < 7 < n sont-elles indépendantes 7

(X, = k). Les

n—1:j)

4. Que représente % ? Calculer £ (%) puis en donner un équivalent pour n — +o00.

5. On note S;, le nombre de numéros sortis exactement une fois lors d’une partie et S;, le
, : . . . S/ S,
nombre de numéros sortis au moins deux fois lors d’une partie. Calculer £ (?”) et £ (Tn)
6. a) On effectue une suite de parties toutes de méme nombre de lancers n fixé. Pour tout
J € N*, on note T}, TJ’-7 ij’ respectivement les proportions de numéros sortis 0, 1 ou au moins
2 fois au cours des n lancers de la j ieme partie. Montrer que les trois variables aléatoires

%(Tl +--+TN), %(T{ +--+Ty) et %(T{’ + .-+ T};) convergent en probabilité.

b) Pour une roulette standard : n = 37 numéros, on donne (%)37 = 0.362 et (%)36 =
0.372. Conclure.

Solution :

1. Les résultats des lancers sont indépendants ; chaque nouveau lancer doit faire apparaitre

un numéro différent : P(A,) = %xn—_lx . Xl _nl

n n p"

2. Onan!~ \/27rn(%)” donc P(A,,) ~ 2mne ™.

n
3.a) Ona X; = ) b;; oub;;,1 < j <n est une variable aléatoire de Bernoulli qui vaut 1
j=1

si le numéro ¢ sort lors du jeme lancer, son parametre est % Il y a répétition de n épreuves
indépendantes donc X; suit la loi binémiale B(n,1/n).

b) On remarque : X1 + ---+ X,, = n, d’ou pour j,k > 0,
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1 si k=n—7j
P(X1+...+Xn,1:j)(Xn = k) - {0 sinon

Si les X; étaient indépendantes alors les variables X7 +---+ X,,_1 et X,, devraient aussi étre
indépendantes (lemme des coalitions) ce qui contredit la calcul de la probabilité conditionnelle
ci-dessus.

Donc les variables aléatoires X;,1 < 7 < n ne sont pas indépendantes.

Sp

4. La fraction =2 est la proportion de numéros jamais sortis au cours des n tirages. Par
linéarité de ’espérance, et le fait que tous les X; ont méme loi, il vient :

B3 =13 P =0) = P =0) = (§) ()P0 - == by eet

n
5.0n a
Spy_ 1 ¥ _1y— _ (n)/1 Lyn—1_,1 1yn—1
BT = 5 L PG=1) =P =1)= (1) (0 - =nf(1- D)
1\n-1

=(1-=)
o Sh S S, 1 1yn—1

/ " __ Mny __ 1 _ Pn) _ MYn)y — 1 _ L — = \n—-
SutShtSt=n = B =1-B@) - p2)=1-2-Ln-1
6. a) Pour n fixé, les variables 73,1 < j < N sont indépendantes de méme loi et admettent

1

une espérance E(T};) = (1— )" et une variance ; la loi faible des grands nombres s’applique :

n
. 1 1
| = e — (1= L) ] —
V5>O,N1_r>IéOP|N(T1—|— Tn) — ( n) | >el =0
Il en est de méme pour T; et 7}', d’olt les convergences en probabilité :

N (Tt Ty) = (L= = ()

N n
N T+ Th) = (1= )t = ()
M+ TR 5 1= (2 - Hya - )t
b) Pour une roulette standard : n = 37 numéros, (%)37 = 36,2% des numéros ne sortent

pas, (%)36 = 37,2% des numéros sortent 1 seule fois et les autres 26,4% sortent au moins 2

fois.

Exercice 3.16.
1. Soit (a,,) une suite réelle croissante qui converge vers ¢ € R.

Montrer que Vn € N, a,, < /.

2. On pose pour tout entier n > 0 : a,, = 4—7? (%?)
a) Montrer grace a la formule de Stirling : n! ~ (ﬂ)n\/ 27n que la suite (ap)nen+ converge

@

vers un réel a déterminer.

b) Montrer que pour tout entier n > 0 :
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(Wntl-vn)?? _ 1 1 L(l_ 1

2vnvn+1  VJrdn(n+1) 8/r
c¢) Montrer que pour tous les entiers k, tels que 1 < k < p:

Ogap—akg 1

8k\/m

2
1 1 o1 1 aj, 1

—= — 0k < =, PUWls — — ——5 < 75 < =

Jr Sy P TR T a2 Sk S Tk

3. Dans un plan rapporté a un repere (O,;, j), une puce située a un instant ¢ au point

de coordonnées (i,j) € Z2? se déplace aléatoirement pour aller en 1'un des 4 points
(i+1,7—-1), (i+1,574+1), i—1,7—1), (i—1,j+ 1) avec la méme probabilité & I'instant

t+ 1. La puce est a 'origine O a l'instant t = 0 et chaque saut est indépendant du précédent.

n n+1

0<Gn+1_an:an

et en déduire, pour tout entier £ > 0 :

0<

On note Xj et Y les coordonnées de la puce a l'instant k.
a) Calculer la probabilité des événements (X = 0) et (Y, = 0).

b) Pour n > 1, on note U,, le nombre de passages a l'origine O entre les instants 1 et 2n.
n 2

Montrer que : E(Uy,) = >, Yz
=1k
¢) En déduire un équivalent de E(U,) lorsque n tend vers +oo. (On pourra utiliser :

>~ 1 ~1In(n) lorsque n — +00.)
k=1

Solution :

1. Par I’absurde : §’il existe ng tel que : a,, > ¢ alors Vn > ng,a, > ¢+ € (en posant
Ay — 4
5— )

€ =
d’oul en passant a la limite : £ > £+ ¢ = € < 0. Ce qui est absurde.
2n32n, /A

2. a) Soit n > 0. On a a, = %(%ﬁ) ~ 4—7?% = # Donc (an)nen+ converge
vers ﬁ
b) Pour tout entier n > 0 :

il _ gy n+1—2ynvn+1 _  (Vn+1—+n)?
_— — = Qan = Qn
an, 2v/nvn + 1 2v/nvn + 1

® any1 — ap = ap , donc

Gn+1 — Qn P 0

o (ViFl-ymp=_tl-n L

(Wl =) (\/n+1+ﬁ)2<4\/n(n+1)’

car (Vn+1++yn)?—4y/nn+1)=(/n+1-n)>=>0
CES BN 1
2vnvn+1 = "4y/n(n+1)2/n(n+1)
gSn(nn—kl)

o dou:0<apr1 —a, =ay
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e enfin, a, < 1 et 1 1

1 _1
Vo onn+1) n n+l
c)Soit 1 <k<p:
e a, —ai > 0 car la suite (an) est croissante.

1 1
8\/_( _)

entrainent : a,4+1 — a, <

e et par télescopage : 0 < a, —

8k\/_

e pour tout entier k£ > 0, on fait tendre p vers +oco, on obtient : 0 < i ar < 1
P P v %S 8k
2 2
1 1 a 1 .. . 1 1 a 1
® Duils : E(l — @)2 < ?k < %, ce qui 1mp11que que % — W < ?k < %

3. a) Par symétrie : P(X; =0) = P(Y, = 0).

Pour k impair : il est impossible de revenir en 0 apres un nombre impair de déplacements.
Pour k£ = 2p pair : il faut autant de déplacements vers la droite (+1) que de déplacements
vers la gauche (-1)

Py =0) = (T) 5 =22

p/2*  \/p
2n
b)Sin>1,U, = ) lx,—y,—o- Par indépendance des variables aléatoires X et Y}, :
k=1
2n 2n
E(U,) =Y P(X,=0NnY,=0)=>» P(Xz=0)P(Y; =0)
k=1 k=1
n n ) n ai
=Y P(Xox =0)P(Yo, = 0) = ¥ (P(Xox =0))* = -~
k=1 k=1 k=1
On utilise la question 2.c : 1 ﬁ < L d’ot en sommant :
4 Tk E STk '
1 1« 1 1 1
1 1 _ < EU 1 1
T kgl k kgl Ark? (Un) < Tk

n
Or la série harmonique diverge vers +o0o et la série Z 1 5 est une série de Riemann

EU.) _ 1 E(U,) ~ % S 1n7(r n)

n
Z 1 T k=1
k
k=1

convergente d’ou : lim lorsque n tend vers +oo.

n——+oo

Exercice 3.17.

1. Dans un schéma de Bernoulli de probabilité de succes p € |0, 1], on définit, pour n € N*,
la variable aléatoire X,, égale au nombre d’échecs avant le n®™ succes. Déterminer la loi de
Xn.

On dit que X,, suit la loi binomiale négative de paramétres n et p.

Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire définie sur (2, A, P) a valeurs
dans N ; on note : Vk € N, P(X = k) = py
On dit que X appartient a £, si X vérifie la propriété suivante notée (P) :
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a=0oubla€Z
YEEN, pp=(a+ ) prs

On cherche a déterminer les lois des variables aléatoires appartenant a €.

Ja € |—o0,1[,3b € RY, tels que

2. a) On suppose a = 0.
Quelles variables aléatoires vérifiant (P) obtient-on ?

b) Vérifier que toute variable aléatoire suivant une loi binomiale B(n,p) appartient a &.
Que valent alors a et b7

¢) Méme question pour une loi binomiale négative.

d) On suppose que X € £ admet une espérance. Exprimer F(X) en fonction de a et b.
Vérifier ce résultat pour les variables aléatoires obtenues aux questions a) et b).

3. Dans cette question, on suppose que X vérifie (P) avec a # 0.

k k—1
a) Montrer que : dc € R,Vk € N*, pi. :po% ']:[O(c—ki).

)
b) Déterminer la loi de X si a < 0.
c¢) Déterminer la loi de X si a € ]0, 1].
d) Conclure.

Solution :

1. C’est une question classique : X,,(2) = Net P(X,, =k) = <n e

k ) p" (1 - p>k-

k
2. a) Si a =0 alors pp = %po (par récurrence), et pg = e~ par poids total de 1, donc
X < P(b). On vérifie la réciproque.

b) Si X — B(n,p), alors, pour 1 < k < n,

n . n—k+1 n—+1
pk,:()p’“q Ry DB B:(—1+ )]3
k Pk—1 k q k q
d'ot a = —p/q et b = —(n + 1) a, avec b/a € Z, qui conviennent ; on a bien py = 0 pour

k> n.
¢) Si X < BN (n,p), pour k € N*,

Dk n+k—1 ( n—l)
Pr1 PR k)

donc a = q et b = (n — 1) a conviennent, avec b/a € Z.

d) En sommant pour k € N*,

kEpr=a(k—1)pr—1+apk—1+bpr—1 = E(X)=aE(X)+a+b= EX)=

Puis :
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e X - P(b)=EX)=>b;
e X — B(n,p) = E(X)=np.

3. a) k =1 donne nécessairement ¢ = 1 4 b/a ; puis vérification par récurrence.

b)Sia<0etb/a€Z,onposen:—g—leN,d’ofl

ak k1 ) 0 sik>n
Pk =P0 77 [ (—n+i) = =1 p, (Z) (—a)* sike[0,n]
Puis pg = m par poids total 1, donc X — B(n, ﬁ).
c) De méme, si a € ]0,1[, on pose n =1 + 2 € N, puis
k-1
Vk, pr = Do <n+k )a’“

avec pg = (1 — a)™, donc X — BN'(n,1 — a).

d) Les lois des X € & sont les lois binomiales, binomiales négatives ou de Poisson.

Exercice 3.18.

nz
Soit h la fonction définie sur [0, 1] par : h(x) = { Tl SITE 10, 1],
0 siz=0

1. Soit n un entier naturel tel que n2.

a) Soit O = {(p1,...,pn-1) € RL)" 1 /1—p—- —py_1 >0}
Pour (p1,...,pn-1) € O, on pose

n—1

ho((P1,---spn-1)) =h(1 —p1 — - —pp-1) + kZ_Jl (r.)-

Montrer que O est un ouvert de R"~!. Montrer que h,, admet au plus un extremum sur O.
n n
b) Soit (p1,...,Pn—1,Pn) € ]0,1]" tel que > py = 1. Montrer que Y h(py) < —11?15‘-

c¢) Soit X une variable aléatoire telle que X (Q2) = {x1,...,z,}.
Onpose H(X)= >  h(P(X =ux)).
ze€X(Q)

Montrer que H(X) < 111111_3 Quand a-t-on égalité ?

2. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p € |0, 1]. On note
pr=P(Y =k)et m=E(Y).

a) Montrer que H(Y') existe et déterminer sa valeur.
b) Soit X une variable aléatoire telle que X (Q2) = N*, E(X) = m et H(X) existe.
On suppose que pour tout k € N* ¢, = P(X = k) > 0.
Montrer que pour tout k£ € N*,In(px) — In(gx) < p_];: — 1. En déduire que H(X) < H(Y).

=)



110 ESCP Europe 2016 - Oral

Solution :

1. a) L’ensemble O est ouvert car défini a partir d’'une inéquation stricte polynomiale.
On cherche alors les points critique de h,, sur O. Il vient,

hn () = li [ ipk —1)In(1- ipk) - ipk In(ps)]
k=1

et pour i € [1,n — 1] &;hn— ln 1—21% — In( pZ
On trouve ainsi un unique point critique qul est PL =Py =+ =Pp_1 = %
n—1
b) On vérifie que la fonction —h est convexe, donc h concave. Comme p,, =1 — > pg, on a
k=1
Zpk Z h(pe)

" lnn

et comme Zpk =1, il vient Zh(pk) <nh(l/n) = ™)
k=1 k=1
c) On pose p, = P(X = k).
1
e si pr > 0 pour tout k, par la question précédente H(X) < %
n
1
Si X suit la loi uniforme sur (z1,...,x,), alors p, = 1/n et on vérifie que H(X) = %
n
1
Réciproquement si on a égalité H(X) = % alors
n—1 n—1
H(X) = h(pn) + 32 h(pr) = h(1 - Z pr)+ 2 h(pr) = ha(p1, .-, Pa—1)
k=1 k=1 k=1

Ainsi h,, atteint son maximum en un point critique et par la question précédente, on a pour
tout k € [1,n — 1], pr = 1/n et donc p, = 1/n.

e sinon on peut supposer que 0 <p; <p2<---<pmetpmy1=--=p,=0.

l 1
On a alors H(X Z h(px) nm lrrllg

Si X suit la loi umforme, la démonstration est identique a la précédente et réciproquement,

| 1 1
en cas d’égalité % < H(X) < II;?; < 1m; Donc m = n.
1 _ _
a) Onam =1/p,h(pr) = h(pg* ") = 1= (= In(p/)pg" " — (Inq)kpg"~") et
H(Y) = In(¢/p) 1lng —gqlng—plp
In 2 pln2 pln2

b) Comme Inz < x — 1, on a Inpg — Ingx < pr/qx — 1. En s’affranchissant du dénominateur
In 2, il vient



Probabilités 111

hE

H(Y)-H(X)= > qIn(qx) — pr In(pr) = i ar(In(qx) — In(pr)) + (qx — pr) In(pr)

1

>
I
A

I
hE

i
I

qx(In(qr) — In(pr)) + kil(q/f — pr) In(pg* 1)

Ay
=
|
=
s
I
NE

qr(In(qx) — In(pr)) + kZ (g —pr)(Inp + (K —1)Ingq)

el
I
—

I
NSE

ae(In(g) — In(py))  ( méme espérance))

gr(In(gr) — In(pk)) = Y _ a <1 - (%))

e 4k

e
I
—

I
NE

>
Il

—
-

I
NE

Ik <1H(Qk) —In(pg) — 1+ %)

H(Y)—H(X)>0

>
I
-

Exercice 3.19.
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q,B, P).

1. Soit T' une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A et m € R7.
Déterminer la loi de la variable aléatoire |mT'| +1 (ou |.| désigne la fonction partie entiere).

2. Soit T une variable aléatoire positive telle que, pour tout n € N, X,, = |2"T'| 4+ 1 est une
variable aléatoire suivant une loi géométrique. On note p,, € ]0, 1] son parametre et 'on pose

Gn =1 —pn.
a) Montrer que, pour tout réel z, [z] = 0 si et seulement si |[2z] =0 ou [2z] = 1.
b) En considérant P(X,, = 1), établir que pour tout n € N, gn41 = \/Gn-
¢) Montrer que, pour tout (z,n) € Ry x N, on a :
(Xn = |2"z]+2)C (T >22) C (X, = [2"x])
d) En déduire que T suit une loi exponentielle et déterminer son parametre en fonction de
qo-

Solution :

1. On note Y = |[mT'] 4+ 1. On remarque que Y (2) = N* et pour tout n € N*,

n

(m ))\e—)\t dt — _eAn/m+€—A(n—l)/m
n—1

m

P(Y:n):P(n—lémT<n):/

n—1

=([1=p)"'p
ot p=1—e ™, On en déduit que T suit la loi géométrique de parametre 1 — e,
2. a) Il suffit de revenir a la défintion de la partie entiere. En effet,

>si|z] =0, alors 0 < 2x < 2, et donc |2z] =0 ou |2z] = 1.



112 ESCP Europe 2016 - Oral

>si [2z] =0, alors 0 < 2z < 1, donc [x| =0 et si [2z] =1, alors 3 <z < 1, donc la encore
x| = 0.

b) Soit n € N. On a (X,, = 1) = (|2"7T'| = 0). D’apres 2.a., cet événement est donc la réunion
disjointe des événements (|2"T1T| = 0) et ([2"T1T] = 1). Ainsi,

P(Xp=1)=P(Xps1 =1) + P(Xps1 = 2).
soit pp = Pn+1 + (L — prt1)Pnt1, que Pon peut rééerire, sous la forme :
1=gn=1—qnt1+ (1 = gni1)qnt1.
Ainsi, gnt1 = /qn.
c) Soit (z,n) € Ry x N. Si X,, > |2"z] + 2, alors |2"T] > [2"z| + 1 > 2"z, et donc
2"T > 2"z, i.e. T > x. De plus, si T > z, alors 2"T > 2"x > [2"z] et donc X,, > |2"z]. On
en déduit que

(Xn = |2"2]+2) C (T > 2) C (X, = [2"x)).
d) Soit (z,n) € Ry x N. De l'inclusion de la question précédente, on déduit que
P(X, > [2"x|+2) < P(T 2 x) < P(X, > |2"z]).
Ainsi, puisque X, suit la loi géométrique de parametre p,, = 1 — g,
g2 P s ) < gl

Comme ¢, = ¢, on obtient

q$2"mj/2"—|—1/2” <P(T>1)< qé?"m]/2”—l/2".

n
Or on sait que lirf % = x. On déduit de ce qui précde qu’en faisant tendre n vers
n—-—+0oo

+00, que P(T > z) = q% = e~ ou A = —In(qp).

On reconnait ainsi la fonction de répartition d’une variable suivant la loi exponentielle de
parametre —In(qp).

Exercice 3.20.

Soit p € )0, 1[, A et u deux réels strictement positifs. On pose

[ pper® siz <0
f(z) = { (1—p)re ™ six>0

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
On note X une variable aléatoire de densité f.

2. Soit (Y},),, une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur (€2, A, P) et de méme
loi que X. Pour tout n > 1, on pose :

1 siY,(w)>0
hw*{osnﬂwzo

Montrer que (I,,), est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que 'on
précisera.
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3. Soit Z,, = I1,,Y,.
a) Montrer que (Z,), est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi.
Déterminer la fonction de répartition de Z;.

b) On pose S,, = > I et V,, = > Zj. Les deux variables aléatoires S,, et V,, sont-elles
k=1 k=1
indépendantes ? Donner la loi de S,,.

4. a) Déterminer la loi suivie par la somme de n variables aléatoires indépendantes, toutes
de loi exponentielle £(«) (on pourra commencer par le cas n = 2).

b) Déterminer, a l'aide d’'une intégrale, pour tout n > 1,k € [I,n] et = > 0 :
P(Sn:k)(Vn < I)

c¢) En déduire une expression de la loi de V,,.

Solution :

1. La fonction f est continue sur R sauf en 0 et positive. De plus
“+o0 0 +o0
/ f(t)dt:p/ ,ue“tdt—f—(l—p)/ de ™ Mdt=p4+1—p=1
oo — o0 0

2. Les variables aléatoires I,, sont indépendantes, car I,, ne dépend que de Y,, et les (Y,,) sont
indépendantes.

I, suit une loi de Bernoulli de parametre P(Y,, > 0) = P(X >0) =1 —p.

3. a) Les variables aléatoires Z,, sont indépendantes, car Z,, ne dépend que de I,, et Y,,. On

rappelle que les variables Y,, ne chargent pas les points. La loi de Z,, est ainsi donnée par

P(Z,<0)=0, P(Z,=0)=P(Y, <0)=petpour x >0
P(Z,<z)=P(l,=1Nn[0<Y,<2])=P0<Y, <z)=(1-p)(1l—e %)

car I,, = 1 si et seulement si Y,, > 0.

Les Z,, suivent la méme loi de fonction de répartition

0 siz <0
Fl(x):{ 1—p six=0
(1-p)(1—e?*) siz>0
b) Les variables aléatoires S,, et V,, ne sont pas indépendantes, car
[Sn=n]=((;=1), [Va=0l= (I =0)et P([Sy=n]N[V,, =0]) =0
j=1 j=1

La loi suivie par S, est la loi binomiale B(n,1 — p).

4. a) La loi suivie par la somme de n variables indépendantes, toutes de loi exponentielle
E(a) est la loi Gamma de parametres (a,n), de densité :

0 i siz <0
n — .
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b) Réaliser I’événement [S,, = k] c’est choisir parmi Iy, ..., I, les k variables qui prennent
alors la valeur 1, les autres prenant la valeur 0; et alors [V,, < x| = [Vi < z]. On a également
la réciproque de maniere immédiate. Ainsi

Pis,—iy(V; PV fe A

=k)(Vn <) = <z) = ———dt
sV <o) = P <) = [ S
c) La famille ([S,, = k])o<k<n forme un systéeme complet d’événements.
Ainsi, pour tout z :

PV, <x)= 3 Ps,=k)(Va < 2)P(S, = k)
k=0
et
e six <0, F,(x)=0
o F,(0) = Ps,—0)(Vsy <0)P(S, =0) = P(X <0)"(p)" = p*™
— Xt \kpk—1

. n - n = : —e
o siz >0, F,(z) =p™ + Z (k) (1—=p)*p k/ (k—1)! dt.
O i .

k=1



