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ECG 2
DS - calcul
Question 1.
Calculer le spectre de la matrice A suivante. Pour tester votre calcul, la somme des valeurs propres vaut la trace.
-2 2 2
1 -1 -2
-2 2 3

Question 2.
Déterminer une base des sous-espaces propres de la matrice B suivante :
3 0 -1
2 4 2
-1 0 3

On pourra s'aider du calcul python suivant :

import numpy as np
B = np.array([[3, 0, -11,[2, 4, 2],[-1,0,3]1]1)
ri=np.linalg.matrix_rank(B-2*np.eye(3))
r2=np.linalg.matrix_rank(B-4*np.eye(3))
print (’r1=’,rl1,’r2=’,r2)

Editeur

# La commande np.eye(3) donne la matrice tdentité I3

ri= 2 r2= 1

Question 3. On considere I'’endomorphisme de R, [x] défini par

VPER,(x],  @@)(x)=(x*+1P"(x)+2xP'(x).

Donner le spectre de . On pourra regarder la matrice de @ dans la base canonique ...
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Question 4. Soit n € N\ {0; 1}. On définit 'endomorphisme v sur R, [X] par
YyP)(x)=(x+1D(x+ 3)P'(x) — nxP(x).

Pour (k, £) € [0, n])? tel que k + € = n, on pose Py ¢(x) = (x + Dkx+3)L.
Calculer y (P ¢). Que peut-on en déduire sur le spectre de et sur les espaces propres de y?

Question 5. Les intégrales suivantes sont convergentes. Les calculer.

n/4 +0o
I:f %% sin(r) dz, sz
0

-n/4

B [t Int +
dt (poseru=1/t) et Ku—fo mdt (aeR;).

Int
1+¢2

Question 6. On reprend 'endomorphisme ¢ de la question 3 avec n = 3. Donner une base de chacun des espaces
propres.
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NOM: NOTE:  /10.

DS - feuille réponse

Question 1.

Question 2.

Question 3.

Question 4.

Question 5.

Question 6.
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ECG 2

DS calcul - réponses

-A-2 2 2
g 1 -1-A -2
-2 2 3-A |
-2 2 3-A ]
=rg| 1 -1-A -2 Ly <L
-A-2 2 2
“rg _02 _i)\ _31__)\)\ L, — 2L, + L
0 IN A2+ A+2 Lz — (-2)L3 + (A +2)L;
-2 2 3-A
=Ig 0 -2\ -1-A L3<—L3+L2.
0 0 -A%+1

Le coefficient en position (3,3) est (A — 1)(A + 1).
Comme A est valeur propre si et seulement si

rg(A—Alz) <3,
on peut dire que le spectre est

Sp(A) = {-1;0;1}.

.SoitX = Eﬂg,l(R)

X
y
z

—-x—2z=0
(B-4I3)X=03; < 2x+22=0

-x—z=0
— x=-z
X 1 0
— X=|y =X 0 +y|l 1.
-X -1 0
Si on pose
1 0
X = 0 et Xp= 11,
-1 0
ona

Ker (B — 4I3) = Vect (X1,X>).

(X1,X>) sont non colinéaires, ils forment une base du
noyau de B — 4I3. Ce dernier est donc de dimension
2. Ce qui bien en accord avec le programme python.

X
SoitX=| y E./%g'l(R).
z
x—z=0
(B-2I3)X=03; <— 2x+2y+2z=0
-x+z=0
— { r=y
y=—-Xx—z=-2x.
X 1
— X=| -2x |=x]| -2
X 1

Une base de noyau de B — 213 est donnée par
1

-2 1.
1

¢ (xk) ) = (¥® +1) k(k—1)x*2 + 2xkx*!

Xo =

3. Pour tout k € [2; n],

= (k(k—1) +2k) x* + k(k — 1) x*2
= k(k+ D)x* + k(k - 1)x*2,
de plus
PeM)x)=0 et @x)(x)=2x.
On constate que pour tout k € [0; n]
@ (xF) () = et + Dk + k(e - k2,

Ainsi la matrice de ¢ dans la base canonique est tri-
angulaire supérieure avec une diagonale composée
de

k(k+1), kelo;n].

Ce sont les valeurs propres de ¢.
En particulier, tous les sous-espaces propres sont de
dimension 1.

4.0na
W (Pge) (x)
= (x+1)(x+3) (k(x+ DF e +3) + (e + 1)"e(x+3)“)
-nx(x+ l)k(x+3)€
= (x+ D*x+3) (k(x+3) + €(x+ 1) — nx)

= (x+DFx+3)!Bk+0) = Bk + 0P ¢(x).
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Finalement, on trouve
Y(Pre) = 2k + n)Pyp.

Comme Py est différent du polyndme nul, Ay :=
2k + n est valeur propre de . Comme

A <A <...<Ay,

on dénombre au moins n + 1 valeurs propres.
Comme dim(R,[x]) = n+ 1, on sait qu’il ne peut y
avoir d’autre valeur propre et les espaces propres
sont des droites vectorielles :

Vkel0;nll, Ej, (W)= Vect(Pp).

5. Lintégrale est convergente et I'intégrande est une
fonction impaire, donc

I=0.

* Onaalaide du changement de variable u =1/t

*t© Int 0 —lnu -1
f 2dt:_f Tzl
0 1+ ¢ 0 l+?u

T Inu
:—f LLLIPW)
0 14 u?

D’out J=0.

 Al'aide du changement de variable affine ¢ = au

too Int *t©  lnau
- 2dt= >3 2adu
0 ac+r 0 as+au

*t°  Ina t© Inu
:f —du+f ——
o a(l+u?) o a(l+u?)

Finalement,

too Int nlna
5 2dt: .
0 as+t 2a

du.

.Ona:

p1)=0

PpX)=2x

@ (x?) =6x*+2

@ (x*) =125 +6x.

La matrice de ¢ dans la base canonique est :

o o O O
oS o N O
S oo

oS o O

12

Le spectre est 'ensemble des coefficients diagonaux
puisque la matrice est triangulaire.

Ona:
P1)=0
@(x) =2x.
Donc
Eop =Vect(l) et Ep=Vect(x).

Pour déterminer Eg, on résout 1'équation AY = 6Y
avecY € #41(R). On trouve

Y € Vect

S W o

Donc Eg = Vect (3x* + 1).
De méme, on montre que

Ej» = Vect (5x% +3x).
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