1
ANALYSE

Exercice 1.01.

1. Montrer la convergence des intégrales suivantes et les calculer :

1 1 1 9
11:/0 ﬁdt, 12:/0 ﬁdt’ 13:/0 \/lt———tht
(Pour I et I3, on pourra utiliser le changement de variable t = sinwu.)
2. Pour tout z € R, montrer I'existence des intégrales suivantes :
1
fz) = cols(jctt2 () = tslm_jt dt et h(z) = 0 —tico_s(;t)
Dans toute la suite on admet que f est de classe C? sur R et que f' =get f/ =h
3. Montrer que : Vo € R, zf"(x) + f(x) + zf(x) =
4. Soit z la fonction définie sur I = [1,4o0[ par z(z) = f(z)y/x.

a) Montrer que z est de classe C? et trouver une fonction ¢ telle que :
Ve el 2 (z)+q(x)z(z) =0
b) En étudiant la fonction z — p(x) = q(z)2?(x)+(2'(z))?, montrer qu’il existe un nombre
réel M > 0tel que: Vx € I,|f(x)] < M

Vi

Solution :

1. Les fonctions a intégrer sont continues sur [0,1]; il y a un probleme de convergence des
intégrales en 1.
Pour tout z € |0, 1], on effectue le changement de variable ¢ = sinu qui est de classe C! ; on a :

™2 cosu
\/— dt de méme nature et de méme valeur en cas de convergence que ﬁdu
1—¢ 0 cos U

qul existe et vaut T. Donc I; =

2 2
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Pour tout z € ]

xr
—1,1,0na:/ b gt = —vV1=82]" =1—+v1— 22, qui a pour limite
| 0o V1-—t? [ }O

1 quand x tend vers 1 donc I, = 1.

Par le méme argument que pour I, I3 est de méme nature (et a méme valeur en cas de
convergence) que I'intégrale

s s 7

3 .92 2 2

/ Sl cosudu:/ sin2udu:/ L(1 — cos(2u)) du,
o |cosul 0 0o 2

Cette derniere intégrale est faussement impropre en 1, donc convergente, et :

I = [§(u— §sinu))]§ =T

\/ 2| < \/ > et que I; converge, par théoreme de comparaison, on en
1—-t 1 —

déduit que l'intégrale qui deﬁmt f est absolument convergente, donc convergente. Idem pour
g et h avec I et I3.

3. Soit a € ]0,1[. Intégrons par parties sur [0,a], avec u(t) = 1 —t2, v/(t) = =t
V1—t?

v(t) = sin(zt), v/(t) = z cos(xt) (u,v sont de classe Cl) :

¢ —tsin(at) /
———2dt = [V1—?sin(xt)] 1 — t2xx cos(xt) dt
Y el v

1—-1¢

2
d’ou : —tsin(at) dt =1 —a?sin(za) — a;/ (1 —t7) cos(wt) dt.
V1-—t2 0o V1-—+¢2
En faisant tendre a vers 1 on obtient :
f'(x) = —z(f(x) + f"(x))

4. La fonction x — /7 est de classe C? sur I. Ainsi la fonction z est de classe C?> comme
produit de deux fonctions de classe C?. En dérivant deux fois on obtient :

) = ~ Lo B f@) 42T f (@) + a2 ().
D’apres le résultat de la question 3, on en déduit :
_3 1

a) = —jo (@) — 22 (@) = ~(L+ ) Vaf(a),
1
42"
5. 0n a : ¢'(z) = ¢'(x)22%(x) + 22/ (2)(q(x)2(z) + 2" (x)) = ¢'(z)2%(z) < 0 donc ¢ est
décroissante sur I.
Donc, pour tout = € I, on a : q(z)22(x) + (2'(2))? = p(z) < ¢(1), donc : q(x)2%(x) < p(1);

soit 2’ (x) 4+ q(z)z(z) = 0, avec ¢(z) =1 +

>
puisque g(z) > 1 > 0 on déduit 22(z) < ¢(1), donc |z(x)| < \/¢(1) = M soit 2z est bornée
sur [.

Donc Va € I,|f(z)| < %
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Exercice 1.02.

On considere la fonction f : x — / T+7 dt.
1. Montrer que la fonction f est définie sur |—1, +o0|.
2. Vérifier que pour tout x > —1,ona: f(z)+ f(zr +1) = %4_1

3. a) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (x,y) € (R*)?

[f(z) = f(y)] < Clz -y
b) En déduire que f est continue sur son domaine de définition.
4. a) Montrer que I'application f est décroissante sur RT.
b) En déduire que f(x) e % Donner de méme un équivalent simple de f(z) au
voisinage de —1.

Solution :

t.’L‘
1+1¢
donc par critere d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives,

1. L’application t est continue et positive sur |0, 1].

£ 1
1+1¢ (t—>0) e’

/ T3¢ dt converge si et seulement si —x < 1, i.e. x > —1.

1
2. Pour tout x > —1, f(z) + f(z + 1) = / trdt = ac—ll—l (linéarité pour les intégrales
0

convergentes)

3. a) Soit g : x — t* = e*!"*, L’inégalité des accroissements finis donne :
[t7 — V] < sup |(Int)e" ™ *|x|z —y|
u€[z,y]
Or pour 0 < t1, on a Int0 et pour x et y positifs ou nuls uInt0 sur le segment [z, y], donc
[t* — tY|Int|x|z — y|, et on peut écrire :

)~ S <l ol [ {28 =cpe -

1
car l'intégrale / ‘lln—t‘dt est convergente.
g L+1
b) — Par la question précédente, la fonction f est continue sur [0, +oo[ car lipchitzienne.
— Deplusz > -1 = f(z) = 1 — f(x+1) et z+10, donc f est continue sur |—1, +00],

o z+1
par composition.

4. a) Soient a et b deux réels tels que —1 < a < b. En multipliant par Int négatif sur |0, 1]

P S I i g
alntblnt, puis t*t°, puis T IT+7 et en intégrant f(a)f(b).
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La fonction f est décroissante.
b) Par décroissance de f, pour > 0 :
o= f(x) +f@+1) <2f(2) et L = f(z) + fz - 1) > 2f(a),

1
o _
donc + 1 S < 2zf(x) < 1, et par encadrement wgrfoo 2 f(x) =1, dou f(x) (+oo) 57

Enfin f(z) 4+ f(z+1) = %—i-l donne f(z) T x—li—l'

Exercice 1.03.

Soit (an)nen+ une suite de réels positifs telle que la série > a,, diverge. On notera (5,) la

suite des sommes partielles, i.e. la suite définie, pour tout entier naturel n non nul, par :
n

Snz Zak.

k=1
1. Exemples.

a) Pour tout n € N*, on pose a,, = L Déterminer la nature de la série > —On

n 1+ na,
S . _om
b) Pour tout n € N*, on pose a, = { 1 S.ll existe un entier m tel que n = 2 1.
0 sinon
, . a,
Déterminer la nature de » TS na,

2. On suppose dans cette question que la suite (a,,) est a valeurs strictement positives.

s a
Montrer que la série Y | —%— converge.
1+ n%a,

3. a) Montrer que si )

Qa .
T q converge, alors la suite (a,) converge vers 0.
n

b) Montrer que si la suite (a,) converge vers 0, alors »

an, -
T+a, diverge.

¢) En déduire que >

1 dlverge

4. a) Soit (u,) une suite de réels positifs et (7},) la suite des sommes partielles de la série de
terme général u,,. Montrer que si la suite (7,) converge, alors pour tout £ > 0, il existe un
entier naturel ng tel que pour tout n > ng, et tout p > 0, |Tn+p —T,| <e.

k )
b) Soient (n, k) € (N*)2. Montrer que Gnti 59— Sn_,
j=1 Sn—!—j Sn—!—k
c¢) En déduire que la série > g,—” diverge.

n

Solution :

1. a) Soit n € N*. Comme a,, = %, alors 7 _ﬁ"a = n%l—n et > ﬁ diverge.
n n

b) Pour tout entier naturel n, notons S, Z i + kak

Comme la suite (ay) est a valeurs positives, alors (Sn)n est croissante.
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2™m_1 m m
De plus, Som_1 = —On S S 27k
o kz::o L+ nay kz::1 1+ (28— 1) kz::1

a
Ainsi, > Ry — converge.

c) Soit n € N*. Comme 1 + n2a,, > n2a, et a, > 0, alors 0 < CL—”Z < %
1+ n“a, n
Ainsi, > +—2 est une série dont le terme général est positif et majoré par le terme d’une
na,
série convergente, donc » 1 n converge.
+ ap
a) Supposons que > T jl_” converge. Alors, r, = 7 + converge vers 0, donc (r,, # 1)!)
n n
an = 7 Converge également vers 0, soit lim a, = 0.
- n—oo
b) Supposons que (ay)y, converge vers 0. Alors, 1 —(Il—na ~ a,. Or, ces suites sont positives,
n
donc, d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, si lim a, = 0, alors
n—oo

> 11—”% converge.

: a Ja N .. . .
c) Finalement, ) T _|_”a est une série a termes positifs, donc soit elle converge, soit ses
n

sommes partielles tendent vers +oc.

Supposons par 'absurde que converge. D’apres les questions précédentes, (a,,) tend

429
1+ a,
vers 0 et la série diverge. On obtient ainsi une contradiction, et )

ap .
T+a. diverge.

3. a) Supposons que la suite (7},), converge vers un réel ¢. Soit € > 0. D’apres la définition
de la limite, il existe un entier ng tel que pour tout n > ng, |15, — 4| < %

Soient n > ng et p > 0. Alors, n +p > ng et
Totp — n|\|Tn+p_£|+|Tn_£|<%+%:
AinsiVe > 0,3no € N tel que Vn = ng,p > 0, |Thyp — Tn| < €

b) Comme la série > a, est & termes positifs, la suite (5,,) est croissante.

Ainsi,
+k
Qan+j > An+j > 1 E as > Sn+k S _1_ Sh
Z Sn+] Z Sn+k = Sn—i—k j=n+1 7= Sn+k Sn_i'_k'
. Sy
Finalement, V (n, k 1-—
(k)€ ()2, 35 e > 1
n
c¢) Pour tout entier naturel n non nul, notons 7, Z S—J D’apres la question précédente,
pour tout (n,k) € (N*)2
T i g 4 N S
=] _ =) = >1- L,
+k —
" j=1 S j=1 Sj j=1 Sn+j - Sn+k
S

=1.

Or, comme »_ a,, diverge, alors hm 1—
k—o0 Sn—‘,—k
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Ainsi, (T},) ne satisfait pas le critére de convergence de la question 3. a), et > g—” diverge.
n

Exercice 1.04.

+oo
1. Déterminer les valeurs de = réel pour lesquelles / t*~le~tdt converge. On note D
0

I’ensemble de ces valeurs.

+o0
On pose alors pour tout x € D, I'(z) = / t*~le~t dt.
0

2. Montrer que pour tout x € D, I'(z + 1) = zI'(x) (*). En déduire la valeur de T'(n) pour
tout n € N*.

3. a) Montrer que In(I'(x)) existe pour x € D.

b) On admet que la fonction I" est de classe C? sur D et que pour tout € D
400 +o0
(z) = / (Int)t*~te=tdt et T"(z)= / (Int)?t=—Lle~t dt
0 0
i) Soit f et g deux fonctions continues sur R , & valeurs réelles, telles que les intégrales

“+o0 “+o0
/ [f(t)]?dt et / [g(t)]? dt convergent. Montrer que, pour tout A € R, l'intégrale
0 0

+ o0
/ [f(t) + Ag(t)]? dt est convergente et que sa valeur, notée p()\), est toujours positive
0

ou nulle.
+oo +oo +oo
En déduire une inégalité liant / [f(t)]? dt, / [g(t)]? dt et f(t)g(t)dt
0 0 0

ii) Montrer que la fonction In ol est convexe sur D.
4. a) En utilisant la relation (x), montrer que pour tout n € N tel que n2 :

M_ , n—1
Ty L W+ 2

=

I (a,)
NG
c) En utilisant la convexité de la fonction Inol', montrer que IV(1) = —v, ou 7 est la

b) Montrer qu'il existe a,, € [n,n + 1] tel que Inn =

constante d’Euler définie par v = lim ( > % —1In n)

n—oo k=1

Solution :
1. Ce sont des questions vues en cours. La fonction I' est définie sur D = R™*

2. Une intégration par parties donne I'(z + 1) = zI'(x) et par récurrence I'(1) = 1, puis
I'(n) = (n—1)!

—t

3. (Inol')(x) existe pour & > 0, car pour tout z > 0, I'(x) > 0, puisque t — t* le™! est

continue et strictement positive. On admet que 1'on peut dériver et



Analyse 11

I"(x) I'(2)I"(z) — ()
In(T") (z) = t In(T)"(z) =
Cette derniere expression est positive, car le dénominateur ’est, tout comme le numérateur
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

4. On dérive (x). Il vient : TV(x 4+ 1) = 2I”(z) + I'(z) et donc

r2) =T'(1) + T(1) = 1;((22; — /(1) +1
Supposons que % =T'(1) + k§1 % On a:
T(n+1) = nl"(n) + T(n) —> 1;((2:11)) - 7;1;((:)) +1

ce qui termine la récurrence.

5. a) La formule des accroissements finis appliquée a la fonction InT" sur U'intervalle [n,n + 1]
donne 'existence de a,, € [n,n + 1] tel que
Inl(n+1)—Inl(z)  T'(a,)

= (n+1)—n - T(an)

/
b) La croissance de la fonction = (convexité de InI") permet d’écrire

r
(n) [(an) _ Inn < IM(n+1)
L(n) = T(an) I'(n+1)

et par la question 4. a) :

n
Il reste a montrer que lim () % —Inn) existe (on la note alors sa limite ).
n—oo k=

k+1
Pour cela il suffit de remarquer que i / %%, ce qui permet de montrer que la suite
k

précédente est monotone et bornée.

Exercice 1.05.

Int
1-—-t

1
a) Montrer que l'intégrale / f(t) dt converge.
0

b) Montrer que pour tout n € N*, pour tout ¢ € |0, 1],

F6) =3 thInt + 1—1;?’5
k=0

c¢) Montrer que la fonction g : ¢ — { lili définie sur ]0, 1] est prolongeable en une fonction

continue sur [0, 1].

d) En déduire une expression de / 1hit 7 dt sous la forme d'une série de Riemann.
0
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2. Pour tout = € |—o0, 1], on pose : L(z) = —/ M dt.
0
a) Montrer que la fonction L est bien définie sur |—oo, 1].
b) Exprimer L(1) a l'aide d’un résultat précédent.
3. a) Montrer que pour tout z €]0,1[ , L(z) = —In(1 — z) In(x) + L(1) — L(1 — x).

b) Déterminer la valeur de L( %)

4. Montrer que pour tout x € ]0,1[, L(z) + L(—z) = 5 L(z?).

Solution :
1. a) La fonction f est définie, continue et négative sur ]0,1[. Au voisinage de 0, f(t) ~ Int

1
et on sait que / In(t)dt converge. Au voisinage de 1, f(t) ~ —1 : f est ainsi prolongeable

0
par continuité en ¢t = 1 et 'intégrale est faussement impropre.

b) Pour tout n € N* et pour tout ¢ € ]0, 1],
n n
k "t int _ ko t"Thy | A A
kz::Ot Int+ *5—73 _ln(t)(kzzjot +1—3) =) (T =) = )
c) La fonction g est définie et continue sur |0, 1[. Par croissance comparée, %iII(l) g(t) = 0 et,
—

au voisinage de 1, g(t) ~ —1 : donc g est prolongeable par continuité sur [0, 1]. On confond
par la suite g et son prolongement.

d) Par linéarité de l’intégrale et convergence de chacune des intégrales,

n ol 1
f t)dt = Z tk Intdt + [ Eontg > thIntdt + [ tmg(t)dt
0 1_t =0J0 ) 0

~1
(k+ 1)

g (ou du moins son prolongement) est continue sur [0, 1] donc bornée (en valeur absolue) par

un réel M. D’ou,
t"nt n M
}/0 B0t < M/tdt o

Finalement, en faissant tendre n vers 4+o0o, on trouve

In 1 _ -

/f t)dt = / tdt (]H—l)__z (= =)

In(1—1¢)
t

Par intégration par parties (a faire sur |, 1], ...), on trouve / tFIntdt = De plus,
0

2. a) Posons ¢ : t — . La fonction ¢ est définie et continue sur |—oo,0[ U ]0,1[. Au

voisinage de 0, £(t) ~ —1 : ainsi, £ est prolongeable par continuité en ¢ = 0. Au voisinage de

1, £(t) ~ In(1—¢). Or /15

1/2
In(1 —t)dt = / In(u)du a une limite finie lorsque € tend vers
1/2 €

0 (voir ci-dessus).
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On conclut que la fonction L est bien définie sur |—oo, 1].

b) Le changement de variable affine u = 1 — ¢ donne :

<MD:—Awﬁ%lﬁﬁ:—lz%%ﬂu:—AVWMu(:%9

-2
3. a) Soit x €]0, 1[. Le méme changement de variable donne L(z) = / lln—uu du. Soit « tel
1

que0<l—ar<l—-—a<l.
Une intégration par parties donne :

1= lnu 1—x 1-e ].n(]_ - u)
B mdu = [ —In(u) In(1 — u)] —— Tdu

On fait alors tendre « vers 0 sachant que In(1 — ) In(a) ~ —aln(a) — 0.
On trouve donc :

L(x) = —In(1 — x)In(z) — /

1

1= In(1— u)

o du=— In(1 —z)In(z)+ L(1) — L(1 — x)

™

¢) En prenant z = 1/2 dans la formule précédente, on obtient L(1/2) = 15~ (In2)2.

DO [—

4. Soit x €]0,1[. On a
—L(x) _ L(—x) :/ ln(lT_t)dt+/ Mdt
0 0

:/xln(l—t)dt+/mln(1+t)dt
0 0

t t

-, 1 [Th-w, L)
A—————ﬁ A (1 —u),

t 2 u 2

On a ainsi L(z) + L(—x) = L(2x2)'

Exercice 1.06.

Soit f une fonction définie sur [0, 1] & valeurs dans R et de classe C*° sur [0, 1].
1
Pour tout n € N, on pose : u,, = / " f(x)dz.
0

1. Montrer que la suite (uy),>0 converge, puis déterminer sa limite.

2. On suppose que f(1) # 0. Trouver un équivalent de w,, lorsque n tend vers Uinfini. En
déduire la nature de la série de terme général wu,,.

3. On suppose que f(1) = 0. Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

4. Soit h une fonction continue sur [0, 1].

a) En utilisant la continuité de h au point 1, montrer que :

lim [n/olac” (h(z) — h(l))daz} = 0.

n——+oo
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1
b) En déduire que la suite (n / x"h(x) d:l;)n cy st convergente et exprimer sa limite a
0

l’aide de la fonction h.

Solution :

1. La fonction f est continue sur le segment [0,1], donc bornée et on peut poser M =

sup |f(z)| € E.
z€[0,1]

1 1
Pour tout entier n € N, 0 < |u,| = |/ a" f(z)dx| < / e"Mdr = M
0 0 n+1

Par encadrement : u,, —> 0.
n—oo

2. Soit n € N. Une intégration par parties donne

n 1 1
Up = [s:llf(x)}é_%ﬂ/o xn+1fl($)d$: 7:Lf$)1 _n_lf_l/o :L,n—f—lf/(x)dx

Comme f est continue sur [0, 1], on pose N = sup,¢qo 11 |f'(z)| € R. Ainsi

1 1
1 n+1 g1 < N n+lg.. N
n+1‘/0x f(x)dac‘\n_i_l/ox dx CESCES)

1
On en déduit que 1 / a1 f(x)dx est négligeable devant
0

n+1
f)
n
Ainsi, par critere d’équivalence des séries a termes de signe fixe, la série > u,, diverge.

. Par conséquent

Up ~

3. Si f(1) = 0, l'intégration précédente montre que |u,| est majoré par une expression en
1/n?.

Ainsi, par critere de majoration des séries a termes positifs, la série > |u,| converge, il en
est donc de méme de la sZrie 3" u,,.

4. a) Soit € > 0 un réel fixé.
Par continuité de h au point x =1, 36 > 0,|1 —z| <§ = |h(z) — h(1)| <e.

Par la relation de Chasles,
1 1-6 1
n/o x"(h(x) — h(1))dx = n/o x"(h(x) — h(1))dx + n/léx"(h(x) — h(l))dx
1-6 1
On pose : I, = n/o z™(h(x) — h(1))dx; Iz, = n/l_éx”(h(x) — h(1))dzx.
1

1
z"dx < ne/ 2dr = 1 < e,
0

e D’une part, pour tout entier n € N, |l ,,| < ne/ T

1-6

e D’autre part, en posant M = sup |h(z)| € R, on trouve :
z€[0,1]
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1-6
|11 5| < 2Mn/ x"dx = iMn (1—9g)n+t
0

quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
Il existe donc un rang n; tel que pour tout entier n > ny, on a |1 ,| < e.

Ainsi, il existe un rang n; tel que pour tout entier n > ny on a :

n / D)dz| < [I1 ] + [I2,0] < 2e.

Ceci signifie que lim [n/ x"(h(x) — h(l))dw} =0
n 0

— 400

b) On déduit de la question précédente que

nllgloo [n /01 x”h(w)dm} = nllgloo [n /01 x”h(l)dm]
©\h(1) = (1)

= lim (
n—+oo 1 + 1

On conclut que A = h(1).

Exercice 1.07.

Soit A un réel strictement positif. Pour tout n € N, on pose

n k 1
P,(\)=e?*Y )‘—' et I,= / (1—az)"e" dx
r=o k! 0

A
1. a) Montrer que 1 — P,(\) = %/ x"e T dx.
Jo

b) Déterminer une relation entre P,(n) et I,,.

2. Pour tout z €]0, 1], on pose ¥ (x) = —%21_1»
x

Montrer que 1 admet un prolongement de classe C'* sur [0, 1], prolongement que ’on note
encore 1.

Montrer que 1 réalise une bijection de [0, 1] sur un intervalle & préciser.

3. Pour o €]0, 1], on pose § = ¢_1(2—12).

a) Montrer que pour tout x €]0, 1] ( (1-2) em)n e—nay(z)

sv/n
b) Montrer que : %/@ e=*"/2 dg <I, < ,/%.

¢) En déduire un équivalent de I,, lorsque n tend vers 'infini.

n
d) Montrer que 1 — P,,(n) est équivalent a n_' e ", /% lorsque n tend vers 'infini.
n!

4. En utilisant le théoreme limite central, déterminer un équivalent de n! lorsque n tend vers
I’'infini.
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Solution :
1. a) On prouve la formule par récurrence sur n.
A
e Pour n = 0, la formule donne 1 — Py(A\) =1 —e * = / e “dx
0

e Hérédité. Une intégration par parties donne :
A A
+1,-A

—1 / g tleody = AT 7y l/ x"e *dx
(n+ 1), (n+1)!  nlf

_)\n—|—le—>\
(n+1)' + n( ) n+1( )
On conclut.
b) Les changements de variable successifs u = 1 — x, puis v = nu de classe C' donnent

1 n n
I, = /o unren (1= dy = ?LH/O e Vdv

n

Donc : I, = g—nﬂxn!(l — P,(n)), d’apres la question 1.
n

2. On prolonge 9 par continuité en 0 en posant 1(0) = 1/2. La fonction v est dérivable sur
10, 1[ avec

W (z) = %(m—i—an(l —a)+ L) = #xh(l‘)

2
On a alors h'(z) = (155—)2 et comme h(0) = 0, h qui est strictement croissante, est
—x

strictement positive sur |0, 1[. Il en est de méme de 1)’ et 1) réalisé une bijection strictement
croissante de [0, 1] sur [1/2, 4+o0].

3. a) On commence par remarquer que pour tout z €]0,1[, ((1 — z)e*)" = e~ "= (@),

1 2 1 2 1 \/ﬁ 2 T
b) Ainsi [, = / e V(@) gy < / e "2y = —/ e /2y </ 5
0 0 Vvn Jo 2n

Puis I, = / e~ V(@) gy > / e’ ¥(@) g > / o= (8) g
0 0 0

Le changement de variable linéaire z = /2n1(é)u donne :

sv/n
1, > L/ e~ 2y
v Jo

5v/n
. 70
A 0 fixé, lorsque n tend vers 400, il vient o / e 2y a\/; , puis, on fait tendre o
0

vers 1, ce qui donne [, ~ , /%.

n" ™

En regroupant les questions, il vient 1 — P, (n) ~ —|e_" -
n!
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4. On sait que P,(n) représente la probabilité que la variable aléatoire S,, somme de n
varaibles aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametre 1. Le théoreme limite

central nous assure que lim P, (n) = %
n—-+o00o

Ainsi, on démontre la formule de Stirling, soit :

n! ~ 2mnxnte "

(c0)

Exercice 1.08.
Partie A

Soit (un)nen+ une suite croissante convergente de limite . On pose pour tout entier n non

nul :

Uy +uUg + -+ Uy
n

Un =

1. Prouver que la suite (v,),en- est croissante majorée, donc convergente.

, . U v
2. Démontrer que pour tout entier n non nul : vy, > M.

3. En déduire que la suite (v, )nen+ converge vers £.
Partie B

On admet que st une suite (an)pen+ converge vers le réel £, alors on a :

nlgréo ﬁ Z a; =1¢ ().

On se propose d’étudier la suite (u,)nen définie par la donnée de wug € [0, 1] et par la relation,

. u? + 1
valable pour tout entier naturel n : u,411 = ”2 .

1. Prouver que la suite (uy)nen est convergente et donner sa limite.

2. Pour tout entier naturel n, on pose, v, = 1 — uy,.

a) Déterminer lim ( 1 _ l)
n—o0 “Un41 Un

b) Etudier la convergence de la suite (nv,)nen.

¢) En déduire que u,, =1 — % + o(n) lorsque n tend vers 'infini.

Solution :
Partie A
1. Pour tout entier non nul n, on a
1 n+1 1 n 1 n+1 n
= _1 1 1
Untl = Un = g kgl up — o kgl up = T 1)( Z nug + Nyt — kgl(n + )uk)

= (e en) = s )éﬁ“”“ "
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Comme (up)nen+ est croissante, Vk € [1,n] , upy1 = ug, d'olt v,41 — v, = 0. La suite
(Un)nen+ est croissante. La suite (u,,), est majorée par £. Il en est donc de méme de la suite
(Un)n et cette suite converge de limite ¢ telle que ¢'¢.

2. Pour tout entier non nul n, on a :

1 2n 1 2n
2v2n: Zu Zu +— > Up = Up + o S ug (1)
k: n+1 k=n+1
Comme (u)nen+ est croissante, Vk € [n+1,2n] , u, < up dou > up = nu, et de (1)
k=n-+1
on tire
209 > vy + R = vz 2 W (2)

/
3. Le passage a la limite dans (2) donne : ¢/ > ¢ —5 ¢ , soit /¢ , d’ou £ =1'.

Les suites (up)nens et (un)nen+ convergent vers la méme limite /.
Partie B

2
1. @ Pour tout n € N*, u,, € |0; 1[ (récurrence immédiate) et w41 —u, = (un —1)7 > ( donc

la suite (“n)neN* est strictement croissante majorée par 1, donc convergente vers ¢ € |0, 1].
2

oz — Tt 1 ost continue sur R et f(z) =2 <= x =1 et d’autre part Vn € N* u, 11 =

f(up). On a donc ¢ = 1.

2. a) Pour tout n € N, on a :

1 1 Uy —Uny1 Up+1 — Up o (un — 1)2
n - — — o u2 +1

Un+1 Un Un41Un (1 ’un+4)(1 un) 2(1__ _ﬂg__)(l__ un)
I (e ) S | 1

= —
(1 —u?)(1—u,) 14 un nooo 2

n
b) On déduit de ce qui précede : lim 1 > (L — L) =1 ce qui donne apres réduction :

n—+oo M =1 Uk Vk—1 27
lim l(L — l) 1 D’ou lim nov, = 2.
n——+oo T *Up, 2 n——+oo
2 1
c¢) Ainsi nli)ngon(l—un) dottup =1 -2 +o0 (n)

Exercice 1.09.

Dans tout l'exercice, K est la fonction définie sur [0, +oo[ & valeurs dans R donnée par :
K(z) = P(x)e™*/2,

ou P est une fonction polynome de degré inférieur ou égal a 2.

L’objet de lexercice est la recherche de fonctions continues f de [0, +oo[ dans R telles que

pour tout réel positif x :
+oo

f@) =K@+ [ Ke+oftyd (1)
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+oo
1. On considére pour tout entier naturel n I'intégrale t"e "t dt.

0
Démontrer que cette intégrale converge et préciser sa valeur J,, en fonction de n.

2. Dans cette question, on suppose que P est la fonction polynome constante égale a 1.
a) Soit f une solution de (1). Montrer qu’il existe un réel C tel que f = CK.

b) On considere réciproquement une fonction f = CK, ou C est un nombre réel donné.
A quelle condition sur C' cette fonction est-elle solution de (1) 7 En déduire que (1) n’a pas
de solution.

3. Dans cette question, on désigne par A un nombre réel et ’on suppose que P est la fonction
polynéme P : x +— A+ x.

a) Soit F espace vectoriel engendré par les 2 applications de [0, +oo[ dans R :

—z/2, Oy x> xe /2

Py:x—e
i) Montrer que (®g, P1) est une base de E.
ii) Soit ® un élément de E et ¥ la fonction définie pour x > 0 par :
+oo
U(zx) = / K(z+t)®(t)dt

0
Prouver que ¥ est ainsi bien définie et montrer que ¥ est un élément de FE.

iii) Montrer que l'application u : ® € E +— u(®) = U € F est un endomorphisme
de E. Déterminer la matrice M de u dans la base (®g,®1). L’endomorphisme u est-il un
automorphisme de E ?

b) Soit f une solution de (1). Montrer qu’elle appartient & E.
¢) On consideére réciproquement une fonction f = ag®o+ a1 Py de E, ol ap et oy sont des
nombres réels.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur (agp, 1) pour que cette fonction f soit
solution de (1). A quelle condition (1) admet-elle une seule solution ?

Solution :

1. On reconnait dans l'intégrale demandée I'(n + 1) = nl.
+oo

2. a) Soit f une solution de (1). La convergence de / e t/2f(t)dt est acquise et un
0

+oo
calcul immédiat donne pour tout z > 0 f(z) = e */2(1 —|—/ f(t)e t2dt) = CK, avec
0

400
C=1+ f(t)e=t/2dt.
0
b) Réciproquement, soit C' € R et f = CK ; la fonction f est solution de (1) si et seulement

+oo
si pour toutz > 0 : Ce /2 = ¢=%/2 +/ e~ (@+)/20e—t/2 4,
0

+oo
Soit apres simplification : C' =1+ C / e~ldt =1+ C. 1l n’y a donc pas de solution.
0
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3. a) i) Les deux fonctions ®( et ®; ne peuvent étre liées vu leur allure au voisinage de 400
par exemple. Ainsi (®g, ®1) est une famille libre de E et génératrice de E par définition :
c’est une base de FE.

ii) Posons, pour tout réel = positif
+o0 +oo
Uo(z) = K(x +t)®o(t)dt et ¥1(z) = K(x+t)®1(t)dt
0 0
Un calcul élémentaire donne :

V() = /+OO(A Lot e Fe bt = (A + 1)o(a) + B ().

De méme :O\Ifl(x) = (A +2)Pg(z) + D1 ().

Enfin, pour toute fonction ® un élément de F, il existe un couple unique (ag,ay) tel que
® = ayPy+ayP;. Par linéarité de l'intégration, ¥(z) = +OOK(33 + t)®(t)dt est convergente
pour tout réel positif x et ¥ = agW¥y+ a1 ¥, € E. ’

iii) D’apres ce qui précede I'application u : & € E — u(®) = ¥ € E est un endomorphisme

de E, dont la matrice dans la base (g, 1) est : M = ()\ —{ L Ai_2>.

Ainsi u est un automorphisme car M est clairement inversible.
: : .y oo _att
b) Soit f une solution de (1), 'intégrale / (Aa+x+t)e” 2 f(t)dt est donc convergente
0

o0 x
pour tout z positif et on a f(z) = (A +x)e” 2 + / A+2x+ t)e_#f(t)dt.
0

Do f(z) = e % </\ + /OM(A Y2 f(t)dt +a [1 + /Ome—%f(t)dt} )

N8

Que l'on écrit : f(x) = ae 5 4 Bre % = a®y(z) + Badq(x), avec v et [ bien choisis, donc

fekE.
c) Soit f = apPp + a1 P un élément de E. f est une solution de (1) si et seulement si :
F@) = A+ 2)e” T +agWo(z) + ¥y (z) (¥)

(%) <= ap®o + a1P1 = A®g + @1 + (A + 1)@g + @1) + a1 (A + 2)®g + 1)
Comme ($g, P1) est une base de E, on déduit par identification des coefficients que f est
(A+1)=Dag + A+2)aqg = =X

(7)) + = —1
f est définie de facon unique si et seulement si ce systeme admet une solution unique, c’est-

At 2) est inversible.

une solution de (1) si et seulement si : {

1 0

On conclut que (1) admet une seule solution si et seulement si A\ # —2.

a-dire si la matrice (

Exercice 1.10.
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Dans tout 'exercice, a est un réel fixé supérieur ou égal a 1. On note, sous réserve d’existence :
—+o0 +o0 .
VneN I, = / e” M dt et I = / et SlTntdt
0 0

1. a) Prouver que pour tout entier n, I'intégrale définissant I,, converge.

b) Etablir, pour tout n > 1 , une relation de récurrence entre I,, et I,,_;. En déduire I,
en fonction de n et de a.

2. Démontrer que l'intégrale définissant I est absolument convergente.

3. a) Soit x un réel positif. Montrer que pour tout entier naturel n

3 2n+1 2n-+2
R P AT N sl RO sl
sing — (z =G+t () @n 1 1) )| < 2n 1 2)!

b) En déduire qu’il existe un réel K, dépendant de n tel que :

n I
I— S (-1 kA) < K, I,
| kgo( ) (2k +1)! 2n+1

c¢) En déduire que la série —1)k 1 est convergente de somme I.

4. a) Prouver que pour tout entier n € N* et tout réel ¢ € [0,1] :
n 2n4-2

_1kt2k_#: _1nt
3 (-1t - g =

2k+1 1
— arctan(x)| < mr3

b) En déduire que : Yn € N*Vx € [0, 1], kgo(—l)’“gkT

c¢) En déduire une expression de I en fonction de a.

Solution :
1. a) Pour tout entier naturel n, la fonction ¢ — e~ %*¢" est continue sur R* | négligeable au

+oo
voisinage de +oo devant t~1%%° on en déduit que / e~ t"dt converge.
0

b) En intégrant par parties, d’abord sur un segment, puis en passant a la limite , on obtient

I,=21,_,.
n a’m 1 |
Par récurrence, il vient pour tout entier naturel n, I,, = —%

an+1'

2.2) On a %iff(l) % = 1, ce qui régle le probléme en 0 et e~ [sing| Slft‘
_>

t=1515 au voisinage de +o00, ce qui prouve la convergence absolue de I'intégrale définissant I.

est négligeable devant

3. a) Le résultat demandé est banal par toute formule de Taylor.

. _1\k 2n+1
. Jysint | = (=1 o ="
b) Donc pour tout t € RT* et tout n € N : = k§:0 —(2k: mn 1)!75 ‘ < —(Qn o

En multipliant par e~%* > 0 et en intégrant (toutes les intégrales convergent) :
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1

L @n+ 2l

—| < 1
= (2k+1)! (2n +2)!
c) On a :

15,41 et on peut prendre K,, =

1 1
Iopiq = — 0.
2n+2)!72" T (20 + 2)a®" 2 oo

En passant a la limite dans ’expression précédente, il vient :
I = _1k 2k — _1k
,;)( ) (2k +1)! ,EO( ) (2k + 1)a**
4. a) 1l s’agit simplement de 'identité géométrique.

b) En intégrant sur le segment [0, x] :

- (DR arctan(z) = (—1)”/0

Z xt2n+2
T ont9 x 1

Or:0</ t dtg/ t2"+2dt</ pnt2gp — 1
0 0 0

1+¢t2

=0 2k+1
1_+t2 2n+3°

D’ou le résultat demandé.
o N o5 (—1)kg2hH
c) Par passage a la limite (1égitime) : pour tout = € [0,1] : arctanz = ), ~——"——

= okt 1
o) 1/a>2k+1 1
Donc I = -1 el/a) 7 arctan (= ).
On peut aussi écrire : I = % — arctan(a).

Exercice 1.11.
1. Soit (@, )nen une suite réelle convergeant vers a € R.

a) Justifier que la série ) a_7 z™ converge pour tout réel z. On note alors sa somme ¢(z).
nZO n.

b) Montrer que : lim [e™® ¢(z) —a] = 0.

r—+00

(On pourra écrire e” sous la forme d’une série et «couper la somme en deux».)

2. Soit (un)nen une suite réelle telle que la série > u, converge. On note :
n>0

n —+ o0
VneNU,= > ug, et U= > u

k=0 k=0
a) Justifier que les séries > u_,,'z et Y U—? x™ convergent pour tout x réel. On note leurs
n! n!
n>0 n>0
sommes respectives :
+o0 +o0
— Un 4n = Up n
o) = & o et gla) = Lo
n=0 n=0

On admet que f et g sont dérivables et qu’on peut dériver terme a terme les séries ci-dessus
pour tout z réel.

b) Montrer que : Vz € R, ¢'(x) = f'(z) + g(z).
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¢) En déduire que Vz € R, /Omf(t) e tdt =e " [g(z) — f(2)]

+oo
d) En déduire la valeur de f(t)e tdt.
0

n

3. Dans cette question, on prend : Vn € N, u,, = (—=1)".
Calculer f(z) et g(x) et déterminer lir+n e " lg(x) — f(z)].
T—r+00
+o0

Que dire de f(t)e tdt?
0

Solution :

1. a) On écrit % " = O( |°Z‘ > qui est le terme général d’une série exponentielle convergente.

b)OnaVe>0,INeN,Vn> N, |a, —a|] <¢e
d’ou, pour x > 0,

| . +oo k
e
k=N+1
< 2¢

pour tout x assez grand par croissances comparées.

a) On utilise la question 1.a, puisque u,, — 0 et U,, — U.

p(r) —al <e ’““Z\ak—al—ﬂLe‘m >, gy s<e g”Zlak—al—Jrc‘

b) Par dérivation terme a terme et séparation en deux séries convergentes on a, pour tout x,

400

g/(x):Z[un+Un l]nx _f()

n=1

¢) Immédiat par dérivation et égalité en t = 0 car g(0) = Uy = up = f(0).

On peut également multiplier par e™*

d) D’apres la question 1. b

+00
/O [f(t)e_t]dt: lim [e7®[g(z) — f(x)]] = lm U,— lim u,=U

r——+00 n—+oo n—+oo

, puis utiliser une intégration.

3. On remarque que les résultats précédents ne s’appliquent pas car la série > u,, diverge.

Cependant,
+oo 2p +o0
VeeR, f(x)=e"etgx)= > ngx—' =>
p=0 (2p) p=0
(partie paire de la fonction exponentielle), puis
a2z
e~ [g(z) — )] = 1=5— > 1

et

/+OO [f(t) eﬂ dt = /+Ooe2tdt =1
0 0
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Exercice 1.12.

Soit a un réel strictement positif. Pour tout n € N*, on note wu,, la fonction définie sur R
par :

x
up(x) = ——4H——-
(@) n®(1 + nz?)
0. Justifier la convergence de la série de terme général %H On notera f(a) = > #
n k=1

1. Montrer que pour tout réel x, la série de terme général u,(x) est convergente. On note
alors :

S(x) = k§1 ug(x)

2. a) Montrer que la fonction S est impaire.
b) Pour n entier supérieur ou égal a 1, étudier les variations de u,, sur R.

c¢) En déduire les variations de S sur [1, +o00[ puis sur |—oo, —1]

3. a) Montrer que pour z > 1, et n > 1:

T 1
mf(a) < S(z) < Ef(a)

(On pourra utiliser 'encadrement : nz? < 1+ nz? < n(1 + x)2.)

b) En déduire un équivalent de S(x) et sa limite en +oo.

4. On suppose o < %
2n
a) En minorant pour = > 0, apres justification, la somme S(x) par > wug(z), montrer
k=n+1

que :
-
S 1 2”2
(>

b) En déduire que S n’est pas continue en 0.

c¢) Déterminer la limite de S en 0.

Solution :

0.Siz#0, up(x) ~ a_lH et il suffit d’appliquer le critere de Riemann, puisque a4+ 1 > 1.

Si x = 0, le résultat demandé est banal.

1. Pour z = 0, le terme général u,(0) = 0 et la série converge vers 0. Pour = > 0,
1 1

un(x)/w 571a+1

Ce dernier est le terme général d’une série de Riemann convergente, car a+1 > 1. Par critere
de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général u, (z) est convergente
pour x > 0.
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On remarque que les fonctions u,, sont impaires, il suffit de tout multiplier par —1 et ainsi
on a aussi la convergence pour x < 0.

On a établi ainsi la convergence pour tout x réel de la série de terme général

x
Up(r) = ————=- pour n > 0
n() no‘(l—l—n$2) p
2. a) Les fonctions u,, étant impaires, les sommes partielles le sont aussi et en passant a la
limite, S est aussi impaire.

b) La fonction wu,, est de type fraction rationnelle & dénominateur strictement positif pour
z e R.
Cette fonction est donc dérivable sur R et :
' () 1 (14 na?) —z(2n2) (1 — nxz?)
u (r) = — =
n® (1 + nx?)? n®(1+ nr?)?
1

1
Vn'y/n

Ainsi, wu, est strictement croissante sur [— ], et strictement décroissante sur

}—oo,—L] et [L ~|—oo[, car

Vit oon

U (1) >0e= - cor< L et (2)<0e=2>L our<-—L
(@) Vi v o (o) Vi Vi
1 1 . L
¢) Comme | — ——=, —| C [—1,1], u, est strictement décroissante sur | — oo, —1] U [1, +o0
) (- = e c kL | U [L, +oc
Par somme finie, les S,, sont aussi décroissantes sur | — oo, —1] U [1, +00]

d) Les sommes partielles S,, sont strictement décroissantes sur [1,+oo[. En passant a la
limite, lorsque n tend vers 'infini, il vient :

Vz,y,1 <z <y = S(z) < S(y). La fonction S est aussi décroissante sur [1,4o00|. Par
symétrie, S étant impaire, elle est aussi décroissante sur | — oo, —1].

3. a) Pour x > 1, et n > 1, en utilisant la majoration 1 + nz? < n(1 + z)? équivalente a
14+ nxz?2 < n+2nz+ nx? ou encore 4 1 < n+ 2nzx qui est vraie,

on obtient finalement :

o w1
Vn >0, Ve > 1,

T

<
(1 + l’)z k§1 naH = T
_xr < < 1
(1—|—:17)2f(a+1) < S(m) S xf(a‘i‘l)

2
S 2

T < (z) < 1. Comme L 5 tend vers 1 lorsque x tend vers +oo,

1+2)? " 2f(a+1) (1+2)

on a par le théoreme d’encadrement que S(z) et %f(a +1) =

b) Ainsi,

8 |~

+oo 1
kz—:l ket
Et la limite de S(z) lorsque x tend vers +oo est 0.

c) Par imparité, on obtient le méme résultat en —oo

4. a) Pour z > 0, la série étant a termes positifs, et a > 0, on minore sa somme par la somme
des termes d’indices compris entre n 4+ 1 et 2n, et le terme général dans cette somme par

L . On obtient :
2n)(1 + 2nz%) " o O0HH
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2n _1 1—(]
V 2n (Qn)a(l + 2?1%) - 211-1-% % na-l—% 204-1-%

k=n-+1
b) Le minorant obtenu tend vers +oo lorsque n tend vers +oo. Si S était continue en 07, la

limite de la suite S (\/Lfn) devrait étre S(0) = 0, or par minoration cette limite est +0o Donc
on a bien prouvé que S n’est pas continue en 0.
¢) D’apres la question précédente, la seule limite possible pour S(x) en 07 est +oo.

Par imparité, on obtient comme seule limite possible pour S(z) en 0~ la limite —oo.

Exercice 1.13.
On pose, pour tout n € N*, pour tout z réel :

ga(w) =2l +2)(1+§) ... (L+ L)n~"
et

Vn =22, Ve e R\{0,-1,...,—(n—1)}, fu(z) = _gn(@)_
1

1. Soit r € E=R\ Z_.

a) Montrer que la série de terme général v, (z) = zIn (1 — %) +1In (1+ %) est convergente.
oo
On note L(z) = ) v, (z).
n=2
N
b) En déduire que la suite (In(py(z))n définie par py(xz) = [[ fn(z) converge et préciser
n=2
sa limite en fonction de L(x).

N
c¢) Déterminer la limite de la suite N — wy(z) = [] gn—(x)7 en fonction de L(x).

n=2 gn—1 ZL’)

d) En déduire que Yz € E, lim g,(z) = g (x)e"®).
n— oo

Dans la suite, nous noterons pour tout x de E : g(z) = g1 (x)e"®),
2. Montrer que Vx € F,g(z) = zg(x + 1).
On pose Vx € E,T'(z) = 1
9(x)
3. Justifier que la fonction I' est bien définie sur F.
4. a) Montrer que : Vo € E,I'(z + 1) = zI'(x).
b ) En déduire que Vn € N*,I'(n) = (n — 1)L

Solution :

Z

1. a) La série de terme général v,(z) = zln (1 — %) +1In(1+ n) est convergente. En effet,

un développement limité a ’ordre 2 donne :
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=1 _ 1 1 z _ 2’ 2y, _2’+x
vn () = a( n 92 +0<n2)) n_ o9 "‘O(n ) on2
(car z(z + 1) est non nul par hypothese). On conclut grace au critére de comparaison avec

une série de Riemann,

On a bien la convergence simple (a x fixé dans F) de la série de terme général v, (x) sur E.

+o0o

On note L(z) la somme de cette série : L(z) = Y v,(x)
n=2

b) On a:

N N N
_ 1 z)) =
In(py (@) = 3 W(fae)) = 3 (zm (1= L) +m(1+2)) S nle).
En effet, On a :

I N € Rogu(a) = 2(1 £ ) {1+ §) (1 Z)-
:c(x+1)...(:1;+n)n_x

n!
VneNn =2V e R\{0,~1,...— (n— 1)}, fule)= IE _ (14 z)q_ 1)
In—1(z) n n
c¢) Par continuité de l’exponentielle on a donc :
VeeE, lim ln( H fn(z)) = L(z), d’ou :
_>
N
lim wy = lim _9n(@)_ — eL(@)
N—+oo N—+o00 29 gn—l(x)

d) On en déduit que Vz € E, g, (z) = g1(x) fa(z) . .. fn(x) — g1 (z)el®),

Dans la suite, nous noterons pour = dans E, g(z) = g1 (z)eX®)

2. On remarque que pour z non entier négatif :

glx+1) nocgu(z+1) (z+D)(x+2)...(z+n+1)n

= lim — _ —
n—oon+x+1
Ainsi, on a montré que Vz € F,g(z) = zg(z +1), Yx € =N, g(z)=0.

En effet, dans le cas oi x = —p avec p € N, on a pour tout n > p, g,(x) =0

3. La fonction I' est bien définie sur E, car g(z) = z(z 4+ 1)e“® sur E et n’est pas nulle sur
F, tandis que g s’annule sur les opposés des entiers, d’apres ce qu’on vient de voir :

Ve e E,T'(z) = $

1 T .
a)OnaVee B, I'(x+1) = = = zI'(x). Soit :
) D=0 " g W

Ve e E,T'(z + 1) = zI'(z).
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= lim A
b) (1) = iy = Hm oy =1

En effet, g, (1) = (nt+ 1! pnl=ntl _ 9
TL. n n——+o0o

Par récurrence, on en déduit :

Exercice 1.14.
Pour toute suite réelle (u, )nen, on note (Auy)nen et (A%, )nen les suites définies par :

Vn €N, Aup = Uy — Upi1, A%Up = Uppo — 2Upi1 + Un.
On dit que (u,)nen est conveze si, pour tout n € N, A?u,, > 0.

1. a) Exprimer, pour tout n € N, A%u,, en fonction de Au, et de Au, 1.

b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur la suite réelle (Au,)nen pour que
la suite réelle (u,)nen soit convexe.
On suppose pour toute la suite de l’exercice que la suite réelle (un)nen est convexe et bornée.
2. a) Démontrer que la suite réelle (Auy,),en est convergente. Déterminer sa limite (on pourra
raisonner par ’absurde).

b) Démontrer que la suite réelle (u,)nen est convergente. On notera ¢ sa limite, que 1’on
ne cherchera pas a determiner.

c¢) Soit n et p deux entiers naturels tels que n > 2p. Démontrer que l'on a : 0 < nAu,, <
2(up — uy).

En déduire les limites des suites (nAuy,)nen €t (nAU,11)nen-

, n n
d) Etablir que, pour tout n € N, Y kA%u, = > Aug — nAuy 1.
k=0 k=1

e) En déduire que >° kA%u, = > Aug.
k=1 k=1

Solution :

1. a) D’apres la définition de A%u,, et de Au,, on a, pour tout n € N,

2
A Up = Un+2 — 2un+1 + Up = (un+2 - un+1) - (unJrl - un)
= Auy — Aty
Donc, pour tout n € N, A%u,, = Au,, — Aty .

b) La suite (u,)nen est convexe si et seulement si A%u,, > 0, par définition. Or on a vu, en
a., que A%u,, = Au, — Au, 1. Ainsi, la suite (u, ),cn est convexe si et seulement si la suite
(Auy,)nen est décroissante.

2. Dans tout le reste de I’exercice, la suite (uy,)nen est supposée convexe et bornée.
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a) On sait que (Auy,)nen est décroissante car (uy)nen est convexe. Comme (un)nen €st
bornée, il existe M € R tel que, pour tout n € N, |u,| < M. Ainsi, pour tout n € N, par
inégalité triangulaire,

|Aun| < |un - un+1| < |un| + |Un+1| < 2M.
La suite (Auy,)nen est donc bornée et monotone. On a ainsi, montré que (Au,),cn converge.
On note /¢ sa limite.
Montrons par ’absurde que £ = 0. On suppose tout d’abord que £ > 0. Il existe alors Ny tel
que Au, > % pour tout n > Ng.

n
- {(n— Ny +1
Ainsi, pour tout n > Ny, un, — Upy1 = Z Auy > ( 20 )
k=No
Ainsi, lim w, = —oo, ce qui est absurde puisque (uy,)nen est bornée. On aboutirait de
n—oo
méme a lim wu, = 400, en supposant £ < 0. Donc on a montré par 'absurde que la limite
n—oo

de (Auy,)nen est nulle.

b) Comme la suite (Au,)nen décroit vers 0, elle est positive. Ainsi, (uy,)nen est décroissante
et bornée. Donc la suite (uy,),en converge.

c) Soient n et p deux entiers naturels tels que n > 2p. En utilisant la décroissance de
(Aup)nen, on obtient,

n—1 n—1
Up —Up = Y, (up —upt1) = Y Aug = (n — p)Auy,
k=p k=p
Comme n —p > %, on en déduit que 0 < nAw,, < 2(up — uy).

En particulier, pour p = [n/2], 0 < nAu, < 2 (u|y/2) — tn) -
Comme lim [n/2] = oo, on en déduit que (u|,/2))nen est de méme limite que (un)nen par
n—oo

composition des limites. Ainsi, par encadrement lim nAwu, = 0.
n— oo

Comme nAuy,1 = (n+ 1)Aupy1 — Auyyq, on obtient lim, oo nAu,1 = 0.
d) Soit n € N. On a

Z kAQUk = E k(Auk — Auk+1) = Z kAuk — Z kAukH
k=1

k=0 k=1 k=1
n n+1 n
= EAup — > (k— 1)Aug = Ay + Z Aup — nAuy
= Z Aup, — nAup 11
k=1

n
e) De la relation : pour tout n € N*, >~ Auyg = u3 — up41, et de la convergence de la suite
k=1
(Un)nen, on en déduit que les deux sommes infinies de 1’énoncé existent et sont égales :

Z kAQuk = Z Auk.
k=1 k=1
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Exercice 1.15.

Soit A un réel fixé strictement négatif.

On note E I’ensemble des fonctions de classe C? de R dans R vérifiant 1'équation f” +\f = 0.
On note ¢ Papplication de E dans R? qui & toute fonction f € E associe (f(0), f/(0)).

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel. Montrer que I"application ¢ est linéaire.

2. On note f) et g, les deux applications définies sur R par :
falx) =e™V=2 gy(x) = eV
a) Montrer que (fy, gx) est une famille libre de E.

b) Soit f un élément de E non nul et non multiple de fy. Soit

h:x— f'(z)fr(z) — fz)fi(z)

Montrer que h est constante. En déduire que ¢ est injective, puis donner la dimension de F.

3. On se propose dans cette question de déterminer toutes les fonctions f continues sur R
telles que pour tout x réel :

1t fa) = / “wonimd ()

a) Soit f une solution de I’équation précédente. Montrer que f est deux fois dérivable sur
R.

b) En déduire toutes les solutions de ’équation (x).

Solution :
111 suffit de revenir aux définitions d’espace vectoriel et de linéarité.

2. a) On vérifie facilement que fy et g) sont deux éléments de F.
Supposons que pour tout réel xz, afy(x) + bgx(x) = 0. En évaluant en 0, il vient a + b = 0.
En dérivant puis en évaluant en 0, il vient a — b = 0; ceci entraine que a = b = 0, donc que
la famille (fy, gx) est libre.
Ainsi dim E > 2.
b) La fonction h est de classe C*. En dérivant, il vient

W=Ff"Ix=T=-AMA+AH=0
Ainsi la fonction h est-elle constante sur R, soit pour tout = réel :

(@) fa(z) = f(@) fi(z) = K

Si f € Ker g, alors f(0) = f'(0) = 0 et en remplagant dans 1’équation précédente, on obtient
K = 0. Donc

1o 0= DR = F@ (@) =S (@) = VM) = Fa) = VRS @) =0
0= (f(x) = V=Af(@))e ™V = (f(a)e V) = 0= f(a)e ™V = O et



Analyse 31

f(x) = Ce*™V=> = Cfy(x)
Ceci est en contradiction avec 1’énoncé, donc C' = 0, et f = 0 ce qui montre que ¢ est
injective.
Ainsi dim £ = dimIm ¢ < 2.

Finalement E est de dimension 2.
3. a) L’équation (%) se réécrit

Fz) = x/;f(t)dt _ /Oxtf(t)dt 1

Ceci montre que f est de classe C1. En dérivant, il vient f'(z) = / ' f(t)dt, ce qui montre
que f est de classe C?, puis f”(z) = f(x). ’
On est ainsi ramené a la question précédente avec A = —1.
Ainsi si f est solution, il existe a et b tels que : f(z) = ae® + be™ ™.
Il reste a regarder la réciproque. En réintroduisant f dans I’équation (x), on obtient
14 ae® +be " = —x(a—b) +ae” +be™™ — (a+b)
a—b=0

ita=0b0=—-1/2.
otb— 1 ,soit a =10 /

Ainsi f est solution si et seulement si {

Exercice 1.16.

Pour tout entier naturel n et tout réel x, on pose :
ho(z) = 2% et Ly(z) = ;—“ghgm(x).
1. Calculer explicitement Lo(z), Li(z) et Lo(z) pour tout réel x.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n, L, est une fonction polynomiale.
3. Soit n € N.
a) Soit z € R. Calculer e (x) et h%nﬂ)(:z:) en fonction de L, (x), L], (x) et e™*.

b) En partant d’une relation entre h,, et h,11, établir que :

Ve €R,Lyii(x) = nf’; 7L (@) + (1-— %H)Ln(a:)

4. Soit n € N. Montrer que L;, ,; = L;, — L,, en partant de la relation
(ha'h7)" = ().
5. Soient n € N et z réel. Etablir que 2L (x) + (1 — )L/ () + nLy(x) = 0.
6. Démontrer que :
V(n,z) e N* xR, (n+1)Lyq1(x) + (x —2n — 1)L, (z) + nLyp—1(x) =0

Solution :

2
1. Soit x € R. On clairement Lo(z) =1, L1(z) =1 —x, La(x) = % — 2z + 1.
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2. La fonction h,, est de classe C*° en tant que produit de fonctions de classe C°°, et, par la
formule de Leibniz, pour tous x € Ret n € N :

n

|
hgln)(x) _ Z n n: xn—k( 1)n—ke—m
— <k:> (n—k)!
Ainsi Ly () = S h0 () = S (") Tk ot I, est polynomial
NSl Lip|\XT) = n' n x —kzo k (n—k)' € n €SU polynomiale.

3. Soit n € N.
a) Pour z € R, h%”)(x) =nle "L, (z) et h%nﬂ)(x) =nle *(L,(z) — L,(x)).
b) Pour tout réel x, hy,41(x) = xh,(x).

En appliquant la formule de Leibniz a ce produit de fonctions de classe C'°°, on obtient
n 1 n 1 n
W@ = (Mg er @)+ (M )
= zh{"™(2) + (n + DA (2)

=nle *(zL],(z) — 2Ly(z) + (n + 1)L, (z))
Ainsi,

Ls(@) = Ch@) _ ally (@) — (o) + (ot DLy ()
(R (NI DT n+1

- ()

4. Soit (n,z) e NxR. On a:
hyq(x) =e™® ((n + 1)z™ — x”“) = (n+ 1)hn(x) = hpy1(z). Alnsi,

R = (R ) (@) = (n+ DAY (2) — nUHD (2).

Comme hf{flm(x) = (h;’fl”)/ et hgfll)(x) =(n+1)!e *Lyy1(z), on en déduit que :
(n+Dh™ ) (@) = WD (@) = (04 Dle™ (L () = Lo ()
D’ou
(n+ Dnle (L) (x) — Lp(z)) — (n+ Dle "Ly (x) =
(n+1)le™ (L1 (2) = Lnsa(2)).
Ainsi, L;,  , = L}, — Ly,.
5. Soient n € N et z € R. On en déduit que

Ly (@) = 2 (L) - Liy(a)) + Lo —Enl®) oy o)

puis que :

Ly(x) — La() = 2 (L) - L (@) + Enl2) 2 Ln) 4 gy )

Ainsi, L) (x) + (1 — z)L],(z) + nL,(x) = 0.
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6. Soient (n,z) € N* xRet §(z) = (n+1)Lpt1(x) + (. — 2n — 1)Ly (x) + nLy,—1(x). Ainsi,
(x)=zL (x)+ (n+1—2)L,(z)+ (x —2n — 1)L, (x) + nL,—1(x)
=zl (x) —nL,(x) +nL,_1(x)
= x(Ly_1(2) = Ln—1(®)) = nLn(x) + nln—1(x) = nLy—1(x) — nLn_1(x).
Ainsi :
(n+1)Lpy1(x)+ (x—2n —1)Ly(x) + nLly—1(x) =0

Exercice 1.17.

Si z € R% et n € N*, on pose Sy, (x) = Z( 1)* ou k% = exp(z In(k)).

km ’
1. On s’intéresse a la convergence des suites (S, (2))n>1-

a) Soit x > 0. Etablir pour tout entier n € N* les inégalités

Sont1(z) < Sants(x) < Sapya(x) < Sopn ().

b) En déduire que les suites (Sap4+1(2))n>0 et (S2n(2))n>1 convergent pour tout réel
strictement positif x et admettent la méme limite.

oo
¢) Montrer que la série ) (—1)’“l

o converge pour z > 0. On notera désormais f(x) la
k=1

somme de cette série.

2. On va maintenant s’intéresser a une autre expression de la fonction f.

a) Montrer que pour z > 0, f(x) est la somme de la série de terme général ((21>x _
é) c’est-a-dire que 'on a f(x) = ioj ( - 1 ) ’
(2p — )" P2V =1 (2p)" (2p 1)

| 1 1 } < T '

2p)*  (2p—-1)7" " (2p—-1)*"

3. On considere une série convergente de terme général r,,, (p > 1), positif ou nul et une suite
(up)p>1 de fonctions continues sur un intervalle I = Ja,b[C R% qui vérifient |u,(x)| < rp
pour tout p > 1 et tout = € I.

b) Soient p > 1 et z > 0. Prouver que l'on a :

a) Pour tout x € I, justifier la convergence de la série ) u,(z). On notera g(x) la somme

p>1
de cette série.
b) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un plus petit entier N € N* tel que > 7, < %
p=N+1

On notera N (e) cet entier.
Pour tout couple (t,z) € I?, prouver que 'on a :

N(¢g) N(e) .

l9(t) — g(a)| < | Zl up(t) — Zl up(z)] + 5.
p= p=

¢) En déduire que la fonction g est continue sur I.

4. Prouver que la fonction f définie dans la premiere question est continue sur RY .
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Solution :

1. a) Soit & > 0, on a Sap+3(x) — Sopt1(x) = (2n}r2)z — (2n}r3)m > 0.

De la méme maniere, on vérifie que

Son(x) — Sonia(x) > 0 et que Sapqa(x) — Sonqs(z) = 0.

b) D’apres 1) a), les deux suites (S2,+1(x))n>0 €t (S2n(x))n>1 sont adjacentes.

La suite (S2,+1(2))n>0 est croissante et majorée par Sy (z), elle converge donc vers une limite
l;. La suite (S2,(x))n>1 est décroissante et minorée par Sq(z), elle converge donc vers une
limite l5. Comme Sy, 11 (z) — Sapn(z) = —1/(2n+1)* — 0, lorsque n tend vers +o00, on voit
que 1 =l = f(x).

c) Les suites (S2n+1(x))n>0 €t (S2n(2))n>1 convergent toutes les deux vers f(z).

Donc, dés que I'on se donne un intervalle ouvert I contenant f(z), il n’y a qu’un nombre fini

de termes de la suite (S2p+41(x))n>0 en dehors de I et un nombre fini de termes de la suite
(S2n(z))n>1 en dehors de I.

Il n’y a donc qu’un nombre fini de termes de la suite (S, (x)),>1 qui ne sont pas dans I, ce
qui prouve bien que la série converge vers f(x).

2. a) 1 suffit de remarquer que > ( 1 — = 1 =) = Som(z) et de dire que So,,(x)
=1 (2p)"  (2p—1)

converge vers f(z) d’apres 2) b).

b) Soient p > 1 et z > 0, d’apres I'inégalité des accroissements finis, on a

1 1 { T . } x
— < ——ite2p—1,2 < —s)
|(2p)m (2]) o 1)m| X Sup | tm-}—l | [ P p] ~ (2]9 o 1)m+1

3. a) Si z € I, le théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs et I'inégalité
|up(x)| < 7p nous assurent que la série ) wu,(x) est absolument convergente, donc conver-

p>1
gente.
b) Comme la série a termes positifs > r, est convergente, ses restes décroissent vers 0. Il
p>1
400
n'y a qu'un nombre fini M de restes ) 7, qui sont en dehors de l'intervalle [0, e/4],
p=m-+1
+oo
il existe donc un plus petit entier N(¢) = M +1tel que > 7, < %
p=N(g)+1
Pour tout couple (¢,2) € I, on a
N(e) N(e) +o0 N(e) N(e) .
9(t) —g(@)l < | X2 up(t) = 20 wp(@)[+2 0 X0 rmp <| X2 up(t) = 25 up(x)[ + 5
p=1 p=1 p=N(g)+1 p=1 p=1

c) Une somme finie de fonctions continues sur I est encore continue, si z € I il existe un
N(e) N(e)

intervalle ouvert J contenant x tel que | Y wu,(t) — > up(x)| < /2 pour tout t € J.
p=1 p=1



Analyse 35

Par suite, si € J on a |g(t) — g(z)| < e. Comme ¢ est arbitraire, la fonction g est bien
continue au point x.

4.Sixz eI, onposea=uzx/2,b=3x/2et uy(z)= l__ 1 —. La question 2. b) nous

(2p)*  (2p—1)

t 3T 1
<— Ut g0z, 1
OIS G =gy S % “ep-pE
Le critere de Riemann et le théoreme sur les équivalents donnent facilement la convergence
de la série de terme général r,.

assure que

Les hypotheses de la question 3) sont vérifiées et par suite f est continue sur |a, b], donc au
point x.

Exercice 1.18.

1
Soit la suite (a,)nen définie par : a, = / u” 5 du.
0 1 +u

Pour z € R, on note sous réserve d’existence :

00 1
S(z) = n+1anx”etFa::/ 1 du
( ) nz::O( ) ( ) 0 (1 +u2)(1 —xu)2
1. a) Etablir que pour tout n € N, le réel a,, existe et vérifie :
1 1 1
2n+1 S n S n+1
b) En déduire que la fonction S est définie sur U'intervalle | — 1, 1].

2. Déterminer 'ensemble de définition de la fonction F'.
uPzP[p — pux + 1]
(14 u?)(1 — zu)?’

3. Soit z un réel de [0, 1[, on note : Vu € [0,1],Vp € N, A(u,p) =

a) Montrer que : Vp € N,Vu € [0,1], A(u,p) < (p+ 1) a?

(1—a2)*
1
En déduire que : lim [ A(u,p)du=0.
p—0 Jj
p—1 1 P
4. Montrer que : Vo € R\ {1}, > (n+ 1)v" = 5 — —2—[p—pv+1].
n=0 (1 - U) (1 - ’U)

5. En déduire que : Vz € [0,1], F(z) = S(z).

Solution :

n
1. a) Soit n € N; 'intégrale a,, existe car ¢ : u — 1 j_ 5 est définie continue sur [0, 1]. De
u

plus,

VneN, 0<u<l =
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b) On a 0 < |[(n+ 1)a,z™| < |2"]. Donc si |z| < 1 la série converge absolument et S est bien
définie sur |—1,1].

. . 1
2. Soit la fonction f,(u) = AT D1 —za?
e Si x < 1:lafonction f, est définie (le dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1]) et continue
sur le segment [0, 1], 'intégrale F'(x) est bien définie.

e Si z>1:0ona:0< % < 1, branche infinie au voisinage de % Or au voisinage de

1. fz(u) ~ — 1 i~ - La fonction n’est pas intégrable (critere de comparaison aux
x "+ 1(u— )2
intégrales de Riemann). Ainsi la fonction F est définie sur |—oo, 1]
a)uc0,l]]=uw" <l;uec0,l]l=1+u*>1 = r12<1;
u

1 1
vel0l]=1-z<l-ur — 7= — <7

Ce qui donne la majoration souhaitée.

su€e0,]]=p—pur+1<p+1

1 P
b) Par positivité de l'intégrale, on obtient : 0 < / A(u, p)du < (p + 1)(190—)2
0 -
P
Comme 0 <z < 1l,ona lim (p+ 1)3:—2 = 0, et le théoreme d’encadrement entraine
p—r+o0 (1—x)
que :
1
li A du =20
oy (u, p)du
4. On reconnait la somme des premiers termes d’une suite géométrique :
p ¥ =1
Vo #1, Z V" prp—
On obtient le resultat souhaité en dérivant par rapport a la variable v :
p—1
1 vP
Vo #1, n+1)v" = — —pv+1
5.0n a
p—1 p—1 1
S(@) =S (e Dana” = 'S (4 [ [ 12 dul.an
n=0 n=0 0 ]. + u

1
1 up+1:cp+1 uP 2P ] du
= + +1
/o [( 2 — )(1—:1:u)2 1+ u?

= F(z) — /0 A(u, p)du

d’ou en passant a la limite quand p — 400 : Va € [0,1[, F(z) = S(x).



