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ALGEBRE

Exercice 2.01.
Soit la suite de polynomes (7},),en définie par :
To=1,Ti =X et Vn € N, Tppg = 2XTps1 — T}y

1. Montrer que pour tout n € N*, T}, est un polynome de degré n, de coefficient dominant

que 'on explicitera. Montrer que :
Vo € R,T,(cosf) = cos(nb)

2. Pour (p,q) € N?, on pose I, , = / cos(ph) cos(qb) db.
0

a) Montrer que pour tous réels a et b, on a :

L (cos(a + b) 4 cos(a — b))

cos(a) cos(b) = B

b) Calculer I, ,.

1
3. Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R[X], montrer que 'intégrale / PO dt est

—1 V1 —1¢2
convergente. On la note (P, Q).

Montrer que (P, Q) — (P, Q) est un produit scalaire sur R[X]. On note ||.|| la norme associée.

4. Montrer que pour tout n € N, la famille (Tp,...,T,) est une base orthogonale de R,,[X].

Cette base est-elle orthonormale ?
5. Pour tout n € N*, calculer (X", T,,).

6. En déduire, pour tout entier n > 1, la valeur de :

n n—1 2
d= inf / (t" — (an— 1t + -+ ao)) dt>
(ao,..‘,an_l)eR" 1 _ t2
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Solution :

1. On montre aisément par récurrence sur n > 1 la relation :
«deg(Ty) = n, le coefficient dominant de T}, est 2"~ et VO € R, T}, (cos ) = (cosnd) ».

La clé du dernier résultat est la formule : 2 cospcosq = cos(p + q) + cos(p — q), qui donne,
en supposant la formule vraie jusqu’au rang n + 1 :

Thi2(cos@) =2cos0T,,41(cos @) — T, (cos @) = 2cosf cos(n + 1)0 — cosnb
= cos(n + 2)8.

et la formule est encore vraie au rang n + 2.

2.0n a:
/7r cos(ph) cos(qb) db = %/W(cos((p + q)0) + cos((p — q)0)) do
0 0

0 sip#g
— e Si p = q == O .
/2 sip=q#0
3. Il y a des problemes de convergence de 'intégrale en —1 et 1 (la fonction qu’on integre est
continue sur |—1, 1[). Mais, au voisinage de 1 :

P)Q() .
| Pla)Ql), N\/g(}—?i—i si P(1)Q(1) # 0

V1—a? —o(—7l=) i PI)Q() =0

1
Or lintégrale dx converge, donc par le théoreme de comparaison l'intégrale
g /0 m g p p g

définissant (P, Q) converge absolument en 1. Méme raisonnement en —1.
e L’expression est symétrique et linéaire par rapport a la seconde variable, par linéarité de
I'intégration.
' _P)’

e Si PeR[X],ona (P,P)= / ————~_dx > 0, par positivité de 'intégration puisqu’on

—1vV1—z?
integre une fonction positive et que les bornes sont dans le sens croissant.
e Si (P, P) =0, comme la fonction intégrée est positive et continue sur |—1, 1], elle est nulle
sur |—1, 1[, donc P est nul sur |—1,1[; donc P = 0 (polynéme ayant une infinité de racines).
4. La famille (Tp,...,T,) est échelonnée en degré, donc elle est libre. Elle est composée de
n+1 éléments de R, [X] et cet espace est de dimension n+ 1. C’est donc une base de R,,[X].

Comme la fonction cos est de classe C! strictement décroissante de ]0, 7| dans ]—1,1[, on
peut faire le changement de variable x = cos(), qui donne

(puisque T, (cos(#)) = cos(nf) quand 6 € |0, 7[) :

1 ™
(T, Ty) = /1%\/%@ dx = /0 cos(ph) cos(qf) d0 = I, , =0sip #q
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Ainsi la famille (Tp, . . ., T, ) est orthogonale. Elle n’est pas orthonormale puisque, par exemple
|To]|* = 7, ou parce que Vk > 1, ||Tx]|* = % # 1.
5. Pour n > 1, d’apres la question 1, on a :

T, — on—lxn € Rn_l[X] = VeCt(To, e ;Tn—l) C Tn
Ainsi :
(T, X") = 2n_1_1<Tn,Tn — (T, — 2" 1X™))

_ 1 HTnH2+ 1 <Tn,Tn—2n_1Xn>=L.

- 2n—1 2n—1 2n

6. d est la distance de X™ & l'espace R,,_1[X]; d est donc la distance de X™ & son projeté
orthogonal sur R, _1[X]. Or, comme la famille (Tp,...,T},) est une base orthogonale, en
adaptant (par normalisation des T} ) la formule connue pour une base orthonormale, on a :

n—1

n <Tk7Xn> <Tn7Xn>
X" = y oot ~ = 12T,
= | Tkll" Tk 1T
€Vect(Ty,...,Tn—_1)=R,,_1[X] €ER, 1 [X]+
Donc : d = ||—<T"’X2>TnH _ T X %77.
]| Tl 2

Exercice 2.02.

Soit (n,p) € (N*)2.

On considere une matrice A € M,, ,(R) et une matrice B € M, ,(R). Si C est une matrice
carrée & coefficients réels, on rappelle que Spec(C') désigne ’ensemble de ses valeurs propres
éventuellement complexes.

1. a) Quel est 'ordre de la matrice carrée AB? Quel est celui de la matrice BA?

b) Soit A € R*. Montrer que si X est un vecteur colonne propre de AB associé a la valeur

propre A, alors BX est un vecteur colonne propre de la matrice BA associé a la valeur propre
A

En déduire que Spec(AB)\ {0} = Spec(BA)\ {0}.

¢) On pose M = I,, — AB et N = I, — BA. Montrer que la matrice M est inversible si et
seulement si la matrice N est inversible.

d) On suppose que 1 ¢ Spec(BA). Montrer que la matrice M est inversible et que son
inverse R vaut R =1,, + AN 'B.
(On pourra écrire le produit RM sous la forme I, + A(I, — BA)"'CB et constater que
C=0)

2. On munit R" de sa structure euclidienne canonique. On considere deux vecteurs colonnes
XetY deR" et onpose A= X et B=1.
a) Ecrire la matrice N définie dans la question 1. c).

On suppose désormais que le produit scalaire (X|Y) est différent de 1.
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b) Montrer que la matrice M = I,, — AB est inversible et donner une expression de son
inverse a 1’aide de la question 1.d.

¢) En déduire que le polynome P défini par P(t) = 1 2 + (X)) —2)

= t+ 1 est
Xy Ty

un polynéme annulateur de M.

3. On considere les deux vecteurs colonnes X et Y de R* donnés par

1 1
1 0
X = 1 et Y = 0
1 -1

Déterminer la matrice M. Est-elle diagonalisable 7

4. On considere les deux vecteurs colonnes X et Y de R* donnés par

1 1
1 2
X = 1 etY 3
1 4

Déterminer la matrice M et la matrice M ~! apres avoir justifié son existence. La matrice M
est-elle diagonalisable 7

Solution :
1. a) La matrice AB est une matrice carrée d’ordre n tandis que BA est une matrice carrée
d’ordre p.

b) Soit X un vecteur colonne propre de AB associé a la valeur propre A # 0. On a donc
ABX = AX, en multipliant & gauche par B on obtient (BA)BX = ABX.

On a BX # 0, sinon AX = 0 et par suite X = 0 puisque A # 0, ce qui est impossible. On a
donc A\ € Spec(BA).

On vient de montrer que Spec(AB)\ {0} C Spec(BA)\ {0}. Il suffit d’échanger les roles de A
et B pour conclure.

c) La matrice M est inversible si et seulement si 1 ¢ Spec(AB)\ {0}, ce qui équivaut d’apres
la question précédente a dire que N est inversible.

d) Comme 1 ¢ Spec(BA), les matrices M et N sont inversibles d’apres la question précédente.
En effectuant le produit RM, on trouve
RM =1, + A(I, - BA)"'B - AB — A(I, — BA)"'BAB
=1I,+ A, - BA)'B— A(l, — BA)"'(I, - BA)B — A(I, — BA)"'BAB
=1, + A(I, — BA)"'[I, — (I, - BA) — BA|B = I,
2. a) D’apres 1) a), on a N € Mj 1(R), par suite N est le scalaire 1 — (X|Y).
b) Comme N =1 — (X|Y) # 0, M est inversible d’apres 1) ¢). Avec 1) d), on obtient :
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M~' =1, + (1 - (X|Y)) 1 XtY.

¢) On remarque que la question précédente nous conduit a

1 2 — (X]Y) 1 2
L,=M+—rn———I, - MM = (— "L )M — ————— M?=.
Fram U MOM = Gy T
Ce qui donne immédiatement P comme polynome annulateur de M.

0 0 0 1
-1 1 0 1
3. On trouve : M = 10 1 1
-1 0 0 2

Comme 0 = (X|Y) # 1, la question 2. d) nous dit que P(t) = t> — 2t +1 = (¢t — 1)? est un
polynéme annulateur de M. Le réel 1 est donc la seule valeur propre possible de M (c’est
effectivement le cas).

Or M # I, elle n’est donc pas diagonalisable.
4. Comme 10 = (X|Y) # 1, on voit que M est inversible. On a :

8 -2 -1 —4
0 -2 -3 —4 A S
-1 -1 -3 —4 > 5 5 5
M= et M1=|39 5 3 9
-1 -2 -2 —4 5 5 : 5
-1 -2 -3 -3 -1 -2 -1 5
9 9 3 9
Ici P(t) = L §154—1, ses racines sont 1 et —9, et ce sont les seules valeurs propres possibles

de M. On voit que I'équation du sous-espace propre associé a 1 est x + 2y + 3z 4+ 4t = 0, il
est donc de dimension 3.

Si —9 n’était pas une valeur propre, la matrice M + 91 serait inversible et une factorisation
de P conduirait a M = I, ce qui est absurde (on peut aussi chercher un vecteur propre pour
la valeur —9).

La somme des dimensions des sous-espaces propres est donc (au moins) 4, donc vaut 4 et par
suite la matrice M est diagonalisable.

Exercice 2.03.

On considere I'ensemble M, (R) des matrices carrées d’ordre n (n > 2) a coefficients réels.
Si A € M, (R), on rappelle que Spec(A) désigne I’ensemble des valeurs propres de A.

Si M = (mij)i<ij<n € Mup(R), on note ®(M) = (m] ;)1<i j<n la matrice carrée d’ordre n
dont les coefficients sont donnés par m;, . = my41—_; n+1—i. La matrice ®(M) est la symétrique

Z7-]
de M par rapport a la «deuxieme diagonale ».

1. a) Vérifier que ® est un endomorphisme de M,,(R). Déterminer 2.

b) Montrer que ®(*M) = *(®(M)). On suppose que la matrice M est symétrique, que
peut-on dire de (M) ?

c¢) Soient A et B deux matrices réelles carrées d’ordre n.
Prouver que ®(AB) = ®(B)®(A).
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d) Montrer que M € M, (R) est inversible si et seulement si ®(M) est inversible. Vérifier
dans ce cas que (®(M))~! = &(M~1). Prouver que Spec(®(M)) = Spec(M).

e) Montrer que M € M, (R) est diagonalisable si et seulement si (M) Dest.

2. On dit qu'une matrice M € M,,(R) est bisymétrique si elle est symétrique par rapport aux

x1
deux diagonales (i.e. si ‘M = M et ®(M) = M). Si X = : est une matrice colonne,
xn
Tn
on pose X =
x

On considére désormais une matrice A € M,,(R) qui est bisymétrique.

a) Justifier le fait que A est diagonalisable, avec une matrice de passage diagonalisante
orthogonale.

b) Montrer que si la colonne X appartient au sous-espace E) de A propre associé a la
valeur propre A,
alors X appartient aussi a F).

c¢) En déduire que si A € Spec(A), alors il existe un vecteur colonne propre associé a A qui

vérifie I'une des deux conditions : X = X ou bien X = —X.
1 4 0 5
s . o 4 -2 2 0
3. On considéere la matrice A définie par A = 0 2 -9 4
5 0 4 1

a) Vérifier que A est bisymétrique et montrer que le rang de A est supérieur ou égal a 3.
b) Déterminer le noyau de A.
c¢) Chercher les vecteurs colonnes propres de A qui vérifient X = X.

d) Diagonaliser la matrice A avec une matrice de passage orthogonale.

Solution :

1. a) La linéarité est évidente. On voit immédiatement que ®2 = Id.
b) On voit que ®(*M) = (("M); ;) = (Mpt1-ins1-5) = "O(M).
Si la matrice M est symétrique, on en déduit que la matrice ®(M) est aussi symétrique.

c) Soient A = (a; ;) et B = (b; j) deux matrices réelles carrées d’ordre n. D’apres le cours,
n

onaC =AB= (¢ ;) avec ¢;; = Y by ;. D’ou ®(C) = (c;])
avec : . h=t .

/
Ci,j = Cn41—jn+1—i = Z afn—|—1—j,kbk,n—|—1—i == Z an+1—j,n+1—hbn+l—h,n—|—l—i
k=1 h=1
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= > b ha;zj'
h=1
Or cette derniére somme représente (®(B)®(A)); ;, on a donc bien ®(AB) = &(B)P(A).
d) Si M € M,,(R) est inversible, il existe alors N € M,,(R) telle que MN = NM = I. 1l vient
I=®(I)=®(MN)=®(N)P(M) et par suite ®(M) est inversible et ®(M)~! = d(M~1).
Or ®2 = Id, on a donc bien I’équivalence souhaitée.

Comme A € Sp(M) équivaut & M — Al non inversible, donc a ®(M — A\I) = ®(M) — A\l non
inversible, c.a.d. & A € Sp(®(M)).

e) Supposons M € M, (R) diagonalisable, alors il existe D diagonale et P inversible
telles que M = PDP~!. Avec c¢) et d), on voit que ®(P) est inversible et que l'on a
O(M) = ®(P)"1®(D)®(P). Il est clair que ®(D) est encore diagonale, la matrice ®(M)
est donc diagonalisable.

L& encore, la propriété ®2 = Id nous donne immédiatement la réciproque.

2. a) Il suffit de dire qu'une matrice bisymétrique est déja symétrique réelle.
b) Soit z € Ey, comme A est bisymétrique (a; ; = a;; = ant1—in+1—;) il vient :

n n n n
(MZ); = > aixTk = Y, GikTnti-k = O Qint1—hTh = . Ant1—ihTh

k=1 k=1 h=1 h=1
= )\$n+1_¢ = )\.%’Z

c) Soit A € Sp(A) et x € E\, alors on a M (z+7) = A(xz + =) d’apres la question précédente.
Posons y =z 4+, si y =0 alors * = —x et si y # 0 alors y € E) vérifie y = y.

3. a) Il est clair que A est bisymétrique. Ses trois premieres colonnes sont libres, d’ou
rg(A) > 3.

b) La dimension du noyau est 1 ou 0. Si c’est 1, d’apres 2) c¢) on peut chercher un vecteur
générateur du noyau sous la forme (a, b, b,a) ou (a,b, —b, —a).

On voit immédiatement que la premiere possibilité donne le vecteur nul et la deuxieme nous
conduit a ker(A4) = R(1,1,—-1,—-1).

c¢) On cherche donc les vecteurs propres qui sont de la forme (a,b,b,a). Les deux premiéres
équations du systéme montrent que (a,b) vérifie les équations 6a + 4b = Aa et 4a = \b.
on en tire facilement A = —2 ou A = 8, et que les vecteurs cherchés appartiennent a
R(1,-2,-2,1) C E_ s ouaR(2,1,1,2) C Eg.

d) On cherche la derniére valeur propre éventuelle \.

La matrice A étant diagonalisable, on doit avoir —2 = tr(4) = 0 — 2 + 8 + A, on trouve
donc A = —8, les sous espaces propres sont donc tous de dimension 1. Les vecteurs de E_g
sont nécessairement de la forme (a,b, —b, —a) et sont orthogonaux aux autres sous espaces
propres, d'ou F_g = R(1,—1,1,—1).

La matrice A se diagonalise donc sous la forme A = PD'P avec :
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i1 1 2

2oV 2 Vo -8 0 0 0

-1 =2 1 1
p=| V0 2 VO g p| ) 200

2oV v 0 0 0 8

2 U ? v

Exercice 2.04.

Dans cet exercice on confondra vecteur de R¥ (k € N*) et matrice colonne canoniquement
associée. Soit (n,p) € (N*)2.
On considere une matrice A € M,, ,(R) et une matrice B € M, ,,(R).

0. Montrer que rg(AB)rg(A).

1. Dans cette question on choisit pour A et B les matrices suivantes :

1 1
A=1|1 0 etB:(; _04 i)
1 -1
a) Déterminer les matrices AB et BA.
b) Déterminer le rang de AB.

2. On se place dans le cas général o A € M,, ,(R) et B € M, ,(R).

a) Soit A € R*. On considere les applications linéaires :
¢ : Ker(AB — \I,,) — RP et ¢ : Ker(BA — \I,) — R"™ définies par p(z) = Bz et ¢(y) = Ay.
Montrer que Im(p) C Ker(BA — AI,) et que Im(v)) C Ker(AB — A\1,,).

b) En déduire que pour tout A € R*, on a

dim(Ker(AB — Al,,)) = dim(Ker(BA — \I,))

c) Justifier I’égalité Specc(AB) \ {0} = Spc(BA) \ {0} (on rappelle que Spp(M) désigne

I'ensemble des valeurs propres de la matrice M).

d) On considere les matrices M = I,, + AB et N = I, + BA. On suppose que N est
inversible, montrer alors que M est aussi inversible.

Vérifier que si z € R™ est solution de I’équation x = M~y olt y € R, alors on a By = N Bz.
En déduire que M~! =1, — AN~'B.

3. On revient au cas particulier des matrices A et B données dans la question 1.
a) Trouver les valeurs propres de la matrice AB. Est-elle diagonalisable ?

b) Justifier 'inversibilité de la matrice M = I,, + AB et déterminer son inverse.

Solution :

l.a)Ona: AB=| 1 et BA =2I,.

O~ N
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b) On voit immédiatement que Im(AB) C Im(A), d’ou
rg(AB) = dim(Im(AB)) < dim(Im A) = rg(A)

c) Comme on a trivialement rg(A) = 2, il vient rg(AB) < 2 avec a). Les colonnes de AB ne
sont pas proportionnelles, on a donc rg(AB) = 2.

2. a) Soit A € R*. Si z = ¢(x) = Bz avec © € Ker(AB — \l,,), on a ABx — Az = 0, d’ou
BAz—\z = BABx—ABx = B(ABx—Az) = 0. On trouve donc bien Im(p) C Ker(BA—\I,).

On prouve de fagon analogue que Im(v) C Ker(AB — \I,,).

b) Soit A € R*, en appliquant le théoreme du rang a Iapplication linéaire ¢, on obtient

dim(Ker(AB — \I,,)) = dim(Ker ¢) + dim(Im(¢p))
Examinons Kery : si 0 = ¢(x) = Bz, alors on a 0 = Ax — ABx = Az puisque
x € Ker(AB — \,,), et par suite ¢ est injective car A # 0.
D’ou dim(Ker(AB — Al,,)) = dim(Im(p)) < dim(Ker(BA — AI,)) d’apres a).
Avec la méme méthode, en utilisant cette fois ’application linéaire 1), on montre que
dim(Ker(BA — AI,)) < dim(Ker(AB — \I,,)). D’ou Iégalité souhaitée.
Si A € Sp(AB)\ {0}, alors on peut se servir de 1’égalité précédente puisque A # 0 et par suite
A € Sp(BA) \ {0}.
En échangeant les roles de A et B, on obtient 'inclusion inverse, d’ou :

Sp(AB) \ {0} =Sp(BA)\ {0}

c) Dire que N est inversible revient a dire que —1 ¢ Sp(BA) \ {0} = Sp(AB) \ {0} d’apres
la question précédente, et par suite M = I + AB est inversible.
Siz=M"1'y ona ABx +x =y, d'on By = BABx + Bx = NBx.
Par conséquent on a Bz = N~ !By et en reportant dans la deuxiéme équation on obtient
AN7'By+z =y.
On en déduit que M~ =1, — AN~'B.

3. a) On a vu au cours de la premiere question que BA = 215.

On a donc {2} = Sp(BA) \ {0} = Sp(AB) \ {0}. De plus, d’apres 1) ¢) on a rg(AB) = 2,
donc 0 € Sp(AB). On aboutit finalement a Sp(AB) = {0, 2}.
Avec 2. b), il vient dim(Ker(AB—213)) = dim(Ker(BA—21I5)) = 2. La somme des dimensions
des sous-espaces propres de AB est donc 3, par conséquent la matrice AB est diagonalisable.
b) On voit que —1 ¢ Sp(BA) = {2}, il découle de 2. c) que M est inversible et que

M-t =1, — A(%IQ)B — I3 — %AB.

Dou: M~ t=| —
3 -1

Wl Wl

4
3
1

Wl WIN

Exercice 2.05.
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GL,(R) désigne ’ensemble des matrices inversibles de M,,(R), S,,(R) ’ensemble des matrices
symétriques de M,,(R) et O, (R) ’ensemble des matrices orthogonales de M,,(R).

Une matrice S de S, (R) est dite positive si :
YX € Mo (R), 'XSX >0,
et définie positive si :
VX e M,1(R)\ {0}, 'XSX > 0.
On note S;7(R) 'ensemble des matrices symétriques réelles positives d’ordre n et S;F+(R)

I’ensemble des matrices symétriques réelles définies positives d’ordre n.

1. Soit S € S,(R). Montrer que S € S;F*(R) si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

2. Soit M € GL,(R). On souhaite montrer I'existence de R orthogonale et S symétrique
définie positive telle que M = RS.

a) Montrer que la matrice *M M est symétrique définie positive.

b) En déduire qu’il existe S € ST (R) telle que MM = S2.

c¢) Montrer que S est inversible et que M.S~! est orthogonale.

d) Conclure.

Dans la suite de cet exercice, on admettra ['unicité d’une telle factorisation.

3. Soit ¥ € S (R). Soit P une matrice orthogonale telle que D = P~'X P soit diagonale. On
note A1, Ao, ..., A\, les coefficients diagonaux de D.

Soit Q € O, (R).
a) Montrer que tr(X) = > A;.
i=1
b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale @; telle que tr(QX) = tr(Q1D) et en
déduire :
tr(QX) < tr(X).

c) Montrer que sup {tr(QX)} = tr(X).
QeO(R)

Solution :

1. Soit S € S, (R). La matrice S est diagonalisable via une matrice orthogonale P. Notons
A1, ..., Ap les coefficients diagonaux d’une telle réduite diagonale. On raisonne ensuite par
double implication.

(=) On suppose que S € ST (R). Soit i € [1,n] et X; un vecteur propre associé a la valeur
propre \;. Alors, 'X;SX; = \;|| X;||? > 0. Ainsi, \; > 0.

(<) Soit X € M, 1(R) non nul et (X3,...,X,) une base orthonormée de vecteurs propres.

Il existe (p1,...,pun) € R™ tel que X = > p; X;. Alors,
i=1
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'XSX = 3 wipXeSXj = Y N XX = 30 pdN|| Xal? > 0.
=1

1<i,j<n 1<s,j<n
Ce qui termine la question.
2. a) Soit M € GL,(R). D’apres les propriétés de la transposition, M M est symétrique.
Soit X € M, 1(R) non nul. Alors, ‘X'MMX ='MXMX = ||[MX]|?.
Or, comme M est inversible et X est non nul, alors M X est non nul et |[MX|* > 0.
Ainsi, M € GL,(R) entraine que ‘MM € S+ (R).

b) D’apres la question 1, il existe A1,..., A\, des réels strictement positifs et P une matrice
orthogonale telle que, en notant D = diag(\1,...,\,), ‘MM = PD'P.

Alors, en posant D = diag(v/A1,..., v ) qui est bien définie d’apres la question 1 et
S = PD'P, on obtient bien, toujours d’apres la question 1 :

SeSH(R) et MM = S?
c) Comme les éléments diagonaux de D sont non nuls, en posant :

T = Pdiag(\; V%, ..., A )P,
onalS=S5T=1, et S est inversible. Puis,
UMS—HYMS— = (19)"1'MMS = S715%25 =1,

et MS~! € O,(R).

d) Finalement, pour toute matrice M € GL,(R), il existe S € STT(R) et R € O, (R) telles
que M = RS.

n
3. a) Comme la trace est invariante par changement de base, tr¥ =trD = > \;.
i=1

b) Comme X est symétrique réelle, elle est diagonalisable et il existe P € O, (R) telle que
Y = PD'P, avec D diagonale.

Alors,
tr(QX) = tr(QPD'P) = tr(*PQPD) = tr(Q.D)
ol Q1 = 'PQP appartient & O, (R).

Ainsi, notons Q1 = (qi,j)1<i,j<n. Alors,

tr(QY) = tr(Q1D) = iAiQi,i

n
Or, pour tout ¢ € [1,n], A; > 0. De plus, comme @, est orthogonale, on a > qik =1et
k=1

|giil < 1.

Ainsi, tr(QXY) < tr(X).

c) D’apres la question 3. b), pour toute matrice @ € O, (R), tr(Q¥X) < tr(X), cette inégalité
étant une égalité lorsque () = I,,. Ainsi :

su tr(QY) = max tr(QX) = tr(X
e QD)= mec x(@%) = ()
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Exercice 2.06.
Soient m, n et p trois entiers naturels avec p impair et m > 2. Soient A et B deux matrices
de M,,(R) a coefficients entiers telles que A soit symétrique, et

A=1,+mB et AP = 1,,.

1. Soit (ug)ken une suite d’entiers telle que (uy ) converge. Montrer que (uy )y est constante
a partir d’'un certain rang.

0;
9. Soit w = ¢ P . Montrer que w? =1, puis en déduire ’ensemble R des racines du polynome
XP —1.

3. Montrer que si A est une valeur propre de A, alors A € R.

4. a) Montrer que B est diagonalisable et que ses valeurs propres sont toutes de module
strictement inférieur a 1.

b) En notant, pour tout entier naturel k, B¥ = (bg?)gi,jgn, montrer que l'on a :
lim b =o0.
k—+oo 7

¢) En déduire que A = I,,.

Solution :

1. Soit ¢ la limite de la suite (uy,). Il existe un réel ng tel que pour tout n > ng, |u, — €| <

Lol

Soit n > ng. Alors, |unt1 — up| < [uns1 — €] + Jun — €] < §<<1.
Ainsi, comme u,, et u,1 sont entiers, alors u, = u,y1 et (u,), est constante a partir du

rang no.

2. D’apres les propriétés des nombres complexes, w? = 1. De plus, pour tout k£ € [0,p — 1],

w®? = 1. Ainsi, les nombres complexes {w”*, k € [0,p — 1]} sont distincts deux & deux et

racines du polynome XP? — 1 de degré p, donc ce sont ses seules racines.

3. Comme AP = [,,, toute valeur propre de A satisfait A = 1, donc appartient a R.

4. Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable. De plus, en notant A = PDP~!

alors B = P%(D — I)P~1. Soit p une valeur propre de B. Il existe k € [0,p — 1] tel que
k

W= WT_l Ainsi, si k = 0, alors = 0. Sinon, w* et 1 ne sont pas colinéaires (p impair) et

d’apres I'inégalité triangulaire,

W12

= =—— <2 <1

a) D’apres la question précédente, B¥ = P(%)HP_1 et bg? est une combinaison linéaire
des (u¥). Ainsi, kli)rglo bz(‘,j) = 0.

b) D’apres la question précédente, comme B est a coefficients entiers, il existe kg tel que
Bko = 0,,. Ainsi, B est diagonalisable et nilpotente donc c’est la matrice nulle et A = I,,.
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Exercice 2.07.

Dans cet exercice, A désigne une matrice de M, (R) avec n > 2.

1. a) Montrer que A admet au moins une valeur propre complexe, c’est-a-dire que I’ensemble
des valeurs propres de A n’est pas vide et qu’il existe un polynéome annulateur de A tel que

ses racines soient exactement les valeurs propres de A. Un tel polyndéme est noté m et on
admet que 'on peut choisir m 4 a coefficients réels.

b) Montrer que si my4 est de degré impair, A admet au moins une valeur propre réelle.

On suppose désormais que m 4 est de degré pair 2p et que les valeurs propres de A sont toutes
complexes non réelles.

2. Existe-t-il une droite de R™ stable par ’endomorphisme canoniquement associé a A ?

3. Soit A € C\R une valeur propre de A. Montrer que A (conjugué de \) est également valeur
propre de A et que les sous-espaces propres associés a A et A sont de méme dimension.

4. Soit X un vecteur colonne propre de A associé a A. En considérant les vecteurs Y et Z
réels qui sont respectivement la partie réelle de X et la partie imaginaire de X, montrer qu’il
existe un plan P de R™ stable par ’endomorphisme canoniquement associé a A.

Solution :

On note f I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A. Le polynme m 4 sera
aussi noté my.
1. a) L’endomorphisme f admet un polynéme annulateur réel car la famille

(Id, f, f2,..., ™)
est de cardinal n? 4+ 1 donc liée. Les valeurs propres de f sont incluses dans I’ensemble des
racines de tout polynome annulateur.

On factorise ce polynome sur C par le théoreme de d’Alembert-Gauss, soit :

p

P(X) = JT(X =)™

i=1
Supposons que A, ne soit pas valeur propre de f. Alors I’endomorphisme f — A,Id est
inversible ainsi que (f—A,Id)™». On peut ainsi composer a droite par I'inverse de (f—\,1)"»
et on obtient encore un polynéme annulateur apres avoir supprimé une racine qui n’est pas
valeur propre.
En recommencant ce processus, on récupere le polynome my. En effet on ne peut épuiser
ainsi toutes les racines de P car alors on aurait Id = 0.

b) Le polynéme m est réel et de degré impair. Il admet au moins une racine réelle (théoreme
des valeurs intermédiaires), donc il existe une valeur propre réelle et si X est un vecteur propre
associé, la droite vectorielle engendrée par X est une droite stable.

2. Si f admet une droite stable, et si X est une base de cette droite, alors f(X) = aX et a
est valeur propre réelle de f. Ainsi f n’admet pas de droite stable.
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3. Soit X un vecteur colonne propre complexe de A associé a A. On a AX = AX. En passant
au conjugué, A étant réelle, il vient AX = AX. Ainsi A est valeur propre de A associée au
vecteur colonne propre X.

On a également la réciproque (immédiat).

On montre enfin que (X7, ..., X,) est une base du sous-espace propre E}, si et seulement si
(X1,...,Xq) est une base du sous-espace propre Fr.

4.0nayY = ¥ et 7 = X 2_2 X . Ce sont des vecteurs colonnes réels.

Soient a, b réels tels que aY +bZ = 0. Alors (a —ib) X + (a + ib) X = 0 ce qui entraine que
a=b=0.

Ainsi la famille (Y, Z) est libre et engendre un plan vectoriel.

Montrons que ce plan est stable par A.

On pose A = a + b, avec b # 0. Il vient
Ay = AX+AX _ L4 ip)X + (a — ib)X)

2 2
= L ((a+i)(Y +iZ) + (a—ib)(Y —iZ))
AY =aY —bZ
et —
A7 — —AXZ_Z'AX = % ((a+ib)X — (a — ib)X)
= L ((a+ib)(Y +iZ) — (a —ib)(Y —iZ))

AZ =bY +aZ
Le plan Vect(Y, Z) est bien stable.

Exercice 2.08.

Dans cet exercice, n est un entier tel que n > 2 et £ = R"” est muni de son produit scalaire
canonique. On confondra les vecteurs de E et les matrices colonnes de M,, 1(R) ainsi que les
endomorphismes de E avec les matrices de M, (R).

1. Soit A une matrice de M,,(R). On suppose que F' est un sous-espace vectoriel de R™ stable
par A. Montrer que F'+ est stable par la transposée ‘A de A.

2. On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E de dimension n — 1.
Montrer que les hyperplans de F stables par A sont déterminés par les vecteurs propres de
tA.

3. On suppose la matrice A diagonalisable. Montrer qu’il existe n hyperplans Hy,..., H,

stables par A tels que () H; = {0}.
=1

4. Réciproquement, on suppose qu’il existe n hyperplans Hy, ..., H, stables par A tels que

H,; = {0}. La matrice A est-elle diagonalisable ?
=1

(2
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Solution :

1. Soit Y € F+. On a !XY = 0, pour tout X € F. Et !X*AY = }(AX)Y = 0 puisque
AX € F.

2. Soit H un hyperplan de E stable par A. La question précédente montre que HL est une
droite stable par tA.

Or une droite stable est engendrée par un vecteur propre puisque si X engendre la droite
stable D, alors AX € D = AX = AX. La réciproque de cette proposition est immédiate.

Réciproquement, si D est une droite stable de A, cette droite est engendrée par un vecteur
propre X de A et Dt est un hyperplan stable par ‘(*A) = A.

3. Notons (X1,...,X,) une base de vecteurs propres de A, D; = Vect(X;) et H; = D;-. On

a ainsi défini n hyperplans. Chacun est stable par tA.

Soit X € (| H;. Alors'AX € (N H;, donc ‘AX € H; pour tout i € [1,n] et AX € Hi* = D;,
i=1 i=1

pour tout ¢ € [1,n], ce qui est impossible puisque les D; sont supplémentaires. Donc X = 0.

4. Réciproquement, on suppose qu’il existe n hyperplans Hy, ..., H,, stables par A tels que
n
(N H; = {0}. Alors, il existe n droites D1, ..., D, stables par A, chacune de base X1, ..., X,,.
i=1
Chacun de ces vecteurs est un vecteur propre de ‘A, et cette famille est libre. En effet,
supposons par exemple que X,, € Vect(Xq,...,X,_1).

n

i=1
Alors Y est orthogonal & X3, Xo,...,X,—1 et X,, donc a Vect(Xy,...,X,,_1) qui est un
sous-espace de E de dimension inférieure ou égale a n — 1. Il suffit de prendre Y €
[Vect(X1,...,X,_1)]*" pour obtenir une contradiction & (| H; = {0}.

i=1

On a ainsi obtenu que la matrice 'A est diagonalisable et donc que A est également
diagonalisable.

Exercice 2.09.

Dans cet exercice, £ = R[X] est 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. On
définit une application 1" sur F, par :

VP e E,T(P)(X) = (3X +8)P(X) — X(5— X)P'(X) + X2(1 — X)P"(X)
ou P’ et P” représentent respectivement la dérivée premiere et la dérivée seconde de P.
1. a) Montrer que I’application T est un endomorphisme de E.
b) Pour quelles valeurs de n, le sous-espace R,,[X] est-il stable par T 7

c¢) L’application T est-elle surjective sur E 7

2. Soit P un polynome propre de T, c’est-a-dire un polynéome P non nul tel que la famille
(P, T(P)) soit liée.
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a) Que peut valoir le degré de P 7

b) Montrer que les polyndémes propres de T appartiennent a un sous-espace F' de E de
dimension finie et que la restriction de T" & F' induit un endomorphisme de F', que I'on note
encore T'.

3. a) Déterminer tous les couples (A, P) € R x E tels que T'(P) = AP.
b) L’application 7" est-elle injective 7

Solution :
1. a) L’application T est linéaire par distributivité du produit sur I'addition et linéarité de
la dérivation.
b) Supposons que P(X) = a, X"+. .., avec a,, # 0. On détermine alors le coefficient dominant
de T(P) :

T(P)(X) = X""(3a, +na, —n(n—1)a,) + ... = ap(—n? + 2n + 3) X"t .
Ainsi deg(T'(P)) = n+1 sauf si n = 3 (l’autre racine est négative), donc seul R3[X] est stable
par T

Si P=aX340bX?+cX +d, alors :
T(P)=(3X +8)(aX?+bX? + cX +d)

—X(5— X)(3aX?+2bX +¢) + X?(1 — X)(6aX + 2b)
c) L’application 7' ne peut étre surjective, puisque les degrés 0 et 4 ne sont pas atteints. (Il

suffit de construire la liste des degrés obtenus)

2. On vérifie que T(1) = 3X + 8 et T(X) = 4X? + 3X. Les polynomes de degré
supérieur ou égal a 2 rentrent dans le cadre précédent. Ainsi un polynome propre appartient
obligatoirement & R3[X] par la question précédente.

Le sous espace vectoriel Rg[X] est stable par T (on ’a vérifié ci dessus).

3. a) On écrit la matrice de l'induit par T' dans la base canonique de R3[X], soit

8 0 0 0
33 0 0
A= 0 4 0 0
0 0 3 -1

C’est une matrice triangulaire inférieure : ses valeurs propres sont les éléments diagonaux,
soit {—1,0,3,8}.

La matrice A est diagonalisable et chaque sous-espace propre est de dimension 1.

e le polynome X3 est associé a la valeur propre —1

e le polynome 3X3 + X2 est associé & la valeur propre 0 (lien entre les deux dernieres
colonnes)

e le polynome 3X3 4+ 4X2 + 3X est associé & la valeur propre 3

e le polynome 10 4+ 6X + 3X2 4+ X3 est associé a la valeur propre 8

b) L’application T n’est pas injective car 0 est valeur propre de T
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Exercice 2.10.

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de F diagonalisable.
On note {\1,..., A, } 'ensemble de ses valeurs propres et Ey,. .., E, les sous-espaces propres
associés.

Soit F' un sous-espace vectoriel de F stable par f, tel que F' # {0} et F' # E. Soit x un
vecteur de F'.

1. Montrer qu'’il existe un unique p-uplet (z1,...,2,) € E1 x---x E, tel que x = 21+ - -+ ).

2. On suppose désormais = # 0. Montrer que, quitte a modifier ’ordre, on peut supposer qu’il
existe r € [1,p] tel que z; =0, pour i > r et z; # 0, pour i < 7. On a alors x = z1+...+ ;.

On note V. le sous-espace vectoriel engendré par (z1,...,x,).
3. a) Montrer que (z1,...,2,) est une base de V..
b) Montrer que pour tout j > 0, f7(z) € V.
c¢) Déterminer la matrice A de la famille (z, f(z),..., f7"1(x)) dans la base (x1,...,z,)
de V.
Notons C4,...,C, les colonnes de A et ag,...,qa, des réels tels que XT: a;C; = 0. Montrer
j=1

T .
que le polynéme P = > «a,; X’ ~! est le polynéome nul. En déduire que A est inversible.
i=1

P
d) Montrer que pour tout i € [1,p], z; € F, puis que F = @ (F N E;).
i=1

p
4. Réciproquement, montrer que € (F' N E;) est un sous-espace de E stable par f.
i=1

5. Soit g un endomorphisme de E, diagonalisable et commutant avec f (i.e. tel que
fog = go f). Montrer qu'il existe une base de F formée de vecteurs propres communs

a fetg.

Solution :

p

1. L’endomorphisme f est diagonalisable et ' = @ FE;. Ainsi, pour tout x € F, il existe un
i=1

unique p-uplet (z1,...,2,) € E1 X ... X E, tel que z =1 + ... + ).

2. Certains des vecteurs x; peuvent étre nuls, mais pas tous si x # 0. Quitte a réordonner les
sous-espaces propres, on peut supposer que les x; non nuls sont les r premiers.

3. a) La famille (z1,...,z,) est génératrice de V,, elle est formée de vecteurs propres de f
associés a des valeurs propres distinctes : elle est donc libre.

b) Pour la méme raison, pour tout j > 0, f/(z) = Z )\iazz e V.
i=1
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c¢) La matrice de la famille (z, f(x),..., f7"!(z)) dans la base(x,...,x,) est la matrice de
Vandermonde
IID VERUUEED Vit
D VRSP VA
A= . .
1A ...oat

-
>~ a;C; =0, donne en regardant coefficient par coefficient : Vi € [1,7], P(\;) = 0. Ainsi le
j=1

polynme P, qui est de degré inférieur ou égal a » — 1 admet r racines distinctes, donc est le
polynme nul. Cela prouve que A est inversible.

Ainsi la matrice A est la matrice de passage d’une base a une famille libre, donc ici une base.

d) En écrivant chaque vecteur de la base (z1,...,x,) dans cette nouvelle base, on obtient
que z; € F', comme combinaison linéaire de la famille (z, f(z),..., 71 (x)).

P P

Donc x € @(FNE;) et FC @(FNE;). L'inclusion contraire est banale d’ott le résultat.
i=1 i=1

4. La réciproque est évidente car des sous-espaces propres sont toujours stables. On vient

ainsi de caractériser la forme des sous-espaces vectoriels de E stables par f.

q
5. Comme g est diagonalisable, on a E' = @ F};, ou Fj, est le sous-espace propre de g associé
k=1
a la valeur propre pug.
p

Or, comme f et g commutent, chaque F}, est stable par f. Donc Fy = @(Fk NE;).

=1
q

Une base de Fj, N E; est formée de vecteurs propres communs a f et g. Comme E = @ Fy,

k=1
on obtient une base de E formée de vecteurs propres communs a f et g.

Exercice 2.11.
Soit (M,,) une suite de matrices de M, (R).

Pour tout entier n € N, on note M, = (miﬁj(n))1<ij<p' On dit que la suite (M,) est
convergente si pour tout couple (i,7) € [1,p]?, la suite (m; j(n)) converge vers une limite

réelle notée m; ;.

On pose alors M = [m; jli<i j<p, on dit que la suite (M,,) converge vers M et on écrit
lim (M,) =M.
n—oo

On admettra que si la suite (M,,) converge vers M et si P et () sont deux matrices de M, (R)
dont les coefficients ne dépendent pas de n, alors lim (PM,Q) = PMQ.

n—oo
1. Soit A une matrice de M, (R) diagonalisable. On note I,, la matrice identité de M,(R).
a) Soit z € R. Calculer lim (1 + %)n

n—oo
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b) Montrer que la suite de matrices (( I,+ % A)n> converge. On note F(A) sa limite.
c¢) Montrer que pour tout réel x, E(xl, + A) = e*E(A).

Dans la suite, A et B sont deur matrices de My(R) diagonalisables et qui commutent
(AB = BA). On note u et v les endomorphismes de R™ canoniquement associés a A et
B. On note (A1,..., ) les valeurs propres de w et (u1, ..., f1q) les valeurs propres de v.

2. On note F)(u) le sous-espace propre de u associé a une valeur propre A. Montrer que
E)\(u) est stable par v.
Pour i € [1,7], on note alors v; l’endomorphisme de Ey,(u) induit par la restriction de v a

Ey,(u). L’objet de la question suivante est de montrer que v; est diagonalisable.

3. Soit (z1,...,x,) une base de E constituée de vecteurs propres de v. On suppose que chaque
vecteur x; est écrit sous la forme
rj=1x1;+To;+ -+ xy,, avec xy ; € Ey, (u) pour tout k de [1,7]

a) Montrer que les vecteurs non nuls de la famille (x 1, ..., x,) sont des vecteurs propres
de v et des vecteurs propres de u.

b) Montrer que cette famille est une famille génératrice de F), (u).

¢) En déduire que u et v admettent une base commune de vecteurs propres.

4. Montrer que E(A+ B) = E(A)E(B) = E(B)E(A).

Solution :

. . T\" _ oz
1. a) On montre classiquement que ngr—ir—loo (1 + n) e”.

b) Comme A est diagonalisable, il existe P inversible et D = diag(\q, ..., \,) diagonale telles
que A = PDP~!'. Ainsi pour tout n € N*,

r+ia=p,+1p)ptet (1,+14)" = P(1,+ LD)" P!
avec (I, + % )" = diag((1 + %)”, (14 %)”).
Ainsi, en utilisant 1. a) et la propriété donnée dans I’énoncé, la suite ((I, + %A)”)n converge
et sa limite vaut :

E(A) = Pdiag(eM, ... ,eM)P~!

c) Soit  un réel. La matrice A, = xI, + A reste diagonalisable et I'on a A, = PD,P~! ou
D =diag(z + A1, ...,z + Ap)
Le méme raisonnement qu’a la question précédente montre que la suite ((Ip + %Ax)")n
converge et que sa limite vaut

E(xI, + A) = Pdiag(eer/\l, ... ,e””*kif’)i’f’*1 =e%P diag(eAl, - e>‘1f’)P*1
=e"E(A)

2. Soit z € E)\(u). Alors, u(x) = Az. Comme u et v commutent, on obtient :
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u(v(z)) = v(u(z)) = v(Az) = Av(z)

ce qui montre que v(z) € E)(u). Ainsi, E)(u) est stable par v.

3. a) Par définition, les x; non nuls sont des vecteurs propres de u. Soit j € [1,n]. On
suppose que x; est vecteur propre de v associé a la valeur propre p;. Alors,

p p

;Mﬂ?i,j = pjz; = v(x;) = v(ry;) +o(@ey) + - +v(zp,) = ;v(l’z‘,j)

Or, d’apres la question 2, chaque v(zg, ;) est dans Ej, (u). Par unicité de la décomposition
selon la somme directe, on a

VE e [Lpl v(zk;) = pin.;,
les x, ; non nuls sont des vecteurs propres de v.

b) Soit z € Ejy, (u). Le vecteur z se décompose sur la base (z1,z2,...,x,) sous la forme
n

z =Y a;r;. Donc
i=1
n

n p p
z=3 iy iy =, (X airiyg)
i=1  j=1 =1 i=1
n
Mais z € Ey, (u). Donc z = ) a;z; k.
i=1

c¢) De la famille génératrice de la question précédente, on peut extraire une base de Ey, (u)
par le théoreme de la base incomplete. On obtient ainsi pour chaque sous-espace propre de
u une base de vecteurs propres de v. En mettant ces bases bout a bout, on obtient une base
de vecteurs propres commune a u et v.

4. Comme A et B sont diagonalisables avec la méme matrice de passage P (question
précédente), on peut écrire
E(A + B) = Pdiag(e™ ... et Tre)p~!
= Pdiag(e™,...,e*)P~! x Pdiag(e", ... et?)P}
= FE(A)E(B) = E(B)E(A)

Exercice 2.12.

On note R[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels et pour tout entier naturel
n, R, [X] désigne 'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

On pose Sy = 1 et pour tout entier k£ non nul, on désigne par Sy le polynéme défini par :
k—1

Sk(X) = 1 (X =19

=0

1. a) Démontrer que, pour tout entier n, la famille (Sk) est une famille libre de R[X].

0<k<n
b) Soit m un entier naturel. Prouver que pour tout polynéme P de R,,[X], il existe un

m
unique (m + 1)-uplet de réels (ax)o<i<m tel que P = Y aySk.
k=0
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2. a) Pour tout entier naturel n et tout entier naturel k calculer Si(n).

b) Soit P un polynéme de R,,[X] écrit dans la base (Sk)o i<y, Sous la forme :
P = Z akSk.
k=0
i) Démontrer que pour tout entier N > m :
N m N
P(n) 1
nzz:o n! k:Z::o nz::k (n —k)!

ii) En déduire que la série > P
n>0

converge et calculer sa somme en fonction des ag,
k € [0,m].
¢) Soit p un entier naturel non nul.

et calculer sa somme.

2 _— _— .« .. J—
Justifier la convergence de la série ) n’(n—1)n 727,)' (n—p+1)
n>0 :

Solution :

1. a) Les éléments de la famille sont des polynomes de degrés échelonnés, la liberté en découle.

b) On sait que R,,[X] est un espace vectoriel de dimension m + 1, contenant les m + 1
polynoémes S, 0 < k < m. Comme ils forment une famille libre de R,,[X] , ¢’est une base de
cet espace et P s’y décompose de facon unique.

2.a)xSin >k, alors Sp(n) =n(n—1)...(n—k+1) = (n—'kz)‘
n—k)!
* Sin < k, alors n est une racine de Sk, donc Si(n) = 0.
b) Soit P un polynéme de R,,[X] écrit dans la base (Sk)o<k<m sous la forme: P = " a;Sk.
k=0
i) On a :
N P(n Nomoo Su(n U N Sp(n
> Pl o & S Sl $ g, 5 Sk
n=0 T& n=0 k=0 n. k=0 n=0 U
Or Sk(n) =0sin < k—1, on en déduit :
N P(n m N Sk(n) m N n m N 1
—==>a SR =Y ag = k
nZ::O n! kzz:o nz—:k n! kz—:o nz::k ( k)!n! kzz:o nz—:k ( k)!
3 N 1 N=k 4
ii) On a : nz::k = Xl voLe
On déduit alors (m est fixé) la convergence de la série proposée, avec :
oo P m
DAL SN
n=0 T k=0

c) On pose P(X)=X?(X —1)...(X —p+1).
Ona:P(X)=XS,=(X—p)S, +pSp = Spt1 +pSp.
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Les coordonnées de P dans la base (Sk)o<k<p+1 de R,11[X] sont (0,0,...,0,p,1) donc la
2
séric 3 (n—1)(n— 2')(71 —p+1)
nZO n.
2
X n‘(n—1)(n—-2)..(n—p+1)
2. n!

n=0

est convergente et :

=(p+1)e

Exercice 2.13.

Soit n € N*, on note [,, la matrice unité de M,,(R), qui est I’espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n a coefficients réels. On identifie R™ avec I'espace vectoriel M, ;1(R) des
matrices colonnes d’ordre n.

L’espace vectoriel euclidien R" est muni de son produit scalaire canonique :
(X,Y) ='XY
La norme euclidienne associée est notée ||.||. On note (e;)1<i<n la base canonique de R™.
Soit A € M,,(R), on note R(A) la partie de R définie par :
R(A) ={'XAX, X e R", || X| =1}

1. Trouver des éléments de R(A) en prenant successivement pour X un vecteur propre normé
de A, puis pour 1 < i < n, le vecteur e;.

2. Soient a et b deux réels de R(A) tels que : a < b. On considére X; un vecteur normé de
R™ tel que ‘X1 AX; = a et X5 un vecteur normé de R” tel que ‘X2 AX5 = b. Pour « € [0, 1],
on pose : Xy = aX; + (1 — o)X,

a) Montrer que pour tout « € [0, 1], X, # 0.

b) Montrer que 'application :

X, AX,

v:[0,1] = R, aw—
1 Xl

est continue.

¢) En déduire que R(A) est un intervalle de R.
3. Soit @ une matrice orthogonale réelle, montrer que : R(A) = R(*QAQ).

4. Dans cette question on prend n = 2.

a) Soit A une matrice symétrique de Mo (R) admettant 2 valeurs propres A1 et Ao. Justifier
I'existence d’une matrice diagonale réelle D et d’une matrice orthogonale P telles que :
A=tPDP.

Déterminer R(A) en fonction de A\; et Ag.

b) Soient A et B deux matrices symétriques de Mz(R) admettant respectivement pour
valeurs propres A\ < Ay et pu1 < po , montrer que :

tr(AB) < Ajp1 + Aapio

Solution :
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1. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur colonne propre normé associé : {XAX =
tXAX = )\, donc Sp(A) C R(A).

On a e;Ae; = a; ; donc R(A) contient tous les éléments de la diagonale principale de A.

2. Soit a < b.
a) Par 'absurde : si aX; + (1 — a) X5 = 0, alors

e si a =0 alors X5 est nul , il n’est donc pas normé.
a—1 1
o

X et || X1]| =1 entraine a = 5

dolt : Xo = —X; et X5 AX5 =t X1 AX, ce qui entraine a = b : absurde.
Donc pour tout a € [0, 1], X, # 0.
b) La fonction ¢ est une fonction rationnelle & dénominateur jamais nul : elle est bien continue
sur [0, 1].
c) Soient a < b 2 réels de R(A), on applique le théoreme des valeurs intermédiaires a la
fonction continue ¢ sur [a,b] C [0,1] : soit ¢ € [a,b], on a: ¢(0) = a et (1) = b il existe donc
ap € [0, 1] tel que p(ag) = c.

e sinon X; =

tXaoAXgo
|1 Xaoll

ag
|1 X |l
ce qui prouve que R(A) est un intervalle de R.

3. Soit a € R('QAQ). 1l existe X un vecteur normé de R", tel que : 'X'QAQX = a, soit
(QX)AQX) = a. Or : |QX2 = (QX)(QX) = X'QQX = XX = [|X|? = 1 done
a€ R(A).
On prouve 'autre inclusion de la méme maniere en écrivant A sous la forme : ('Q)("QAQ)'Q.
Ainsi X € R(A) = 'X('Q)('"QAQ)'QX = ('QX)('QAQ)'QX, avec

QX[ =(QX)QX ='XQQX ="XX =||X|]? =1

='XAX = c. Donc c € R(A)

Soit le vecteur normé : X = ona:p(ay) =

4. a) La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable sur R dans une base orthonormée
formée de vecteurs propres (théoreme spectral). On suppose A\; < Aq : il existe P orthogonale
telle que A = *QPQ avec D = diag(\1, \2).

D’apres les questions 1.a et 2 on peut affirmer : [A1, Ao] C R(A).

Montrons que R(A) C [A1, Az

On a R(A) = R(D) (question 3).

Soit X vecteur normé de R? défini par X = (z,y) avec 22 + ¢y = 1.

Alors IXDX = M\z? + Xay? > M (22 +9%) = A\, et XD < \a(2? +92) = Ay d'ou
R(D) C [A1,\2] = R(A) C [A1, A2].

b) Le théoreéme spectral appliqué & B donne : B = 'QAQ avec A = diag(u1, pu2) et Q matrice
de passage orthogonale. Ainsi

tr(AB) = tr(AQAQ) = tr(AQAQ)

si on note QA'Q = (a;j)1<i j<2 alors,

tr(AB) = pian1 + oo = pii A + pede + pi(onr — A1) + pe(a — A2)



60 ESCP Europe 2016 - Oral

= A1 + pos + (a1 — A1) (1 — p2)
car aq; + age = tr(QAQ) = tr('QQA) = tr(A) = A1 + Xa.
Or \; < ag; car ag; € R(QA'Q) = R(A) = Sp(A) = [A\1, \a],
d’ou le résultat demandé.

Exercice 2.14.

On note ||.|| la norme usuelle de 1'espace euclidien R™.

Soit deux entiers r et n tels que 2 < r < n et A une matrice de M,,(R) de rang r. On note
f et g les deux endomorphismes de R™ canoniquement associés & A et ‘AA.

1. a) Montrer que Ker(f) = Ker(g) et rg(A) = rg(*AA) = r.

b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale réelle D =
diag(A1, A2, -+, A,) telles que : *tAA = PD'P.

c¢) Déterminer le signe des réels \; pour i € [1,n].
d) Montrer que parmi les nombres A1, ..., \,, il y a r nombres strictement positifs et n —r
nuls.

Dans la suite de I'exercice, on suppose que :

o VicE IIl,T]],)\i > 0.
eVi>nr )\ =0.

On pose pour i € [1,n], 0, = V.
2. a) Montrer qu’il existe une base B; = (X;)1<i<n orthonormée de R™ constituée de vecteurs
propres de g avec pour tout i € [r + 1 n]] X; € Ker(f).

b) On pose pour tout i € [1,r],Y; = AXZ, montrer que la famille de vecteurs (Y7,...,Y})
est orthonormée. On complete cette famllle en une base orthonormée de R™ notée Bs.

c¢) Déterminer la matrice A de f dans les bases B;, B et en déduire 'existence de deux
matrices orthogonales P; et P» telles que : A = P; diag(oq,...,0,,0,---,0)P;.
3. Soit la matrice A’ =t P, dlag( 1 UL, 0,...,0) Py.
T

a) Calculer AA’ et montrer que lendomorphisme h de R™ canoniquement associé a AA’

est le projecteur orthogonal sur Im(f).

b) Soit Y € R™ fixé. Montrer que la fonction X — ||AX — Y| atteint son minimum sur
R" en Xg =AY

Solution :

l.a) X € Ker(4) = AX =0 = "AAX =0

X €Ker(fAA) = AAX =0 = X(MAAX)=0 = ||AX|]?=0 = AX =0

Donc Ker(A) = Ker(*AA) et par le théoreme du rang : rg(A) = rg(*AA)

b) La matrice 'AA est symétrique réelle. Le théoréme spectral assure la diagonalisabilité de
tAA dans une base orthonormale B, de vecteurs propres. Si on note Ai, s, - -+, Ay, les valeurs
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propres de ‘AA, on pose D = diag(A1, A2, -+, \,) et P la matrice de passage entre les deux
bases orthonormées B et B, P est orthogonale : P~! =P et 'AA = PD'P

¢) Soit X; vecteur propre non nul de ‘AA ou de D associé a la valeur propre \;. On a :

112
avec || X;|| > 0 car X; # 0, d’ou \; = %

d) On sait que rg(*AA) = rg(D) = r donc r valeurs propres seulement sont non nulles. Quitte
a les renommer,on peut prendre \; > 0 pour 1 < i < r.

=0

2. a) On prend pour B; la base orthonormée B, de diagonalisation de g :
o r+1<i<n,X; €Ker(g) =Ker(f). (q.1.a)

b) On a pour 1 <i,5 <r

(i, Y) = (- AXG, LAX)) = - (XGUAXG) = (K0 X))

0i0; 00

= < Xi, X; >=
c)Ona(1<i<r) = AX,=0;Y;,puis(r+1<i<n) = AX;=0carrg(4) =r.
D’ou A = diag(oy,--+,0,,0,---,0).

Soit P = P, et Po = P_ 5.

Ces deux matrices de passage sont orthogonales (passage d’une base orthonormée a une base
orthonormée) et vérifient : A = PLAP,

3. a) Alors AA" = P, diag(1,---,1,0,---,0)'P, (r 1 suivis de n —r 0).

D'ou: AA'AA’ = P, diag(1,---,1,0,---,0)'P, P, diag(1,---,1,0,---,0)'P,

qui est égal & P; diag(1,---,1,0,---,0)!P; = AA’. Donc (AA")? = AA'.

De plus {AA") = 'P diag(1,---,1,0,---,0)'P, = AA’, donc ’endomorphisme h associé est
un projecteur orthogonal de rang r.

b) On sait que rg(h) =1g(f) et Y € Im(h) = Y = AA'X = A(A'X) donc Im(h) C Im(f)
et donc Im(h) = Im(f).

Ainsi h est-il le projecteur orthogonal sur Im(f).

c) La distance de Y a un élément de Im(f) est supérieure a la distance de Y a son projeté
orthogonal sur Im(f).

Or AXy = AA'Y est le projeté orthogonal de Y sur Im(f).
Donc le vecteur Xy = A’Y minimise la fonction X — [|AX — Y| sur R™.

Exercice 2.15.

n
1. Soient (uy)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que : Vn € N u,, = > (?)vl
i=0
a) Déterminer une matrice P € M, 11(R) telle qu’on ait 1’égalité matricielle :
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(up -+ un)=(vg - wn)P
b) On note R,,[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal & n et By = (1,X,X2,...,X") sa base canonique.

Montrer que By = (1,1+ X, (1 + X)?,..., (1 + X)™) est une base de R, [X].
Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
(On pourra montrer que P est la matrice de passage entre deux bases de R,,[X])
¢) En déduire 'expression de v,, en fonction des u;,0 < i < n:
Uy = D (Z)(—l)” b,
i=0
2. On note d,, le nombre de permutations sans point fixe de [1,n] (i.e. de permutations o de
[1,n|] telles que ¥i,0(i) # i) et on pose : dy = 1.
n
a) Pour tout entier n > 0, montrer la relation : n! = > (?)dl
i=0
b) En déduire 'expression de d,, en fonction de n pour n > 0.
¢) Soit (an)n>0 la suite définie par ag =1 et Vn € N,ap11 = (n+ 1)a, + (=1)"1.

Montrer que les deux suites (a,,) et (d,) sont égales.

1
3. On note pour tout entier naturel n : J,, = / x"e” dx.
0

n k T _\n
a) Montrer que : Vn € N,V € R,e* = kgo % +/0 %et dt.
b) En déduire que :

VneN,d, = L(n! + (=1)"J,)

e

c¢) Montrer que lorsque n tend vers +o00 : J,, ~ %.
— 1)
En déduire la nature de la série de terme général @ — d#

Solution :

0 n—1 n

)~ ("o7) )

0 (1) '
1. a) La matrice P est 1

0 - 0 (n)
b) La famille By = (1,1 + X, (1 + X)?,---, (1 + X)") est une famille de (n + 1) polynomes
de R,,[X] échelonnée en degrés. C'est donc une base de R, [X].

i
La matrice P est la matrice de passage de By vers By car (1 + X)/ = Z <‘7>XZ
i
i=0
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Elle est donc inversible et P~! est la matrice de passage de B; vers By.

j .
Orpour 0<j<n, X7 =(1+X)—-1) = Z (Z)(l + X)(=1)77" d’on :

i=0
P = ()
i ( ) <J 0<ii<n

Q) On s (v0,,vm) = (toyun) P ot v = 3 (") -0

a) Soit 0 < n, et 0 < ¢ < n. Le nombre de permutations a i points fixes est (?)dn_i En

effet : (7;) facons de choisir les 7 points fixes et d,,_; facons de permuter sans point fixe les
n — ¢ éléments restant.

On partitionne 'ensembles des n! permutations de [1,n] selon le nombre de points fixes, et
n n

nl=> (?)dn_i. En posant j=n—i:nl= ) <n71j)dj = nl= i (?)dj

i=0 3=0 3=0
n
. . n i . .
b) On applique la question 1.c : d,, = E ( ,)(—1)” ‘il et en changeant 7 en n — 1 :
i
i=0

g( ) n—z'—n'z

c¢) On vérifie 1’égalité par récurrence surn:onady=ayg=1et

(n+ D)y, + (=1)"* = (n +1 n'Z —1)" = d g

3. a) Soit z € Ret n € N. Il suffit d’appliquer la formule de Taylor-Laplace a 'ordre n a la
fonction t — e’ sur I'intervalle d’extrémités 0 et x :

n -1 k —1 —1 - n
b) Soit n € N,pour x = —1 on obtient : e~! = Z (=1) +/ &e“du.
0 n'

dn, t1 dn | (=1)"Jn
On pose t = 1 + u dans l'intégrale : e™! = — +/ —(=1)"t"e! At = =+ L
O . .

Donc : Vn € N,d, 1(n' (=)™ )

1
c) Sur [0,1],e* < e = / "e"dr < / x"edr =

Une intégration par parties donne :

Jpp1=e—(n+1)J, = nJy,=e—Jpt1 —Jp = 111_|I_1 nJ, = e, soit lorsque n tend
n—-—+0o0

e
vers +o0o, J, ~ —.
n
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d 1 —-1)" 1 d J, 1
Ona:—":—[(n—l)!—i—( ) Jn) = |=(n—1)!——=| = == ~ — qui est le terme général
n e e n en n
—1)!
d’une série de Riemann convergente donc la série Z u

n=>0

n
— — converge absolument.
e n

Exercice 2.16.

1. Soit un entier naturel n > 2 et M € M, (C). On note A l'ensemble des polyndmes
annulateurs de M.

a) Justifier que A n’est pas réduit au polynéme nul.
b) Vérifier que A est un sous-espace vectoriel de C[X].
¢) Montrer que VP € C[X],VQ € A, PQ € A.

d) Montrer qu’il existe un polynéme non nul de A de degré minimal. Soit K € A un
polyndme unitaire (c’est-a-dire de coefficient du terme de plus haut degré égal a 1) de degré
minimal.

En utilisant la division euclidienne des polynomes, montrer que K divise tout polynome de
A. En déduire que
A={KQ,Q € C[X]}

Un tel polynome K s’appelle polynéome minimal de M.
2. Exemples.

a) Soit A € C*. Déterminer le polynome minimal de A I,,, ou I, est la matrice identité
d’ordre n.

b) Soit P la matrice d’'un projecteur p distinct de 0 et Id. Déterminer le polynéme minimal
de P.

3. Soit M € M,,(R) de polynéme minimal K. Montrer que l’ensemble des racines de K est
égal a ’ensemble des valeurs propres de M.
4. a) Soit B = (e1, ez, e3) une base de R3, soit f € £(R?) défini par :
fle) =0, f(e2) =e1, fles) =e2
Soit M la matrice de f dans la base B. Déterminer le polynéme minimal de M.

b) Soit p € N, tel que 1 < p < n. Existe-t-il des matrices M de M, (R) de polynéme
minimal XP ?

¢) Soit p € N, tel que p > n. Existe-t-il des matrices de M,,(R) de polynéme minimal X? ?

(On pourra s’intéresser aux sous-espaces vectoriels Ker(f*), ou f € £L(R™) a pour matrice
M dans la base canonique de R™.)

Solution :

1. a) La famille (M")g<p<n2 est liée puisque dim(M,,(C)) = n?.

b) La vérification et immédiate.
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c¢) La démonstration de cette question tient au fait que :
(PQ)(A) = P(A)Q(A) = Q(A)P(A)
d) Soit P € A tel que P = KQ + R et deg(R) < deg(K) (division euclidienne) ; alors
R=P— KQ € A ce qui entraine que R = 0. La réciproque est claire grace a la question c.

2. a) Le polynome K(X) = X — X est annulateur de degré minimal.

b) On a p? = p, donc K(X) = X(X — 1) est annulateur, de degré minimal car ¢ # 0 et
q # Id.
3. On a Sp(M) C Rac(K) car K est annulateur (c’est du cours). Mais si A est une racine de

(K)\ Sp(M), alors K(X) =(X - MNQ(X)et0=K(M)=(M—-XI,)Q(M) avec M — X1,
inversible, donc @) annulateur, en contradiction avec la minimalité de deg(K).

01 0
4.a) Ona M(f,B)=|[0 0 1] quivérifie M3 =0 et M? # 0. Ainsi K(X) = X3 est-il
0 0 0

le polynome minimal de M.

b) De méme avec f € L(R™) de matrice M dans B = (e;)1<i<n, défini par
fler) == flen—pt1) =0, f(en—pt2) = €n—pt1, f(€n—p+3) = €n—pt2;-- -,
flen) =en—1

La matrice M est triangulaire supérieure stricte, donc Spec(M) = {0} et K de la forme X*;
on a facilement fP =0 et fP~! # 0 Donc le polynome minimal de M est K (X) = XP.

¢) La suite (Ker(f*)) est croissante pour I'inclusion ;

s'il existe z € Ker(f**1) \ Ker(f*), alors f7(z) € Ker(f*179) \ Ker(f*=7); donc la suite
(Ker(f*)) est strictement croissante puis stationnaire puisque 1'on travaille en dimension
finie.

Si K(X) = X? avec p > n, alors la suite (Ker(f*)1<x<p) est strictement croissante & plus
de n termes, ce qui est contradictoire avec la notion de dimension finie.

Exercice 2.17.

Soit (E,( , )) un espace euclidien muni de la norme ||.|| associée au produit scalaire, et
u € L(F) vérifiant :

Va € B, |u(@)] < [l|
1. a) Soit z un vecteur appartenant a Ker(u — id) N Im(u — id).
Justifier qu’il existe y € E tel que : Vn € Nynx = u"(y) — y.
b) En déduire que E = Ker(u — id) ® Im(u — id).

P

2. On pose : Vp € Nyv, = ﬁ > uF | et on note w le projecteur sur Ker(u — id)
k=0

parallelement & Im(u — id).

Montrer que pour tout x € E, la suite (vp(x)) converge vers w(x), c’est-a~dire que

peN
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Vze E, lim |jvy,(x) —w(z)|| =0
pP—00

3. Soit @) un projecteur de F, distinct de ’application nulle.
a) Montrer que si Ker(Q) et Im(Q) sont orthogonaux, alors
Va € E, Q)] < =
b) Réciproquement, on suppose que : Vz € E, ||Q(x)|| < [|z].

Soit x € Im(Q) et y € Ker(Q). En considérant les vecteurs z = = + Ay pour A quelconque
dans R, montrer que (x,y) = 0.

¢) En déduire qu’un projecteur () non nul est orthogonal si et seulement si

Va e B, Q)] < =

4. En déduire que w est un projecteur orthogonal.

Solution :

1. a) Il existe y tel que u(z) = z = u(y) —y = v**(y) — u*(y), Vk. Ensuite, par somme
télescopique, il vient : nx = u"(y) — y.

b) On écrit, pour tout n > 1, n||lz|| < |[u™(y)|| + ||y|| < 2||ly||, par hypothese sur u et
récurrence ; donc en prenant la limite, x = 0. On conclut par le théoreme du rang.

2. Soit z = a + b une décomposition de x sur £ = Ker(u — I) & Im(u — I).
Alors w(z) = a.
D’autre part, u(a) = a = Vk, u*(a) = a = Vp, vy(a) = a

uPTHb) — b

P 2116
et Vp, v,(b) = 1 Z uFti(b) — uk(b)] = " FT = ||vp(b)|| < I% — 0 comme

ci-dessus.

Al | =q= .
ors pirfva(x) a=w(x)

3. a) Il suffit d’utiliser le théoreme de Pythagore.

b) On a
VA, lz]2 = 1@ + Ay)||? < |lz + Ayl|2 = VA, 0 < 2(z,y) A + ||y||> A3, ce qui donne
(z,y) =0

c) C’est une conséquence des résultats a) et b).
4. Par inégalité triangulaire,

Va, Vp, llop(z )||\p+1 Z [Ju* (x )H\p+1 Z |||

donc par passage a la limite ||w(z)|] < ||z|].

Exercice 2.18.

Soient f et g deux endomorphismes de C? qui commutent ( ¢’est-a-dire tels que fog = go f).
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On note A et B les matrices de My (C) canoniquement associées a f et g. On suppose que les
matrices A et B ne sont pas des matrices scalaires (c’est-a-dire ne sont pas proportionnelles
a la matrice identité).
1. On suppose que f admet deux valeurs propres \, u, avec \ £ L.

a) Montrer que chaque sous-espace propre de f est stable par g.

b) Montrer que f et g sont diagonalisables dans une méme base.

¢) Montrer qu’il existe deux polynoémes P;, P» de C;[X] et une matrice K € M5(C) tels
que A= P (K) et B= P(K).
2. On suppose désormais que f et g n’admettent chacun qu’une seule valeur propre.

a) Montrer que f et g admettent un vecteur propre commun noté e;.

b) Montrer qu'’il existe «, complexes tels que les matrices A et B sont semblables

. . A« o B
respectivement aux matrices ( 0 )\) et ( 0 ,u)'

c¢) Montrer qu’il existe deux polynomes P;, P> de C;[X] et une matrice K € M5(C) tels
que A = P (K) et B= Py(K).

Solution :

1. a) Soit E un sous-espace propre de f qui est de dimension 1. Soit x € Ey. Alors

9(f(x)) = g(A\z) = Ag(x) = (g o f)(x) = (fog)(z) = fg(x))
Ainsi g(z) € E\.

b) L’endomorphisme f est diagonalisable car il possede deux valeurs propres distinctes.

Si ’on note g la restriction de g a E(f), cette restriction induit un endomorphisme de Ey(f)
qui est un espace de dimension 1. Si x en est une base, alors (g(x),z) étant liés, il existe
v € C tel que g(z) = vz, ce qui entraine que g et f admettent x comme vecteur propre
commun.

De la méme facon, f et g admettent un second vecteur propre commun y vecteur propre de
f associé a la valeur propre pu.

On obtient ainsi une base de C? formée de vecteurs propres communs a f et g. Ainsi g est
diagonalisable et admet deux valeurs propres différentes (car la matrice B n’est pas scalaire)

c) Les matrices A et B sont semblables avec la méme matrice de passage () aux matrices

A0 A0
D1—<0 M)etD2_<O /L/>'

11 existe un polynéome P; tel que P;(1) = A et Pi(—1) = p (polynéme interpolateur) et

/

un polynoéme P tel que Py(1) = N et Po(—1) = /.

En notant K = (é _01 ), il vient Dy = Py(K), D2 = P»(K). Finalement

A=QDiQ™ = P(QKQ™), B=QD:Q' = PR(QKQ™")
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a) On remarque que les endomorphismes f et g ne sont pas diagonalisables, car autrement
les matrices A et B seraient scalaires.
Sur C tout endomorphisme admet au moins une valeur propre. Alors la dimension du sous-
espace propre associé est de 1 (car autrement A serait scalaire). Soit e; un vecteur propre
associé de f. Le sous-espace propre F)(f) est stable par g et e; est un vecteur propre commun
a fetag.
b) On complete e; en une base (e1,ez) de C? et on obtient le résultat demandé.

c) Les matrices A et B sont semblables avec la méme matrice de passage (), respectivement
a )\IQ +N1 et ,uIQ —I—NQ, avec N1 = OéN,NQ :BN et N2 = N12 = N22 =0.

Il reste a poser K = N, Pi(X) = A+ aX, P2(X) = p+ 5X.

Exercice 2.19.

On note C D'espace vectoriel des applications continues de R dans R. A tout élément f € C,
on associe la fonction g = D(f) définie par :

pour tout x réel, g(z) = D(f)(z) = f(x + 1) — f(x)
1. Dans cette question, F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité X.
On note g = D(F).
a) Montrer que g est une densité de probabilité.

b) Déterminer g quand X suit la loi uniforme sur [0, 1].

2. On dit qu'un réel X est une valeur propre de D s’il existe une application non nulle f de
C telle que D(f) = A\f.

Déterminer les valeurs propres de D.
(On pourra utiliser les fonctions h, : z +— %" et kg : x — sin(mx)e™).
3. Dans cette question, pour tout n € N*, on note E,, = R, [X].
a) Montrer que la restriction de D a E,, induit un endomorphisme de E,, ; on le note D,,.

b) Cet endomorphisme D,, est-il diagonalisable ?

c¢) Soit (H,)p>0 la suite de polynomes définie par Ho(X) = 1 et pour tout k > 1,
H(X) = T[ (X - )
Montrer qu_e (Ho, ..., H,) est une base de FE,. Donner la matrice associée a D,, dans cette
base.

d) On éerit X = 3> by Hy.

k=0
Soit Y une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A. Montrer que :

E(YP) =Y bpAk
k=0

Solution :
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1. a) La fonction F' est une bijection croissante de R sur ]0, 1[. Cela entraine que la fonction
g vérifie

e la fonction g est positive et continue comme différence de fonctions continues.

e pour B < A, par la relation de Chasles

/Ag(t)dt:/A(F(tJrl)—F(t))dt:/AHF(t)dt—/BHF(t)dt

B B A B

Or

A+1 A+1
/ F(t)dt — 1| < / |F(t) — 1|dt et, pour € > 0, il existe X tel que pour tout
A A

t> X, |F(t) — 1| <e. Ainsi, pour A > X

A+1
/ F(t)dt —1

A

<e

De méme Il existe Y tel quesit <Y, |F(t) <eetpour B+1<Y

/ e

B
Ce qui montre, en prenant les limites lorsque A tend vers 4+oo et B vers —oo, que

/Rg(t)dt =1

b) Un calcul immédiat donne g(z) =

<e

0 siz<—1
1+ si—-1<x<0
11—z si0O<z<1
0 siz>1
2. 11 s’agit de résoudre 1’équation f(z + 1) — f(z) = Af(x), pour tout x réel, soit f(x 4+ 1) =
A+ 1)f(x).
e Si A= —1,il vient f(x 4+ 1) = 0 pour tout z, soit f identiquement nulle.
e Si A # —1, on pose p = A+ 1. On remarque que D(h,) = (e* — 1)h,. Donc si
14 u>0,a=In(1+ u) ce qui fournit une fonction propre h, pour tout p > —1
e De méme D(k,) = —(e® + 1)k,. Donc pour 1 + pu < 0, a = In(—1 — u) est valeur propre
de fonction propre associée k.
Ainsi tout réel différent de —1 est valeur propre de D.

3. a) D est linéaire et si P est un polynome de degré k, D(P) = P(X + 1) — P(X) est un
polynome de degré inférieur ou égal a k£ — 1. On définit ainsi un endomorphisme de E,,.

b) Pour des raisons de degré, la seule valeur propre possible de D est 0, qui est valeur propre
puisque D(1) = 0.
L’endomorphisme D n’est pas diagonalisable.

c) La famille (H,,),>0 est échelonnée en degrés. Elle est libre et deg Hy, = k pour tout k > 0.
C’est donc une base de R[X].
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D(t) = T 06—k 1) = TLCC— 1) =TT ) = pl

La matrice demandée est donc strictement triangulaire supérieure avec une sur-diagonale
{1,2,...,n—1}.

d) Par le théoréme de transfert

+00 Too
ann=1)---(n—k+1)\" AT
E(Hy(Y)=> e o =) et
n=0 n=k
Par linéarité de ’espérance

E(Y?) = i b E(Hp(Y)) = i b AF

Exercice 2.20.

Soient p un réel tel que p > 1 et E un espace vectoriel euclidien de produit scalaire et de
norme notés respectivement (.,.) et ||.|.

Une famille (ug,...,u,) de vecteurs de E est dite u-presque orthogonale si

> Pour tout ¢ € [1,n], ||ui| =1,

n n 2 n
> Pour tout (x1,...,x,) € R", % S a2 < || X wiui||T <p Y 22
i=1 i=1 i=1

1. Soit (uq,...,uy,) une famille p-presque orthogonale de vecteurs de E.

Montrer que (uq, ..., uy,) est libre.

2. Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E. Montrer que (uy,...,u,) est 1-presque
orthogonale si et seulement si (uy, ..., u,) est orthonormale.

(Pour l'une des implications, on pourra considérer la combinaison linéaire u;+u; aveci # j.)

3. Soit f un endomorphisme de E.
a) Montrer qu’il existe un réel k tel que

Ve B, || f(x)]k]z]

b) Montrer que si f est un automorphisme de E, alors il existe un réel A > 0 tel que

Ve € E, |2/l (@) \]]

4. Soit n € N* et (uq,...,u,) une famille libre de vecteurs unitaires de E.

Montrer I'existence d'un réel p > 1 tel que (uy,...,u,) soit u-presque orthogonale.

Solution :

1. Soit (uq,...,uy) une famille p-presque orthogonale de vecteurs de E et (x1,...,x,) dans

R" tels que szuz =0.
i=1
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n n

Onaalors 0 < > 22 < || Y wju;||? =0, et donc 22 + -+ - + 22 = 0, d’olt pour tout i € [1,n],
i=1 i=1

x; = 0. La famille (uq,...,uy) est libre.

2. Soit (ug,...,uy,) une famille de vecteurs de E.

> Supposons (ug, ..., u,) orthonormale.

Alors, pour (z1,...,2,) € R™", on a || Z ziui|® = Z z2,

=1
donc (uq,...,u,) est 1-presque orthogonale.
> Réciproquement, supposons (ui,...,u,) est l-presque orthogonale. Soient i et j distincts

dans [1,n]. On a 12 + 12 = 2 < |lu; + u;||* < 2.
Ainsi, ||’UJ@ + Uj||2 = ||u@||2 + ||u]||2 + 2(ui|uj) =2+ 2(ui|uj) =2,

et donc (u;,uj) = 0. Comme les wuj sont unitaires, on en déduit que (uq,...,u,) est
orthonormale.
a) Soient (eq,...,ep) une base orthonormée de E, x € E et (z1,...,x,) les coordonées de

x dans cette base. Par I'inégalité triangulaire, on a

@) = | ; zif(e)|? < (; i fen) ) = (; zlllFen)l)>.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur R?, on a

(Z zalllfel)? < (3 22) x @ 1£(ell?) = Il x ; 1 (e

=1

car ( ei) orthonormale.

p
En posant k = \/Z |f(e)||? + 1, on a bien k > 0 et pour tout = € F, ||f(x)| < K|z
i=1

b) Appliquons la question précédent, & f et f=1: il existe des constante k; > 0 et ky > 0
telles que

V€ B |f (@) <kl et |1/ @) < kel
En particulier, pour tout z € E, ||z| < k2| f(z)]| et donc

1
Vi€ E, k—2||ﬂ7|| < | f @) < kel
En posant A = max(kq, ka,1), on a bien A > 1 et

1
vz & F 2zl < £ @)l < plll

c) Soient (eq,...,e,) une base orthonormale de F. Soit f : F' — F l'unique application
linéaire vérifiant f(e;) = u; pour tout ¢ € [1,n] (définition d’'un endomorphisme par I'image
d’une base). D’apres 3.b., il existe A > 1 tel que

1
Vo € By Szl < [If (@)l < All«|
Soient = A2, (21,...,7,) ER" et x = x1€1 + -+ Tpen. Onap > 1et
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—II:L'||2 Zw IIZmuz||2—||f I < uzw = pll|”

car (eq,... ,en) est orthonormale.
On en déduit que (uq,...,uy) est u-presque orthogonale.

Exercice 2.21.

Pour n entier naturel tel que n > 2, ’espace vectoriel R est muni du produit scalaire

canonique (.,.), et x — ||z|| = \/{(x, z) est la norme euclidienne associée.
La base canonique de R™ est notée (e1,...,&,).
T1
L2
Un vecteur de R™ est noté aussi bien © = (z1,...,x,) que
Tn
Pour toute matrice A € M, (R), on note N(A) = magc |A|, out Spec(A) désigne I’ensemble
AES

des valeurs propres dans C de A. Pour tout vecteur x € R", on pose ga(x) = (Ax, x).

Enfin, on désigne par H, la matrice de M, (R) définie par H,, = (a;x)i<jk<n, avec
RS S

Ak = ] Tk—1

On utilisera sans démonstration la relation : V¢ > 0, arctan(t) + arctan (

=

)-3
5
1. Montrer que pour toute matrice A € M,,(R), symétrique :
N(A) = sup{|qa(z)|,z € R", [|z[| = 1}
vn vn
2. On note : K,, = / m dr et L, = / 1 arctan (i)
1 X 1 Vn
On pose J, = K,, — L,, et on cherche un équivalent de J,,.
a) Montrer que pour t0, arctan tt. En déduire que 0 < L,, < 1.
—+ o0
b) Justifier la convergence de 'intégrale / %arctan (%) dx.
1
Montrer que K,, ~ T ln(n).
(c0) 4

c¢) En déduire que J, i~ )%1 n(n).

3. On note a I'élément de R™ défini par : a = (1, %

4

a) Montrer que ||al|? <1+ In(n).
b) On note ¢, = qm, et on admet que 4.J,, < g,(a) et que N(H,,) < w. Montrer que :
<

4J,, a
1+ In(n) q”(||a||)

En déduire la limite de N(H,,) lorsque n tend vers l'infini.
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Solution :

1. La matrice A est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable en base orthonormée
et toutes ses valeurs propres sont réelles. Soient Aq,As,..., A, ses valeurs propres, non
nécessairement distinctes, rangées par ordre de valeur absolue décroissante.

Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de vecteurs propres, avec e; vecteur propre associé a

n
D’autre part, pour un vecteur z = »_ x;e; de norme 1, en utilisant ’expression du produit
i=1

n
scalaire en base orthonormée, on a |ga(x)| = | 3° Na?| < |M1]||z]|? = |A1] Ce maximum est
i=1

atteint pour z = eq, et I'on a bien :

N(A) = [Ai] = sup{lga(a)], [lz] = 1} = max{[qa(z)], [|x]| = 1}.

2
2. a) On pose f(t) =t — arctan(t), alors f/'(t) =1 — ] i Z =7 i 2 > 0.

La fonction f est donc strictement croissante sur R. Elle est nulle en zéro, donc strictement
positive pour t > 0. On a donc Vt > 0, arctan(t) < t.
On en déduit par croissance de l'intégrale sur [1, 1/n], les bornes étant bien dans le bon ordre,

vn
queLnS/ de:@<1_
. Vn N

Par ailleurs, L, est l'intégrale sur un segment d’une fonction continue, positive et non
identiquement nulle. C’est donc un réel strictement positif. Ainsi, 0 < L,, <1

b) La fonction h : z — %arctan(%) est continue, positive sur [1,4oo[ et équivaut au

voisinage de +o0o & 1/z2. Par critére de comparaison des intégrales de fonctions continues
positives, h est ainsi intégrable sur [1, +oo[. Avec la formule rappelée en début de partie, on
a

T

Vn /2 — arctan <l> - N
K, = / L2 dx = 1 In(n) — / h(z) dx
1 1

Quand n — 400, le second terme admet une limite finie et est donc négligeable devant le

7r
premier qui tend vers +00. On a donc K,, ~ —In(n).
n—4oo 4

c) On a J, = K,, — L, et K,, — +oc alors que (L,) est bornée entre 0 et 1. On a donc
aussi K, —1< J, =K, — L, < K,, K, étant strictement positive comme intégrale sur un
segment avec bornes bien rangées d’une fonction continue positive non identiquement nulle,
on peut diviser par K, .

Ainsi @ 1 — KL < J, <1 et par le théoreme d’encadrement :
n

In o~ T In(n)

n——4+oo 4
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n
3. a) On remarque que ||a|]?> =

k=1
k
[#
k—lt

En sommant ces inégalités de 2 a n pour n > 2, on a donc

n k n
ldtzl—i—/@zl—i—ln(n)
2 1

1 <

T

. Comme t % décroit sur [1,+oco[, on a Vk > 2,

o

lal* <1+
k= k—lt ¢

b) On a admis que 4.J,, < g,(a). Avec la question précédente, on en déduit que

4J,, 4., a qn(a)
0 < < <on(—)=T"%
1+In(n) = |al al lall?

c) D’apres les questions 1. et 3.b, H,, étant symétrique réelle,

. a 4Jﬁ
N(Hy) = supje=1 |n ()] > 4 (720) > TRy

. 4,
On suppose acquis que N(H,) < 7. On a ainsi T+ In(n) < N(H,) <

La question 2.c montre que le minorant tend vers 7. On a donc, par théoreme d’encadrement,
lim N(H,) =

n—4+oo

Exercice 2.22.

Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles. Soit 1" ’application
définie sur E, par :

VfeET(f)@)=5(f(5)+F(Z4L))
1. Montrer que T" est un endomorphisme de E. Est-il injectif ?

2. On note T™ la composée de T avec lui méme n fois. Donner une expression de T"(f) en
fonction de f et de n.

3. On appelle valeur propre de T tout réel A pour lequel il existe f € E, f # 0, tel que
T(f)=Af.
On dit alors que f est une fonction propre pour la valeur propre A.

a) Soit A une valeur propre de 7. Montrer que |A| < 1.

b) Montrer que 1 est valeur propre de T'. Déterminer les fonctions propres associées.

¢) Montrer que —1 n’est pas valeur propre de T

Solution :

1. L’application T est linéaire. De plus T'(f) est une fonction définie sur [0, 1] (car /2 et
(x 4+ 1)/2 appartiennent a [0, 1]) et continue sur [0, 1] comme somme de fonctions continues.
L’application T n’est pas injective. Il existe en effet des fonctions f telles que pour tout
x €10,1], f(z/2) + f((x + 1)/2) = 0. Par exemple f(z) = sin(27x) vérifie
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f(%) + f (% = 1) = sin(7z) + sin(rz +7) =0
2. On calcule T?(f). 1 vient :

T2(f)(x) = S [F(%) + f (L

On montre alors par récurrence sur n que :

) PR ()]

2" —1

T (f)(= )— P f(

)

e vérifié pour n =1, 2.
e supposons la relation vérifiée pour n. Alors

x+1))

(TN (5 :

2
%kz x/2+k R Z /2+/<>

a: + 2]{: 1 z+2k+1
- 2n+ Z 2n—|—1 2n+1 Z f 2n+1 )

1 2+ D or+k
= gort H )
k=0

" f)(2) = ) +T"(f)(

[\_-,|,_. N | —

a) Soit A une valeur propre de T de fonction propre associée f. Par la question précédente,

pour tout n € N* \" f(z) = Z f(x+k)

Or la fonction f étant continue sur [0, 1] elle est majorée en valeur absolue par un nombre
M et

@ < & | (2 +k)\

Donc la suite (A" f) est bornée, ce qui entraine que |\| <

b) Pour A = 1, on cherche f non nulle telle que T(f) = f ce qui entraine que pour tout
n € N, T"(f) = f, soit

f(x) = zo f (2SR
Cette derniere expression est une somme de Riemann associée a la fonction f.
A la limite flx / f(t)dt, ce qui signiife que f est constante.

La réciproque est aisée a vérifier.
Ainsi 1 est valeur propre de T' et le sous-espace propre associé est Ro[X].

c) Le réel —1 ne peut étre valeur propre car, on aurait
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V) = S f(E) Mo/f

alors que la partie gauche de I’équation n’a pas de limite.

Exercice 2.23.

Dans cet exercice, E désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n, et f un
endomorphisme de E. On note C(f) l'ensemble des endomorphismes qui commutent avec
f et R[f] 'ensemble des polynomes en f :

C(f)={9€L(E)/ fog=go [} et R[f] ={P(f) / P € RIX]}
1. a) Montrer que C(f) et R[f] sont des sous-espaces vectoriels de L(E).
b) Montrer que R[f] C C(f).

On dit qu’un endomorphisme f de E est cyclique s’il existe au moins un vecteur xo € E tel
que la famille (xo, f(x0), ..., f" (o)) soit une base de E.

2. Montrer que f est cyclique si et seulement il existe une base B de E et des réels «q, . .., a1
tels que
0 0 cee e (7))

1 0 a1

0o ... ... 1 (077 |
On considere dans toute la suite un endomorphisme cyclique de E.

n—1

3. Soit P(f) = f* — 3 aif*. Montrer que P(f) = 0.
k=0
4. a) Déterminer une base de R|f]
b) En déduire que C(f) = R[f].

5. On suppose oy = 0. Montrer que £ = Ker f @ Im f si et seulement si oy # 0.

Solution :

1. a) On vérifie aisément cette question.

b) Question également évidente, par linéarité et puisque f commute avec toute puissance de
f.

2. 1l existe un vecteur zp € E tel que la famille (zo, f(z0),...,f" *(x)) soit une base
de E. Dans cette base, la matrice associée a f est de la forme proposée puisqu’on écrit en
colonnes les coordonnées des vecteurs f(zq), f2(zo), ..., f* 1 (xo), f*(x0)), ce dernier vecteur

s’écrivant sous la forme f™(zo) = Y. aif*(x¢) par définition d’une base.
k=0
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Réciproquement supposons qu’il existe une base (eq,...,e,) de E dans laquelle la matrice
associée a f est M.

Alors f(e;) = €;41,1 € [1,n — 1].

On pose xg = €1 et il vient ex = f(x0),e3 = f%(20),-.-,en = f* (z0).

3. On remarque que P(f)(zp) = 0 et par commutation, pour tout k :

P(f)(f*(x0)) = fH(P(f)(w0)) =0

Ainsi P(f) est-il nul sur une base de E donc identiquement nul.

4. a) On a donc par la question précédente que f™ € Vect(Id, f,..., f*~1). Par une récurrence
immédiate pour tout p > 0, on a f**? € Vect(Id, f,..., f*1), ce qui entraine que la famille
(Id, f,..., " 1) engendre R[f].

De plus cette famille est libre car

n—1 n—1
NSapff=0 = Y anff(z0)=0 = ag=a1=--=a,_1=0
k=0 k=0

Ainsi R[f] = Vect(Id, f,..., f" '), qui est de dimension n.
n—1

b) Soit h € C(f). On écrit h(zo) = Y. arf*(x0).
k=0

n—1
On pose P = > apf¥. On a alors
k=0

° P(iUo) = h(.fl?())
e par commutation, pour tout i, P(f*(x)) = h(f*(z0)).
Donc h = P.

5. On suppose dans cette question que ag = 0.

On remarque qu’a cause du décalage des 1, les (n — 1) premieres colonnes de M forment une
famille libre.
Donc rg(M) = n—1. Or ap = 0 donne une ligne de 0 et rg(M) < n—1. Ainsi rg(M) =n—1
et dim Ker M = 1.
Or

P(IL'()) =0 = f (f”_l(xg) — QX — - — Oén_lfn_Z(CE())) =0
Donc Ker M = Vect(f" 1 (z0) — a1mo — -+ — a1 f"%(w0)).
e si a; =0, la base de Ker f trouvée ci-dessus est également élément de Im f.
e sia; #0,alors u = —arg — -+ — an_1f" 2(x0) + f" (o) ¢ Im f, ce qui montre que
Kerf&Im f=F.
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