ECG 2 4h

DS 3 - sujet A

THEME : VARIABLE A DENSITE, DIAGONALISATION

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probleme I - Diagonalisation avec parametres

a c b
Pour tout triplet de réels (a,b,c) onpose M, .= | ¢ a+b ¢
b c a
. Justifier que pour tout triplet de réels (a, b, ¢) la matrice M, j, . est diagonalisable.

2. OnposeE={M,p.l(a b,c) € [R3}.

Montrer que E est un espace vectoriel dont on déterminera une base et la dimension.

. Onpose C=Mj,1 et ¢ 'endomorphisme de R3 de matrice C dans la base canonique de R3.
a) Préciser le rang de C. Que peut-on en déduire sur le spectre de C?

b) Exprimer C3 al'aide de C. En déduire un polynéme annulateur de C.

¢) En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de ¢.

d) Donner une base de R3 formée de vecteurs propres pour .

. On pose B =Mj,1,9 et ¢ I'endomorphisme de R3 de matrice B dans la base canonique de R3.
a) Montrer que y et (¢p commutent.

b) Montrer que tout vecteur propre de ¢ est un vecteur propre de .

¢) En déduire que v et ¢ sont diagonalisables dans une méme base et donner les valeurs propres de .
a) Exprimer M, j, . en fonction de I3, B, C et des réels a, b et c.

b) En déduire les valeurs propres de M, 4, .

Probléme II - Exemples de variable a densité

On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = 2x7 ST rs-loux>1
0 sinon
. Montrer que f peut étre considérée comme une fonction densité de probabilité.
Dans la suite, on considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (Q, «/,P), admettant f comme densité. On note
Fx la fonction de répartition de X.
. Lavariable aléatoire X admet-elle une espérance?
. On pose Y =In(|X|) et on admet que Y est une variable aléatoire, elle aussi définie sur I'espace probabilisé (Q, <, P). On note Fy sa
fonction de répartition.
a) Montrer que, pour tout réel x, on a:
Fy(x) =Fx (e*) —Fx (—e¥).
b) Montrer, sans expliciter la fonction Fy, que Y est une variable aléatoire a densité. En déduire que Y suit une loi exponentielle
dont on précisera le parametre.
a) On considere une variable aléatoire U suivant la loi uniforme sur [0, 1[. Déterminer la fonction de répartition de la variable
aléatoire Z = —In(1 — U) et reconnaitre la loi de Z.
b) Simulation informatique de la loi deY.
On rappelle qu’en python, la commande rd . random () permet de simuler la loi uniforme sur [0, 1[. Ecrire une fonction python
simuY qui permet de simuler la variable Y.
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10. Quelle sera la réponse de la machine a la succession de commandes suivantes?

Editeur

11.
12.

13.

Bonus

14.

15.

N=20000

=0

for i in range(N):
s+=simuy () **2

print (s/N)

Probléme III - Loi de Benford

(A) Loi de la partie fractionnaire d’'une variable aléatoire

o Dans la suite du probléme, X désigne une variable aléatoire admettant une fonction f : R — R de classe 6 comme densité. On
+00
suppose que f est telle que f f'(x) dx est absolument convergente.

—00
e Pour tout entier n positif ou nul, on définit f;, : R — R par la relation

x"exp(—x) .
f,,m:{ O s

0 sinon

* On admet dans la suite I’équivalent de Stirling : quand 7 tend vers l'infini,
n\n
n! ~ (—] 2nn.
e
Préliminaires
Reconnaitre dans f}, une densité de probabilité d'une loi usuelle.
a) On suppose dans cette question qu'il existe un réel a tel que f soit croissante sur | — oo, a] et décroissante sur [a, +ool, vérifier
que

+00 ,
f |f'0| dx=2f(a).
—00
Indication : on pourra préalablement démontrer que f(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo.

+oo
b) Appliqué ce résultat pour en déduire la valeur de f |/ (0)]de.
00

Soit g une fonction dérivable définie sur [0, 1] telle que g(f)) = g(1) =0, et telle qu’il existe un nombre réel C tel que pour tout x € [0, 1],
|g’ (x)| < C.Alaide de I'inégalité des accroissements finis, montrer que :

Vtel0,1], g <C.

Montrer qu’on a un peu mieux avec :
Vtelo,1], lg(t)] <

NN

Cas général de la partie fractionnaire
Pour tout réel x, on note |x] sa partie entiere (c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal a x) et frac(x) € [0, 1[ sa partie
fractionnaire, de sorte que x = | x| + frac(x). Par exemple, [12,34] = 12 et frac(12,34) = 0,34.
On admet que frac(X) est une variable aléatoire et on note G sa fonction de répartition.

a) Préciser G(¢) pour t €] —oo;0[ et £ € [1; +ool.

b) Montrer que pour tout ¢ € [0,1] :

[frac <] = | lk<X<k+1].
kez
En déduire G =) Plk<X<k+n.
kez
Justifier que pour tout ¢ € [0,1] :
G -t=) g,
kez

k+t k+1
ol g4 :[0,1] — R est la fonction définie par g (1) = . fwdu-t . fwdu.
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16.

17.

18

19.

20

21.
22.

23.

24.
25.

26.

k+1
Montrer que gj est dérivable sur [0, 1], puis que pour tout ¢ € [0;1], g;c(t) =flk+1)- 3 fwdu.

Indication. On pourra considérer F, une primitive de f.
a) Montrer al’aide de I'égalité des accroissements finies que pour une fonction # de classe %2 sur [0;1],0ona

1
(h’(t)—(h(l)—h(O)))s[ 1w du.
0
b) Appliquer a t — F(¢ + k) pour en déduire que

k+1
vielo1,  |gho) sfk |f' ()] du.

En déduire que :
1 +00o
vee(o,1, |G -t|< —f | f ()] du.
2 J-c0
Application
Pour tout entier n positif ou nul, soit Z,, une variable aléatoire de densité f;. En utilisant le résultat précédent, montrer que :

vire[0,1, |P(frac(Zp) <t -t — 0.
n—oo
En déduire la loi de la variable U telle que pour tout € R
Fz, (1) n—)ﬂooFU([)

ou Fz, et Fy désignent respectivement la fonction de répartition de Z,, et U.

(B) Loi de Benford

Dans cette section, on note log; la fonction définie sur R définie par la relation log; o (x) = In(x)/1n(10). On a donc pour tous réels a
et b strictement positifs les relations log; ; (ab) = log;o(a)+ logyo(b) etlog; (104) = a. On appelle loi de Benford la loi de probabilité
sur 'ensemble R dont la fonction de répartition coincide, sur I'intervalle [1, 10[, avec la fonction log,.

Si X est une variable aléatoire suivant la loi de Benford, expliciter une densité de X.

Sion poseY = [X], vérifier que

PY=1)=PYe{23)=P{e{56,7,89}.

Si X est une variable aléatoire suivant la loi de Benford, reconnaitre la loi de T = log; o (X).

Loi du premier chiffre significatif

On appelle mantisse d'un réel strictement positif x 'unique réel M(x) appartenant a I'intervalle [1, 10[ tel qu’il existe un entier relatif
k pour lequel on puisse écrire x = M(x) x 10¥. Par exemple, M(123) = 1,23 et M(0, 25) = 2,5.

Soit k un entier strictement positif. Si X est une variable aléatoire de loi uniforme sur]1, 10%], quelle est laloi de M(X) ?

On rappelle que frac(x) désigne la partie fractionnaire d'un réel x. Montrer que pour toute variable aléatoire strictement positive X
ona:

VxeR}, PMX) <x)=P(frac(log;, (X)) <log;y(x))

Pour tout entier n positif ou nul, soit Y, = 10%n, ou Zy est une variable aléatoire de densité f;; (fonction définie au préliminaire).
Montrer que :

Yre[l;10],  [PM(Yn) < t)—loglo(t)|nj0>00.

On dit que la suite de variables (M (Y,,) )neN* converge en loi vers une loi de Benford.

Probléme IV - Matrices compagnons

Soit n = 1 un entier et ay, ..., a;—1 € R des nombres réels. Soit P le polynéme défini par I'expression

P(x)=ag+aix+-+ap_1x" 1 +x"
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27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.
36.

37.
38.

39.

40.

On note ./, (R) 'ensemble des matrices n x n a coefficients réels. La matrice Cp € .4, (R), appelée matrice compagnon de P, est
définie par

0 0 0 0 -—ap
10 00 -a
0 1
Cp= )
0 . 0 0 —-aps
M 1 0 —ap—
00 «+ 0 1 =—ap

On note I; la matrice identité de .4, (R).

Exemples.

Donner la matrice compagnon Cq du polyndome Q(x) = (x — 2)2(x+1).

0 3

1 -2
b) Quelles sont les racines de R? Quelles sont les valeurs propres de Cr 2 Que constatez-vous?

La matrice Cg est-elle diagonalisable? Justifiez votre réponse.

a) Déterminer le polynéme R dont la matrice compagnon est Cg = [

Retour au cas général.

Déterminer le rang de Cp et la dimension du noyau de Cp.

Indication. On pourra distinguer deux cas : le cas oit ag = 0 et le cas oit ay # 0.
Justifier que 0 est valeur propre de Cp si et seulement si ag = P(0) = 0.

Pour tout A € R, montrer que dim (Ker (Cp —Al;)) < 1.

La matrice Mp.
Dans la suite, on considére Mp € .4, (R) la matrice définie par Mp = agl,, + a1 Cp + azCp% + -+ + ap_1Cp™ 1 + Cp™.
1 0 0
0 1 0
On note EE.En=|| O] O ]|
: : 0
0 0 1
les n vecteurs de la base canonique de .41 (R). Lobjectif est de montrer que Mp est la matrice nulle.
Retour sur l'exemple

Vérifier que MR est la matrice nulle, ou R est le polyndéme trouvé a la question 28.
Retour sur le cas général
a) Montrer que pour tout k € [[1, n]], Ex. = Cpk_lEl.
b) En déduire qu'il existe un vecteur X € .4, 1 (R) telle que (X, CpX,..., Cp”’lX) soit une base de .41 (R).
Montrer que MpE; = 0.
En déduire que Mp est la matrice nulle.

Lien entre spectre et racines de P.
Soit A € R une valeur propre de Cp et X € .41 (R) un vecteur propre associé. Montrer que A est racine de P.
Soit A € R tel que P(A) =0.

X1

a) Onsuppose uniquement dans cette question qu’il existe X = € Mn,1 (R) tel que CpX = AX. Expliciter un systeme linéaire
Xn
vérifier par (x1,..., Xp). Montrer ensuite par récurrence que :
Vkell,n-1ll, x,_f= (“n—k +AGy_jp1++ )\k_lan_l + )\k) Xn.
b) Montrer que A est valeur propre de Cp et exhiber un vecteur propre associé.

Soit k = 1 un entier. On consideére Aj,...,A; des nombres réels tous distincts et a1, ..., des entiers positifs ou nuls, puis on définit

A _ k G
le polyndme S par S(x) = [T (x—A;)™".
i=1

Déduire de toute cette étude que la matrice compagnon Cg de S est diagonalisable si et seulement si les entiers «; valent tous 1.

0 0 -6
Est-ce que lamatriceA=| 1 0 11 | estdiagonalisable?
0 1 -6

- FIN -
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ECG 2 4h

DS 3 - sujet *

THEME : VARIABLES A DENSITE, DIAGONALISATION

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probléme I - Matrices compagnons

Soit n = 1 un entier et ay, ..., a;—1 € R des nombres réels. Soit P le polynéme défini par I'expression

P(x)=ag+ajx+-+ap_1x" 1 +x".

On note ./, (R) I'ensemble des matrices n x n a coefficients réels. La matrice Cp € .45 (R), appelée matrice compagnon de P, est
définie par

00 - 0 0 -ap
10 - 00 -a
0 1
Cp= )
0 . 0 0 —-aps
M 1 0 —ap—
00 + 0 1 —ap

On note I la matrice identité de .4, (R).

Exemple

0 3
1 -2
b) Quelles sont les racines de R? Quelles sont les valeurs propres de Cg ? Que constatez-vous?
¢) Lamatrice Cg est-elle diagonalisable? Justifiez votre réponse.

o

a) Déterminer le polyndme R dont la matrice compagnon est Cg = [

Retour au cas général.
. Déterminer le rang de Cp et la dimension du noyau de Cp.

Indication. On pourra distinguer deux cas : le cas oit ag = 0 et le cas ot ap # 0.
. Justifier que 0 est valeur propre de Cp si et seulement si P(0) = 0.
. Pour tout A € R, montrer que dim (Ker (Cp — Al)) < 1.

La matrice Mp.
Dans la suite, on considére Mp € .4, (R) la matrice définie par

Mp = apl, + a1Cp + aZsz +ee 4 an_1Cp”_1 +Cp".

1 0 0
0 1 0
On note EnLEy,...En=|] 2|, |91,
0 0 1

les n vecteurs de la base canonique de .41 (R). Lobjectif est de montrer que Mp est la matrice nulle.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) Montrer que pour tout k € [[1, n]], Ej. = Cpk_lEl.

b) En déduire qu'il existe un vecteur X € 4,1 (R) telle que (X, CpX,..., Cp"‘lX) soit une base de ./, 1 (R).
. Calculer MpE;.
. En déduire que Mp est la matrice nulle.

Lien entre spectre et racines de P.

. Soit A € R une valeur propre de Cp et X € .4}, 1 (R) un vecteur propre associé. Montrer que A est racine de P.
. Soit A e R tel que P(A) =0.

X1
a) On suppose uniquement dans cette question qu'il existe X = . € M1 (R) tel que CpX = AX. Montrer que

Xn
x _ k-1 k
n—k =\@n-k +Ap—fr1+-+A" ap_1+A" | xp
pour tout k € [[1,n—1]].
b) Montrer que A est valeur propre de Cp et exhiber un vecteur propre associé.

Soit k = 1 un entier. On considere Aj,..., A des nombres réels tous distincts et ay, ..., aj des entiers positifs ou nuls, puis on définit

N k o
le polynome S par S(x) = [ (x—A;)™.

i=1
A quelle condition sur les coefficients a;, la matrice compagnon Cg de S est diagonalisable?

Application 1
0 0 -6

Est-ce que lamatriceA=| 1 0 11 | estdiagonalisable?
0 1 -6

Application 2

On note Bp = Cp la matrice transposée de Cp.

a) Justifier que les matrices Bp et Cp ont les mémes valeurs propres.

b) Soit A une valeur propre de Bp. Déterminer une base du sous-espace propre de B associé a A.
On suppose que le polyndme P admet 7 racines Aj,...,A; deux a deux distinctes. Montrer que Bp est diagonalisable et en déduire
que la matrice

1 1 1

A A2 An

Ve A2 Ao2 A2
A1h71 A2h71 . Anhfl

est inversible.

Soit A € /4 (R), une matrice E admettant n valeurs propres {j,..., 1 deux a deux distinctes. Notons ¢, 'endomorphisme canoni-
quement associés a A.

Lendomorphisme ¢ est donc diagonalisable et on note & = (¢1,...,€,) une base de R” constituée de vecteurs propres de ¢ respec-
tivement associés a |y, ..., \p.

Soit u =€1 +€2 + -+ +€5. Montrer que la famille %, = (u,cp(u),...,cp”’l (1)) est une base de R".

En déduire que A est semblable a une matrice compagnon.

Application (3) aux suites récurrentes linéaires d’ordre n
Soient n € N* fixé et (ag, a7, ...,an—1) € R™ \ {Ogn}. On considere une suite u telle que

VkeN, Uk =0QUR+ 0 Upy )+ A1 Ufey g1+
Déterminer un polynéme P de degré n tel que pour tout ke N,

ug
. R Uk+1
Ugr1="CpUg ot Up=

Uk+n-1

On suppose que P a nracines ry, ..., 1, deux a deux distinctes. Justifier qu’il existe p,..., i, tels que pour tout k € N,

n

k

Up= Y Wi
o
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.
26.

27.

Probleme II - Loi de Pareto

Dans tout le probléme xg et a désignent deux nombres réels vérifiant strictement positifs.
On dit qu’'une variable aléatoire réelle X suit une loi de Pareto de parametre («, xp) si X, a valeurs dans [xp, +oco[, admet pour densité
la fonction f définie sur R par :

0 sit<xg
f(n= X
proe sit= xp.

On note alors X — VP («, xp).

A. Préliminaires.

Soit X une variable aléatoire suivant VP («, xg).

a) Vérifier que f est bien une densité de probabilité.

b) Déterminer F, la fonction de répartition de X.
Soit X une variable aléatoire suivant une loi VP (q, xg). Déterminer les valeurs de « pour lesquelles X admet une espérance et la
calculer dans ce cas.

Transformation linéaire et lois de Pareto.
Soient une variable aléatoire X suivant une loi VP (a, xg) et un réel strictement positif A. Reconnaitre la loi de Y = AX.

Compléments.

Soit une variable aléatoire W qui suit une loi exponentielle de parametre f§ > 0. Soient k un réel strictement supérieur a 1 et xo un
réel strictement positif. Donner la loi de la variable aléatoire T = xgkW.

Soit une variable aléatoire X suivant une loi VP («, xg). En déduire la loi de la variable aléatoire v'X.

Simulation.
Proposer un programme qui prend en arguments «, xp et simule une loi VP (q, xp).

B. Propriété caractéristique de la loi de Pareto.

+00
Soient une variable aléatoire X de densité f, admettant une espérance, et un nombre réel x tel que fHde#0.
X

On appelle moyenne de X sur [x, +oo[ le nombre réel My (x) défini par

iR tf(nde

M =
X (x) 17 fodr

Montrer que Mx (x) = x.

Dans cette question on suppose que la variable X suit une loi VP (a, xp) avec o > 1. Calculer My (x) pour x = xg.

Réciproquement soient un réel xp strictement positif et une variable aléatoire X a valeurs dans [xg, +oo[, de densité f continue et a
valeurs strictement positives sur [xg, +oo[, admettant une espérance et telle qu’il existe un réel k > 1 tel que :

Vx=xg Mx(x)=kx.

On se propose d’établir que X suit une loi de Pareto a deux parametres.
+00 +0o

On pose, pour tout réel x = xp, G(x) :f f(®dretH(x) =/ tf(nde.

X X
a) Montrer que G et H sont dérivables sur [xg, +ool et calculer leur dérivée.

1-k
b) Prouver que G(x) = TxG'(x) pour x = xp.

N k
a) Alaide delafonctionI: x— x%-1G(x), donner la valeur de G(x).
b) En déduire que X suit une loi de Pareto dont on précisera les parametres.

C. Courbe de concentration et indice de Gini.

La courbe de concentration est une courbe statistique introduite par Lorentz et développée par Gini pour rendre compte de 'inéga-
lité de la distribution des revenus.

On désigne par Fy la proportion des individus d'une population donnée ayant un revenu inférieur ou égal a x et par Qx le quotient
de la masse des revenus de ces mémes individus par la masse totale des revenus de la population.

Lycée Saint Louis 2023-2024



28.
29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

On appelle courbe de concentration la représentation graphique de la fonction donnant Qy en fonction de Fy.

Dans toute la suite du probléme, X est une variable aléatoire qui représente le revenu d'un individu de cette population.
Dans la partie C, on montre, dans le cas général, I'existence de la courbe de concentration et on étudie ses propriétés.
Dans la partie D, on étudie le cas particulier ot la variable aléatoire X suit une loi de Pareto.

On désigne par x¢p un nombre réel strictement positif et on suppose que la variable aléatoire X, a valeurs dans [xg, +oo[, admet
une densité f, continue et a valeurs strictement positives sur [xg, +oo[, et possede une espérance E(X). On note F, la fonction de
répartition de X.

On pose, pour x = X,

1 X
Qx) = ﬁﬁo If(t)dt.

Montrer que la restriction de F 2 [xg, +oo[ admet une application réciproque notée F~1. Quel est le domaine de définition de F~1?
On pose C= QoFL,
Montrer que C se prolonge en une fonction continue strictement croissante de [0, 1] dans lui-méme.
Déterminer C(0) et C(1).
Ainsi la courbe de concentration de X existe bien. C’est la courbe représentative de C dans un repére orthonormé du plan.
Fl(t

Prouver que C est dérivable sur [0, 1] et que C'(¢) = T)é)) pour £ € [0, 1].

a) En déduire que C est convexe.

Que dire sur la courbe de concentration de X et la premiére bissectrice (droite d’équation y = x)?
b) Déterminer C'(0) et Jlim_ c'o.

c) Tracer I'allure d'une courbe de concentration en précisant les tangentes aux deux extrémités.

D. Application : comparaison de quelques procédures d’imposition des revenus.

On appelle indice d’inégalité de Gini de la variable X le réel I(X) qui est égal a deux fois Iaire située entre la courbe de concentration
de X et la premiere bissectrice. C’est a dire :

1
IX) = 2f (t-C(®)dt.
0

On estime que plus I(X) est grand, plus I'inégalité des revenus est grande.
On suppose, dans toute cette partie, que la variable aléatoire X suit une loi VP («, xg) avec a > 1.
a) Calculer Q(x) pour x = xg.
b) Prouver que pour tout £ € [0,1[, C(1) =1-(1— t)%.
Déterminer « si on sait que 20% des individus ayant les plus hauts revenus se partagent 80% de la masse des revenus. Faire I'appli-
cation numérique sachant que In(2)/1n(10) = 0.3.
Dans la suite o n'est plus supposé égal a cette valeur.
Vérifier que I'indice d’'inégalité de Gini vaut: IX) = e T
Imposition proportionnelle.
On préleve sur tous les revenus un impo6t proportionnel au revenu. C'est a dire que, si Y désigne le revenu disponible aprés imposi-
tion, Y= (1-A)Xavec A €]0,1][.
a) Calculer I(Y) en utilisant le préliminaire.
b) Quel est'effet de cette imposition sur I'inégalité des revenus?

Imposition progressive.
On préleve sur tous les revenus un impot progressif tel que, si T désigne le revenu disponible aprés imposition, on ait T = hv/X ol1 h
désigne un réel strictement positif.

a) Al'aide dela partie A, déterminer la loi de T et calculer I(T).

b) Quel est'effet de cette imposition sur I'inégalité des revenus?

Imposition constante.
On préleve sur tous les revenus un impot constant a, c’est a dire que, si Z désigne le revenu disponible aprés imposition, Z =X—-a
avec a €10, xgl.
Déterminer la loi de Z.
On note Cy la fonction dont le graphe est la courbe de concentration de Z. Montrer que pour tout ¢ € [0,1],
EX)
t—Cy(t) = —(t—C(1)).
7.(1) E(X)—a( (1)
a) En déduire 1(2).
b) Quel est'effet de cette imposition sur I'inégalité des revenus?

- FIN -
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ECG 2

DS 3 A - solution

Probléeme

1. La matrice M, j, . est symétrique réelle, donc diagonali-
sable.

2.0n a pour tout (a, b, ¢) € R3
My b, = aMy 0,0 + bMg 1,0 + cMo,0,1-
On en déduit que :
E = Vect (My,0,0; Mo, 1,0;Mo,0,1) -

C’est donc bien un espace vectoriel. La famille constituée
de My 0,0, Mo,1,0 €t Mo,0,1 est génératrice et libre. C’est une
base de E. D’ou

dimE =3.

3.a) La matrice est de rang 2, par la formule du rang
dimEg(C) = 1.

En particulier, 0 est une valeur propre de C.

0 2 0
2 0 2 |.
0 2 0

On constate que C% = 2C. Un polyndme annulateur est
donné par 'expression

3.b) Vérifier que

=

1 0 1
0 2 0 et C3=
1 0 1

P -2x= x(x2 —2) =x(x—V2)(x+V2).
3.c) AT'aide du polynéme annulateur
Sp(p) =Sp(C) < {0;—v/2; V2}.

Vérifions chaque candidat.
— On avu que dimEy(C) = 1. Donc 0 € Sp(C) = Sp(¢). On
a par exemple

1 0

xi=| o |, cxu=1| o

-1 0

D’oit Eo(¢) = Vect((1,1,-1).

— On vérifie ensuite que

E () = Vect ((1,v2,1)
E_ ;5@ =Vect((1,-V2,1)).

On a donc I'égalité :

Sp(g) = {0;—v/2; V2}.

3.d) 11 suffit de considérer
x1=(01-1), x=0,v20D, x3=Q1,-v21.

Comme ces vecteurs sont associés a des valeurs propres
distinctes, la famille (x1, x2, x3) est libre. On a donc autant
de vecteurs dans la famille que la dimension de R3. C’est
une base de R3.

4.a)Ona
CB=

0 1 0
1 0 1 [=BC
0 1 0

D’olt p oy = yo . Les endomorphismes commutent.

4.b) Rédaction 1.
On peut calculer

1 1 1 1
L4
-1 -1 1 1
1 1
et B —\/5]2[—\/5
1 1

Si X désigne maintenant un vecteur propre de C, il est né-
cessairement colinéaires a I'un des trois vecteurs dont on
a fait le calcul. C’est donc un vecteur propre de B. En tra-
duisant sur les endomorphismes, tout vecteur propre de ¢
est aussi un vecteur propre de .

Rédaction 2.
On peut remarquer que pour i € {1;2;3}.

@ (w(x:) =w(e(x:) = wrix;)
=N (x;).

Ainsi y (x;) € Ey, (@) = Vect(x;) (de dimension 1). Donc
Wy (x;) est colinéaire a x; # Og. C'est un vecteur propre
de w. On conclut alors en remarquant que tout vecteur
propre de ¢ est colinéaire a I'un des x;.

4.c) Lendomorphisme y admet donc une base de vecteurs
propres. 11 est donc diagonalisable. En prenant la méme
base de vecteurs propres pour ¢ et y, ils sont diagonali-
sables dans une méme base.

En reprenant le calcul précédent (rédaction 1)

Sp(w) = Sp(B) = {~1; 1}.

5.a)Ona
Ma,b,c =alz + bB + cC.
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5.b) Soit P une matrice de passage qui diagonalise B et C. Par

exemple, pour

1 1 1
P=| 0 V2 -2
-1 1 1
Ona
-1 0 0 0 0 0
PBP=| 0 1 o, PlcP={0 v2 o0
0 0 1 0 0 —V2
[ —
=Dy =Dy
Puis

P M, }, P =aP 3P+ bP 1BP+ cPTICP.
= aI3 + bD1 +cD>

Soit
a-b 0 0
P M, pP=| 0 a+b+v2c 0 .
0 0 a+b-+v2c
Ainsi

Sp(Mgp,c) = {a—b;a+ b+ \/Ec;a+b—\/§}.

Probleme II

6. Notons que la fonction f est paire. De plus:
— Lafonction f est positive sur R.
— Lafonction f est aussi continue sur R\ {—1, 1}.
— Soit A€ [1;+o0]

A A ]
flf(x)dx—fl ﬁdx

117

2x

1
-1 1

1
= — 4+ — =,
2A 2 A—+0 2

On en déduit la convergence et 1’égalité

+o0o 1
fl f(x)dx—i.

-1 1
Puis par parité f fdx=—.
oo 2

Comme f est nulle sur ] — 1;1[. On trouve

+0o

fx)dx=1.

Finalement, f est une densité de probabilité.

7. Lintégrale de Riemann

+00 +00
f xf(x)dx = f dx
1 1

2x

est divergente, X n’a pas d’espérance.

8.a)OnaY(Q)=R.

Soit x € R.
Fy(x) =P(In(X]) < x)

(
(-e*<X<e¥)
(-e*<X<e¥) Xadensité)

FX [ex) — FX (—ex) .

X <e¥) (exp. strict. croiss.)

P
P
P

8.b) Comme X est a densité, Fx est continue sur R et de classe

%! sur R\ {-1;1} . Donc Fy est continue sur R et de classe
¢! en tout réel x tel que e* # £1 et —e* # +1 (composée)
donc sur R*. Finalement, Y est a densité. Une densité s’ob-
tient par dérivation g(x) = F&(x) la ot c’est possible (ici sur
R*):

g0 = F (e¥) e + Fy (~e¥) e = ¥ £ (e) + £ (~e") |

— Pour x<0,e* e€]—1,1[ et —e* également donc g(x) = 0.
— Pour x >0 alors e* > 1 et —e* < -1 donc

1

_ —-X
2 (eJC)Z 2 (_ex)Z

gx)=¢”

On peut poser g(0) = 1. On reconnait une densité d'une loi
exponentielle de parameétre 1. Comme la densité caracté-
rise la loi

Y—&(1).

9.a) Voir exercice du cours.

Z—&(1).

9.b)

import numpy as np
import numpy.random as rd
def simuY():
u=rd.random ()
return -np.log(l-u)

10. Le programme calcule une approximation de E(Y2). Par

la formule de Koenig-Huygens

E(Y2) =V(Y) +E(Y)%2 = 2.

Probleme III

11. On reconnait la densité d'une loi gamma y(n + 1).

12.a) Soit A€ R} .

+oo

A
f(A)—f(0)=fO fl(nde f(nde.

A—+o0
On en déduit que f admet une limite finie en +oo. No-
tons ¢, cette limite. Montrons par 'absurde que ¢ = 0. En
effet si € #0, alors

f(t) t—>~+oo L
+00

Or f ¢dt est divergente (et l'intégrande est de signe
0
constant). Par le critéere d’équivalence,
+00

fode
(o)
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est divergente. Absurde, finalement
) — 0.
f( ) t—+oo

Ensuite

+00 +oo
f /()] d = —f flde
a a
= _tEI-Poof(t)+f(u) = f(a@).

De méme

a a
f |f'(t)|dt:f flndr
—00 —00
=fl@- lim f(n)=f(a).
t——o00

+00
Ainsi f If'(0)| dt =2f(a).
—00

12.b) La fonction f; est dérivable sur R* par produit. Pour
xeR* )
U _ n-1,-x_ .n_—x
fn) = = (nx e x"e )
n—

1
= —x"le ¥ (n-x).
n!

On en déduit que f;, est croissante sur ]0; n[ (et aussi sur
] — oo; n[) et décroissante sur [n; +ool. Il vient d’apres la
question précédente

teo n"
f |fn(t)|dt:2fn(n):zﬁe.

—00

13. Soit € [0;1].
— Site 0;%],

lg()—gO)l< sup |g'(x0)]-r

xe[0,]
Dot lgl<C- 3.
— site[§]
1 !
80— g(l)l < f[ g (0 dx
1
sft |g’ (x)dx|
<(1-1nc.
X C
D’ou Ig(t)ISE.

14.a) Comme frac(X) est a valeurs dans [0; 1]

0 sitr<O
G(r) = .
1 sit=1.

14.b) Soit ¢ € [0;1[. Sachant que ([|X] = k]) ez est un systeme
complet d’événements, on obtient

[frac(X) < ] = [X - [X] < f]
=U ([X— IX] <N [IX] = k])

kez

= U (x-k<anixi=k)
kez

= U (tksX<e+kn(x) =K.
kez

Or k<sXs<t+klclksX<k+1]=[[X] =kl
Ainsi, on peut simplifier
[ksX<t+kIn[X]=kl=[k<sX<t+Kk]

D’ol11'égalité entre ensemble.
La seconde égalité est une conséquence du fait que 'union
est disjointe.

15.Pour ke Z
k+t
Plk<X<k+1)= A fwdu.
De plus par la relation de Chasles
+00 k+1

1= fadu=)Y fwdu.
© kez’k

Ainsi pour tout £ € [0; 1],

k+t k+1
ng(t)=2fk fwydu—t . fwdu

kez kez
k+t k+1
= Z fwdu—-t Z fwdu
kez’k kez/k

(les séries sont convergentes)

=Y PlksX<k+n-txl
kez

Y gk =G() -t
kez
16. Soit k € Z. La fonction f est continue sur R, on peut donc
considérer F une primitive de f. On a donc
k+1
Vte[0;1], gr(®) =F(k+1t)-F(k) -t fwdu.
—~~ k
cste —
cste
Comme F est dérivable, par composition ¢ — F(k + 1) 'est
aussi et par différence avec une fonction affine, gj est dé-
rivable sur [0;1]. Pour ¢ € [0;1],

k+1
g;c(t):F'(k+t)—fk fwdu
k+1
=flk+1- . fwdu.

17.a) Soit ¢ € [0;1]. D’apres |'égalité des accroissements finis,
il existe c € [0,1] tel que

h(1) - h(0) = % =n'(c).

Ensuite

t
| (-1 = U 1 (w) du
C
¢
sJ_rf |n" (w)| du
Cc
1
sf |h" (W] du carc,te[0;1].
0

D’ot le résultat.
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17.b) Appliquons le résultat précédent a
h:te[0;1]—F(k+1)

ol F est une primitive de f.
On a bien, & de classe €2 sur [0;1], car f est €1 sur R* et

k+1
h(1) - h(0) =F(k+1)-F(k) = . fwdu

Viel0;1], R'(t)=flk+1).

Le résultat s’en déduit avec la question précédente :

1
sf | (w)| du
0

k+1
‘f(k+t)—fk fwdu
1
s[ |f’(k+u)|du
0

k+1
sfk |f'(0] de

al’aide du changement de variable affine r = u + k.
18. Soit t € [0; 1[. Par inégalité triangulaire

G —t1< ) |gr(@)|
kez

Z l‘fk+1fl d
< — ()| du
kez 2 |Jk

ol on a appliqué la question 13 avec

k+1
c;[k | w)| du

(on vérifie bien que g (0) = gr(1) = 0. Par la relation de
Chasles,

1 +00
IG(I)—IISEf |f (] du.

—00
19. Soit t € [0;1]. En appliquant les résultats précédents
(questions 18 et 12.b))

+00
[P (frac(Z,) < -1 — 1] < %f | /(0] de
—00

<

n
n- o _
! € "

En utilisant I'équivalent de Stirling

n
neen_ 1
n! V2np oo

On obtient le résultat par encadrement.

20. Prendre U — 2 ([0;1]).
On parlera de convergence en loi.

21. 1l suffit de dériver la o1 c’est possible. Une densité est

1 . .
VxeR, fx)=< xn0d0) six€[1;10]
0 sinon.

22.On trouve :
PY=1)=P(1<X<2)=P(1<X<2)
=Fx(2) —Fx(1)

1 In2)
= nao In@-In) = .
P(Ye (2;3) = P2 <X<4)
P2 <X<4)

=Fx(4) -Fx(2)

_In@-In@ @

"~ In(10)  InQo)’
P(Ye{5...9}) =P(5 <X<10)

=Fx(10) - Fx(5)

_In(10)-In(5) _ In()

" In(10)  InQo0)’

On a bien vérifié les égalités.

23. Lavariable X est a valeurs dans [1;10], T est a valeurs dans
[0;1]. Si Fr désigne la fonction de répartition de T

Fr(x)=0 six<0
Fr(x)=1 six=1

Six€[0;1]

Fp(x) :P( In(x) - )

<x
In(10)
=P(In(x) <In(10)-x)
_ P(x < eln(lO)-x)

In .
(eln(IO) x) -

" In(10)
Fr est la fonction de répartition d'une loi uniforme conti-
nue sur [0; 1]. Comme la fonction de répartition caractérise
laloi

T — % ([0;1]).
24,
25.
26.

Probleme IV

27.0n développe

Qx) = (x2—4x+4) (x+1) = x3-3x% +4.

On a alors 0 0 -4
CQ =1 0 O
0 1 3

28.a) OnaR(x) = -3 +2x+x% = (x—1)(x+3).

28.b) Les réels 1 et —3 sont racines de R. De plus pour A € R

-A 3

det 1 —2-2

] =A2+AN)-3=A%+2\A-3 =R(\).

Or A € Sp(R) si et seulement sidet (Cg — Al2) = 0, si et seule-
ment si R(A) = 0. Dans ce cas, le spectre de R s’identifie aux
racines de Cg.

29. Oui, car la matrice a deux valeurs propres distinctes et
qu’elle est de taille (2,2).
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30. Les n— 1 premieres colonnes de Cp sont linéairement in-
dépendantes, donc

rg(Cp)=n-1.
— Si ag =0, alors on constate que
n-1
Cn+ Z a,-C,- :Odﬂn,l(R)
i=1
et dans ce cas, la matrice Cp n’est pas inversible.

rg(Cp)=n-1.

— Siag # 0, Cy, ne peut étre combinaison linéaire des n—1
premiéres colonnes

rg(Cp) =n.

31. On a la suite d’équivalences.
0 est valeur propre.
ssi rg(Cp-0-1y)<n
ssi 1g(Cp)<nm
ssi ap=0
ssi  P(0) =0.

32.Soit A € R. On

Cp—Al, =
A 0 - 0 0 —ay
1 A -~ 0 0 —a
0 1
0 . A 0 —an_3
: : 1 -A —ap-2
0 0 - 0 1 —ap1-A

On constate que les n — 1 premiéres colonnes (ou encore
les lignes 2 a n) sont linéairement indépendantes.
Ainsi

rg(Cp—Aly)=n-1

et par la formule du rang
dim (Ker (Cp — Al)) < 1.
33. Dans cet exemple :

Mg = —3I5 + 2Cg + Cg?

1 0 0 3
:_3[

+21_2

01
[o o
“lo oo

34.a) On constate que pour tout k€ [[1;n—1]]

Ef+1 = CpEg.
Le résultat s’en déduit par récurrence.

34.b) X = E; convient car (Eq,Ey,...,E;) est la base cano-
nique de ;1 (R).

35. D’apres ce qui précede :

n )
MpE; = ) a;Cp'E
i=0
n-1 )
= Z a;Cp'E; + a,CpEy,.

i=

n
= a;iE;j 1 +1-CpEy.

|
—_— O

i=0
Orona
0 —a
0 —-a
1 n-1
Cp = : =- a;iBi;1.
i=0
—ap-2
1 —Qp-1

Ilvient MpEq=0y7.
36. Comme M, et Cp commutent, pour tout i € [[1; 7 —1]]

MpCpX = Cp'MpX
=Cp'MpE;
= CPi “On,1
=0pn,1.
Comme (X,...,Cg‘lX] est une base de ./, 1(R), Mp est
nulle.
Détaillons ce point. Soit ¢p 'endomorphisme canonique-

ment associé a Mp. Alors il existe 8 = (eq, ..., ex) une base
de R" telle que

Vie[l;nl, ¢(e;)=0g.

Pour u € R", 28 étant une base de R”, il existe A1,...,Ay €R
n
tels que u = Y. Aje;, puis par linéarité
i=1

n
@) =) A;¢(e;) =0gn.
i=1 \6_4
=0g

On en déduit que ¢ est'endomorphisme nul, Mp est alors
aussi nulle.

37. Le polynéme P est annulateur de Cp. On sait alors que
toute valeur propre de Cp est racine de P.

38.a) Ona
—apXn
X1 —aiXn
X2 —daXn

CpX =

Xp-2—an-2Xp-2
Xn—-1—Aan-1Xp-1
Ainsi CpX = AX si on a le systeme linéaire :

—apxp, = Ax)
X1—a1xp = Axp

S
Xp-1—an-1Xn = Axp
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Procédons par récurrence pour établir la propriété
Pk):xpy_j = (“n—k +Aa,_jp1+o Tt )\k) Xn

— Initialisation. pour k = 1, 22(1) est vraie en regardant
directement la derniére ligne de S.

— Hérédité. Soit k € [1;n—2]. Supposons £ (k) vraie. En
regardant la ligne L, , ; _j du systeme ., on a

Xp—(k+1) ~— An—(k+1)Xn = AXp_k.
ATaide de 22 (k)

Xp—(k+1) =qn—(k+1)Xn + AXp_k
= (“n—(k+1)xn)
+)\(an_k +Aay,_ji1+ ...+)\kJ Xn
2
= [dn—(k+1) +Aap_+ A ap_g41

+...+)\k+1)xn.

P(k+1) est ainsi vérifiée.
— Conclusion. Pour tout k € [[1; n—1]], 22(k) est vraie.

38.b) Commencons par poser x, = 1 et définir x,_j grace
a la relation de récurrence précédente. On a alors pour
kell;n-1]

Xn—k ~ An—kXn
=Aay,_je1+F Ak_lan_l +AK
=A@ + A2y #2571

=AXp—(k+1)-

et
Axy

= )\(al +Aaz+--+N"2a, +)\”_1-)
=g A+ @A+ +an_ NP 4AT
=P(\) —ap

=0—-apxp

car x; = 1 et A est racine de P.

On vient de vérifier que (x1,..., X;) est solution du systeme
<. Autrement dit X (que est non nul) est un vecteur propre
de Cp.

39. Posons n = degS.

On a vu que pour tout A € R
dimKer (Cg —Al,) < 1.
Sachant que Cg est diagonalisable si et seulement si

)" dimKer(Cs—Aly) = n,
AeSp(Cs)

on peut affirmer que Cg est diagonalisable si et seulement
si

CardSp(Cg) = n.
Autrement dit, Cg est diagonalisable si et seulement si Cg
a exactement n valeurs propres. Or

k
n=degS= ) a;
i=1
k= Card(Sp (Cs)) = n.

Nécessairement, Cg est diagonalisable si et seulement si
tous les «; valent 1.

40. Oui, car on vérifie que le polyndme associé a cette matrice

compagnon a trois racines 1, 2 et 3.
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ECG 2

DS 3 * - solution

Probléeme

1.0OnaR(x) = -3 +2x+x% = (x— 1)(x+3).
Les réels 1 et —3 sont racines de R. De plus pour A € R

-A 3

det 1 —2-a

]:A(2+)\)—3:)\2+2)\—3:R()\).

Or A € Sp(R) si et seulement sidet (Cg — Alz) = 0, si et seule-
ment si R(A) = 0. Dans ce cas, le spectre de R s’identifie aux
racines de Cg.

La matrice est diagonalisable car c’est une matrice de taille
(2,2) avec deux valeurs propres.

2. Les n— 1 premiéres colonnes de Cp sont linéairement in-
dépendantes, donc

rg(Cp)=n-1.
— Si ag =0, alors on constate que
n-1
Cn=2 aiCi=0,,®
i=1
et dans ce cas, la matrice Cp n'est pas inversible.

rg(Cp)=n-1.

— Siag #0, Cy, ne peut étre combinaison linéaire des n—1
premiéres colonnes

rg(Cp) =n.

3. On ala suite d’équivalences.
0 est valeur propre.
ssi rg(Cp—0-I)<n
ssi rg(Cp)<n
ssi ap=0
ssi  P(0) =0.

4.Soit A€ R.On

CP —)\In =
-A 0 - 0 0 —ag
1 -A - 0 0 —-ay
0 1
0 . -A 0 —an_3
: : 1 -A —ap—2
0 o - 0 1 —ap-1-A

On constate que les n—1 premieres colonnes (ou encore
les lignes 2 a n) sont linéairement indépendantes.
Ainsi

rg(Cp—Aly)2n-1

et par la formule du rang
dim (Ker (Cp — Al,)) < 1.
5.a) On constate que pour tout k € [1;n—1]]
Eg11 = CpEg.

Le résultat s’en déduit par récurrence.

5.b) X = Ej convient car (Ej,Ep,...,E;) est une base de
Mn,l(R)-

6. D’apres ce qui précede :

n ‘
MpE; = ) a;Cp'Eq

i=0
n-1 .
= a;Cp'E; + a, CpEy,.
i=0
n-1
= a;E;j1+1xCpEy.
i=0
Orona
0 —ap
0 ay el
Cp| ! |= =- Z a;E;.
i=0
1 —anp-2
1 —Qp-1

Ilvient MpE; = 0n,1~
7. Comme M, et Cp commutent, pour tout i € [[1;7—1]]

MpCp'X = Cp MpX
=Cp'MpE;
=Cp'0p,1
=0p1-
Comme (X,...,C?_IX) est une base de .41 (R),Mp est
nulle.
Détaillons ce point. Soit ¢p 'endomorphisme canonique-

ment associé a Mp. Alors il existe & = (eq, ..., ex) une base
de R" telle que

VielL;nll, ¢(e;)=0g.

Pour u € R", 28 étant une base de R”, il existe A1,...,A €R
n

tels que u = ¥ A;e;, puis par linéarité
i=1

n
o) =) A;¢(e;)=0gn.
i=1 \T
=VUg
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On en déduit que ¢ est]’endomorphisme nul, Mp est alors
aussi nulle.

8. Le polynome P est annulateur de Cp. On sait alors que
toute valeur propre de Cp est racine.

9.a) Ona
—apXp
X1 —aixn
X2 —azXn

Xn-2—an-2Xp-2
Xp—1—0n-1Xn-1

Ainsi CpX = AX si on a le systeme linéaire :

—apxp = Ax1
X1—ayxp, = Axp

R
Xp-1—Gn-1Xn = AXp

Procédons par récurrence pour établir la propriété
Pk): x| = (“n—k +Aay_ji1+ ~~-+)\k) Xn
— Initialisation. pour k = 1, 22(1) est vraie en regardant

directement la derniére ligne de S.

— Hérédité. Soit k € [1;n —2]. Supposons £ (k) vraie. En
regardant la ligne L, , ; _; du systeme ., on a
Xp—(k+1) ~ An—(k+1)Xn = AXp_.
AVlaide de 2 (k)
Xp—(k+1) =8n-(k+1)Xn + AXp_g
= (@n-(k+1)%n)

+A (an,k +Aay_fpt..t )\k) Xn
2
= [an—(k+1) +Aap_f+Aap_g1
+...+Ak+1)xn.

P(k+1) est ainsi vérifiée.
— Conclusion. Pour tout k € [[1; n—1]], 22(k) est vraie.

9.b) Commengons par poser x, = 1 et définir x,,_; grace
a la relation de récurrence précédente. On a alors pour
kelll;n-1]

Xn—k — Ap-kXn
=Ny g+ + A g+ AK
=A (an_k+1 +-e )\k_zan_l + )\k_l)
=AXp—(k+1)-

et
)\x1

= )\(ul +hag+-+N"2a, +)\”‘1~)
=ah+ @A+ +ap_ NN
=P - ap

=0—-apxn

car x, = 1 et A estracine de P.

On vient de vérifier que (x1,..., x;) est solution du systeme
. Autrement dit X (que est non nul) est un vecteur propre
de Cp.

10. Posons n = degsS.
On a vu que pour tout A € R

dimKer (Cs —Al,) < 1.
Sachant que Cg est diagonalisable si et seulement si

)" dimker(Cs—Aly) = n.
AeSp(Cs)

On a nécessairement
CardSp (Cg) = n.

Autrement dit, Cg est diagonalisable si et seulement si Cg
a exactement n valeurs propres. Or

k
n=degS= ) q;
i=1

k= Card(Sp (Cg)) = n.

Nécessairement, Cg est diagonalisable si et seulement si
tous les a; valent 1.

11. Oui, car on vérifie que le polyndme associé a cette ma-
trice compagnon a trois racines 1, 2 et 3.

12.a) Soit A € R. On a les équivalences
A€Sp(Bp)

rg(Bp —Al,) < n.
rg('(Bp—Aly))<n
rg(‘Bp—A'lp) <n
rg(Cp—Aly)<n

A eSp(Cp).

pooo

D’ou I’égalité des spectres.

12.b) Vérifier que si

A€ Sp (BP)
alors A est une racine de P (question 8) et
1
A
X=
)\n'—l
est un vecteur propre de Bp.
13. Si P admet n racines notées A1, ..., A, alors les vecteurs
1 1 1
A ) An
n-1 n-1 n-1
A A; AL

forment une base de vecteurs propres de Bp. Ainsi V est
la matrice de passage de la base canonique de .41 (R)
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a cette base de vecteurs propres. On sait alors que V est
inversible.

14. Soit k € [[0; n—1]], par linéarité de ka
(pk(u) =<pk(£1 +e2+...+¢€p)
=oFen+oF )+ +oFen).
Sachant que €; est vecteur propre pour la valeur propre 1;
(pk(u) = p’fsl + p§£2 +eeet p'flsn.

La matrice de la famille 2, dans la base & est ‘V. Comme
V est inversible (les y; sont deux a deux distincts ), 'V aussi
et la famille %, est une base de R”.

15. Le vecteur ¢ (1) € R, il s'exprime donc dans la base
A, Soient ag, ay, ..., an—1 € Rtels que

" (W) = agu+ a1 @) + ...+ an—19" "V (w)

Si on note

P(x)=—-ag—a1x—-—ap_1x" 1 +x",

on constate que
Matg, (¢) = Cp

On conclut par la formule de changement de base

A =Matcan ()

=Pcan,2, Matg, (9)Pz, can
-1
A= Pcan,@u CPPcan,QBu
16. Si on pose :

P(x) = —ag -0 X — - —ap_1 XL+ x7,

on vérifie que
VkeN, Ujy1 =CpUyg.

17. Dans ce cas, question 10, Cp est diagonalisable. II existe
Qe 4y, (R) inversible et D = diag(ry, ..., ) telles que

Cp=QDQ™!
Posons pour tout k€ N
Vi =Q U

de sorte que la relation de la question précédente de-
vienne
VkeN, Vk+1 =DVk.

Par récurrence

VkeN, V. =DFv.
Puis

U = QV,. = QDFv,.

Sachant que
DF :diag[r{c, rzk,...,r,li)

on obtient
r]]]z V1 4]
ry U2 U2
2 N
DfVy = ] ol Vo=
r!lc Un Un

et uy, le coefficient en position (1,1) de

U = QD v,
s’écrit sous la forme
Qo | Z [QI,i [PVl
"
= Z Qly, lVl rzk
=l1i

ol ; est bien indépendant de k. D’ol1 la conclusion.

Probleme II
d'apres HEC 1995

18.a) La fonction f est continue sur R\ {xp} et positive. De

plus,
+00 +oo i 04 +too 1
f(t)dt:f a Oldt:cxxo"‘f
X0 ta+ X0

t(X+1

Or pour A € [xg; +oo[

fA dr :/‘At_(gﬁl)dtzi[t—a]A . 1
o 1 Jy —a 0 A—+o0 g™

On en déduit la convergence et I'égalité

+00

f(nde=1.

La fonction f est donc bien une densité de probabilité.

18.b) Pour x < xg, F(x) =0
Pour x > xp, en reprenant le calcul précédent

X X
F(x) :f fodt=| fodt=x*[-t"*7F
_ Xo

xo
_1_(*0
=1 (x) .
19. Soit a € RY,
+00 +00 +00 1
f tf(t)dtzf tf(t)dt:(xxoo‘f t—adt.

—00 X0 X0

On reconnait une intégrale de Riemann en +oo, il y a donc
convergence absolue et existence de 'espérance de X si et
seulement si

a>1.

Dans ce cas
+00 +oo
EX) = O(xoo‘f t7%dt = axg®
Xo

—a+1

—a+1

X0
o xo¢ axg

Ta-1x%* T a-1"

20. La variable X est a valeurs dans [xg, +oo, ainsi Y est a va-
leurs dans [Axg; +ool.
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Pour x < Axp, on a donc Fy(x) =0.
Pour x = Axp
Fy(x) =P(Y<x)=P(AX<Xx)
=PX<x/\) carA>0
)\ x
=1- (%) question 18.b)

On reconnait la fonction de répartition d'une loi
VP (o, Axp). Comme la fonction de répartition caractérise
la loi, on trouve

Y =AX— VP (a,Axp).

21. La variable W est a valeurs dans R*, ainsi KV = 1 et T est
a valeurs dans [xp; +ool.
Pour x < xg
Fr(x)=P(T<x)=0.

Pour x = xo
Fp(x) =P (xo KW < x)
= P(kw < x/x()]

In (x/xg)

= P(WS —ln(k)

) (In strict. croiss.)

A partir de I'expression de la fonction de répartition d’'une
loi exponentielle, on poursuit :

In (x/ xg)
F — 1 — BIn(x/x0)/In(k)
T =1-e "k
=1- (eln(X/xo))ﬁ/ln(k)
+ \B/Ink).
Fr(x)=1- (—)
X0
On en déduit que : T%W(%,xo).

22. On peut appliquer la démarche précédente via la fonction
de répartition.
Donnons ici une seconde méthode qui utilise le résultat pré-
cédent.
D’apres ce qui précede avec k = e, X ala méme loi que :

T=x0e" o W &.
1
Or VT = \/xoefw.

Par transformation linéaire d'une loi exponentielle, on sait
que %W — &(2a) et par la question précédente :

VT — VP (20, y/X0) -

Comme la fonction racine carrée est continue, vX et v'T
ont méme loi.
VX — VP (20, /%) -
23.

import numpy.random as rd

import numpy as rd

def simuPareto(alp,x0):
u=rd.exponential (alp)
# ou on peut aussi écrire
# —alp*np.log(rd.random())
return xO0* np.exp(u)

24. 11 suffit de remarquer que :
Vite[x;+ool tf(t)=xf(1).

Puis par croissance de I'intégrale :
+00 +00
f tf(t)dt?f xf(dt.
X X

Ce qui conclut.

25.0n ad’apres la question 19, I'existence de I'espérance jus-
tifie que Mx est bien défini avec pour tout x < xg

+00
f f®de#0.
X
Ona
+00
f(Hydt=1-F(x) = (xo/x)*
X
+00 +00
f tf(t)dt:ang e
X X
1 +00
=axp |- —— - @D
a+1 X
_oaxp 1
Tat+l oyl

Par quotient, on trouve :
a+1 _
My (x) = ——x0% ! - x.
o«

26.a)* SiF estla fonction de répartition de X alors :
VxeR, G(x) =1-F(x).

Comme X a une densité continue sur [xg + oo[, F est de
classe 6! sur cet intervalle. La fonction G I'est donc aussi
avec

Vx>xg, Gx)=-F(x)=-fx).

* On peut aussi écrire pour x = xg

X

H(x):E(X)—f tf(r)de
(9]

X X0
=E(X)—f tf(t)dt—f tf(nde.
—00

X0

=0

Sous cette forme, on reconnait la fonction
X
xeR— | rf(nde
X0

qui est une primitive de la fonction ¢ — ¢ f(¢) continue sur
[x0; +ool. Par définition d"une primitive, H est de classe ¢!
avec

Vx € [xg;+ool, H'(x)=—xf(x)

26.b) La condition sur la moyenne se réécrit :

Vx € [xg;+00], kx:@.
G(x)

D’ou kxG(x) = H(x).
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Par dérivation
k(G(x) +xG (1) = —xf(x) = +xG' (x).

En réordonnant, on obtient bien le résultat annoncé.

27.a) Par produit, I est dérivable sur [xg; +oo[ avec pour x = xo

' kg Kk,
I'(x)= k_lx'H -G(x) + xF1G (x).
-k o ews e
T k-1 k
I'(x)=0.

La fonction I est donc constante sur 'intervalle [xp; +ool.
Soit ¢ la constante, pour tout x € [xg; +oo[, [(x) = ¢ puis

G) c
X)= ———.
kI (k—1)

Sachant que F (xg) =0, G(xp) = 1, il vient
X0\ K/ (k=1)
G =(22) .
X

27.b) Résumons : si F désigne la fonction de répartition de X
alors:

_ 0 six <X
VxeR, F(x)—{ 1-G(x) six=xg

On reconnait la fonction de répartition de VP [k—fl , xo).

28. La fonction F est strictement croissante sur [xg; +oo[ car
la densité est strictement positive.
De plus, F est continue avec

+o0o
Flx) =0 et F(x)x:oof f(ode=1.

D’apres le théoréeme de la bijection, F réalise une bijection
de [xg; +oo[ dans [0;1].
Le domaine de définition de F~! est [0;1].

29. La fonction Q est croissante strictement (sa dérivée ¢t —
tf(£)/E(X) est strictement positive), F~! 'est aussi (méme
sens de variation que F sur [xg; +oo[). Par composition, C
est strictement croissante sur [0; 1[.

On peut prolonger C par continuité car par composition
des limites, on trouve

— La fonction F~! est dérivable sur [0;1] car F est déri-
vable sur [xp;+oo[ avec une dérivée qui ne s’annule pas.
On a aussi

1 1

) -1\ = _
veeoil (F) - F(EL0) fEL0)

De plus, pour ¢ € [0;1]

c'(1) = (F‘l]'(z) xQ' (F_l(t))

_ 1 XF’I(t)'f(F’l(t))
F(F 1) E(X)
F 1l

T EX

Ce qui conclut.

31.a) La fonction C’ est croissante sur l'intervalle [0;1[, la
fonction C est donc convexe sur [0; 1[. Par continuité de C,
la convexité de C s’étend a [0;1]. En particulier, la courbe
représentative est située sous la corde passant par les
points (0,C(0)) et (1,C(1)) : c’est la premiére bissectrice.

31.b) On a

F L0 xo

co) = =
EX EX

et linll c'(t) = +o0
Am.

31.c) On a une tangente verticale en 1.

32.a) Vérifier que :

-1
Vx € [xp;+00l, Q) =1- [x—;)a .

C — 1.
™, 32.b) Soit £ € [0;1
Si on note encore C le prolongement, cela revient a poser xo &1
cw=Q(F'm)=1 —( - )
c=1. F= (@)
Le prolongement reste strictement croissant sur [0; 1]. En- Or on sait aussi que :
fin . o
—olF 1) = - —F(Flp)=1-22—
C(O)_Q[F (O)J—Q(xo)—O. t—F(F (t))—l (F*I(t))
30. La fonction C est dérivable sur [0; 1[ par composition car : o
— Q est dérivable sur [xg; +oo[ avec Ainsi
a-=1
tf (1) x %)« mY
V't € [x; +ool, ") = —— Ct=1—((—)) =1-(1-p-ba
[x0; +ool[ Q(n EX (1) F1(7) ( )
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33. Dans ce cas, 80% des individus ayant les revenus les
moins hauts se partagent 20% de la masse des revenus.
Cela impose :

C(0,8)=0,2
— 1-(1-08@D/a_q-
= (0,2@Va=gg.
a—1 In(0,8)
f—g —_—
o In(0,2)
1 In(0,8)
— l-—=—
a In(0,2)
(1 _In(0,8) )—1 B
In(0,2)

Application numérique : posons ¢ = In(2)/In(10).
In(0,8) In8/10) 3In(2)-In(10
In0,2) In@2/10)  In()-In(10)
3r—-1 09-1 1

-1 03-1 7
Il vient
7
a=-=1,16.
6
34.0na 1
I(X)=2f (t—Co)de
0

1 1
:zf (r—1+(1—t)1‘adt
0

=--=1/Q2a-1).

35.0n avu ala question 23 que
Y — VP(a, (1 - A)xp).

Le parameétre o reste inchangé

1
I(Y) = m =1X).

Ce type d’'imposition n'a pas d’effet sur I'inégalité dans la
répartition des revenus.

36. En reprenant la question 22

T = hvX— VP (20, hy/X0)

On a alors I(T) =

<IX).
4a—-1 &)

Ce type d’'imposition fait diminuer les inégalités de reve-
nus.

37.
38.
39.a)
39.b)
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