ECG 2 4h

DS 5 - sujet A

THEMES : VECTEURS ALEATOIRES, VARIABLES A DENSITE

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probléme I : Théoréme de Weierstrass dans le cas %

Soit f une fonction de classe ¢! sur [0;1].
. Justifier qu'il existe M € R tel que pour tout (x,y) € [0;112, | f(x) = f())| <Mlx—yl.

Pour tout n € N*, on définit la fonction P;, par

{ R —R
Pp: S my ek sk _ pn—k
t kgo(k]f(”)t (1-n"*.

Soient p € [0;1] et Xy,..., X, des variables aléatoires de méme loi de Bernoulli 28(p) et indépendantes.
a) Rappelerlaloide Sy, = f X;. Préciser son espérance et sa variance.
i=1

b) Vérifier que si on note X, = 57", alors V(in) < o
n

. Montrer que E (f (i )] =P, (p). En déduire que

Palp)—f(P)= 3. (f(%)—f(p))(Z)pk(l—p)”_k.

k=0

Soite € R}. On note :
— Aj ¢ 'ensemble des entiers k € [[0; n]] tels que |k/n— p| <e/M;
— Ay I'ensemble des entiers k € [[0; n]] tels que |k/n — p| = €/M.
En particulier, on obtient Py, (p) — f(p) =S1,¢ +S2,¢ ot

k
Vie{l;2}, Sje= Y. (f(;)—f(p))(Z)pk(l—p)”_k.

keAi‘e

. Démontrer que [S; ¢| < &. Vérifier ensuite que [Sp¢| < 2MP( Xn— p‘ = e/M).

X — p| > E/M) < M2/ (4ne?).

. Donner les variations de la fonction sur]0;1[, ¢ : £— ¢ +M?2/(4n?t%). Avec un bon choix de &, conclure en montrant que

5. Justifier que pour tout n € N*, P(

su (x)—Pupx)| — O.
x€[0?1]|f " |"”°°

Illustration avec Python

. Ecrire un programme qui prend en arguments un réel ¢, un entier naturel 7, une fonction f définie sur [0; 1] et renvoie P, (#) o1 P,
est défini a la question 1. )

On pourra utiliser la commande sp.binom(i,j) de la bibliotheque scipy.special pour le coefficient (;)

. Proposer un code pour afficher sur le méme graphe, la courbe de f: ¢ €[0;1] — sin(2nt), et les courbes de P; pour i € [[2;8]].
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Probleme II : Sommes et maxima de variables aléatoires

Dans tout le probléeme, A désigne un réel strictement positif. On consideére une suite de variables aléatoires (X;) ,en+ mutuellement
indépendantes, suivant toutes la méme loi exponentielle de parametre A.
Pour tout p de N*, on définit les variables aléatoires M, et S, par :

p
Mp =max(X,....Xp) et Sp=) X;.
k=1
Le probléme est composé de 5 parties. Les parties I, II et III sont indépendantes. Les parties IV et V utilisent les résultats de la partie
III.

Partie I : simulations

. Fcrire un programme qui prend en arguments le paramétre A et un entier naturel non nul p et simule les variables M p €tSp.

On rappelle que la commande rd . exponential (a,m) renvoie une matrice ligne avec m simulations d'une loi exponentielle d’espé-
rance a.
Proposer un programme qui prend en arguments A, p et donne une approximation de la probabilité P(2M), > Sp).

Partie I1 : loi de M,

Exemple avec M
a) Expliciter une densité fy d’'une loi exponentielle de paramétre 6 € R} .
b) Démontrer que la variable aléatoire My est a densité et vérifier qu'une densité est donnée par 2 f\ — fo).
En déduire que la variable aléatoire M2 admet une espérance que I'on calculera.
Rappeler le moment d’ordre 2 d'une loi exponentielle. En déduire I'existence de la variance Var (M) et la calculer.
On pourra utiliser la 11.b pour limiter les calculs.

Application du théoréme de sommation
Soit (a,b) € R \ {1} x R.
Démontrer que la variable aléatoire aX + b admet une densité définie par :

A-ru-b
VIER, By () = sea s%tzb,
’ 0 sinon.

Onnote T =X; + aXs + b.
a) Rappeler’énoncé du théoréeme de sommation de deux variables aléatoires a densité.
b) Démontrer que T admet une densité définie par :

A (o=Ax=D) _ o~ 2x-D) :
VxeR, fr0 = l_u(e e a ) six=b,
0 sinon.

a) Soient r1, ry € R avec r; # ry. Posons g; : t € R* — exp(r; f). Montrer que la famille (g;; g2) est une famille libre de I'espace
vectoriel des applications de R* dans R.

Lycée Saint Louis 2023-2024



17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.
26.
27.
28.

b) En déduire que (1/2;0) est1'unique couple (g, b) € R} \ {1} x R tel que M et T suivent la méme loi.

Généralisation
Considérons la variable aléatoire :

21
Tp=), X
k=1

Calculer E(Tp) et V(Tp). En déduire la nature (convergence ou divergence) des suites (E (Tp)) pet (V(Tp))
Démontrer que T admet une densité définie par :

P

)\pe’)‘x(l—e’)‘x)p six=0,
0 sinon.

VxeR, pr (x) = {
Justifier que T, et M, ont méme loi.
Partie III : préliminaires

Résultat préliminaire 1
Soient X et Y deux variables aléatoires a densité, indépendantes, dont les densités respectives fx et fy sont nulles sur | —oo;0[ et
continues sur [0; +oo[. On note Fx et Fy leurs fonctions de répartition respectives.

+00
Montrer que l'intégrale généralisée f Fx () fy(t)dt est convergente.
0

+00
On admet dans la suite I'égalité : PX<Y)= f Fx(?) fy(n)dt.
0

Résultat préliminaire 2
Dans cette question, x désigne un nombre réel strictement compris entre —1 et 1.
a) Justifier la convergence de la série } > xk/k.
1 tm m-1
b) Vérifier, pour tout m € N* et tout ¢ €]0, 1], 'égalité : l_t = ﬁ + ¥ tk.
- - k=0
X tm
c¢) Démontrer que l'intégrale f 15 dr tend vers 0 quand l'entier m tend vers I'infini.
0 1-

d) En déduire que : onk/k =-In(1-x).
k=1

+00 n+l
Montrer que: Vxe]—1;1], ——— =x+(1-x)In(1 - x).
q ] [ n;n(nﬂ) (1-xIn(1-x)

On pourra commencer par déterminer deux réels a, b tels que 1/(n(n+1)) = a/n+b/(n+1).
Partie IV: Comparaison entre M, et S,

Soient U et V deux autres variables aléatoires a densité, a valeurs dans R™, admettant des densités continues sur R* et telles que les
variables X1, U,V sont mutuellement indépendantes.
Montrer que pour tous u, v€ R", P(X1; > u+v) =P (X1 > u) P (X1 > v).

a) Alaide du préliminaire 1, calculer P (X; < U). En déduire que

PX;>U)= E(e*AU).

b) Calculer cette probabilité si 'on suppose que U suit la loi exponentielle de parametre p > 0.
Montrer: P(X; > U+V) =P (X1 > )P (X1 > V).
En déduire I'égalité : P (2X; >S;) = 2,,%1
Montrer que les événements [2X; > Sy ], [2X2 > Sy], ..., [2Xp > Sp] sont deux & deux incompatibles.
En déduire la valeur de P 2M,, > S;,).

Partie V
Dans la suite on considére une autre variable aléatoire Y, suivant elle-aussi la loi exponentielle de parametre A, indépendante des
variables aléatoires X,;, pour tout n de N*.

On définit ensuite la variable aléatoire N égale au plus petit entier n tel que X;; >Y, et on pose N = 0 si un tel entier n n’existe pas.

Simulation
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Compléter la fonction suivante qui permet de simuler la variable N.

def simuN(lbda):
n=1
Y=
X=
while

X=
return

Voici de nouveaux tests pour différentes valeurs du parametre A. Que peut-on conjecturer sur la loi de N? Prouver votre conjecture.
On pourra utiliser le fait que siX — &(A) alors A\X — &(1).

B lambda=0.1 B |ambda=1
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0.0
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I |lambda=5 B lambda=50

05 05
04 0.4
03 03
02 02

0.1 0.1

LoideN
+oo

Justifier que [N=0] = (] [Mp <Y].
n=1

Rappeler la fonction de répartition de My,. En utilisant le préliminaire, déduire que pour tout n de N*, P(M,, <Y) =1/(n+1).
En déduire P(N = 0).

a) Soit n € N*. Exprimer I'événement [N > n] a I'aide d’événements faisant intervenir M, et Y. En déduire P(N > n).

b) Montrer que pour tout n € N*, P(N = n) = m

c) Lavariable aléatoire N admet-elle une espérance?

La variable Xy
Dans la suite du sujet, on s’intéresse a la variable aléatoire Xy, définie pour tout w de Q par: Xy (w) =XN(w) (w).
Soient t € R} et ne N*.
a) Justifier:P([N=nlnXy<)=PM,—1 <Y<X,<0).
b) On admet que .
PM,_1<Y<X,<0) :f (

x=0

X (ry
f ( My (m)dm) fy(y)dy) fx, (x)dx,
y=0\Jm=0

ou fm,_, fy et fx,, désignent une densité respectivement de M,—1,Y et X;. Vérifier alors que
P(IN=nlnXy < 1) = ——(1-e M),
nn+1)
AVlaide du préliminaire 2, déduire la fonction de répartition de Xy;.
Montrer ensuite que Xy est une variable aléatoire a densité et donner une densité de Xy;.
Justifier que I'espérance de Xy existe et la calculer.
Proposer un programme Python permettant de vérifier la cohérence de votre résultat.

- FIN -
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ECG 2 4h

DS 5 - sujet *

THEMES : VECTEURS ALEATOIRES, VARIABLES A DENSITE

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

PROBLEME : CAUCHY, CAUCHY ET ENCORE CAUCHY!

Lobjectif de ce probléeme est d’établir quelques résultats classiques autour des lois de Cauchy. Les parties
Préliminaires

* La fonction arctangente

1. Rappeler la définition de la fonction arctangente. Donner son graphe avec I'équation de la tangente en 0.
2. Vérifier que pour tout x € R}, arctan(x) +arctan(1/x) = n/2. Que dire de cette expression si x € R, ?
T 1
3. Justifier le développement suivant lorsque x — +oo: arctan(x) = 5 +0+00 (—) .
x X

e Loide Cauchy

4. Soit a € Rf. On définit sur R la fonction f, par: f;(x) = . Montrer que f,; est une densité de probabilité.

__a
(a2 + x2)

Dans la suite, X est une variable aléatoire réelle sur (2, «/,P) admettant f,; pour densité. On dit alors que X suit une loi de Cauchy
de parametre a et on écrit X — € (a).

5. Donner la fonction de répartition de X. Est-ce que X posséde une espérance?

6. Soit A € Rf. Reconnaitre la loi de AX lorsque X — € (a). Que dire si A € R}, ?

Partie I. Maximum et exemple de convergence en loi

Soit (X;)jen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes une loi de Cauchy de parametre 1. Pour
tout n € N*, on définit les variables aléatoires :

M,, = max(X1,Xz,...,Xn) et Np=nM, L

7. Pour tout n € N*, préciser P(N, < 0). Vérifier ensuite que pour tout ¢ € R}

b1

1 [ n\\"
P(Np<tinMp=20)=1- — E+arctan 2l

8. Conclure en montrant que pour tout x € R
Fp(x) — G(x),
n—oo

ou F;, et G désignent respectivement la fonction de répartition de N, et d’'une loi exponentielle dont on précisera le parametre 6.
9. Utiliser la question 6, pour reprendre la question précédente en supposant maintenant que les variables (X;) jen+ suivent une loi de
Cauchy € (a) avec a€ R} .

Partie II. Sommes de lois de Cauchy, stabilité au sens de Lévy

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (Q2, <7, P) avec

X—%€(1) et Y—€(b) oubeR}.

10. Soient x et t deux réels. On pose ¢ = (x2 +(b+ 1)2) (x2 +(b- 1)2). Montrer que :

c —x( 2t 2(t—x) ) x2+h2—1+x2—b2+1
((t-x02+1)(£2+b2)  “\2+b2  (t-02+1) (t-02+1  2+b?
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11. Vérifier que pour tout x € R
A2t 2(t-x A de n
| A — 0 e [ — L
SAPP+b?2 (1-x)%+1  A—+oo -A 2+ b2 A—+00 b
12. En déduire que X+Y— €(1+b)
13. Généraliser en montrant que si X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (Q, </, P)
avec X — € (a), Y — € (p) alors
X+Y—€(a+p).
e Stabilité au sens de Lévy
Une variable aléatoire est dite L-stable si pour tout n € N*, et toutes variables aléatoires indépendantes X;,X»,...,X; suivant la
méme loi queX, il existe des réels a;, (avec a; > 0) et by, tels que f X =X1 +Xp + - + Xj; suive la méme loi que a, X+ by,.
k=1
14. Justifier que si X — € (a) alors X est une variable L-stable.
Quotient de deux lois normales
Soient N et N’ deux variables aléatoires définies sur (Q, «/,P), indépendantes, a valeurs dans R*, suivant une loi normale centrée
réduite A (0;1).
15. Montrer que la variable aléatoire Z = In|N| est une variable aléatoire a densité, et en déterminer une densité. Quelle est une densité
de la variable aléatoire —Z? .
2
16. Montrer qu'une densité & de la variable aléatoire In |N/N'| estdonnée par: VxeR, h(x)=— TIh
et +
17.  a) Endéduire que la fonction de répartition de U = |N/ N’| est donnée par Fyy(x) = 2arctan(x)/m - 1+ (x).
b) Vérifier que pour tout x € R, P(N/N’ = x) = 0. En remarquant que N et —N ont méme loi, en déduire que G(x) + G(-x) = 1 o1 G
désigne la fonction de répartition de N/N’.
¢) Conclure en montrant que N/N’ — €(1).
e Simulation
18.  a) En déduire une fonction python Cauchy qui simule une variable de Cauchy €' (1).
Pour rappel, la commande rd.normal (0, 1) renvoie une réalisation d’'une loi normale centrée réduite.
b) Comment modifier la fonction Cauchy pour prendre en arguments m € N* et A € Rt et renvoyer m simulation d’une loi de
Cauchy ¢(A\)?
19. Proposer un programme python qui permet de vérifier la stabilité par somme de la question 13.
20. Qu'illustre le code suivant?
40
m=200 "
M=np.zeros (m)
Z| for n in range(m): 0
g M[n]l=np.mean(Cauchy (1, (n+1)**2))
=
m =20
plt.plot(np.linspace(l,m,m),M)
plt.show () a0
21.  a) Alaide du code suivant, que peut-on conjecturer sur la loi de 1/X si X — %€(1)?2
plt.clf () 1
X=np.zeros (50000) %
for iter in range (50000): 0301
. X[iter]=1/Cauchy () 025
§ plt.hist(X,np.linspace(-3,3,30),density=
5 True ,rwidth=0.8,color=’k’) 020
M| x=np.linspace(-4,4,200) 0151
plt.plot(x,1/(np.pi*(1+x*%*2)),linewidth=3, 0104
color=’r’)
plt.show () 008
0.00
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

b) Prouver la conjecture.

Lycée Saint Louis 2023-2024



22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

Etude de In(|X]) ot1 X — € (a)

Soit X — % (a). On pose Z = In|X|. D’apres ce qui précede, on montre que Z est une variable aléatoire a densité et une densité est

donnée par :

ex

VxeR hg(x) 2a
X€eR, X)=————.
“ T e2* + g2
Justifier que Z a une espérance et en posant ¢ = e*, montrer que

2a (*t° Int

E(Z)= — — drt.
@) m Jo 12+ a2

ATaide d’'un changement de variable, vérifier que

L Inv t0o Inw
f > dv:—f 5 dw.
0o ve+1 1 w=+1

En déduire que E(Z) =Ina.

ATaide de la question 19, retrouver le fait que E(In(|S|) =0 o1 S — %/(1) puis E(Z) =Ina.

Calculde((2)= 5 &
k=1

Soient X et Y sont deux variable aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (Q, <, P) toutes deux suivants
une loi de Cauchy de parameétre 1. On pose T = In|XY| et k= h;.
Justifier que T est une variable aléatoire a densité admettant pour densité la fonction g dont la restriction sur R* est donnée par :

4x

VxeR*, x)= —————.
g 2 (eX —e~¥)

. . _ a2t 1 _ 1 (a2 1
On pourra faire le changement de variable y = e~* et remarquer que G (e = &1 (y+1 JieT )

Vérifier que g est prolongeable par continuité en 0 et donner g(0).
+00
A partir de I'égalité f g(x)dx =1, montrer que

o0

00 Int 72 L Int 72

f dt=— puis f dr=—.
o 2-1 4 o t2-

xInx
Pour tout x €]0; 1[, p(x) = T
X—
Montrer que ¢ est prolongeable par continuité sur [0;1]. On note encore ¢, le prolongement. Vérifier ensuite que

1
f 2ne1 @0 4
0

t+1 n—oo

Soient n € N et £ €]0; 1[. Vérifier que :

Int n t t2n+1
=) (tZklntJ+&
2-1 5 t+1

+00 1 nZ
En déduire que: ) ———— = —.
= @k+D2 8

+00 1 7[2

En regroupant les termes d’indices pairs et impairs, en déduire que : Z 2 =%
k=1

Médiane d’un échantillon de loi de Cauchy

On suppose que X — €(1). Soit (X7,Xp,...,X2,+1), (2n+ 1) variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi que X.
On admet l'existence de (2n + 1) fonctions g1, 82, ..., 82,+1 continues sur R27+1 3 valeurs réelles, telles que les variables aléatoires
réelles X; , X, ..., X241 définies par :

vwkel2n+1l, Xy =gk X1, X2,....Xon41).

Soient des variables aléatoires a densité et que pour tout w € Q, les réels )A(l (u)),)A(g(u)), ...,)A(Z,Hl (w) soient un réarrangement par
ordre croissant de X (w), X2 (w), ..., Xo5+1 (W) :

Ve, X <X < - <Xope (o).
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39.

40.

Dans ce cas, on dit que la variable aléatoire X,+1 est la médiane empirique de I’échantillon (X1,Xo,...,X2,+1)-
Pour tout réel x et tout entier k de [[1; n]], on note N (x) la variable aléatoire de Bernoulli définie par

si [Xg < x] estréalisé

NG =4!
20

si [Xg > x] estréalisé.

Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire S;, (x) = f Np(x)?
k=1

Justifier I’égalité entre événements suivante : [)A(k < x| =[Sp(x) = kl.
Etablir la relation : pour tout x réel,
n

n . .
Fo ()= Y | |(Fx@®)’ (1-Fx(x))" /.
0= £ (7)o 1o

Montrer que X+1 admet une densité & - donnée par:
n

2n+1
VxeR, f;zn+l(x)=(n+l)( "n+ )(Fx(x))"(l—Fx(x))"fx(x).

Etablir I'équivalent :
1 2n+1 1 1
an+1 (x) _xA:Loo (l’l + ) n nVH—l x xn+2 .
En déduire I'existence de I'espérance E ()A(,Hl) de la variable aléatoire X,,11.

Calculer E()A(,Hl).
Pour tout entier n = 2, on pose :

On note fyy,,, la densité continue sur R de W, ;1. Montrer que :

-1
VxeR A ) n+l (2n+1|[1 1 (a ctan( X ))2 " 1+ n2x?
) = — — — | ar _ X _ .
* Wae 2vV2n+1| n )14 w2 2V2n+1 42n+1)

Montrer que pour tout xe R;ona:

1 x?
an+1 (%) n?o’o\/ﬁ exp _7 .
Ce résultat implique ce qu'on appellera la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Wy,41) ;>0 vers une variable aléatoire
T qui suit la loi normale centrée réduite.
a) Ecrire un programme qui prend en arguments 7 € N* et renvoie une simulation de Xt
Indication. On pourra utiliser la commandenp . sort (A) qui prend en argument une matrice ligne et renvoie une matrice mais
avec les coefficients de A ordonnés par ordre croissant.
b) Ecrire un programme qui prend en argument 7 construit un histogramme associé a 2000 réalisations de W1 et superpose
une densité de la loi normale centrée réduite.

Bonus Reconnaitre Augustin Cauchy et Paul Lévy. Lun des deux a été étudiant a Saint-Louis, lequel ?

- FIN -
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ECG 2

DS 5 A - solution

Bonus a chaque cokille trouvée!
Probléeme 1
1. Comme f est de classe €, f’ est continue sur le segment
[0;1] et la quantité

M= max |f (0] eR*
tel0;

est bien définie. La suite résulte de I'inégalité des accrois-

sements finis.
2.a) Comme les variables X; sont indépendantes et suivent

toutes une méme loi Z4(p), on sait que

Sp — B(n; p).
En particulier
ESp)=np et V(Sp)=npl-p).
2.b) Ona
V[Xa) = 5 ViSn)
n2

1 (1-p)
= v = P
n n
Or on sait que pour tout p € [0;1], p(1 = p) < %, car

1 1 2
——P(l—P) ——P+P = ——P =0.
D’oi1 le résultat.

3.0na (7 (Re)) = 2(r(22) =Bl sm)

olton a posé pour ¢ € [0;1], g(¢) = f(¢/n). Par la formule de
transfert

n n k-
E(gSn) =) glPSn=k =) f(—)P(Sn =k).
k=0 k=0 \"

Le résultat s’en déduit car S;, — %B(n; p).

e Comme ([Sp = k1) ke[10: ) €St Un systéme complet d’évé-
nements, on sait que

£

k=0

ZP(Sn_k)_l
k=0

(on peut aussi utiliser la formule du bindme). Dés lors

i(f(z) f(p))( )p (1-pk

k=0

—Zf( )( )p a-pnk f(p)Z( )pk(l_p)n—k

=Pn(p) - f(p).

4. A partir de I'inégalité triangulaire et de la question 1

f(g) —f(p)‘ (Z)pk(l -pnk

[Srel< X

keAy ¢
k n\ -k
> M ——p‘( )p 1-p”
kEALE n k
n _
< Z E(k)pk(l—p)n k
k€A1£

|Slg|<£Z()p 1-p"F=ex1.

* On a aussi

[S2e| < M‘——P‘(k)l? a-p"k
k€A2

Or[[)_(nzk/n])k o est un systeme complet d’événe-
ments el
Rl )= L o= 5] =]
=Il;|0 S—p >§ n )_(nz—]
_ k]
= X, =—
keAy e n

On en déduit par union disjointe :

_ € — k
P(Xp—-p|lz—|= > P(Xn:—).
( | M] keho,e n
Y PSu=k.
k€A2,g
De plus, en majorant
k B k p<2
n PIs n ps2

on obtient bien

[Soe| <2M Y (Z)pk(l -p)"k

kEAgyg

<2M ) P(Sp=k).
kEAgE

<2M P([X, p(>e/M)
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5. AT'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

_ V(X
PR )<
carp=E (X_n) D’ou
M2

P(‘)_(n—p‘ > %) <

6. En regroupant les résultats :
[Pn(p) = f(P)| <[S1e|+[S2.e]
M2
4ne?

SE+

(%)

Fixons n € N* et étudions la fonction
it r+ Nﬁ !
P an2 2’
La fonction est dérivable sur ]0; 1[ avec
=1+ M (D), M
PN 2T s T T

On en déduit que ¢ est croissante sur ]0; ty[, décroissante

sur |y, 1[ ot
N
th=|—
2n2

On a donc un maximum atteint en fg valant

(tg) = 1 1+M2 ! = [ 1+M2 2n?
¢tio)=1o 4n2tg_0 an? M2

_3, s L
—-Eﬂ)— St';zg.

En revenant a (e) avec € = fg, on obtient

1
VP El051),[Pu(p) = f(P)] < Cst- —.

Soit

1
sup [Pu(p)=f(p)|<c—pz
pel0;1] n

et le résultat s’en déduit par encadrement.

7.
def Pn(t,n,f):
s=0
for k in range(n+1):
s+=sp.binom(n,k)*f (k/n)*xt*x*xk*x(1-t)
**%(n-k)

return s

8.

def f£(t):
return np.sin(2*np.pix*t)

t=np.linspace(0,1,100)
y=f(t)
plt.plot(t,y,label="Fonction f’)

for k in range(2,9):
y=np.zeros (100)

for iter in range (100):
yliter]=Pn(t[iter],k,f)
plt.plot(t,y,label=str(k))
plt.legend ()
plt.show ()

def MpSp(lbda,p):
ech=rd.exponential (1/1bda,p)
# le paramétre est l’inverse de l’espé
rance
Mp=np.max (ech)
Sp=np.sum(ech)
return Mp, Sp

10.

def approx(lbda,p):
Compteur=0
m=10000
for i in range(m):
Mp , Sp=MpSp (1bda,p)
if 2%Mp>Sp:
Compteur=+1
return Compteur/m

Probléeme II

11.a) Une densité est :

Oexp(—0t) sit=0

VieR, fem:{ 0 si£<0.

11.b) Notons F» la fonction de répartition de M. Comme M
est a valeurs dans R*, on a
Yi<0, Fya(p)=0.
Soit re R :
Fo()=PMa< 1)
=P(XystInXe<t])
=PX;<t)PXo<1t) (indépendance)
=PX; <0? (mémeloi)
Fy(1) =F(1)°

ol F est la fonction de répartition de &(A). Comme F est
%! sur R*, continue sur R, il en va de méme pour F, par
produit. Ainsi M» est une variable a densité et une densité
est obtenue par dérivation (sur R* et étendue a 0). Or

VieR*,  F,y(1)=2F ()F() =2/, (DF().

Pour t € R}
Fy(0=2(Ae ™M) (1-e7M)
=21 e M - 2n)e” V!
=20 - far (0.
Pour £ <0

20 — for () =0=F,(1).
D’ol le résultat.

12. On sait que la loi exponentielle & (A) admet une espérance

valant 1/A. D’ol1
+00 1
f tHh@dr=—.
—00 A
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+00 1
On a aussi f thr()dt=—
—o0 2\

Par linéarité, on en déduit I'absolue convergence et 1'éga-
lité :
+00
f t(2f (0~ for (1) dt
—00

1

+00 +00 2
—zf_oo th(t)dt—f_oo thr(®dt= X7 on

Finalement, My a une espérance et

EMp) = N

13. Si X — &(A). Par la formule de Koenig-Huygens

E(x2] = V(X) +E(X)?
1 1 2

2T

Comme précédemment

+00 2
2
2hHnde=

On a aussi

+oo 2 1
2
t Hdt= ——=———.
f_oo far (@) (N2 2A2

Par linéarité, on déduit la convergence absolue et I’égalité

“(2 1) — t t=———.
f—oo ( W@ = forl )) A2 2A2
Puis E(M?) =755
Comme My a un moment d’ordre 2, M2 a une variance et
de nouveau par la formule de Koenig-Huygens
V(Mp) =E(M2?) - E (M)
71 9 1 5 1

14. Soit H la fonction de répartition de aXp + b et F celle de
Xo. Soit e R.

H() =P(aXp+b<1)
=PXz<(t-b)/a)
H(t) =F((r - b)/ a).

Par composition H est continue sur R et € L sur R\{b}. Ainsi
aXy + b est a densité et une densité est donné par :

VEeR\(b),  h()= lp'(t;b) - lf)\(t;b)
a a a a

D’otli le résultat en étendant la relation a ¢ = b.
15.a) Cours.
15.b) Par le lemme des coalitions Xj et aXp + b sont indépen-

dantes.
Soient x, t€R

AE=0hgp()#0 — {x

Distinguons deux cas.
— Six = b. La condition (e) devient t € [b; x] et

+00

f)\(x—t)hab(t)dt—f f)\(x—t)hub(l')dl’

f Ae AE=D —e —hu=b) gy

A2 o
AN ra-art g,

a b
A X
-2(1-a)t
bA e a
:Ae—)\x+7
l-a

b

A k) (hu-an_g-hu-an)

A
_ (e—)\(x—b) e a

A
— (x— b)]

Si maintenant x < b alors la condition (e) n'est jamais véri-

fiée et
+00

AGx=0h,p(de=0.

Résumons, les variables sont indépendantes et le produit
de convolution est toujours défini. Le théoréme de som-
mation s’applique et une densité est donnée par le produit
de convolution. On retrouve bien l'expression de fr de
I'énoncé.

16.a) Soient A, p deux réels tels que Agy, + pgr, = 0 ('appli-
cation nulle). Dit autrement,

VieR, Agr (D) +ugr2()=0
C’est-a-dire
VteR,  Aexp(rit)+pexp(rzt)=0.
En multipliant par exp (- r¢) #0,
VteR, A+pexp((rp—r)e) =
En passant a la limite t — +o0o0 ou t — —oo suivant le signe

de r1 — r2, on trouve A = 0, puis p = 0. La famille (gr,; gr,)
est bien libre.

16.b) Comme 2 f) — f>) s’annule uniquement sur ] —oo; 0[, né-
cessairement b = 0. Dans ce cas,

ﬁ (e_)\x —e_%x).

v, () =2X (e_)‘x - e_%xJ .

vxeR}, frx) =

On en déduit les fonctions de répartition sur R :
1 _ _A
Fr(x) :1——(e AX _ ge ax].
l-a
A
Fp, () =1-2 [e_)‘x - ae_Ex) .
Les fonctions de répartition sont toujours identiques sur

R™. Les variables ont méme loi si et seulement si, pour tout
x €R*, Fp(x) = Fyy, (%), soit

L(e_)‘ ae_%x):z(e_}\ ae_%x)

Lycée Saint Louis

2023-2024



C’est-a-dire

L 2a- 2 =0
(Tu_ )g—A(XH( fl—m)g—)\/a—

Comme a # 1, A # A/ a, le fait que la famille soit libre im-

1 _ , s _1
pose 1—; —2=0, Cest-a-direa= 3.

17. Pour tout p € N*, par linéarité

Les séries de Riemann
1 1
Z k Z k,2
sont respectivement divergente et convergente. On en dé-
duit que (E(Tp)) p diverge et (V(Tp)) p converge.
17. Procéder par récurrence sur la propriété & (p) : T, est a
densité et une densité est
_ _ p-1 .
Ape )‘x(l—e )‘x] six=0,
0 sinon.

VxeR, an (x) = {

18. En reprenant la question 11.b), on montre que M, est a
densité de une densité est donnée par :

VIER,  fu, ()= pHOF®OP
En remplacant, on constate que
v, = fr,-
On en déduit que M, et Ty, ont méme loi.

19. La fonction ¢ — Fx(#) fy(#) est continue sur [0; +oo[. On a
donc une intégrale généralisée en +oo. Or

VteRY,  0<Fx(Hfi(H)< (D)

+00o
et fy(t)dt converge (fy est une densité). Par le critére
0

de comparaison, I'intégrale 0+°° Fx(?) fy(t)dt est conver-
gente.

20. Soit N € N¥,

N n+l N
Z IR (l_ 1 )x”+1
= hn+1)  =\ln n+l
N X" N xn+1
=X Z _—
n=1 " n=1 n+1
N X" N+1 X"
xYy -y =
n=1 " n=2 1
N ,n N+1.n
X X
=xy —-) “—+x
n=1 " n=1 1

Or on vient de montrer que

N X"
Z — — —In(1-x).
n=1 N N—+oco

On en déduit la convergence et I'égalité

+00 xn+1
Zl et —xIn(1-x)+In(1-x) +x
n=

=x+(1-x)In(1-x).
22. Pour tout £ € R™
PX;>0=1-PX; <)
= 1—(1—e_)‘t) —e M,
Soient u, v € R

PXy>wP Xy >v)=e M.e™M

=e—)\(u+v)
=PX;>u+v).

24.a)Ona

+00
P(X; <U) :fo Fx, (1) fu (D dt

:fom(l—e‘“)fu(t)dt

+00

+00
= fu(t)dt—f e Mp,(nde
0 0

par linéarité d’intégrales convergentes. Or fiy est une den-
sité
+00

fU(t)dt =1

et par le théoreme de transfert
+00 +00
f e"“fu(t)dt:f e‘“fU(t)dt:E(e"‘U].
0 —00

D'oit PX <U)=1 —E(e"‘U].
Il vient
P(x;>U)=1-PX; <U) =E(e"‘U).

24.b) Par le théoreme de transfert
+00
-AU —At
Efe = f e (r)dt
+00 A
= f e Mue Hdr
0

= llf+ooe_()‘+“)”dt: -+
0 A+p
25. Al'aide des questions précédentes
PX;>U+V)=E (e*"(‘”‘”)
-E (e—)\U . e—AV)
_ E(e—)\U) .E(e—)\v)

car parle lemme des coalitions les variables e AU et eV
sont indépendantes.

Ensuite, question 24.a),

PXi>U+V)=PX;>U)PX;>V).
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26. Par récurrence, on montre que si Uq,..., U, sont mutuel-
lement indépendantes a valeurs dans R* et 4 densité conti-

nuesurR*.Ona

X1 > ;Uk) li[ X1 >Uy).

On en déduit que

n
P(2X; >Sp) =P|X;1 > ) X

k=1

k#1

n
I] X1>Xk
En reprenant le calcul du 23.b), on a

P(X1 >Xp) = —— = X
L2 =N " 2
Le résultat s’en déduit.

27. Supposons
[2X1 >Spln2X2 > Syl # 2.
1l existe donc w € Q tel que
2X1 (W) > Sp(w) =X; (W) +-++ +Xp(w)
2X5(w) > Sp(w) =X1 (W) + -+ Xp (w)
c’est-a dire
X1 (@) >0+X2 (W) +X3(w) + - + Xy (w)
Xo(w) >X1(0) +0+X3(w) + -+ + Xy (w).
On en déduit que
X1 () <Xj(w) +X3(w) + -+ + Xy (w)
<X2(w)
<Xo(w) +X3(w) + -+ +Xp(w)
X1 (w) <X1(w).
Absurde. On en déduit que

[2X1 >Sp]N[2X2 >Spl = @

Le raisonnement est identique pour i, j € [[1;n]l, i # j

[2X; > Sn] N [zxj > sn] - .

Les événements sont deux a deux incompatibles.

28. Par la propriété d’additivité dans le cas d'union disjointe :

P(@2M;, >Sy)
=P (max(2Xjy,...,2X,) > Sp)

:P(i—LnJl [2X; > Sp]

n
=) P(2X;>Sp).
i=1
o1 n
:izzi on—1 = on—-1"

29.

def simuN(lbda):

n=1
Y=rd.exponential (1/1bda)
X=rd.exponential (1/1bda)
while X<Y

n=n+1

X=rd.exponential (1/1bda)
return n

30. On conjecture que la loi de N est indépendante de A. En
effet, la condition d’arrét X;;, > Y est équivalente AX;, > AY.
Or AXj, et AY suivent une loi £(1). La condition est donc

indépendante de A.
31.0na
+00
IN=01= () [Xn<y].
k=1
1l suffit de montrer que
+0o0 +0oo
N [Xe<¥] = (] Ma <Y
k=1 n=1

+o00
Soitwe (] [Xg <Y]. Ainsi
k=1

VkeN*,  Xp(o) <Y(w).
Pour n € N* fixé, on a donc

X1 (@) <Y()... Xp(w)<Y(w).

D’olt max (X (w),...,X; (W) < Y(w) et w € My, <Y]. Cela

étant vrai pour tout n € N*,

+00

we [ My <Y].

n=1
On a donc I'inclusion :

+0o0 +00

N Xe<Y]e () My<YI.
k=1 n=1
Ensuite pour tout n € N*

Mp<YlcXy<Y]

Puis
+00

+00
N Mp<Ylc ) Xp<Yl.
n=1

n=1

L'égalité est prouvée par double inclusion.
32. D’apres le préliminaire

+oo
PM, <y) :fo Fum, (0 fy(2) de

= f(:oo (1 - ef)‘t]n)\efmdt

n+1 7100
(1—8‘“)

n+1
0
1

n+l’

33. Appliquer le théoréme de la limite monotone.
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34.a) On a pour tout p e N

+00
N My <Ylc[Mp<Y].

n=1

Par croissante de la probabilité

n=1

+00
OsP(ﬂ [M,,sY])sP(MpsY).

Or P(Mp) —

0.
p—+00

Par passage a la limite

D’oti le résultat.

3.b) On a
[IN=n]=[N>n-1]\[N>n]
Comme [N > n] ¢ [N > n—1], on a en passant au probabi-
lité
PIN=n=P(N>n-1)-P(N>n)
1 1 1

n n+l nm+1)’
34.c)Ona

nP(N=n) ~ 1
n—oo n
Sachant que la série de Riemann )} 1/n est divergente, la
série ) nP(N = n) est aussi divergente par le critére d’équi-
valence des séries a termes positifs. La variable N n’admet
pas d’espérance.

35.a)
IN=nn[Xy<t]=IN=nlnX,<1.
Or [N = n] est réalisé si
Vie[l;n-1]], X; <Y, Xp=Y.

Soit
Mu_1<Y et X,=Y
C’est-a-dire
IN=n]=Mp-1<YIn[Xy=2YINn[X, <1]
=M1 <Y<Xp<1].

D’oti le résultat.

36.0n apour ye R*

! -1
f v, (mydm =Fy,_ () = (1_efAt)"
n=0

X y X 4
f f an_l(m)dxfy(y)dy:f (1_e7)\y]n )\e*)‘ydy.
y=0Jm=0 y=0

nqx
(1 —e_)‘y) 1 n
=|+—] = (1-e)
n n
y=0
Puis

ft . % (l—e_)‘x)ne_)‘xdx
x=

(1 _ e_)‘x)n+1 t

n+1

PM,_1<Y<X, <0

1
n
0

n(nl+ - (1 3 e—At]”+1 .

36. (N = n) ,en* estun systeme complet d’ événements, la for-
mule des probabilités s’applique et pour ¢ € Rt

Fxy (0 =P(Xy<1?)
Y P([Xny<t]nIN=n])

neN*

n+1
(1=¢7)
neN® nn+1)

= (1 - ef)‘t) +e Mln (ef)‘t)
=1-eMieME-Ap
=1-e MI+A0.

37. Précisons que Fx, (1) =0si t <0.
On vérifie que Fx, est %! sur R* par les théorémes géné-
raux. De plus

tlir(l)l’ FXN (H)=0= FXN 0) = tlil})1+ FXN (1.

Ainsi, Fy est continue sur R. Par définition, Xy est une va-
riable a densité et une densité est

reMa+An-—eMA sir=0
teR— .
sit<0

Mre M sir=0

teR— .
0 sit<0

38. Si on note f) la densité de € (A) (question 11a) On a

+oo 2
2

t (n)dt=—

j:a) I A2

On a convergence absolue, Xy a une espérance et

+oo +oo
E(X )=f )\the_)‘tdtzf A2 f(nde= <.
0 —00
39.
# test
m=5000

ech=np.zeros (m)

for iter in range(m):
ech[iter]=simuXN (1)

print (np.mean (ech))

def simuXN(1lbda):
n=1
Y=rd.exponential (1/1bda)
X=rd.exponential (1/1bda)
while X<Y
X=rd.exponential (1/1bda)
return X
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ECG 2

DS 5 * - solution

Bonus a chaque cokille trouvée!

1. La fonction arctangente est la réciproque de la fonction
tangente restreinte a | — 7t/2; /2. La fonction arctangente
est dérivable en 0 et

arctan(x) = arctan(0) + arctan’ (0) (x — 0) + 0p(x)

=x+00(x) (%)
car arctan’(¢) = 1/ (1 + £2).

2. Posons

f:{R* - R

x ~— arctan(x)+arctan(1/x).

Comme la fonction arctangente est dérivable sur R et la
fonction inverse x — 1/x est dérivable sur R* & valeur dans
R, la fonction f est dérivable sur R* par somme et compo-
sition. Pour tout x € R*,

, 1 1 1 .
Fx= 1+x2+(_?)'1+(1/x)2_ :

Pourtant la fonction f n’est pas constante.

I—T[ 1) = I
fO=3 et fEn=-3

Par contre, f est constante sur l'intervalle ] —oo;0[ et sur
I'intervalle ]0; +oo[. Finalement, on obtient

arctan(x) + arctan(1/x) = /2 si x>0
Tl -m/2 si ox<0

3.0n a pour x € R} . Avec (%)
b1 1
arctan(x) = — —arctan | —
2 X

b 1+ (1) 1 0
==-—+0 —|car— — 0.
2 X +oo X X X—+oo

4. La fonction f est continue positive sur R. Soit A € R*.

A 1A a 1A 1 dx

[apar=L [Pt g L[N L
0 nJo ac+x mJo 1 (%) a
A

1 X 1
=— [arctan(—” —_— =
T a 0 X—+00 T

Par parité de la fonction f,, on en déduit la convergence et
I'égalité
+00
fa(n)de=
(o 9)

+-=1.

1
2

N =

La fonction f;; est une densité.

5.Soit x e R

x
Fx(x)ZP(sz):f f(nde
—00

X 1 Xy 7
=— :—(arctan(—)+—).
oo T a’ 2

t
arctan ( —)
a

Non, X n’a pas d’espérance car

1
tfa(f)+ e

a
o T

Or l'intégrale de Riemman [;"® %

critere d’équivalence ;" tf,()d¢ diverge.

est divergente, par le

6. Soit x e R
F)\X(x):P(AXSx)zp(k%) car A>0
:Fx(i):%(arctan()\—);)+g].

On reconnait la fonction de répartition de 6 (Aa) Comme
la fonction de répartition caractérise la loi

AX— € (Aa).
Pour A <0
FAx(¥) = PAX < x) =P (X > %]
=1-P(x< f):l—P(Xs%)
X
=1-Fx(3)
=1- % (arctan()\—);)+ g]

En utilisant le fait que la fonction arctangente est impaire

F (x)—l(n+1arctan( i ))
=52 Tn Ala))

Finalement
siX—%¥(a) alors AX— E(Ala).

7. Précisons que M, est une variable a densité donc [M,, = 0]
est un événement négligeable et N, est presque surement
bien posée. Comme N, et M, ont méme signe

PIN;<0)=PM;,<0)
=P([X; <0]n...n[X, <0])
=P X1 <0) x...xP(Xy <0) indépendance

=P X; <0)" méme loi

1
P(N, sO)zz—n.
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* Soit t € Rf. Comme la fonction inverse est décroissante
sur R

Mp

_— =

P([ant]n[ano]):P(

N My, >0])

En reprenant le calcul précédent :
n\n
P(IN, < t]n[My>0]) = 1—P(X1 < ?)
ny\n
=1-P(x; < 7)

= I—FX1 (;)n

D’oui le résultat avec la question 5.

8. Pour xe R™

1
0<Fu(x)=P(Np<x)SPNy<0) <
Par encadrement

Fpn(x) n:wo = G(x).

Pour x € R". Par la formule des probabilités totales avec
le systeme complet d’événements formé par [M, < 0] et
(M>0]]
P([Np < x])=P([Np <x]n[M, <0])
+P([Np<xInMy =0]).

On a encore
P([N,<xIN[M, <0])=P(N,<0) — 0
n—oo
etd’apres 7
1 1 n
P([Nnsx]ﬂ[MnZO]):1—exp(nln(—+—arctan(—))
2 7 X

or, avec la question 3

T 1
— —arctan(t) ~ -—.
2 t—+oo t

2

~ —_

puis
n—+oo T N—00

1 arctan ( Z )

et
nln(% +arctan(g)) = nln(l - (% - % arctan(g))
1 1 n
n oo (— (5 - ;arctan(;])

X X
~ —_nN— = ——,
n—o0 nn bl
Des lors
1 n X
nin —+arctan(—) — ——.
2 T x/)noo m

Par continuité de la fonction exponentielle :

X
P([anx]m[M,LBO]]n:ol—exp(—;].

Résumons

P(N,<x) — 1l-e ¥T=Gx).
n—oo

. Utilisons la question 6. Si X; — %6 (a) alors % — € (1) eton

se ramene au cas précédent en considérant les variables
My . My~
— =max|—,---,— |, aNp=n|—1] .
a a a a

Donc pour x € R Donc pour x € R

Fn, () =P(Np <x)
=P(aNy, < ax)
=Fplax) — G(ax).
n—oo
_ax
l-e n six=0

Or G(ax) = { .
0 six<O0.

On trouve l'expression d'une loi exponentielle de para-
metre a/n. On a donc convergence vers une loi & (a/m).

10. Réduisons au méme dénominateur le membre de droite.

D’une part :

x( 2t 20-x) )
2+b2 (t-x2+1

_2t(t-x0?+1)-2(0-x) (2 +b?)
(2 +D2) ((r-02%+1)

Le numérateur est :
x(Zt(tz —2xt+x%+ 1) —2(t3 +1b? - xr? —beJ)
=xt? - (~ax+22) + £ (207 +2 - 26| x4 22217
=— t2~2x2+2t(x2—b2+1Jx+2x2b2.
D’autre part :

+b2-1 x2-b*+1

(t-x2+1 TR

(x® + 1% =1) (2 +b?) + (k2 = D> +1) (1 - 0)? +1)
(2 +b2) (- 02 +1) '

Le numeérateur est
[x2 +b% - 1) (t2+b2) + [xz— b? + 1) (tz —2xt+x%+ 1).
= ((x2 +b% - 1] + (x2 e l]) + t([x2 s 1) (—2x))
+b2(x2+b2—1)+(x2—b2+1)(x2+1)
=12 2x? —2xt[x2 e 1) +b? (xz +b% - 1)
+(x2—b2+1)(x2+1).
Le membre de droite donne lorsqu’on réduit au méme do-
minateur une expression du type
at> +pt+y
(t-x02+1) (12 +b?)

ou
a=-2x2+2x%=0

ﬁ=2(x2—b2+1)x—2x[x2—b2+1):0
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et
y=b? (2 b? = 1)+ (P - b2 1) (62 1) +2x %,
=t (PP 1= b 4142074 b2 (D7 - 1) - bP 41
=xt e 2 (14 02) + b - 27 41
=x4+2x2[1+b2]+(b2—1)2.
Or on a aussi
o=(x?+ b+ 1?2+ b-17?)
= x4 (- 12+ b+ D) P + b+ DP(B-1)?
:x4+(b2—2b+1+b2+2b+1)x2+[b2—1]2
:x4+2x2(1+b2)+(b2—1)2.
Ainsi ¢ =y, ce qui conclut.

11. Par imparité de 'intégrande, on a déja

A2t
[ 2 im0
A2 +D2

A 2(t-x) B 2 A
f_Amdt—[ln((t—x) +1]]7A

Ensuite

A-x2%+1
=)

Par continuité du logarithme en 1, la limite
A-x2+1 A?
—_— ~ —==1 — 1,
A+ x)2+1A—+00 A2 A—+co

donne

A-x2+1
] [ In(1) =

n —) —
A+x)2+1 A—+0

Ce qui justifie la limite pour la premiere intégrale.
Pour la seconde

fA d dt
AP+ bJaw/b)?2+1 b’

A l'aide du changement de variable affine u = ¢/b, I'inté-
grale vaut

1 rA/b du
5 e s

Le résultat s’en déduit en rappelant que les limites de arc-
tangente sont £7/2 en +oo.

12. Appliquons le théoréme de sommation.
— XetY sont indépendantes.
— Soient x, r€R
1 b
w2 (1+(x-02) p2+12

filx=0fp0) =
La fonction ¢ — f (x — 1) f5(¢) est continue sur R et

b 1
AG=0fp J_r’c:oﬁt_z

Par comparaison aux intégrales de Riemann et par le cri-
tere d’équivalence, on montre que f_*:g A =0 fp(H)drest
convergente.

Noter ici la nécessité de prouver la convergence. Ainsi, au
lieu de regarder des intégrales de type fjf ..dt, on peut se li-

miterdffA..dt.

n?c A A2t
7LAf1(x—t)fb(t)dt:xf_Aﬂ— (Il,A)

+b?
_x f_ Z%dt (I2n)
+(x2+b2_l)f:(t—$ﬁ (13,4)
2_ 2
+ x Z +1) fi tzb:_i;z (Is,4)

D’apres le calcul précédent, on a déja

I I 0
x(loa=Tpp) —

On a aussi

I — m et I — .
3'AAﬁ-%—oo 4A +0

On en déduit que

+00

22
_ ix-ofyndr=—- ((x2+b2—1)n+x—b+1)

b

|"§|"§|"§|" : w

b(x2+b2—1)+x2—b2+1)

A+bx2+b3— bz—b+1)

—_— — — ﬁ

(1 + b)x2 +[b2 ](b—l)]
((1+b)x + b+ (b-1) )
l+b(x +(-1?)
TiCc

B 1+b
(a2 +(b+1)?)

On reconnait une densité d'une loi € (1 + b). Finalement

X+Y—€1+Db).

13. Notons que

XY
X+Y=af—+—].
o«

X Y (ﬁ)
——=%1) et ——=%F(—]|.
« (01 o1

De plus, X/«a, Y/ restent indépendantes et d’apres ce qui

précede
XY
—+—=% (1 + E)
a o a
puis X+Y— E(a+p).

Lycée Saint Louis

2023-2024



14. Soit n € N*. Par récurrence a partir du résultat précédent

n
Xj — € (nw).
k=1

On constate alors qu'un choix est
ap=n et by=0.

15. Notons @ la fonction de répartition de N. Posons
R— — (-£2/2)
@:reER— ——exp(—t
V2n

une densité de N continue sur R donc @ est de € sur R et
@' = . Rappelons également que

Vie[0,+ool, P(INI < 1) =2®(1) 1.

Cherchons maintenant la fonction de répartition Fy de Z.

VxeR, P(Z<x)=P(In|N|<x)=P(IN|<e*)=20(e")-1.

Les fonctions @ et x € R— e* sont de classe €1 sur R donc,
par composition x — ® (e*) est de classe ¢! sur R.

11 est alors de méme pour Fy et ainsi : Z est une variable
aléatoire a densité et une densité est donnée par :

VxeR, F,(x)=2e"0'(e)

2 2x
=2e"p(e*) = —=e"e g

On obtient :

2 e2*
x—1/—e*e” 2 estune densité de Z.
o

e—2X

2 . oz
x—1/—e *e” 2z estunedensité de —Z.
U

02X
16. Posons pour tout x € R, y(x) = \/gexe_T. Justifions
dans un premier temps que W est bornée afin de justifier
I'existence du produit de convolution.

Par produit et les croissances comparées.

2X
— —e T
y(x) x_)_OOO et yx)=e x_>+000.
Comme Vs est en plus continue sur R, ¥ est bien bornée
sur R.
Posons T = ln|%| =In|N|+ (-In|N|).

— N et N’ sont deux variables aléatoires indépendantes
doncIn|N| et (- In|N’|) sont également indépendantes
par le lemme des coalitions.

— In|NJ et (-In|N’|) sont deux variables aléatoires a den-
sité de densités respectives v et x — y(—x).

— W est une densité de In|N| et ¥ est bornée sur R. La
fonction h: x — f:’é’g’ V()W (—(x—1))dt est donc bien
définie.

Par le théoreme de sommation, T est une variable aléatoire
a densité admettant pour densité A.
Calculons h. Soit x un réel.

+00 2 2t [ —2(x—1)
h(x):f (\/—e eieT\/—ef(xft)eJ z )dt
—o0 n n
+00

(1+e_2x]92t

2 _ _ J-
="e x[ e?le 2 dt.
bl —00

Posons ¢ = 1+ e 2% et s(1) = —c/2-e2! de sorte que

2 +o00
h(x) = ——e_xf s'esPdz.
nc _

o0

Une primitive de I'intégrande est ¢ — e5(9), il vient
2 1
h(x)==e ¥ ——.
@ T 1+e2x
Enfin

B 2 e 2 e2Xe X 2 %
X)=— = - = - .
Tl+e 2 me2X(1+e72%) m(e2¥+1)

X — est une densité deIn | —|.

2 er
T (e2%+1)

17.a) Notons Fr la fonction de répartition de T = ln‘%| et

Fy la fonction de répartition de U = ‘%‘ Observons que

:U=e'U prend ses valeurs dans R** donc
Vxel-00,0], Fy(x)=0.
Soit x € R}
Fu(x) =P(U < x) =P(eT sx)
=P(T<Inx) =Fr(nx).

2 rlnx el
Y
TJ-co (ef)*+1

2 rlnx
FU(JC) = ;f I’l(f)dt
00

2 Inx
=Z lim [arctan(e’
= Jim_[arctan ")}
2
= —arctanx.
T
0 si x €] —00,0]

VxeR, F = .
. ul) {%arctanx si x €]0, +oo[

On a aussi

0 si x €] —00,0]
VxeR, F = .
. vl { %arctanx six € [0, +oo[

17.b) Soit x € R.

N !/
P(— =-x|=P(N+xN'=0).
PJ,

Or par le théoreme de stabilité des lois normales indépen-
dantes, N + xN ’ suit une loi normale. En particulier, la va-
riable est a densité et la probabilité de tombé sur une va-
leur fixée est nulle. D’ot
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17

18

18

Soit G la fonction de répartition de N/N’, on a

N
G(x) :P(W sx)

:P(——, sx) N, —N méme loi
N N
:P(—Z—x):l—P(—<x)
N’ N/
N
=1—P(—,sx)
N
=1-G(—x).

D’ot le résultat.
.c) Soit x e R™

N
Fy(x) = P(‘ﬁ < x) =G(x) - G(=x)

=2G(x) - 1.
On inverse la relation et on utilise I'expression de la ques-
tion 17.a)
Fyx) +1
=

Ensuite, pour x € R7, il vient en utilisant I'imparité de la
fonction arctangente

G(x) = b (arctan (x)+ g)

1 L
Gx)=1-G(-x)=— (arctan (x) + —).
—~ 0 2
=0
Finalement G ala méme fonction de répartition qu'une loi
de Cauchy de parametre 1. Comme la fonction de réparti-
tion caractérise la loi

N
WH%(I).

.a)

def Cauchy():
x=rd.normal (0,1)
y=rd.normal (0,1)
return x/y

.b) Modifions la fonction précédente :

def Cauchy(Lbda,m):
x=rd.normal (0,1,m)
y=rd.normal (0,1,m)
return Lbdax*x/y

19.

def echC(lbda,mu):
m=10000
Ech=Cauchy (lbda,m)+Cauchy (mu,m)
return Ech

plt.clf ()

1bda=0.8

mu=0.5

absc=np.linspace(-10,10,100)

Im=1bda+mu

ordo=1m/(1lm**2+absc**2)/np.pi

plt.plot (absc,ordo,linewidth=3,color=k’)

plt.hist (echC(lbda,mu),np.linspace
(-10,10,30) ,density=True,color="grey’)
plt.show ()
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0.000

20. Le programme calcule les moyennes empiriques sur des
échantillons de taille de plus en plus importante. On n’ob-
serve pas de convergence. Cela illustre le fait que la loi de
Cauchy n’a pas d’espérance.

21.a) Le code simule la variable 1/X ou X — %(1). On
constate que I'histogramme de |’échantillon semble épou-
ser la forme de la courbe d'une densité d’'une loi de Cauchy
% (1). On conjecture que

1/X—=€(1).

21.b) Soient N, N’ indépendantes telles que N et N’ suivent
des lois normales .4 (0;1) et N/N’ ait la méme loi que X.
On montre que )l( a la méme loi que N’/N. Or N’/N suit
aussi une loi de Cauchy €(1). C’est donc aussi le cas de
1/X.

22. Remarque. Prouvons la densité de Z. Soit x € R

Fz(x) =P(In(X]) < x).
=P (IX| < e*) exp strict.croiss.
=P(-e*<x<e”).

- B (¢") - Fx (<)

1 er er
= — |arctan| — | —arctan |- — ||.
7 a a

On obtient le résultat par dérivation.

La fonction x € R — xh,4(x) est continue sur R I'inté-
grale ffgg xhg(x)dx est généralisée en +oo.
De plus, par les croissances comparées :

2a

_ 1
—x-e x=0+oo(—).

xhg(x) ~
al )x_>+oo . 2

On a de méme
Xha(x) = 0-—0 (iz)
X
Comme les intégrales de Riemann
-1 dx +00 dx
Loz« %

sont convergentes, on en déduit la convergence absolue
+ e . A
de (7 xha(x)dx. Ainsi Z a une espérance.

Effectuons le changement de variables ¢ = e*, de
classe €1 et strictement croissant : dr = e* dx.
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+00 X +oo | t
f de:f (@ 4.
—oo (e¥)?+a? o 2+a?

D’otl1 le résultat.
23. Effectuer le changement de variable u = 1/¢, ¢! stricte-

ment de ]0;1] dans [1; +oo[.
 Alaide du changement de variable affine ¢ = au

0 Int 0 Inau
— 3 2dl‘: %3 2adu
0 ac+t 0 a-+acu

% Ina 0 Inu
[T [y,
o a(l+u?) o a(l+u?)

f+°° Int _mina
o a?+t2  2a

Finalement,

24.0On avu que S et 1/S ont méme loi (de Cauchy de para-
metre 1). Comme la fonction ¢ — In(|¢]) est continue, les
variables
In|S| et In(]1/S))=-In|S|

ont méme loi. En particulier méme espérance.
E(In|S|) = —E(In|8]).
D’ol E(In|S|) =0.
Ensuite, remarquons que Z et In(|aS|) ont méme loi. D’ot
E@Z) =E(In(laS)) =E(In|S| +na).
On conclut par linéarité de I'espérance.
25.0naT=In(X]) +In(Y]).

Par le lemme des coalitions In(|X]) et In(]Y|) sont indépen-
dantes, de méme loi dont une densité est donnée par h;.

Soient x,t € R

4 eX— ! el
eI g @
4 1

T2 (@041 (e 1)

On vérifie (comme a la question 15) la convergence de

+00
g(x)=f h(x—0hy(0)dt

—00

et par le changement de variables 61 et strictement crois-
sant y = e2!, dy =2e%dr=2ydr.

gx) = iexf+oo;ﬂ
w2 Jo (%+1) (y+1) 2Y

w2 Jo (e2X+y)d+y) Y

puis avec I'indication

o2 xf+°° 1 ( 1 1
x)= e o
§ 2 Jo eXX-1\y+1 y+e2X

dy.

SoitAe R}

Al 1 2x\ 1A
A —1+y——y+62xdy—[ln(1+y)—ln(y+e )]0
_ 1+A 2%
—ln(92x+A)+ln(e J
0+2x
A—+o0
Ainsi
4 e¥.x 4 x

A R I e R e
D’ou le résultat par le théoréme de sommation.

26.0na
e¥—e ¥ =(1+x+0p(x)—(1-x+0p(x))
=2x+0g(x).
D’ou
g(x) 4 x 4 1 2

T2 2x+00(x) m22+0(1) x—0 w2
La fonction g est prolongeable par continuité en 0 avec

_ 2
g(O)—n—Z.

+00 d +00 4x d
1= = _
f—oo gl dx f—oo 72 (e*¥ —e™Y) *

On effectue le changement de variables strictement crois-
sant r =e”*,

27.

dt=e¥dx=tdx

0 4 In(t
ona f = 2()dt:1.
0 ne tc—-1

D’ol1 le premier résultat.

Ensuite 4 'aide du changement de variable ¢! et stric-
tement décroissant u = 1/¢ sur]0;1[.

L 1n(p) +00  In(u) du

de=—[ - —

0 2-1 1 Ll u?
u

00 In(u)
= du.
fl 21y

Par la relation de Chasles

11 11 +00 |
2[ In®) dt:f n{e) dt+f naw g,
o t2-1 o t2-1 1 u?-1
+OO] t
=f —;()dt
o r2-1

D’oli la deuxieme égalité.

28. Par les croissances comparés xIn(x) = 0, puis
0

x) — 0.
@ )x—>0*

Ensuite

InQ+(x-1)) x-1

T Y xS
x—1 x-1

px)=x ~1.

La fonction ¢ est donc bien prolongeable par continuité
en0etl par
@0)=0 et ()=1.
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Soit M un majorant de la fonction continue sur le segment

de [0;1]
00
1+1¢

‘

Soit n € N. Pour tout ¢ € [0;1]

1+1¢

<M- t2n+1'

Par croissance de 'intégrale et I'inégalité triangulaire

1
2n+2’

UItZ"“&dt
0

1
st 2y =
1+71 0

Par encadrement

1 t2"+1 t
f —tp()dt_>0.
0 1+1¢ noo

29. La premiere égalité découle de la somme géométrique.

1- t2n+1 2n
— t2k

—Q E .

-1 =0

Par intégration et linéarité d'intégrales convergentes

t2-1

11 n 1 1 2n+1
f 2O gy= - Z[ tZkln(t)dt+f UL
0 =070 0 t+1

Par une intégration par parties, montrer que

U ook
t““In(t)dt = ———.
fo ol 2k +1)2

Le résultat s’en déduit lorsque n — +o0.

30.0na
+00 1 +00 1 +00 1
S=2 5= 2 2
[ R =
k pair k impair
+00 1 +00 1
= + 3
p=1(2p)° p=0(2p+1)
1 2
=-S5+,
4 8

IS
26
k=1 k= 6

31-34. C'est exactement le sujet de noél!

35.0na

1
fx(x) x—:i-oo;F et Fx(x) x~:—ool'

Or on aussi pour x > 0,

1 Arctan(x) 1 1(m 1
1-Fx(x) === ———=—-——|—=—Arctan| —
2 n 2 m\2 X
1 1
=—Arctan(—)
n X
11
x—»+o<>7[x'

Et donc
11
n
(1-Fx@)" ~

On conclut par produit d’équivalents.

36. La fonction x — x f¢ » (x) est continue sur R. Lintégrale
n

+00
[ X ff(”“ (x)dx
—00

est une intégrale généralisée en +oo. Par le critere d’équi-
valence d’intégrales de fonctions positives et le critére de
Riemann justifie la convergence absolue de I'intégrale. On

en déduit I'existence de l'intégrale.

37. On vérifie que la fonction x — x fin-#l (x) est impaire. Des

lors
EX,+1) =0.

38. Reprendre le cours : si X est une variable aléatoire a den-
sité fx, alors pour tout a € R*, la variable Y = aX est a den-

sité et
t
a

1
VteR, fy(t) = mfx( )

Le résultat s’en déduit.

39.0na

n

)2

4 n2

el

4
1- - (Arctan(
b

il
- Arctan

Tan

bl
—x
2v2n+1
-1 In|1 ! Ar
= 4_11 expinin|l— ; ctan
Par continuité de la fonction arctangente

T

——x — 0
2y2n+1 n—+oo
donne
B¢
Arctan (— x) —
2V2n+1 Jn—+

Ensuite

4
nln (1 -— (Arctan(
2

L
2v2n+1

n 2
(zmx))
4n 7wl 2
n—too 2 4@2n+1)

x? x?

~ R

n—+oco 2 n—+4oo 2

4
~ —-n— (Arctan
n—+oo 7[2

Par continuité de I’exponentielle,

)2

n

n—+oo

4 T
1-— Arctan(—x
[ 72 ( 2vV2n+1

Arctan(0) =
(0.0}

)

[z )

0..

exp (— < )
2
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En conclusion

f ( ) n 22n+1 1 xZ
X ~ —— — eXp|——
Wiyt n—+00 9 /_21’1 /mn 4" p 2

1 x?
n—+oo /27 exp 2

1 x?
n—+o00 /271 SPI=5 |
40.a)

def mediane(n):
x=rd.normal (0,1,2*n+1)
y=rd.normal (0,1,2*n+1)
z=np.sort (x/y)
coeff=2%(2*%n+1) **(1/2) /np.pi
return coeff*z[n]
# attention au décalage d’indice

40.b)

plt.clf ()
n=10
Ech=np.zeros (2000)

for i in range (2000):
Ech[i]l=mediane (n)

m=np.min (Ech)

M=np.max (Ech)

plt.hist (Ech,20,density=True)
x=np.linspace(m,M,200)

y=np.exp (-x**2/2) /(2*np.pi) **(1/2)
plt.plot(x,y)

plt.show ()

-4
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