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Partie II. Représentation matricielle d’un projecteur orthogonal.

4.a) Soit p un endomorphisme de E et P la matrice de p dans la base B. À quelles conditions nécessaires et
suffisantes sur P, l’endomorphisme p est un projecteur orthogonal ?

4.b) Soit f un endomorphisme de E et M la matrice de f dans la base B. Établir l’existence d’un réel α et d’un
projecteur orthogonal p tels que f = αp, si et seulement si on a : tr(M)M2 = tr

(
M2)

M et tM = M, où tr(M)
et tr

(
M2)

sont les traces respectives de M et M2.

5.a) Écrire en python une fonction d’entête def Tr(A) qui calcule la trace d’une matrice carrée A.
5.b) Compléter la fonction issym suivante qui prend en argument une matrice A et renvoie un message d’errur si

la matrice n’est pas carrée, puis 1 si A est symétrique, 0 si elle n’est pas symétrique.

def issym(A):
[n,p]=np.shape(A)
if ... :

return print(’erreur ... la matrice n est pas carr ée’)

for i in range (...):
for j in range (...):

if ... :
return 0

return 1

E
di

te
ur

5.c) La fonction orthoproj suivante, dont une ligne de code est incomplète, permet de tester si, pour une matrice
carrée M de taille n donnée, il existe un réel α et un projecteur orthogonal p pour lesquels M est la matrice
de l’endomorphisme αp dans une base orthonormale. Cette fonction utilise les deux fonctions précédentes
(questions 5.a) et 5.b)) et s’appuie sur la condition nécessaire et suffisante de la question 4.b)).

def orthoproj(M):
A=Tr(M)*np.dot(M,M)
B=Tr(np.dot(M,M))*M
Reponse=issym(M)

if Reponse ==1 :

for i in range(n):
for j in range(n):

Reponse= ...

return Reponse

E
di

te
ur

Les définitions et notations suivantes concernent les questions 6 à 9 . Pour tout vecteur x ∈ E, on note X la
matrice colonne de ses coordonnées dans la base B. Soit F = (s1, s2, . . . , sk) une famille de k vecteurs de E et
F le sous-espace vectoriel de E engendré par F .
On note S la matrice de Mn,k(R) dont les colonnes sont, dans cet ordre, S1,S2, . . . ,Sk.
On rappelle que pF est le projecteur orthogonal d’image F.

6.a) Montrer que les deux matrices S et tSS ont le même rang.
6.b) Soit y ∈ E. Montrer que y ∈ F si et seulement si il existe une matrice Z ∈ Mk,1 (R) telle que Y = SZ.
6.c) Soit y ∈ E. Montrer que y ∈ F⊥ si et seulement si la matrice colonne tSY est nulle.









d) Écrire en python une fonction d’argument n, calculant et affichant S′
n pour q = 2.



d) Écrire en python une fonction d’argument n, calculant et affichant S′′
n pour q = 2.


