ECG 2

Révisions

Exercice 10. 44 Autour de la loi de Fréchet
Soit s € R . On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi de Fréchet de paramétre s, noté & (s), si sa fonction de
répartition est donnée par

_(xy L .
VxeR, Fs{.x]:{e"p( (5) ) six>0
0 sinon.

1. Démontrer que : Si U — %([0, 1]) (loi uniforme continue) alors s(— In(UN~'— Z(s).
2. Est-ce qu'une loi de Fréchet admet une espérance ? une variance?
3. Ecrire un programme qui prend en argument s et simule une loi de Fréchet de paramétre s.

4. Loi d'un maximum de loi de Fréchet
Soient Xy,..., Xy, n variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes et toutes suivantes

une loi de Fréchet de parametre s. On pose
Y, = max(Xy, Xz, ..., Xn).

Ecrire une fonction Python MaxFrechet qui prend en argument s, n et un entier naturel m et renvoie un échantillon
de taille m de la variable Y,,.

5. Al'aide du code suivant et des résultats numériques. Conjecturer la loi de Y,,.

12

def Truc(s,n):

plt.clf()
= Ech=MaxFrechet (s,n,5000) o8
- L=np.exp(-(Ech/(n*s))**x(-1)) o
=
m 04

plt.hist (L,20,density=True)
plt.show ()

or

o

6. Quelle propriété de la loi de Fréchet illustre le code et les résultats suivants?

L=[] 35
for p in range (2,8): ®
= S=0 =
2 for k in range (1,10%*p): 20
= S+=frechet (1) 1
L.append (S/10%*p) N
plt.plot (L) o 1 2 3 4 5
plt.show ()

L=[9.52163, 17.43712, 45.20899, 22.11409,
34.46171, 30.32867]
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Dans tout le probléme :

» On note ni et k deux entiers vérifiant 2 < k € n et E un R-espace vectoriel de dimension n muni d’un produit
scalaire { , )g qui en fait un espace euclidien.

* On note O et Op(g) respectivement, le vecteur nul et 'endomorphisme nul de E et B = (e1,¢2,...,e,) une
base orthonormale de E. L'endomorphisme identité de E est noté idg.

» Pour tout sous-espace vectoriel ¥ de E, on note F* Porthogonal de F et pp le projecteur orthogonal
d’image F, ¢’est-&-dire 'unique endomorphisme de FE vérifiant :Vx € F, pp(z) =z et Yz € FL, pp(z) = 0g.

e On note M, ,,(R) Vensemble des matrices & n lignes et m colonnes (m 2 1) & ceefficients réels.
La transposée d’une matrice A € M, »(R) est notée 'A.

¢ Pour tout (p1, p2, - - -, px) € R¥, on note Diag(p1, p2, ..., p) la matrice diagonale de M, (R) dont les
ceefficients diagonaux sont, dans cet ordre, py, p2, ..., fk-

» On note I, la matrice identité de M, (R).

On rappelle que la somme de k sous-espaces vectoriels Fy, Fy, ..., Fi. de E est le sous-espace vectoriel de E,

ke k k
noté ZF;, défini par:ZF,:: {Zx;; (z1,%9, ..., 23) € F1 3 Fy %+ . % Fk} .

i=1 i=1 =1
k
On rappelle aussi gue les sous-espaces vectoriels Fi, Fo, ..., Fr sont en somme directe si chague vecteur de Z F;
=1
n'admet qu'une seule décomposition de la forme précédente. Dans ce cas, et seulement dans ce cas, la somme
k
des sous-espaces vectoriels F, Fs, ..., F) est notée @ F;.
i=1
L’ebjet de ce probléme est la mise en évidence de quelques propriéiés algébriques doni les conségquences
probabilistes fondent les tests statistiques qui permettent de mesurer Uinfluence effective d’une ou plusieurs
variables explicatives sur une variable endogéne.

La partie 11 est indépendanie de lo partie I Tournez la page S.V.P.



Partie 1. Partitions de 'identité.

Soit k endomorphismes u;,ug, ..., ux de E. On dit que ujy, u9, ..., up constituent une partition de identité
de B si i wuy +ug 4o up = idg.
0 1 0
1. Ezemple 1. Dans cette question, n=3 et E=R> Soit A=[ 0 0 0 | et f 'endomorphisme de R? de
0 0 -1

matrice A dans la base canonique de R3.

8) Préciser le spectre de la matrice A et montrer que A n’est pas diagonalisable.
b) Montrer que le polynéme Q € R[X] tel que Q(X) = X* + X? est un polynéme annulateur de A.
¢) Existe-t-il un polynéme de degré 2 annulateur de A?
d)} Trouver deux polynémes @, et Q2 de R[X] pour lesquels les deux endomorphismes Q4 (f) et Q2(f) sont

des projecteurs et constituent une partition de l'identité de R3.

2. Ezemple 2. On considére dans cette question un endomorphisme f de E diagonalisable et possédant k
valeurs propres distinctes A1, As, ..., Ag.
Pour tout i € [1, k], on note :
» Li(X) le polyndme de R[X] défini par Li(X) = ][] (f — if) ;
Jefk] T
J#d

s E5 . (f) le sous-espace propre de f associé & la valeur propre A; ;

¢ y; I'endomorphisme de E défini par v; = L;{f).
k

a) Justifier 'égalité : E = @ Ej(f)- En déduire que H(X — ;) est un polynéme annulateur de f.

i=1 j=1
b) Etablir pour tout i € [1, k], V'inclusion : Im(z;) C Ex,(f).
b .
¢) Pour tout 7 € [1, k], caleuler 1a somme : E L;i(A;). En déduire que les endomorphismes vy, v, ..., v
i=1

constituent une partition de l'identité de E.
d) Etablir pour tout i € [1, k], 'égalité : Im(v;) = Ej,(f). Identifier I'endomorphisme v;.
3. Soit k endomorphismes u;, ug, ..., up de E qui constituent une partition de I'identité de E.

Pour tout 7 € [1, k], on note 7; le rang de u;.
k k

a) Etablir les relations : E = Zlm(uf) etn < zriv
i=1 i=1

b) Montrer que les sous-espaces vectoriels Im(uq ), Im(us), . . ., Im(uy) sont en somme directe si et seulement

k
siona:n= E i
i=1

¢) Dans cette qu;stion. on cherche & montrer 'équivalence des propriétés (1), (2) et (3) suivantes :
k
(1) n=>3"m
i=1
(2} Les endomorphismes uq, ug, ..., sont des projecteurs,
(3) Pour tout (3,7} € [1,k]? avec i # j, on a : u; 0 u; = Og(m).
(z) En utilisant la trace des matrices de projecteurs, justifier Vimplication {2} = (1).
(#1) A Yaide de la question 3.b) et en écrivant, pour x € F, les vecteurs ui (), uo(z), . .., ux(z) comme
des sommes de k vecteurs, établir Pimplication (1) = (3).

(171} Conclure en établissant une troisieme implication.



Partie II. Représentation matricielle d’un projecteur orthogonal.

4.a) Soit p un endomorphisme de E et P la matrice de p dans la base B. A quelles conditions nécessaires et

suffisantes sur P, ’endomorphisme p est un projecteur orthogonal ?

4.b) Soit f un endomorphisme de E et M la matrice de f dans la base B. Etablir I'existence d’un réel o et d’un

projecteur orthogonal p tels que f = ap, si et seulement si on a : tr(M)M? = tr (Mz) M et 'TM = M, ot tr(M)
et tr (MQ) sont les traces respectives de M et M2,

5.a) Ecrire en python une fonction d’entéte def Tr(A) qui calcule la trace d’une matrice carrée A.

5.b) Compléter la fonction issym suivante qui prend en argument une matrice A et renvoie un message d’errur si

Editeur

la matrice n’est pas carrée, puis 1 si A est symétrique, 0 si elle n’est pas symétrique.

def issym(A):
[n,pl=np.shape(A)

A cao 8
return print(’erreur... la matrice n est pas carrée’)
for i in range(...):
for j in range(...):
if

return O
return 1

5.c) La fonction orthoproj suivante, dont une ligne de code est incompléte, permet de tester si, pour une matrice

Editeur

carrée M de taille n donnée, il existe un réel o et un projecteur orthogonal p pour lesquels M est la matrice
de 'endomorphisme ap dans une base orthonormale. Cette fonction utilise les deux fonctions précédentes
(questions 5.a) et 5.b)) et s’appuie sur la condition nécessaire et suffisante de la question 4.b)).

def orthoproj (M):
A=Tr (M) *np.dot (M, M)
B=Tr (np.dot (M,M)) *M
Reponse=issym (M)

if Reponse==

for i in range(mn):
for j in range(mn):

Reponse=

return Reponse

Les définitions et notations suivantes concernent les questions 6 & 9 . Pour tout vecteur = € E, on note X la

matrice colonne de ses coordonnées dans la base B. Soit F = (s, S2, .. ., Sk) une famille de k vecteurs de E et
F le sous-espace vectoriel de E engendré par F.
On note S la matrice de M,, ,(R) dont les colonnes sont, dans cet ordre, Sy,Ss, ..., Sk.

On rappelle que pr est le projecteur orthogonal d’image F.

6.a) Montrer que les deux matrices S et !SS ont le méme rang.

6.b) Soit y € E. Montrer que y € F si et seulement si il existe une matrice Z € My 1 (R) telle que Y = SZ.

6.c) Soit y € E. Montrer que y € F* si et seulement si la matrice colonne *SY est nulle.



d) Soit z € E et y = pr(z). Ftablir I'existence d’une matrice Z € M (R)telleque Y = 5§ Z et 15X =1587.
¢} En déduire 'expression de la matrice de pr dans la base B en fonction de § lorsque la famille F est libre.

7. Soit M une matrice symétrique de My {R)}. On appelle inverse de Penrose-Moore de M toute matrice N
de Mi{R) qui vérifie les quatre propriétés suivantes :

MNM=M; NMN=N; HMNY=MN ; HNM)=NM.
a) Etablir I'existence d*une matrice Q € Mi(R) et de réels py, po, ..., pr qui vérifient la relation suivante :

M = @QDiag(p1, p2,-.., pr) Q.
b) On note h Vapplication de R dans R telle que : V1 € R, At) = 1({*

définie par : M7= QDiag(h(p1), h(p), - .-, h(pr)) Q.
Montrer que M{™) est une inverse de Penrose-Moore de M.
¢) Soit NV une inverse de Penrose-Moore de M.
(i) Justifier les égalités : N = M!NN et M?N = M.
(ii) Soit U une matrice de My (R). On suppose que M>U est nulle. Montrer que M U est nulle.
(#it) On pose : U = N — M(-). Justifier que M) est 'unique inverse de Penrose-Moore de M.

sit#0

: . On note M(~) la matrice
sit=0

8. On note (‘55)(~) I'unique inverse de Penrose-Moore de la matrice 1SS et on pose : P = § (1$$)(—) 13,
a) Montrer que les matrices P et S ont le méme rang.
b} Justifier que P est la matrice de pr dans 1a base B et que son expression généralise la formule trouvée
dans la question 6.e} lorsque la famille F est libre.
9. Ezemple. On suppose que : k= 2, 5, = (a3, az,-..,an), 52 = (51, F2,.-+, Bn), 51 # 0 et 'SS non inversible.
a) Etablir U'existence d'un réel 0 tel que pour tout i € [1,n],on a: 3; = fa;.
b) Déterminer une matrice carrée @ pour laquelle la matrice Q'S SQ est diagonale.
¢} En déduire I'inverse de Penrose-Moore de la matrice %SS.
d} Soit x = zye; + ages + -+ - + Tnen un vecteur de E. Calculer pp(x).

Partie 111. Application probabiliste.

Dans cette partie, & = R" et on suppose que toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires
‘considérés sont définis sur le méme espace probabilisé (£, A4, P).

Pour tout entier d > 1, on dit qu'une variable aléatoire C suit la loi du khi-deuz de paramétre d, notée x2(d),
si la variable aléatoire % suit la loi '}(g) .

On appelle variable gaussienne toute variable aléatoire X qui suit une loi normale on qui est certaine, et on
note sa loi G(u, 02), ol p est Uespérance de X et ¢ 'écart-type de X.

Autrement dit, pour tout couple (u,0) € R x R, une variable aléatoire X suit la loi Gy, a?), soit

lorsque o > 0 et X suit la loi normale Ny, ¢?), soit lorsque ¢ = 0 et P([X = ) = L

10. Soit (g,0) € R x R} et soit X7, X3,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de

i
Xi—m\2% | .
méme loi normale N(y, 07). Montrer que la variable aléatoire (-———’u) suit la loi x*(n).
o
i=1
51 Gy, Gy, - .., Gy, sont des variables aléatoires réelles telles que pour tout a = (a1, as,...,a,) € R?, la variable
i
aléatoire Z a; G; est une variable goussienne centrée, alors on dit que le vecteur aléatoire (G, G, ..., Gn) est

i=1
un vecteur gaussien et on note G la matrice colonne de composantes Gy, G2, ..., Gn.



11. 8oit (G1, G, - - -, Gn) un vecteur gaussien, M une matrice de M,(R) et (Hy, Hy, .. ., H,) un vecteur aléatoire

tel gque la matrice colonne H de composantes Hy, He, ..., H, vérifie: H = M G.

a) Montrer que (Hy, Ho, ..., H,) est un vecteur gaussien.

b) Justifier que pour tout (i,7) € [1,n]? la variable aléatoire G; G admet une espérance, notée E(G; G;).
On note alors A(G) la matrice de M, (R) définie par : A(G) = (E(G; Gj})lgi‘jgn et on admet dans la soite
que la loi d'un vecteur gaussien {G1, Gy, ..., Gp) est caractérisée par la matrice A(G).

Autrement dit, si (G1,Ga,...,Gn) et (R, Rs, ..., R,) sont deux vecteurs gaussiens vérifiant A(G) = A{R),

n

alors ils ont la méme loi, c’est-a-dire : V (21, 29,...,2,) € R®, P(ﬂ [G,- < n:.;]) - P(n [R, < :rz])
i=1 i=1

12. On suppose que G1, Gs. ..., G, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi
normale A0, 1),
a) Montrer que (G1,G2,...,Gyn) est un vecteur gaussien. Déterminer A(G).
b) Soit @ une matrice orthogonale de M,(R) et (Hy, Hs, ..., Hy,) un vecteur aléatoire tel que la matrice
colonne H de composantes Hy, Ho, ..., H, vérifie : H = QG.

Montrer que les variables aléatoires H,, Hs, ..., H, sont mutuellement indépendantes et de méme loi
normale A (0, 1).
13. Soit (G, Gy, ..., Gy) un vecteur gaussien dont les composantes Gy, G, ..., G, sont mutuellement

indépendantes et de variance égale a 1.
Soit Py, Py, ..., P des matrices symétriques de M,{R) de rangs respectifs ry,7r9,...,7%.

3 k
On suppose que E P=1, et Z Ti = 1.

i=1 i=1
a) Justifier que Py, Py,. .., P} sont des matrices de projecteurs orthogonaux de R™ dans la base canonique
de R™ dont les images sont deux & deux orthogonales.
b) En déduire l'existence d'une matrice orthogonale Q de M, (R) pour laquelle chacune des
matrices @P'Q, QPQ, ..., QF'Q est diagonale.
¢) On suppose que r1 # 0. Montrer que la variable aléatoire ‘G PG suit la loi x?(ry).
d) Montrer que les variables aléatoires *GP.G, ‘GG, ..., *GP.G sont mutuellement indépendantes.

14. Soit g et m deux entiers supérieurs ou égaux & 2 et (X ;) 1gigq une famille de gxm variables aléatoires
1<ism

mutuellement indépendantes et de méme loi normale A{0, 1).

g m g
_— 1 . 1
On pose : X = ZZX,;J- et pour tout j € [1,m], Z; = ""EX;?J .
a=m i=1 j=1 4 i=1
g m
a) Déterminer les lois respectives des variables aléatoires X et Z Z(Xf‘j - X )2 et établir 'indépendance
i=1 j=1

de ces deux variables aléatoires.

i m ki
b} Déterminer les lois respectives des variables aléatoires ZZ(X,-‘ i—Z) ety Z{Zj — X)? et étadlir
i=] j=1 j=1
I'indépendance de ces deux variables aléatoires.
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On étudie dans ce probléme la suite (S,,) définie pour 7> 1 par :

S-1+}1+;+ +-1—— cestadire S,= z

p=1
Dans la partie [, on détermine la limite § de la suite (S,,). Dans les parties II et III, on explicite
deux méthodes indépendantes permettant d'accélérer la convergence de (S,) vers S.

PARTIE I

On considére pour tout nombre entier p > 0 les deux intégrales suivantes :

= bl
I,=[2cosdr 3 J,=[2F cos™ (.

1°) Convergence de la suite (J,//,)

a) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre réel 7 tel que 0 <7 <na/2 :
t< g’-sin(r).

b) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre entier p > 0 :
2

0<J, sft—u ~1.)-

¢) Exprimer ,.; en fonction de I, en mtegrant par parties lintégrale I, (on pourra poser
u'(= cos(r) et v(f) = cos?* () dans I'intégration par parties).
d) Déduire des résultats précédents que J,/J, tend vers 0 quand p tend vers +oo,



2°) Convergence et limite de la suite (S,)
a) Exprimer I, en fonction de J, et J, ; en intégrant deux fois par parties l'intégrale 7, (p > 1).
b) En déduire la relation suivante pourp > 1 :

Jp-l "'p - 1

I 1 Ip 2_402 '
¢) Calculer.Jy et Iy, puis déterminer la limite S de la suite (S,,).

PARTIE I
On accélére ici la convergence de la suite (S,) vers sa limite S par une méthode due a Stirling.
On désigne par :
+ E l'espace vectoriel des fonctions continues de ]0, +oof dans R et de limite nulle en +oo.
» fila fonction de E définie pour tout nombre entier naturel & par :
1 1

=2 e = N G2 et k)

+ Al'application associant & toute fonction f'de F la fonction Af définie pour x> 0 par :

(ANG) = fx+1) —fx).

pour k> 1.

1°) Sommation de séries télescopiques
a) Etablir que A est un endomorphisme de l'espace vectoriel E.

b) Etablir pour toute fonction fappartenant 4 E la convergence de la série Z(Af)(p) avec p > 1
et calculer pour tout nombre entier naturel n les sommes suivantes :

YANP 5 XA
=1

p=n+l
c) Exprimer Af;, en fonction de k et de f; pour k> 1.
d) Etablir pour tout nombre entier naturel £ > 1la convergence de la série Zfi(p) et vérifier

pour tout nombre entier naturel n que :

Hoo i _ 1 1
zfic(P} = k(n+1)(n+2)---(n+k)'

p=n+l

2°) Accélération de la convergence de (S,)

a) Etablir la relation suivante pourp>letg>1:

1 < q!
— =) k=D fi(p) = = f,(p).
P2 ; f.’ﬁ p Pfq P

b) En déduire I'inégalité suivante pourn>1letg>1:
o i
0 < E Lz_z (k—1) < (g-1)!
p=nit P k=i

~ = k(n+1)...(n+k) ~ (n+1P’(n+2)...(n+q)
c) En déduire, I'entier ¢ > 1 étant fixé, une suite (S,") de nombres rationnels telle que :
2 —
0<? g« 2(‘? D! )
6 (n+1)(n+2)...(n+q)
Expliciter S,’ et I'inégalité précédente lorsque ¢ = 2.

d) Ecrire en python une fonction d’argument n, calculant et affichant S/, pour ¢ = 2.



PARTIE III
On accélére ici la convergence de la suite (S,) vers sa limite S en effectuant un développement
limité de S, suivant les puissances de 1/n.

1°) Démontrer qu'il existe une et une seule suite de nombres réels (u,) telle que up =1 et

n oy .
2, —=L=0 pour tout nombre entier 7 > 2.
p=l1 p .

Etablir que les u, sont rationnels et donner 1, u,, 3, #4 sous forme de fraction irréductible

2°) Etude des polyndémes de Bernoulli

a) On considére la suite de polyndmes (U ) déﬁnie par :
Upx)=1 et Uyx)= Ei-"— pour tout nombre entier n > 1.
=0 P!
+ Préciser Ul: Uz, U;, Uq,.
+ Montrer que U,'= U, pour n> 1 et U,(0) = U,(1) pour n > 2.
b) On considére une suite de polyndmes (V) définie par :
Vo=1, V)=V, pourn>1 et V,(0)=V,(1)pourn=2.
- Etablir que V" (0)=V,_,(0) pour 0 < p < n et en déduire la formule suivante :

VO”
V(xJZ s

« Etablir la formule suivante pour tout nombre entler n=2:
i Vp(0) -0,
p=1 r !
»  Etablir enfin que ¥, = U,, pour tout nombre entier naturel ».
¢) En déduire I'égalité U, (x) = (—1)"U,(1—x) pour tout nombre entier naturel ».
Montrer alors que uype = 0 sip > 1.

3°) Accélération de la convergence de (S,)
a) Etablir pour p > 1 la relation suivante, d'abord en supposant ¢ = 1, puis g=>1:
1,1 1 z 1 1 U,, . (x)dx
(5t —— 2k)! el
o (x+ ) Z(pl +(p+1}2)+§'( ) “Zk(pztu (p +1)2k+1) +2)! J‘U(x-!-p)l"'”
b) En déduire I'inégalité suivante pourn>letg>1:

- | 1 1 @b
———+ 2_2 2k

2k+1
p=n+l p n 2n n

. (2q+DiM,

29+12

g+1

k=1 n

ol Mg+ désigne le maximum de la fonction continue x — [Usg+1(x)! sur le segment [0, 1].
c¢) En déduire, l'entier g = 1 étant fixé, une suite (S,"”) de nombres rationnels telle que :

6 L M n2q+2

Expliciter S,” et I'inégalité précédente lorsque ¢ = 2.

d) Ecrire en python une fonction d’argument n, calculant et affichant S/ pour ¢ = 2.



