ECG 2 4h

DS6-CBA

THEMES : ALGEBRE BILINEAIRE, PROBABILITES DISCRETES

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probléeme I : Minimisation via les polynémes de Lagrange

Dans tout le probleme, n est un entier naturel fixé non nul, (x;) nefo,n) désigne une famille finie de nombres réels distincts deux a
deux, (;) iefo,n] UNE famille finie de n + 1 nombres réels quelconques.

Lobjectif de ce premier probleme est de déterminer, pour tout entier naturel k, les polyndmes de degré inférieur ou égal a k tels que

la quantité A(P) = ¥ (yi =P (x;))* soit minimale et de préciser la valeur m;. de ce minimum.
i=o

Partie I : Etude des applications @

Pour tout entier naturel k, on définit 'application @, : Ry [x] — R"”*1 qui,  tout polynéme P appartenant 2 Ry [x] fait correspondre
le vecteur
®(P) = (P(x0),P(x1),...,P(xn)) eR™TL,
1. Montrer que @y € £ (R [x],R"+1).
a) Déterminer le noyau de I'application @, en discutant suivant les valeurs de I’entier k par rapport a 'entier n.
b) Vérifier que la dimension du noyau est donnée par max{0; k — n}.
3. Préciser le rang de @.. Pour quelles valeurs de I'entier k, 'application @, est-elle surjective ? un isomorphisme?

Partie II : Etude préliminaire, lecas k = n

4. Déduire des questions précédentes |'existence et I'unicité d'un polynéme Y appartenant a R, [x], tel que, pour tout i € [[0; n]] soit
vérifiée la relation Y (x;) = y;.
Cette notation du polynomeY associé i la suite yi)ieﬂo n) €St conservée dans la suite.

Soient ¢g = (1,0,...,0), e1 =(0,1,...,0), ..., e5 =(0,...,0,1) les vecteurs de la base canonique de R+,

Soit £ = (Li)ie[[o n) une famille de polynomes de Ry [x] telle que, pour i € [0, n,

1 sii=j

v j€[0,nl, Li(xf)zsi'f:{o sii#j

5. Pour tout i € [0, n], comparer ®;, (Li] et e;. En déduire que £ est une base de Ry [x].
6. En remarquant que ®,(P) = )E P(x;)e;, donner les coordonnées d’'un polynome P quelconque de R;[x] dans la base £ ? puis les
i=0

coordonnées du polyndme Y dans la base £?
7. On suppose dans cette question seulement que k est supérieur ou égal a n. Déterminer la valeur du minimum .
Quels sont le ou les polynémes P de Ry, [x] pour lesquels ce minimum de A (P) est atteint?

Partie III : Interprétation de . lorsque k < n

Dans toute la suite Uentier k est supposé inférieur ou égal a Uentier n.
Pour tous polynémes P et Q de R, [x], on pose

®,Q) = 3 P (xr) Q).
=0
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Editeur

18.

19.

20.

. Soit Y le polynome de I'espace Ry, [x] associé a la suite (y;)

. Justifier que I'application (P,Q) € R,[x]? — (P,Q) est un produit scalaire dans Ry [x] et que la famille (Li)ieﬂo n €st orthonormée

pour ce produit scalaire.
Dans tout ce qui suit, l'espace vectoriel R[x] est muni de ce produit scalaire. On note | - ||, la norme associé a ce produit scalaire. On
notera indifféremment (P, Q) et (P(x), Q(x)).

ie[o,n) (Question 4). Exprimer, avec les notations précédentes, A (P) en
fonction de Yetde P.

En déduire I'existence et I'unicité d’un polyndme Pj. appartenant a Ry [x] pour lequel le réel Ay (Py) est égal a son minimum my :
my = |[Y-Py ||2 Qu’est le polyndme Py par rapport a'Y et Ry [x]?

Démontrer que la suite finie () kefo; 2 €st décroissante.

Justifier que my = [Y]2 - ||Py||* . Préciser <Y(x) —Pk(x),xe> pour tout £ € [[0; k]].

Dans la suite, on définit les moyennes empiriques, variance empirique et covariance empirique de x = (x;)je[0;n]] €t ¥ = (Vi) ie[i0;n]]
par
7 1

_ 1 _ n ) 1 A 1 n L
xz—in, y= Zyi, oy =—— in —-Xx° et Cov(x,y)zn— Zx,-y,' -X-y.

”+1i:o n+1i:0 n+1 fart

Cas particulier k=0
Expliciter la valeur du polynéme constant Py et celle mg. On donnera le résultat a l'aide de moyenne et variance empirique.

Retrouver |'expression de Py en étudiant la fonction f: teR— f i - 2.
i=0

Cas particulier k =1
Cov(x, y) _
Vérifier que : VIeR, Pl(t):—z(t—ﬂ+y.
Ox
Vérifier ce résultat en donnant les dérivées partielles d’ordre 1 et le point critique de la fonction F: (a, b) € R? — )E (yi—(ax; + b))z.
i=0

Informatique

k .
En python, on peut coder un polyndome P = ¥ a;x* de Ry [x] aI'aide de la liste de ses coefficients :
i=0

L:[ao a - ak].

Dans ce cas, la commande L [i] renvoie le coefficient de P de degré i.
Compléter la fonction suivante qui prend en arguments une matrice ligne L (codant un polynéme P), un réel a puis renvoie P(a).

def evaluation( ... ):
m=1len (L) # m=deg (P)+1
s=0
for i

return s

a) En déduire une fonction python d’entéte def scalaire qui prend en arguments I'entier n, deux matrices lignes codant deux
polyndmes P, Q de R, [x] et renvoie la valeur du produit scalaire (P, Q) défini précédemment sur R,[x] (on rappelle le choix
X;= i).
b) Comment obtenir une fonction norme qui prend en argument un polynéme P et renvoie sa norme?
Modifier la fonction précédente pour obtenir une nouvelle fonction python d’entéte def scalaireY qui prend en argument une
matrice ligne Q et la matrice ligne [y;];0;] et qui rend le produit scalaire du polynome Y de R, [x] tel que Y(i) = y; de la question 4
et du polynome Q.

Partie IV : Calcul de m
Dans cette derniere partie, on continue a se placer dans le cas particulier x; = i pouri € N.

Exemple d’endomorphisme symétrique
Dans la suite, on considére I'endomorphisme de R, [x] qui a tout polyndme P associe le polyndme ¢ (P) donné par

PP)(x)=P(n-x).

a) Justifier que ¢ est un endomorphisme symétrique pour le produit scalaire donné en début de partie III.

Lycée Saint Louis 2023-2024



21.

22.

23.

24.

25.

26.

b) Montrer que pour tout k € {0; nn}, Ry [x] est stable par . On note @ : Ry [x] — Ry [x] la restriction de ¢ a Ry [x].
c) Préciser ¢ o @, que peut-on en déduire sur le spectre?
Justifier que pour tout indice k € [[0; n]], ¢ est diagonalisable. En déduire I'existence et 'unicité d’'une base % = (Bg,Bj,...,B,) de
I'espace vectoriel Ry, [x] vérifiant les trois conditions :
i) Le polyndme By est égala 1.
ii) Pour tout entier naturel k inférieur ou égal a n, la suite (Bg, By,..., Bg) est une base du sous-espace vectoriel Ry [x] telle que les
polynomes (B;) iefo,k] soient deux a deux orthogonaux (en particulier les polynomes B; sont de degré i).

iii) Pour k €N, le coefficient du terme de plus haut degré de By est (Zlf]
Justifier que B (x) =2x—n.

Expressions de Py et my
Justifier que pour tout k € [[0; n]]

Pp= i —<Pk’B2i>Bi puis Pj= i —<YyBi2> i
i=0 [[Bil = |
En déduire, pour tout entier k compris entre 1 et 7, les relations :
2
Pr=Pr_1+ MB]C et myp=myp_1— M
1Bl 1Bl
Informatique
a) Vérifier que pour tout entier naturel n non nul, (2,?) =(@4-2/n) (2(:__11)).
b) En déduire un programme qui prend en argument un entier naturel » et renvoie (2,:1)
a) Pour k € [[1; n]], en étudiant le projeté orthogonal de [zlf)xk sur Ry_; [x], montrer que

i+

el L

b) Compléter la fonction PolyB fournie en annexe qui prend en argument 7 et renvoie une matrice BB € .4, +1 (R) dontla k+1-
éme ligne code le polynéme Bj.. Ainsila commande B[k, : ] renvoie une matrice ligne codant le polynéme By..
c¢) Compléter la fonction Mk qui prend en arguments 7 et Y puis renvoie la matrice ligne

[mo m1 mo ... myl.

d) En adaptant le programme précédent, écrire une fonction Pk qui prend en arguments n et Y puis renvoie une matrice PP €
Mn+1[R) dontla k + 1-eéme ligne code le polynéme Py..

Probleme II : prends-en de la graine

Une plante produit au cours de sa vie N graines. Chaque graine se développe indépendamment des autres et a une probabilité
p €10;1[, de germer et de donner un descendant.

La génération initiale gy est supposée composée d'une seule plante Py, la génération g;,+1 est formée des Z,,;1 descendants directs
{Pn+1'l‘}i€ﬂllzn+lﬂ des plantes {Pn,i}ie[[l,z,,]] de la génération gj,.

On suppose que, pour tout entier n les nombres de descendants directs des différentes plantes (P, l')i €M1,Z,] de la génération g,
constituent des variables aléatoires indépendantes.

Onnote g=1-p.
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36.
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38.
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40.

41.
42.

43.

44.
45.

Partie I : Premiers résultats et deux cas limites.

Reconnaitre la loi de probabilité de la variable aléatoire Z; . Préciser son espérance et sa variance.
On note A, I'événement "'effectif de la population g, (ou celui d’'une génération antérieure) est nul" et a, sa probabilité.
a) Préciser ag et aj.
b) Pour tout k € [[1;N]], comparer P[lek] (Ap) et an_lk.
¢) Démontrer que pour tout n e N* :
N
an=(pan-1+q)" .
Comparer les événements Ay et A;+1. En déduire que la suite (ay) ,en €St convergente.
Justifier que si Np < 1 alors la limite de la suite (a,) ;e est égale a 1. Comment interpréter ce résultat?
Justifier que Z,(Q) < [[0; N"]]. Donner la probabilité P(Z,, = N™).

Partie II : La fonction génératrice

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs {b, b, ..., bq} de N, on lui associe la fonction Gy, appelée fonction génératrice de
X, définie sur R par
u b
Gx (D) = P(XZbk)t k
k=1
Justifier que Gy est dérivable et préciser sa dérivée. Déterminer fy € R pour lequel G;( (t0) = EX).
Montrer que pour tout réel ¢ strictement positif fixé, le nombre Gx() est égal al’espérance de la variable aléatoire X,
En déduire que la fonction génératrice d'une somme finie de variables aléatoires indépendantes (prenant un nombre fini de valeurs
entieres positives) est le produit des fonctions génératrices associées a ces variables.

Partie III : Une application des fonctions génératrices

On suppose, dans cette question et la suivante, que la population g) est constituée de k plantes (Py, i)i clLAl"
Pour un entier 7 fixé, on note alors W,, . la variable aléatoire égale a I'effectif de la génération g,. Montrer que la variable aléatoire
W, k peut s’écrire comme somme de k variables {Zn_l, i}ie[[l, Kl aléatoires indépendantes suivant la méme loi que Z;,—1.
Exprimer la fonction génératrice Gy, , de la variable aléatoire W;, ;. au moyen de la fonction génératrice Gz, _, .
En utilisant les deux questions précédentes et la formule des probabilités totales a partir du systéme complet d’événements ([Z; =
K1) ke o,y montrer I'égalité :
Gzn = GZ] OGZn_1 .
En déduire que E(Z;;) = (Np)". Quelle est la limite de E (Z,) lorsque n tend vers +o00?
Dans le cas Np < 1, montrer que la suite de variables aléatoires (Z;) ,en* converge en probabilité vers la variable aléatoire presque
stirement constante égale a 0.
Dans ce cas, est-ce que la suite (Zj;) e+ converge en loi?

-FINDU SUJET A -

Voici une suite possible au premier probleme (a ne pas traiter pour ce CB).

Partie V: Relation de récurrence sur les polynémes orthogonaux (By) s
Soient k € [2,n—1] et j € [0, k - 2], démontrer I'orthogonalité des polynomes xBy (x) et B (x).
En déduire, pour tout entier k compris entre 1 et n— 1, 'existence de réels oy, et Y tels que :

XBy (%) = agBg_1 (%) + BBy (%) + Y Bgy1 ().

En remarquant que (xBy (x), By (x)) = <ka(x), -DFB,,_ (x)>, exprimer (xBy(x), B (x)) en fonction de || By ||. Déterminer la valeur
du réel .

Que vaut Y 2 En déduire la valeur du produit scalaire (xB.(x), Bx,1 (x)) en fonction de I'entier k et du réel | By .

Déterminer le réel . en fonction de l'entier k et des réels |Bg_1 |* et |Bj.|*. Déduire des résultats précédents la relation :

2k+1( ko |Be]?
BiBj - >——— ——B
k+1 2k—-1 "Bk—1”

Br+1=
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NOM :

Annexe a rendre

26.b)

def PolyB(mn):
BB=np.zeros ([n+1,n+1])
X=np.identity(n+1) # la matrice identité de tatlle n+l

BB[0,0]=
for k in range(1l,n+1):
S=np.zeros(n+1)
for i in range(k):
ps=scalaire(n,X[k,:],BB[i,:])
N=norme (BB[i,:]) *x*2
S+=ps/N*BB[i, :]

Editeur

BB[k,:]1=

return BB

26.c)

def mk(n,Y):
BB=PolyB(n)
M=np.zeros (n+1)

M[0]=

Editeur

for k in range(l,n+1):
M[k]=M[k-1]-

return M

26.d)

def Pk(n,Y):
BB=PolyB(n)
PP=np.zeros ([n+1,n+1])

PP[0,0]=np.mean(Y)

X=np.identity(n+1)

Editeur

for k in range(l,n+1):
PP[k,:]=

return PP
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Editeur

Hllustration.
Voici un petit test des codes précédents ot on tire au hasardY et on affiche les courbes des polynomes Py :

plt.clf ()
Y=rd.randint (0,5,6)
n=len(Y) -1
plt.plot(np.linspace(0O,n,n+1),Y,’ro’)
PP=Pk(n,Y)
Nbre=100
absc=np.linspace(0,n,Nbre)
for k in range(n+1):
ordon=np.zeros (Nbre)
for iter in range (Nbre):
ordon[iter]l=evaluation(PP[k,:],absc[iter])
plt.plot (absc,ordon,label="deg ’+str(k))
plt.legend ()

plt.show ()
—— deg 0
54 — degl
— deg 2
— deg 3
41 — deg 4
— deg 5
3 -
2 -
1 -
0 -
-1 T T T T T T
0 1 2 3 4 5
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ECG 2

DS 6 - solution

Bonus a chaque cokille trouvée!

Probleme 1

1. Soient P,Q e Ry [x] et A,peR

@ (AP + Q) = (AP (xp) + HQ (X0) , ..., AP (x5) + pQ (x))
=A(P(xp),...,P(xn)) + L (Q(x0),...,Q (xn))
= AOL(P) + pDy(Q).

Des lors @ est bien une application linéaire de Ry [x] dans
Rn+1.

2.a) Soit P € Ry [x].
P € Ker @ si et seulement si P(xg) =--- = P(xy) =0, siet
seulement si xo,..., X, sont racines de P. On en compte
n+1.
— Si k < n alors P a plus de racines que son dégré, le po-
lynéme P est nul. Ainsi

Ker<1>k = {O[Rk[x]} .
— Si k> n, on dispose de la factorisation

n
Hx x;)
i=0

On adonc
n
KerCDk:{H x—x;)Q(x) : Q(x) € Ry (n+1)[x]}

2.b) Lorsque k < n, on a directement
dimKer®; = 0.
Lorsque k > n, on dispose de I'isomorphisme

Rk—(n+1) [x] — Kerlbk.

n
Q— [ (x—x;) Q).

i=0
Ainsi

dimKer®; = dimIR%k_(,Hl) xXl=k—-(n+1)+1
=k-n.

Résultat que I'on peut résumer par
dimKer ®; = max{0; k — n}

e Rédaction 2.
Pour k > n, on peut aussi vérifier que la famille

[P(x),xf’(x),xzf)(x),...,xk_(”“)f’(x))

est une base du noyau si on pose

P=

e

(x—x;).

i=0

. D’apres le théoreme du rang

rg (®y) = dim Ry [x] — dim Ker @,
=k+1—-max{0; k— n}.

_Jk+1 siks<sn
T ln+1 sik>n

De plus, on a toujours
Im®; cR"™!

avec égalité si et seulement si ®. est surjective. Deés lors,
rg(@r)<n+1

avec égalité si et seulement si @y est surjective. Finalement
®;. est surjective si et seulement si

k=n.

e De plus, @ est un isomorphisme si et seulement si @y
est a la fois injective (Ker®y = {Og, [x]}) et surjective. Cela
n’est vérifié que si:

k=n.

. On impose

YeRp[x] et ©n(Y)=(¥i)icfo.n-

Comme @ est un isomorphisme, il y a bien une unique
solution donnée par

Y= <I>;1 (()’i]iel{O;nﬂ)'

. On a directement :

Viellonll, ®n(L;)=e;.

Justifions que la famille £ estlibre. Soient Ag, A7 ..., A, des
réels tels que

n
Z AL = O[Rin[x]~
i=0
Par linéarité de @, :

n n
;))\ie, Z 2@y, (L Z ) =Opn+1.
1= i=0

Comme la base canonique est libre :

A=A =-=Ap=0.

La famille £ est libre, comme elle contient autant de vec-
teurs que la dimension, c’est une base de R;; [x].
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6. Soit P € Ry, [x].

P=0,! (@,(P)) =),

=
g
=
&

Il
(=}

) 31’)

Les coordonnées dans la base £ sont donc les nombres

1l
M=

)
5
=

= 3 () 05! (e)
i=0

~
1l
(=]

(P(x0),...,P(xn)).
* En particulier, les coordonnées de Y dans cette base
sont:
(Y (x0),..., Y(xn) = (¥, Y1, Yn) -
7. Notons que pour tout PER[x]

AP =)

1

et A(Y) =0.

3 (vi—P(x1)* 20
=0

On en déduit que le minimum est bien atteint avec
my =0.

De plus, on constate que le minimum est atteint en P €
Ry, [x] si et seulement si

Oy, (P) = (J’i)i(—:[[O;n]] :

Iy a une unique possibilité dans R;,[x] donnée par P =Y.
8. Voir le cours pour la premiére partie.

Soient i, j € [[0; n]]
n n
<LivLj> = Z L; (xg]Lj (Xg) = Z 61-@5]'@.
0=0 (=0

— Sii# j, tous les termes sont nuls et <L,',Lj> =0.

— Sii = j, tous les termes sont nuls sauf celui obtenu
pour £ =i = jquivautd;p8,; = 1.1 vient <L,~,Lj> =1.
La famille £ est bien orthonormée.

9.0na "
AP =Y (Y-P)?(i) = [Y-P|?,
i=0
10. On a donc

mp= min |[Y-P|2.
PeRy[x]

Dit autrement, /my représente la distance de Y au sous-
espace vectoriel Ry [x].

D’apres la caractérisation du projeté orthogonal par
minimisation de la norme, on sait que le minimum est
bien défini, il est atteint uniquement lorsque P est le pro-
jeté orthogonal de Y sur Ry [x]. Formellement

Py = prp.1x (Y)

ol pg, [x] désigne le projecteur orthogonal sur Ry [x].

11. Soit k € [[0; n]], on a I'inclusion
Ri[x] € Rpyq [x].
Cela implique I'inégalité

min [[Y-PI®> min [Y-P|2.
PeR [x] PeR41 [x]

C’est-a-dire Mg = My 1.
D’oti le résultat.
12.0On a )
my = [Y=Pi[".

Orles vecteurs Y—Pj et P sont orthogonaux, donc d’apres
le théoréeme de Pythagore

VN2 = Y =Py + P |* = [[Y =Py |* + [P

Ainsi
mi = IYI17 = | P[>

* De plus, par construction Y - Py € [Rk[x]J-. Comme
xb e[0;k]) est une famille de Ry [x]*, on obtient

(Y0 -Pr0,x") =o0.

13. Comme Py € Ry[x], Py est un polyndme constant. Il existe
ceRtelque:

VxeR, Po(x) =c.
Or on vient de montrer a la question précédente que
(Y-Pg,1)=0.

C’est-a-dire (Y, 1) = (Pg, 1). De plus

n n
MD=)Y(x)x1=) y;
i=0 i=0

n+1
et (Po,1)= Y Py(x;):1=(n+1)ec.
i=0

On en déduit c et Py :
1 n
Po)=—3 yi=J.
nizo

Ensuite mo = IYI2 = IPolI® = (n+ Day?.

14. La fonction f est dérivable car polynomiale. Pour ¢ € R

n n
ffw=2% (t-y))=2n+Dr-2) y;
i=0 i=0

=2(n+1)(t-7).
La fonction f est strictement décroissante sur | — oo; jl,
strictement croissante sur [y, +oo[ avec un minimum uni-

quement atteinten ¢ = j.
Ro[x] est’ensemble des polyndmes constants. Ainsi

IY-PI? = f(P)

ol on identifie le polyndme P avec la constante.
On retrouve le fait que le minimum est bien atteint pour le
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polyndme constant égal a j.

15. En reprenant la question 12 :

(P1,1) =(Y(x), 1)
(P1(x), x) = (Y(x), x)

Si on écrit Py (x) = ax+ b, il vient :

n n
Y (axp+b)-1=) yp
=0 £=0
n n
et Y (axg+b)-xp=Y yexp.
=0 =0

La premiére équation donne
b+ax=7j.
La seconde s’écrit

n
a Z Jng +bx(n+1) = (n+1)(Cov(x,y) + X)
=0

— a (Gi + 562] + bx = Cov(x,y) + Xj.

On simplifie avec la premiére équation

a (Ui + 562) +(7—ax)x =Cov(x,y) + Xj.

= u(oi +5€2) —ai’= Cov(x, y).
— acizCov(x,y).
Cov(x,
— azw carogy # 0.
O%
Enfin

Pix)=ax+b
=ax+y—-ax=a(x—Xx)+}y.

D’oti le résultat.

16. F est une fonction polynomiale donc de classe €!.

n
01F(a,b)=2) x;(ax;+b-y;)
i=0

n n n
:2a2x§+2b2xi—22xiyi
i=0 i=0 i=0

Ainsi
(n+1) 2 2 _ __
5 01F(a,b) = a(ox +X )+ bx — (Cov(x,y) + Xj).
On a aussi
n
F(ab) =2 (ax;+b-y;).
i=0
1
D'oit "+ 8 F(a,b) = az+ b- 7.

Des lors (a, b) est point critique si et seulement si

9,F(a,b) =0
32F(a,b) =0

— { a(o%+ %)+ bx = Cov(x,y) + £

ax+b=7y

On retrouve les mémes équations que la question précé-
dente. Cela conforte le résultat car le minimum sur R? est
atteint en un point critique.

17.
def evaluation(L,a):
m=len (L) # m=deg (P)+1
s=0

for i in range(m):
s+=ax*ixL[i]
return s

18.a)
def scalaire(n,P,Q):
S=0
for i in range(n+1):
S+=evaluation(P,i)*evaluation(Q,i)
return S
18.b)

def norme (P):
m=1len (P)
return scalaire(m-1,P,P)**x(1/2)

19.

def scalaireY(P,Y):
m=len(Y)
S=0
for i in range(m):
S+=evaluation(P,i)*Y[i]
return S

20.a) Soient P,Q € Ry [x]. Avec le changement d’indices i =
n— ¢, on trouve

(@P),Q) = (P(n-x),Q(x))

n
=Y P(n-0Q(.
=0

n
=) P)Qn—1i)=(P,eQ).
i=0
Lendomorphisme ¢ est symétrique.

20.b) Soit P € Ry [x], (P) = P(n — x) reste de degré inférieur a
k donc @ (P) € Ry [x].

20.c) On a pour tout P € Ry [x],
@op®P) =¢(P(n-x)=Pn-(n—x)=Px).

Dés lors ¢ o = idg,[x]- On a un polyndme annulateur
donné par x2 —1 = (x — 1)(x + 1). Comme le spectre est
inclus dans 'ensemble des racines du polynéme annula-
teur :

Sp(p) c{-1;1}.
Remarque. En anticipant sur la suite, on a (B1) = —Bq,
©Bg) =1 donc on a méme l'égalité Sp(p) = {-1;1}.

21. Par restriction, @ reste un endomorphisme symétrique
d’un espace euclidien donc il est diagonalisable dans une
base orthonormée.

Construisons la base (By,...,B;) par récurrence. On
pose pour tout k € [0; n], la propriété 22(k) : 1l existe une
unique famille (By,...,By) telle que:

—  (Bo, ..., Bg) soit une base orthonormée de Ry [x].
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—  (Bo,-..,Bg) est une famille de vecteurs propres de ¢
(et ).
—  Le coefficient dominant de By, est (Zkk)

e Initialisation.
2(0) est vérifiée directement car : (*}°) = 1 et

@Bo) =) =1.

e Hérédité.

Soit k € [[0; n — 1]]. Supposons £ (k) vraie, justifions 2 (k +
1). On sait déja que (Bo,...,Bj) est une famille orthonor-
mée de vecteurs propres de . Soit H le supplémentaire
orthogonal de Ry[x] dans Ry, ;[x]. H est de dimension

1, il existe un unique polynéme de coefficient dominant

(Z(kk:f) ) tel que

H=Vect(Bg1)-

De plus ¢ laisse stable H donc  laisse aussi stable HL. Au-
trement dit By, ; est un vecteur propre de ¢. La propriété
2P (k+ 1) est vérifiée.

e Conclusion.
Pour tout k € [[0; n]], 22 (k) est vraie.

22.Posons B; =2x—-neR;[x].Ona
¢ (B1)=2n-x)-n=n-2x=-B;(x).
Donc B; est vecteur propre de ¢.
ZXI)

Le coefficient dominant de By est bien (]
B; est orthogonal a B car

n n
(B1,Bo)=) Bi()=) 2i-n
i=0 i=0
=nn+1)—nn+1)=0.
Par unicité Bl =Bj.

23.0n a Py € R[x] et la famille

(Bo Bi . Bk)
IBoll IB1l" " ||B|

est une base orthonormée de Ry [x]. Par la formule des co-
ordonnées d'un vecteur dans une b.o.n

Py = i <Pkr”]§_§”>i

i=0 IB:

On en déduit la premiére égalité par linéarité a droite du
produit scalaire.

 De plus, par construction du projeté orthogonal
Y—P; € Ry [x]*.

Comme, pour i € [[0; k]I, B; € R [x], il vient
(Y-Pg,B;)=0

c’est-a-dire (Y,B;)=(P,B;).

La seconde égalité s’en déduit.

24. Pour k€ [1;n]

P i (VB _ <Y’Bk>Bk+ki (V.B;) .
- 2L 2 2t
i=0 [|B] B i=0 [[B4]|
De plus, par la question 12

IYN2 — my. = [ Pe|)?

Y,B
= ||Pk—1+(kak||2 Ofl(xk: < k2>
IBx |
= |P-1 ||2 + 0(?C ||Bk||2 (Th. de Pythagore)
2
=Yl - My_q + M
IBx|

D’ot le résultat.

25.a) Soit n e N*

( 2n )_ @2n)! _ 2men-1(2(n-1)!
no) T mp2T (n(n-1))2
2n-1 (2(n-D)!
no (n-1P?

2 2(n—1
)
n n-—1
25.b)
def binom2(n):
P=1
for i in range(l,n+1):
P=(4-2/1i)*P
return P

26.a) On avu que
Bo Bg-1
IBoll"™" By |

est une b.o.n de Ry_;[x], le projeté orthogonal d'un vec-
teur P est alors

k=1 (P,B;)
p® =) -
i=o B>

Un vecteur de R[x] orthogonal a la famille (Bo,...,Bg_1)
est par exemple
k k
x“=p [x ) .

Il ne reste plus qu'a multiplier par (zkk) pour obtenir By
(unicité a la question 21).

26.b,c,d)

def PolyB(mn):
BB=np.zeros ([n+1,n+1])
X=np.identity(n+1)

BB[0,0]=1
for k in range(1l,n+1):
S=np.zeros(n+1)
for i in range(k):
ps=scalaire(n,X[k,:],BB[i,:])
N=norme (BB[i,:])**2
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S+=ps/N*BB[i,:]
BB[k,:]=binom2 (k) *(X[k,:]1-8)

return BB

def mk(n,Y):
BB=PolyB (n)
M=np.zeros(n+1)
M[0l=np.std(Y)**2x(n+1)
for k in range(l,n+1):
M[k]=M[k-1] -scalaireY(BB[k,:],Y)
**2/norme (BB [k, :]) **2
return M

def Pk(n,Y):
BB=PolyB(n)
PP=np.zeros ([n+1,n+1])
PP[0,0]=np.mean(Y)
X=np.identity(n+1)

for k in range(1l,n+1):
PP[k,:1=PP[k-1,:]+scalaireY(BB[k
,:1,Y)/norme (BB[k,:]) **2xBB [k
0]
return PP
27.7Z; compte le nombre de succes (une graine germe) dans
N répétitions d’expériences de Bernoulli mutuellement in-
dépendantes
Z— BN, p).

L'espérance est Np et la variance Np(1 — p).

28.a) On a ap = 0 car la population se résume a une seule
plante et
a1 =P(Z; =0) = gN.

28.b) Pour i € [[1, k]], notons E; I'événement "la descendance
ala n-iéme génération issue de la i-éme plante "fille" de la
premiere plante est éteinte". Ainsi

k
Piz=k) Zn=0) =Pz, g (ﬂ Ez’) :
i=1

Par indépendance des événements E; pour la probabilité
conditionnelle Pz, _r;, on poursuit :

k k
Pz k) Zn=0)=[[Pz,—ky (B;) = [ [ an-1.
<1 izl

4

Ce qui conclut.

28.c) D’apres la formule des probabilités totales avec le sys-
téeme complet d’événements ([Z1 = k) ge[ro;n7) O Obtient

N
P(Ap) =) Py - AnPZ1 =k

k=0
N
N _
() e
k=0
= (pan-1+a)"

d’aprés la formule du binéme de Newton.

29. Si la population est éteinte a la génération n alors elle est
encore éteinte a la génération suivante :

An CApy1-

Par croissance de la probabilité
an < ap+1-

La suite est croissante et majorée par 1 (c’est une suite de
probabilité), donc elle converge d’apres le théoreme de
convergence monotone.

30. Par passage a la limite dans la relation de récurrence,

_ N . o
C=(pl+q ol €—n£rP ap.

Etudions la fonction
firel0;1]— (pt+qN—t.
La fonction f est dérivable sur [0; 1] car polynomiale avec

f'o=Nppr+N' -1
<f')=Np-1<o0.

Ainsi f’ est donc négative, la fonction f est décroissante
strictement. comme f(1) = 0, on constate que la seule pos-
sibilité pour f de s’annuler sur [0;1] est £ = 1.

Comme f(€) =€ avec € € [0;1], il vient :

=1

D’apreés le théoréme de la limite monotone (la suite (Ay),
est croissante pour 'inclusion) :

P

U An

= lim Py =1
neN n—+oo

La population de plantes s’éteint presque surement.

31. A chaque étape, une plante ne peut donner au plus que N
nouvelles plantes :

vneN,  Zps1 <NZp.
Par récurrence immédiate
Zn <N".
Comme Zj, est a valeurs entiéres positives
Zp(Q) < [[0;N"]).
* On ade plus par la formule des probabilités composées
P(Z,=N")
- ([Z,, =N"]n [zn_l - N"_l] [z = N])
:P(Zn =N" )[zn_l -N"Yn..niz = N])

x P(Zn_l —N1 ( [Zn_g - N”_z] n...0[Z; = N])

xP(Z] =N).
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Comme la suite (Z k= Nk)]c est décroissante pour l'inclu-
sion, les intersections se simplifient

P(Zy=N")=P(y  _Nn1]Zn=n)

xP(Z;=N)

:le X oo X pNn
> NE

:pk:l

P(Zn _ Nn) _ pN(lfN")/(lfN)_

En reconnaissant a la fin une somme géométrique.

32. Gy est dérivable car polynomiale. On vérifie que #y = 1
convient.

33. C’est une application directe du théoréeme de transfert.

34. Par les propriétés de la fonction exponentielle

Gpy (N=E t(élxi) = E(l]f[1 txi)

i=1

Ensuite, les variables Xi sont mutuellement indépen-
dantes (lemme des coalitions)

n

- l‘n[E(zXz] = [l G6x, (0.

i=1 i=1

35. Comme dans la question précédente, les k plantes de la
premiére génération vont se comporter, indépendamment
les unes des autres, comme la plante mere. Leffectif W,
de la génération g, estla somme des Z;,_ ;, nombres des
descendants, ala (n—1)-ieme génération de la ieme des k
plantes de premiére génération :

k
Wn,k = Z Zn—l,i
i=1

ou les Z,_; ; ont méme loi que Z,-1, et sont indépen-
dantes.

36. Comme la fonction génératrice ne dépend que de sa loi
k k k
GWn,k = _l_llGZn—l,i = _l_llGZn—l = Gzn—l :
i= i=

37. Appliquons la formule des probabilités totales avec le sys-

teme complet d’événements ([Z] = k)

Nﬂ
Gz, (=Y PZp=01"

=0

N* N ‘
=Y Y PronZn=0PZ 1=kt

0=0k=0

N N~ ‘
=Y Y Py _nZn=0PZ =kt

k=00=0

N N7 ‘
=Y PZi=k) Y Py Zn=Dt

k=0 =0

N N”
=Y PZ1=k Y. P(W, =07
k=0 =0

N
=) PZ1=KGw,, (D
k=0
N k
=) P(Z1=k Gy (D
k=0
=Gz, (Gz,, )
=Gg, 0Gg,,_, (D).
38. Avecla question 32 etla formule des dérivées composées :
!
E(Zp) =Gy, (1) = (Gz, 0Gg, ) (1)
= (6}, 9Gz,,) -G}, M
=Gy, (Gz,,1)-Gz,
A I
=Gz DGz (D
=E(Z)EZp-1).
On obtient par une récurrence :
E(Zn) =E(Z)"=Np".

La limite de E (Z;,) lorsque n tend vers +oo est alors

0 si Np<l1
1 si Np=1
+oo si Np>1

39. Soit n € N*. D’apres l'inégalité de Markov, pour tout
ee R}

P(Z,=z¢)<

E(Z,) _(Np)"
€ €
On a alors par encadrement :

P(Zp-0lz¢) — 0.
n—o00

C’est, la définition de la convergence en probabilité vers la
variable presque stirement constante égale a 0.

40. Soit k € N*
0<sPZu=k)<P(Zy=1).
D'out P(Zy=k — 0
par encadrement. Puis

PZ,=0=1-P(Z,>1) — 1.
n—o00
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Si Z désigne une variable aléatoire presque surement vers Z.
constante égale a 0, alors

VkeN, PZy=k — PZ=k. Remarque. Ce résultat est en fait bien plus généfal car
n—oo on montre que la convergence en probabilité implique la
C’est la version discrete de la converge en loi de (Zy) ,en+ convergence en loi.
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