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CHAPITRE 4

Révisions et compléments sur les variables
aléatoires

Le hasard ne profite qu'aux esprits préparés.

Louis PASTEUR (1822-1895)

“ Rappels et compléments sur les séries

1.1 Définitions

,—[Déﬁnition-Rappel 1 (série numérique)j N\

Soit (1) neny Une suite réelle. La série associée a (u,,) ,en est la suite (S;;) ,en avec
YneN,  S,=) u.

On dit que la série converge si la suite (S;) ,eny converge vers une limite finie.

\. J

A Attention. Il ne faut pas confondre :
* Y uy,:lasérie de terme général u,;;
e S, = f uy : la somme partielle d’ordre 7 de la série;
k=0

+oo 2 .. . , . . .
* ¥ uy:lasomme de la série, i.e, sous réserve de convergence, la limite des sommes partielles;

e : e "
* Yy uy:lereste d’ordre n de la série si cette derniére est convergente.
k=n+1
Exercice 1
. <> D’aprés EDHEC 2022
TF - Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier 7, un réel x non nul et renvoie
i\ la somme partielle d’ordre n de la série 3" 1/sh(kx). Que dire de la convergence?
< La fonction sh est la fonction sinus hyperbolique définie sur R parsh(x) = (e¥ —e™%)/2.
Remarques.
e Pour tout n e N*, Up,=S,—Sn-1.

e Sila série de terme général u,, converge, alors u,, — 0.
n—oo
La série harmonique Y 1/n montre que la réciproque est fausse.
* Soient u et v deux suites réelles telles que les séries de termes généraux u,, et v,, convergent.
Pour tous A, p € R, la série de terme général Au;, + pv, converge et

+o0 +00 +00
VngeN, Y (Aug+pve) =X Y. up+p Y. vk
k=ng k=ny k=ny



Théoréme 2 (convergence absolue)}

e On dit que la série de terme général u,, converge absolument si la série de terme général |u,| converge.

¢ Si une série converge absolument, alors elle converge.

Remarque. La réciproque est fausse. La série y(—1)"/n donne un contre exemple.

,—[Théoréme 3 (famille sommable)}

Soit I un ensemble dénombrable, indexé par N sous la forme I = {@(n) | n € N} ol ¢ est une bijection de N
dans L.

Si la série Y uy(n) converge absolument,

alors sasomme estindépendante de I'indexation ¢. On peut donc noter sans ambiguité y u;.
i€l

1.2 Séries de références

,—[Théoréme 4 (séries géométriques, série exponentielle)]

* Soit x € R. Les séries de terme généraux x¥, kx*~! et k(k — 1)x*~2 sont convergentes si et seulement si
|x|] < 1. Dans ce cas,

+00

R = A 1 = k-2 2
xt=——m ) kx"T'=——= et kk—1)x" "= ——
I;) 1-x k; 1-x? kZ::z 1-x3

k too vk
X X
¢ Pour tout réel x, la série de terme général o est convergente et Z o = exp(x).
. k:() .

1
* On appelle série de Riemann, une série de terme général —, avec a € R.
n
Cette série est convergente si et seulement si o > 1.

1.3 Critéres de convergence pour les séries a termes positifs

,—[Théoréme 5 (critere de comparaison)]

Soient u et v deux suites réelles telles qu’a partir d'un certain rang, 0 < u, < vj,.
e Silasérie de terme général v,, converge, alors la série de terme général u,, aussi.

e Silasérie de terme général u,, diverge, alors la série de terme général v, aussi.

+ Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. Soit Z uj une série a termes positifs. On suppose Z K ukz convergente.

Exfrcxce 2 a) & Montrer que la série Y u;. est convergente.
o b) & Ftudier la réciproque.
—
] Y 2. Soit Z up une série a termes positifs convergente. Justifier la convergence des séries :
~ @ 3Sup dr

)3

Un
X In(1+up) et f _
1+ uy,? X " )y o 1+¢4




[Théoréme 6 (criteres de négligeabilité et d’équivalence)]

Soient u et v deux suites réelles.

°Si| — u,=o0(vy) — v est positive a partir d'un certain rang

— la série de terme général v,, converge,

alors la série de terme général u, converge.

e Si ‘ — Up~"Uy — v est positive a partir d'un certain rang,

alors les séries de termes généraux u, et v, sont de méme nature.

Remarque. On a des critéres analogues si v est négative a partir d'un certain rang.

A Attention. Il ne faut pas oublier les conditions de signes lors de I'application de ces théorémes.

% Exemples
4 Déterminer la nature des séries suivantes :
Exercice 3 1 3 n3 n" In(n)*
\ Crlufel) LpsoLpmghot
',‘ n=1 ﬁ \/ﬁ n=1 2 n=0 n! n>1 4 n(m
‘,‘

44 Discuter, en fonction du parametre « € R, de la nature de la série :

- 04

.y (;)a; -y (\/m—\/ﬁ)“ . Zarctan(lzn).

1+2+---+n =1

n Révision sur les probabilités

2.1 L’application probabilité

On représente le résultat d'une expérience aléatoire comme un élément w de 'ensemble Q de tous les résultats
possibles. Dans la suite, &« est un ensemble composé de partie de Q (of < 2 (Q). 1l vérifie

e Qed.
* o eststable par passage au complémentaire: VA€, A=Q\Ae .

* o eststable par union et intersection finie ou dénombrable : sil est un ensemble fini ou dénombrable et si pour
touti €I, A; € of, alors
UA,‘E.SZf et ﬂAiE.Q{.
i€l i€l
Vocabulaire. Les éléments de «/ sont des événements. Autrement dit, o« est 'ensemble des événements. On parle
aussi de tribu ou de o-algebre.

,—[Déﬁnition 7 (Papplication probabilité)] N\

Soient Q, un univers des possibles et o un ensemble d’événements.
Une probabilité est une application P réelle définie sur ¢ vérifiant les conditions suivantes.

— P: o« — [0,1];
— PQ)=1;
— P est g-additive :
Pour toute famille (A;) 1 finie ou dénombrable d’événements deux a deux disjoints,

UAi| =) P@A)).

i€l iel

P

Pour tout A € o/, P(A) est appelée la probabilité de 'événement A.




Remarque. Dans le cas ot 'ensemble des indices I est dénombrable (par exemple, N), la définition suppose implici-
tement la convergence de la série ¥ P(A;).
i€l

Vocabulaire.

e La donnée d'un triplet (Q, «,P) ou Q est un univers des possibles, o un ensemble d’événements sur Q et P une
probabilité sur (Q, /), définit un espace probabilisé.

* Un événement de probabilité nulle est dit négligeable.

e Un événement de probabilité 1 est dit presque-siir.

[Théoréme 8 (de la limite monotone)]

Soient (A;) nen €t (By) nen deux suites d’événements sur un espace probabilisé (Q, </, P).

e Sila suite (A;,) sen est croissante pour I'inclusion (c’est-a-dire, VieN, A; c Aj4q),

Alors P( U An) = lim P(A,).
—+00

neN

e Sila suite (B,) ,en est décroissante pour l'inclusion (Vi eN, B;; € B;),

Alors P(nOr\nB") = lim P(By).
2.2 Probabilité conditionnelle et indépendance
,—[Déﬁnition 9 (probabilité conditionnelle)} N\

Soient (Q, </, P) un espace probabilisé et A € o tel que P(A) # 0. Soit B € «/.
La probabilité conditionnelle de B sachant A est

P(ANnB)

Po(B) = PR

Remarques.
* A partir de la définition, on prouve une premiere formule de Bayes.

. PA(B)-P(A)
SiP(A) #0 et P(B) #0, alors Pg(A) = —PE

* Si A estun événement non négligeable, alors (Q2, «/,Pa) est un espace probabilisé.

,—[Déﬁnition 10 (indépendance deux a deux et mutuelle)} N\

* Deux événements A et B sont dits indépendants pour la probabilité P si
P(AnB) =P(A) x P(B).

¢ Soit (A;)jer une famille finie ou dénombrable d’événements. Les événements de cette famille sont dits

mutuellement indépendants si pour toute partie finie non vide {iy, i2,---, i} <1,
p p
PN A |=]]P@A.
k=1 k=1




2.3 Formules des probabilités composées et probabilités totales

,—[Proposition 11 (formule des probabilités composées)] \

Soient Ay, Ay, ...,Ay—1,A,, des événements d'un espace probabilisé (Q, <, P) tels que
PAiNnAxnN... ﬂAn_l) #0.

Alors PAinAxn...NnA;) =PAy)- PA1 (Ag) - PA1 NA, (Ag).. 'PAlﬂ"'ﬂAn—l (Ay).

[Théoréme 12 (formule des probabilités totales)]

Soient (Q, «/,P) un espace probabilisé et (A,),e1 un systeme complet d’événements non négligeables (I
est un ensemble fini ou dénombrable). Pour tout événement B,

P(B)=) P(A,NB)=) P(A,)Ps,(B).

nel nel

4 Soient a, b, n, m € N*. Considérons deux urnes contenant respectivement a et b boules
blanches et n et m boules noires. On suppose de plus que le nombre de boules dans les deux
urnes est identique.

On procede de la maniere suivante :

Exercice 4
1 * On choisit (de fagon équiprobable) une des deux urnes.
S = ¢ On effectue ensuite des tirages mutuellement indépendants avec remise dans cette
i~ méme urne.

o 1. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au k-iéme tirage, puis la proba-
bilité d’obtenir k boules blanches consécutives.

2. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au (k + 1)-ieme tirage sachant
que 'on a déja obtenu k boules blanches aux tirages précédents.

n Variable aléatoire réelle

3.1 Définition

,—(Déﬁnition 13 (variable aléatoire réelle)} N\

Etant donné un espace probabilisé (Q, <7, P), on appelle variable aléatoire réelle toute application X défi-
nie sur Q a valeurs dans R, telle que pour tout 7 € R,

{weQ|X(w) < tted.

Notation. Dans la suite, pour I un intervalle de R et € R, on note :
Xell = {w € Q| X(w) EI}, X<t = {w eQX(w) < t} et X=1]= {oo € QX(w) = t}.
Ainsi, X est une variable aléatoire si pour tout réel ¢, 'ensemble [X < f] est un événement.

Remarque. La donnée des probabilités P([X €]a, b]]) pour tous réels a < b définit la loi de probabilité de la variable
aléatoire réelle X.



,—[Proposition 14 (Opérations sur les variables aléatoires)] \

Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q2, </, P). Alors

— la combinaison linéaire AX+ pY ou A, peR,
— le produitX-Y,
— le maximum max(X,Y) etle minimum min(X,Y)

sont encore des variables aléatoires sur (Q2, <, P).

Remarque. Cela s’étend a un nombre fini de variables aléatoires.

3.2 Fonction de répartition

,—[Déﬁnition 15 (fonction de répartition)] N\

Soit X, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, «/,P). On définit la fonction Fx sur R
par
VieR,  Fx()=P(X<1]).

La fonction Fx est la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Exercice 5
~ & < & Soit X, la variable aléatoire donnant la valeur d’'un dé équilibrée.
\. 7 Donner le graphe sur [-1;7] de Fx.
-
,—[Proposition 16 (propriétés de la fonction de répartition)] \

Soient X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q, <, P) et Fx sa fonction de répar-
tition.
e Pourtout € R, Fx(t) € [0;1].
e Fxestcroissante:pourtous t;, L €R, 1<ty = Fx(f1) <Fx(t).
e lim Fx(f)=0et lim Fx(#)=1.
t——00 t—+o0o
e Fx est continue a droite : pour tout a € R,

lim Fx (1) = Fx(a).
t—a

t>a

* Pourtousa, beRtelsquea<b, P(a <X < b) =Fx(b) —Fx(a).

Astuce. A la fin de chaque calcul d'une fonction de répartition, il est toujours utile de vérifier rapidement les trois
premiers points.

Proposition 17 (caractérisation de la loi)j

Une fonction de répartition caractérise une loi de probabilité. Cela signifie que deux variables aléatoires
ont la méme fonction de répartition si et seulement si elles ont la méme loi.




n Révisions sur les variables aléatoires discretes

4.1 Rappels : variables aléatoires finies et discrétes

Dans le cas ot X(2) est fini ou dénombrable, la définition de la variable aléatoire se simplifie.

,—[Déﬁnition 18 (variable aléatoire discréte)] N\

Soit (Q, «,P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire discréte est une application X: Q — R

telle que — X(Q) ={x;|i €I} ouI est une partie finie ou infinie de N,

— pour tout i €1, [X = x;] est un événement.

\. J

Vocabulaire. Donner laloi d'une variable aléatoire discrete X signifie donner 'ensemble X(Q2) des valeurs prises par
X et pour chaque x € X(Q), la probabilité P([X = x]).

Remarque. A une v.a discréte X est associée le systeme complet d’événements ([X = x])xexm)'

En particulier, il vient Y P(X=x])=P@Q=1.
xeX(Q)
,—[Déﬁnition 19 (indépendance, cas discret)] iy

¢ Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur un méme espace probabilisé (Q2, <7, P).
On dit que X et Y sont indépendantes si

Y (x,y) €X(Q) xY(Q), P(X=xIn[Y=yl)=P(X=x])-P([Y=yl]).

e Les variables aléatoires X, ..., X; sont mutuellement indépendantes si

n n
Y (x1,e, %) €X1(Q) x -+ x X, (Q), P X=x:]|=[]P(X=xi]).
i=1 i=1

4.2 Lois usuelles

Rappelons que donner la loi d'une variable aléatoire X discréte revient a la donnée de :
— X(Q) : 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire.
— Pour chaque k € X(Q), P([X = k]).
Dans chacun des cas, on préciseralaloi, une représentation a’aide d'un diagramme en batons, des exemples concrets
d’application. De plus, on distinguera bien
— les cas finis : loi certaine, loi uniforme discrete, loi de Bernoulli, loi binomiale.
— les cas infinis dénombrables : loi géométrique, loi de Poisson.

Variable aléatoire certaine
Une variable X est dite variable aléatoire certaine, ou presque stirement constante s’il existe un réel c tel que

P(X=c])=1.

Loi de Bernoulli

Définition 20 (loi de Bernoulli)]

Soit p € [0;1]. La variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli, noté X — 2(p), si

X(@=1{0;1} et P(X=1)=p, P(X=0])=1-p.




Exemple. Pour A € o alors la fonction indicatrice 14 suit une loi de Bernoulli de parameétre P(A).

Représentation de 8 (p)

Ci-contre, le diagramme en batons associé a une loi de Ber-

noulli de parametre p.

Exemples de modélisation.

0

>

— Lerésultat d'un lancer d’'une piéce de monnaie équilibrée (1 pour pile, 0 face) suit une loi 98(1/2).
— Plus généralement, la variable aléatoire associée a une expérience aléatoire ayant seulement deux issues (0 pour

échec, 1 pour succes) suit une loi %(p) ol p est la probabilité de succes.

Loi binomiale

,—[Déﬁnition 21 (loi binomiale)]

Soient n € N*, p € [0,1]. On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p, noté X — %B(n, p), si

X =1[0,n]] et Vkel0,n]l, PX=k) = (Z) pFa-pn -

Représentation de 8(n; p)

Donnons quelques diagrammes en batons associés aux lois %(n; p) avec n =30 et
p€10,05;0,14;0,23;0,32;0,41; 0,5}.

0.2
03 0.15
o187 0.14 =0.23
02 p=0.05 p=y- 01 p=
var=1.425 0.1 var=3.612 var=5.313
0.1 0.05
0.05 |
0 TTTTTTTITTITTTIITITT T ITTITT 0 l:l TTTTTTTITTTTITITTITITTITI T 0 TTTTT TTTTTTTTITTITITITITITTaT
0.15 - 0.15 - 0.15 4 _
1 p=0.41
] p=0.5
0.1 - 0.1 0.1
] p=0.32 var=7.257 var
var=6.528 =
7.5
0.05 0.05 4 0.05
o

0 TTITTTITT

Exemples de modélisation.

— On lance 7 fois un dé et X compte le nombre de « 6 » obtenus. Alors X — %(n, 1/6).

0 TTTTITTT

— Plus généralement, lorsqu’on répete n expériences de Bernoulli (a deux issues : succes/échec) identiques, mutuel-
lement indépendantes, dont la probabilité de succes est p, la variable X qui compte le nombre de succés suit alors une
loi binomiale de parametre (7, p).

A Attention. Ne pas oublier la condition de mutuelle indépendance.

10



Loi uniforme

,—(Déﬁnition 22 (loi discrete uniforme)] <

Soient a, b€ Z avec a< b.
La variable aléatoire X suit une loi discréte uniforme sur [[a, b]], noté X — % ([[a, b]]), si

X@=lab] et Vkelabl, P(X=k)=r—:

Remarque. SiX— %([[1,n]]) avecn=b—a+1,alorsY=X+a—-1— %([la, b]).

Représentation 0.2 |
Ci-contre le diagramme en batons de laloi :

2 ([[1;5])).

1 2 3 4 5

Exemples de modélisation.

— Lerésultat d'un lancer d'un dé équilibré a 6 faces suit une loi uniforme sur [[1;6]].

— Une urne contenant n boules indiscernables au toucher numérotées de 1 a n. On tire au hasard une boule. Le
numeéro obtenu suit une loi uniforme sur [[1; ]].

Loi géométrique

,—(Déﬁnition 23 (loi géométrique ¥4( p))]

Soit p€]0;1[etg=1-p.
On dit que la variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre p, notée ¥4 (p), si

X@Q=N* et VkeN*, P(X=kl)=0-p'p=¢“"p.

Représentation de ¥4 (p)

Exercice 6 44 & Diagramme en baton de la loi géométrique
¢ 1. Soient p €]0,1[ et X — ¥(p). Ecrire un programme qui prend en argument p et ren-
"~ voie la plus petite valeur entiére ny, telle que P([X> npl) < 1%.
I & 2. En déduire un second programme qui prend en argument p renvoie le diagramme

& en baton sur [[0; np]l.

Diagramme en baton pour la loi géo avec p=1/5

0.200 A

0.175 A

0.150 A

0.125 ~

0.100 -

0.075 A

0.050 A

0.025 A

0.000 -

11



Exemple de modélisation.

* Une loi géométrique modélise un premier temps d’arrét.

Si X renvoie le rang du premier succes dans une succession d’expériences de Bernoulli identiques, mutuellement indé-
pendantes, alors X suit une loi géométrique ou1 p est la probabilité de succes d’'une expérience de Bernoulli.

* Une autre maniere de caractériser la loi géométrique : c’est une loi sans mémoire.

4 & Loidiscrete sans mémoire
Exercice 7 Soient p €]0;1[ et X une variable aléatoire de loi 4 (p).
o 1. Justifierque: Vs, teN"¥, P> (X>s+1]) =P(X>1]) (o)
i — 2. Réciproque.
A Soit X une variable aléatoire sur N* vérifiant (s). Posons p =P([X =1]).
S a) Soit k € N. Exprimer P([X > k]) en fonction de p.
b) En déduire que X suit une loi géométrique de parametre p.

Loi de Poisson

,—[Déﬁnition 24 (loi de Poisson ?}’()\))J N

Soit A un réel strictement positif.
On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametre A, notée Z2(\), si

k

_ _ _ A
X(Q) =N et VkeN, P(X=kl)=e e

Remarque. La loi est bien définie. Les probabilités sont bien positives et a partir de la série exponentielle

+00 +00 A )\k A +00 )\k N
Y P(X=kl)=) e e Zgze eM=1.
k=0 k=0 : k=0 ™*
Représentation de Z2(\)

44 Diagramme en baton de la loi de Poisson

1. Soient A €]0, +oo[ et X — Z2()). Ecrire un programme qui prend en argument n, A et

. renvoie la liste
Exercice 8 Al A
™ [po p1 ... pn] ou pi:Fe_ .
—“f* . .
' & On pourra remarquer que pij+1 = Ap;/(i+1).
7~ .
/ 2. Ecrire un programme qui prend en argument A et renvoie la plus petite valeur entiere

np telle que P([X=ny]) <1%.

3. En déduire un second programme qui prend en argument p renvoie le diagramme
en baton sur [[0; 1) ]].

Quelques exemples pour différentes valeurs du parametre.

Loi Poisson lambda=0.8 Loi Poisson lambda=1 Loi Poisson lambda=10

P "On a sanctionné les copies dans lesquelles Poisson (ou tout autre mathématicien) était écrit
\4 - sans majuscule.”
Rapportde Jury : HEC 2021

12



“ Simulation des lois usuelles

Pour simuler des variables aléatoires, on peut utiliser la bibliothéque random que I’on importe par :

import numpy.random as rd

Editeur

¢ rd.random()
La commande rd.random() renvoie un réel choisi au hasard dans I'intervalle [0;1[ suivant une loi de probabilité uni-
forme continue sur [0; 1[.
Pour simuler & I’aide de Python une variable de loi de Bernoulli 8(p), on peut écrire rd.random() < p quirenverra
True avec une probabilité p.

¢ rd.randint(debut,fin)
Pour une loi uniforme discrete, la commande a utiliser est rd.randint (début,fin) qui tire au hasard avec une
probabilité uniforme un entier dans l'intervalle [début,fin[.

Remarque. On peut aussi écrire np.floor ((b-a)*random()+a.

* rd.geometric(p)
La fonction rd. geometric(p) permet de simuler une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de parametre p.

¢ rd.binomial(n,p)
De la méme fagon, on peut simuler une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parameétres n, p avec la com-
mande rd.binomial (n,p). Pour rappel, le nombre de succés obtenus lors d'une répétition de n expériences de Ber-
noulli mutuellement indépendantes de probabilité de succes p suit une loi binomiale de paramétres n, p.

¢ rd.poisson(lambda)
Enfin, rd.poisson(lambda) simule une variable qui suit une loi de Poisson de parameétre lambda.

Remarque. Toutes les méthodes précédentes peuvent aussi renvoyer une liste de valeurs tirées selon les différentes
lois de probabilité plutét qu'une seule valeur. Pour faire cela, il suffit de donner comme argument supplémentaire a
I'instruction la taille de la liste voulue. Par exemple, rd.randint (1,100,200) renvoie un tableau numpy contenant
200 entiers pris aléatoirement entre 1 et 100. De plus, la commande rd.randint (1,100, [200,10]) renvoie une
matrice de taille (200,10).

Exemple avec des histogrammes
Echantillon de taille m =100 :

# La lot de la wariable
val=[1,2,3,4,5,6]
loi=[1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6]

# Simulation de la wvariable aléatoire
ech=np.floor (6*np.random.rand(m))+1

mmm Simulation
# Tracé du diagramme en bdtons o

# bar (abscisses,ordonnées) 1 2 3 4 5 6
plt.bar(val,loi,color=(0.2, 0.8, 0.1, 0.4),label=

’Proba théoriques’)

Echantillon de taille 2 = 1000 :

Editeur

# Tracé de l’histogramme
# hist(echantillon, bins=classe) 0175
classe=[0.5,1.5,2.5,3.5,4.5,5.5,6.5]
plt.hist(ech,bins=classe,density=’true’,rwidth
=0.6,label=’Simulation’)

0.150
0.125
0.100
plt.legend( loc = ’lower right’) 0075
plt.show ()

0.050

0.025 = Simulation
Proba théoriques

0.000
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§ f ° - ”
N Exercices 1G5
| & ‘&
Révisions sur les séries
Exercice 9. <> Série alternée et contre-exemple
On définit les sui N\ {0; 1} D D
n définit les suites u et v pour tout n € i1}, Up=—— et vp=—-—.
P "t yn SV ST
n
1. a) OnposeS; = Z uy. Justifier que les suites (S2,) nen* €t (S2n+1) nen+ sont adjacentes.
k=1
b) En déduire la convergence de la série )" u;.
1
2. Vérifier les équivalents : Up~Up €t Up—vp~—.
n

3. Prouver que la série }_ v, est divergente?

Les séries Y uy, et ). vy, ont les termes généraux équivalents mais la nature des séries est différente. Cet exemple montre l'importance
de Uhypothese de positivité pour appliquer le critére d'équivalence.

Exercice 10. 4
1. & Montrer que pour tout z de N, (2 +v/3)" + (2— v/3)" est un entier.

2. & En déduire que la série de terme général sin (T[(Z +V3)" ) est absolument convergente.

Exercice 11. ¢4 % Formule du binéme négatif D'apres EDHEC 2015
T k o e s
1. Pour p e Net x €] - 1;1[, vérifier I'équivalent ~ —.En déduire la convergence de la série ¥ (7)x".
p| k—+oo p! k=p P
A . _ Xk k
2. Ondéfinit, pour x€]-1;1[, Spx) = ¥ (,)x".
k=p P

a) Préciser Sp(x).
b) & Démontrer que (1 — X)Sp+1(x) = xSp (x).
¢) & Conclure avec

k=p\P (1-x)p+l

Exercice 12. ¢4 % Produit de Cauchy D’apres EDHEC 2020
On considere deux suites réelles (an) ,en €t (br) e a termes positifs et on suppose que les séries de termes généraux a;, et by, sont

+ + n
convergentes, de sommes respectives A = foan etB= Zoobn Pour tout entier naturel n, on pose: ¢, = ¥ akbn_k.
n=0 n=0 k=0

n n n 2n

1. & Montrerque:VneN, ¥ ¢y <| L ar|| £ br|< X ¢
k=0 k=0 k=0 k=0

2. & En déduire que la série de terme général ¢, converge et que I'on a
+00 +00 400
Z Cp= Z an Z bn .
n=0 n=0 n=0

3. Application
Soit (a, b) € R*2. En utilisant le résultat précédent, démontrer que

+00 (a+b)k +00 ak +00 bk
L h =(ZE 1283

k=0 k=0 k=0
Exercice 13. ¢4 & Comparaison série-intégrale, une série de Bertrand

Prouver que la série ).

est convergente.
n(In(n))

2
Exercice 14. ¢ 44 D’apres Oral ESCP 2009

Soient (ay) N, une suite réelle décroissante de limite nulle. Pour tout n de N*, on pose : by, = n(an—1 — an).

n-1

1. Montrer que pour tout n de N*, on a: f by = ( )3 ak) —nap.
=1 k=0
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2. On suppose dans cette question que la série de terme général a,, converge.
a) & Montrer que na, — 0.
n—oo
7 . z . 3 3 s +oo
b) En déduire que la série de terme général b, converge etque ¥ b, = ¥ ay.
n=1 n=0
3. On suppose dans cette question que la série de terme général b, converge.
n+k

a) & Montrer que pour tous 7, ke N*, ona: n(ap—apip) < ¥ lbj.
j=n+

+ +
b) En déduire que la série de terme général a; converge et que Zooan = )fobn.
n=0 n=1
Exercice 15. +44 @ Représenter dans R? 'ensemble des points (x, y) € R? tel que la série suivante soit convergente :

Z X

nen 1+ y2n

n

Probabilités

Exercice 16. ¢4 & Soit n € N*. Considérons n urnes numérotées de 1 a n, contenant chacune r boules bleues et s boules
rouges (1 < s). On réalise 'expérience suivante. On choisit au hasard une premiere boule dans la premiére urne que I'on replace
dans la seconde et on répeéte 'opération jusqu’a la derniére urne.

Quelle est la probabilité qu'une boule tirée au hasard dans la derniére urne soit bleue?

Exercice 17. 444 Soit (A;) ,,en* une suite d’événements mutuellement indépendants.
+00 . n
1. Montrer que P(kLZJlAk) =1 —nEIPw(kH (1-P@Ap))-

=1
2. On suppose que pour tout n € N*, P(A,;) # 0. Montrer que

+00 +oo +00
P(T'Ar)=1 < Y m(1-P@Ap)diverge < ) P(A) diverge.
k=1 k=1 k=1
3. Application.
On dispose d’'une urne d'une capacité illimitée, d'une boule rouge et d'une quantité illimitée de boules blanches. Dans
chacun des cas suivants, déterminer la probabilité de tirer au moins une fois la boule rouge.
a) On place la boule rouge et une boule blanche dans 'urne. On effectue une suite infinie de tirages avec remise.
b) On effectue une suite infinie de tirages de la facon suivante. Pour le premier tirage, on place la boule rouge et une boule
blanche dans I'urne. Puis, aprées chaque tirage, on remet la boule tirée dans 'urne et on y ajoute une boule blanche.
¢) On effectue une suite infinie de tirages de la facon suivante. Pour le premier tirage, on place la boule rouge et trois
boules blanches dans l'urne. Aprés le n-iéme tirage, on remet la boule tirée dans I'urne et on y ajoute 2n + 3 boules

blanches.
Indication. On commencera par déterminer le nombre de boules dans l'urne avant le n-ieme tirage

Exercice 18. ¢+44 % Lemme de Borel-Cantelli
Soient (Q, «/,P) un espace probabilisé et (Ay) peny une suite d’événements.
1. On suppose que la série ZP(An) converge.
a) Montrer que pour tout n €N,
+00
P(U A< Y Py
k=n k=n
b) Endéduire que 'événement [| |J Ay est négligeable.
m=0k=m
c¢) Comment interpréter ce résultat?
2. On suppose que la série ZP(An) diverge et que les événements (Ay) e SOnt mutuellement indépendants. On pose pour
tousn,peN, p>n,
p __ +oo
Cn,p = n Ak et Cy= m Ak'
k=n k=n
a) Justifier que pour tout réel x positif, 1 — x < exp(—x).
b) En déduire que

p
P(Cnp) sexp(- Y. P(A).
k=n

¢) Vérifier que P(Cy) =0.
d) Conclure en prouvant que 'événement (] | J Ay est presque s(r.
n=0k=n
3. Application. Le singe savant
Un singe tape sur le clavier d'un ordinateur de maniere complétement aléatoire. Justifier qu’a partir d'un certain moment,
le singe écrira A la recherche du temps perdu puis l'intégrale des Tweets de Donald Trump.
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Variables aléatoires discrétes

Exercice 19. <+ Pour chaque énoncé, proposer une loi pour la variable aléatoire réelle X. On précisera les parametres de la loi
et les éventuelles hypotheéses.

1. Onlance un dé a 6 faces et on note X la variable égale au nombre obtenu.

2. Onlance 10 fois un dé a 6 faces et on note X la variable égale au nombre de numéro pair obtenu.

3. Une urne contient 15 boules (5 noires, 3 blanches et 7 rouges). On tire successivement et avec remise 20 boules et on note X
la variable égale au nombre de boules noires.

4. Un jeu de 52 cartes est aligné, faces cachées, sur une table de facon aléatoire. On découvre les cartes, de gauche a droite
jusqu’a obtenir la dame de cceur. Soit X la variable égale au nombre de cartes découvertes.

5. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire au hasard un a un avec remise jusqu’a obtenir le jeton 1. On note X
la variable égale au nombre de tirages effectués.

6. On pose m questions a un étudiant. Pour chaque question, n réponses sont possibles dont une seule uniquement est cor-
recte. L'éleve répond au hasard. Soit X la variable égale au nombre de bonnes réponses.

Exercice 20. ¢4 % Matrices de rang 1 et indépendance de variables aléatoires D'apres EMLyon 2013

1. Montrer que M € .4y, (R) est de rang 1 si, et seulement si, il existe deux matrices colonnes non nulles U, V telles que M = UV,
2. On considere deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé (2, «/,P). On suppose de plus : X(Q) =
Y(Q) = [[1; n]l. On note, pour tout (i, ) € [[1; 1|2,

mi; =P(X=iln[Y = jl),

puis M:(mi,j] €M ®, UX:[P([X: i])]

i, 1<is<

el ®) et UY:[P([Y:i]))lsigneﬂn'l(ﬂ%).

a) On suppose, dans cette question, que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Calculer Ux!Uy. En déduire que la matrice M est de rang 1.

b) On suppose, dans cette question, que la matrice M est de rang 1. Notons Cy, Cp, ..., Cy, les colonnes de M.
i) Vérifier que Cy +:--+Cj, = Ux.
ii) Endéduire que, pour tout j € [[1; n]], il existe f; € R tel que Cj = ;Ux.
iii) Montrer que pour tout j € [[1; 1], P([Y = j1) =B ;.

iv) En déduire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Exercice 21. ¢4 & & Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de méme para-
metre p. Calculer la probabilité que la matrice suivante soit inversible

XY

A=ly x

Exercice 22. 4 Soient U et V deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, «/,P) avec U et V suivant
une loi uniforme sur {—1;0; 1}. Pour tout w € Q, on définit N(w) comme le nombre de racines du polynome

Qo (1) = %% + 2U(0) x + V(w)

1. Proposer un programme python qui simule N.

2. Donner laloi de N.

Exercice 23. ¢4 Etude asymptotique de la queue d’'une loi de Poisson. d’apres oral HEC 2012
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,.27, P), suivant une loi de Poisson de paramétre A € R} .

n+1
n+l1-A°

1. & Montrer que pour tout entier 7= A—1, onaP([X = n]) < P([X = nl)
2. Endéduire que P(X=n]) ~ P(X=n]).
n—+oo

3. Montrer que P([X> n]) o+OO(P([X = n]))

=
Dans la suite des exercices, on appelle mode d'une variable aléatoire réelle discrete X toute valeur xg € X(Q) telle que

VxeX(@,  P(X=x])<P(XX=xl).

Exercice 24. ¢ 44 Mode(s) de laloi binomiale %(n; p)

1. Soit n € N*. Soit p €]0, 1[. Montrer que, selon les valeurs de 7 et p, la loi binomiale 9 (n; p) admet un ou deux modes que
I'on précisera.

2. Pour n =9, illustrer par des représentations graphiques en Python les différents cas obtenus.
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Exercice 25. 4¢44 Mode(s) de laloi de Poisson

1. Soit A € R} . Montrer que, selon la valeur de A, la loi de Poisson £(A) admet un ou deux modes que I'on précisera.
Indication. On distinguera 3 cas: A€]0,1], AeN\{0;1} et A€]l,+oo[\N.

2. Illustrer par des représentations graphiques en Python les différents cas obtenus.

Exercice 26. 44 Une caractérisation de la loi géométrique
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N*, indépendantes et de méme loi, toutes deux définies sur le méme espace
probabilisé (Q, «Z,P). On pose
I=min(X,Y), M=maxX,Y) et D=M-1

1. Dans cette question, on suppose que la loi commune de X et Y est géométrique de parameétre p €10,1[ (on pose g =1— p).
a) Reconnaitre la loi de la variable I.
b) Calculer P([I=i]n[D = d]) pour tout (i,d) € N x N. On séparera les cas d = 0 et d > 0.
c) Déterminer laloi de la variable D.
d) Vérifier que les variables I et D sont indépendantes.
2. Dans cette question, la loi commune de X et Y est inconnue et on suppose que les variables I et D sont indépendantes.
On note b =P(D = 0) et, pour tout entier naturel k non nul, p;. = P(X= k). On suppose py. > 0 pour tout k € N*.
a) Exprimer le réel b al'aide de la famille (pi)iel\l* .
b) Exprimer, pour tout entier naturel k, la probabilité P(I > k) aI'aide de la famille (p;) PENTE
¢©) Soit k € N. En calculant la probabilité P([I > k] n [D = 0]) établir I'égalité

+00 2 +00 2
> pi =b( > Pi) .
i=k+1 i=k+1

d) i) Endéduire, pour tout entier naturel k non nul, I'égalité : (1 — b) p. = 2bP(X > k).
ii) Calculer p; en fonction de b
ili) Etablir, pour tout k € N*, 'égalité : py,; = %pk.

e) En déduire que la loi commune des variables X et Y est une loi géométrique.

Pour la solution, voir DM3 de l'année derniére.
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CHAPITRE 5

Espérance et espérance conditionnelle

If there is a 50-50 chance that something can go wrong,
then nine times out of 10 it will.

PAUL HARVEY

Animateur radio américain (1918-2009).

n Rappels : espérance et variance (cas discret)

1.1 Espérance et la formule de transfert

,—[Déﬁnition-Rappel 25 (espérance)] N\

Soit X une variable aléatoire discrete infinie. On note X(Q) = {x | k € N*}. On dit que X admet une espé-
rance si la série de terme général x; P([X = x]) est absolument convergente. Alors on définit I'espérance
de X par

+00
EX) = ) xxPX=xp).
k=1

\ J

A Attention. Il ne faut pas oublier de vérifier la convergence absolue. Elle est nécessaire pour justifier que I'es-
pérance est bien définie et ne dépend pas du choix de 'indexation X(€2).

4 On effectue une infinité de tirages successifs, mutuellement indépendants, dans une
urne contenant initialement une boule rouge et une boule bleue. A chaque tirage, on note
la couleur de la boule et on la remet dans I'urne en y ajoutant une boule bleue.

On note X (respectivement Y) la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premieére
.y boule bleue (respectivement rouge). Pour que ces deux variables aléatoires soient bien dé-
\ finies, on admet que presque stirement une boule bleue ou rouge finit par apparaitre.

Exercice 27

= 1. a) Donner laloideX.

b) X admet-elle une espérance? Si oui, la calculer.

2. Reprendre la question 1 avec la variable aléatoire Y.

,—(Proposition 26 (existence par domination)j N\

Soient X et Y sont deux variables aléatoires discretes sur un méme espace probabilisé.

Si| —0<sXIsY

— Y admet une espérance.

Alors X admet une espérance et [E(X)| < E(Y).
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A Attention. Il ne faut pas confondre I’énoncé précédent avec la propriété de croissance de I’espérance dont on
rappelle I'énoncé :

Si | — XetYadmettent une espérance,

— X<Y, alors EX) <E(Y).

[Théoréme 27 (formule de transfert)]

Soient X une variable aléatoire discrete sur un espace probabilisé (2, «/,P) et g une application définie
sur X(Q) = {xx | k € I}. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) Lavariable aléatoire g(X) posséde une espérance.

ii) La série de terme général g(x;) P([X = x¢]) est absolument convergente.

Dans ce cas E(gX) =) gxx) P([X= x¢l).
kel
+ Les questions 1 et 2 sont indépendantes
Exercice 28 1. SiXest une variable aléatoire admettant une espérance et X et 1 — X ont méme loi.

Que dire de 'espérance de X?

- 2. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre A € R} .
Ly .
y a) Etablir 'existence de E (ﬁ]

b) Montrer que E[ﬁ) < min(l, %]

1.2 Moments et variance

Pour tout entier naturel s, le moment d’ordre s d’'une variable aléatoire X est le nombre m(X) défini par :
ms(X) = EXY).

En particulier pour s = 1, on retrouve I'espérance m; (X) = E(X).
Dans le cas d'une variable aléatoire discrete, et sous réserve de convergence absolue, la formule de transfert donne :

mg(X) =) xi  P(X = xi).
kel

Remarque. On montre que si X a un moment d’ordre r alors, X admet un moment d’ordre s pour tout entier s < r.

Exercice 29
{ 1. 44 Prouver la remarque précédente.

- 2. Soit r € N*, construire une variable aléatoire admettant un moment d’ordre r mais

/) pas de moment d’ordre r + 1.

,—[Déﬁnition 28 (variance et écart-type)}

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.

e On appelle variance d’'une variable aléatoire X, la quantité V(X) = E((X— E(X))Z).

 On appelle écart-type de X, la quantit¢ o (X) = vV(X).
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,—[Proposition 29 (propriétés de la variance)] \

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.
e V(X) =0siet seulement si X est une application presque stirement constante.

e Pour tous réels a, b,
V(aX+b) = a*V(X) : o(aX+b) =|aloX).

Vocabulaire. Une variable aléatoire X est dite centrée si E(X) = 0. Elle est dite réduite si o(X) = 1. Soit X une variable

aléatoire. La variable aléatoire Y = X;ggg est centrée, réduite.

Théoréme 30 (formule de KOENIG-HUYGENS) |

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2, alors V(X) = E (X?) - E(X)%.

1.3 Cas les lois usuelles discréetes

La variable X est dite certaine, ou presque stirement constante s’il existe un réel c tel que P(X = ¢) = 1. Alors,

EX)=c et VX)) =0.

,—[Proposition 31 (espérance et variance des lois usuelles)] \

Soit X, une variable aléatoire. Soient p €]0;1[, n € N*.

e SiX— %B(p), alors EX)=p et VX) =pd-p).
e SiX— %(n,p), alors EX)=np et VX)) =np(l-p).

n+1 n¢—1
e SiX— %([[1,n]), alors EX)= et VX)= 5

4 % Preuve via les fonctions génératrices
Soient n € N et X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, </, P) et a va-
Exercice 30 leurs dans [[0; n]]. On définit alors la fonction génératrice Gx de X par
i n
- VieR,  Gx(n= ) P(X=ki.
s k=0
\ >
J
3 1. Justifier que E(X) = G (1).
2. Trouver une relation entre V(X), Gy (1) et G (1).
3. Retrouver les résultats énoncés a la proposition précédente pour la loi binomiale.
,—[Proposition 32 (espérance et variance, cas discret dénombrable)} <

Soit p €]0;1[. Posons g =1-p.
* SiX— ¥(p), alors X admet une espérance et une variance avec

q

1
EX)=— et VX)=—-
p p

e SiX— Z2(A), alors X admet une espérance et une variance avec

EX)=A et VX) =A.
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Exercice 31 + Les questions sont indépendantes.
C 1. Prouver les énoncés de la proposition précédente.
2. Soit X une v.a suivant une loi géométrique de parametre p €10, 1[. Calculer E (1/X).

< On pourra admettre que pour tout x €] —1;1[, +Zoox—: =-In(1-x).
n=1

n Espérance conditionnelle

Rappelons qu'un systéme complet d’événements d'un univers Q est une famille finie ou dénombrable d’événe-
ments (Ay) ner telle que

VG, el i#j=>AnAj=2) et (JA,=Q.

nel

,—[Déﬁnition 33 (espérance conditionnelle, cas discret)j iy

¢ Soient X, une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, </,P) et A un événement de probabilité
non nulle.
Lespérance de X sachant A est défini, sous réserve d’existence, comme I'espérance de X pour la probabi-
lité Pa. Elle est notée E(X|A).
¢ Dans le cas ou1 X est une variable discrete, sila série Y. xPA([X = x]) converge absolument alors X admet
une espérance sachant A et

EX|A) = ) xPa(X=x]).

xeX(Q)

Remarque. Comme le montre 'exemple suivant, 'espérance conditionnelle permet d’éviter certains biais statis-
tiques.

Exercice 32 4 Dans la classe d’ECG, on compte qu'en moyenne les étudiants ont 1.7 fréres et sceurs. Ce
™ qui donne 2.7 enfants par femme alors que le nombre d’enfants par femme n'est que de 1.8
is dans la population frangaise. Donc les enfants de familles nombreuses font plus facilement

1 ¢ des études.

v Commenter cette affirmation en vous appuyant sur la notion d’espérance conditionnelle.

Remarque. SiX estune variable aléatoire finie, alors la convergence absolue est automatique. Ainsi, pour tout événe-
ment A possible (P(A) # 0), X admet une espérance conditionnelle sachant A.

4 Soient X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, o, P) avec X(Q) = {xi | k€ N} et Aun
événement de probabilité non nulle. Justifier que si E(X) existe, alors E(X | A) existe aussi et

Exercice 33

V=
G 1
[EX|A)| < %E(m).

[Théoréme 34 (formule de 'espérance totale)]

Soit X, une variable aléatoire discrete sur un espace probabilisé (Q2, o/, P).

Si | — (An),e estun systeme complet d’événements possibles.
— Pourtoutnel, E(X|A,,) existe.

— Lasérie ¥P(A,) E(|X||A,) converge absolument.

Alors X admet une espérance et EX) =) PA)EXI|Ay).

nel
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Exercice 34 4 Lors d’'une ponte, un esturgeon pond des ceufs suivant une loi de Poisson de parametre

Ve A =500000. Chaque ceuf a une probabilité p = 1/100000 d’étre un adulte. On suppose que
/ les événements "l’ceuf devient adulte est indépendant des autres ceufs".
Combien, en moyenne, une ponte donne d’adulte esturgeon?

A Attention. Il faut bien noter les valeurs absolues dans la somme yP (A,) E (|X||A;;) méme s’il arrive souvent
n
que la variable X soit positive. Lexercice[56]illustre 'importance de cette condition.

44 & Une urne contient des boules blanches (dans une proportion p €]0;1[) et des
boules noires. Dans un premier temps, on tire avec remise dans I'urne jusqu’a obtenir pour
la premiére fois une boule blanche et on note N le nombre de tirages nécessaires. Dans un

Exercice 35
A second temps, si la premiere boule blanche est apparu a la n-ieme pioche, alors on retire
T - maintenant 7 fois dans I'urne avec remise et I’on note X le nombre de boules blanches ob-
\ tenus lors de ces n nouveaux lancers.

j
= 1. Donnerlaloide N.

2. Déterminer pour tout n € N*, E(X|[N = n]).

3. En déduire l'existence et la valeurs de E(X).
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Exercices L9

Révisions et compléments

Exercice 36. 44 D’apres Oraux HEC

Soient p €]0; 1] et la fonction Python X ci-contre.

1. En s’aidant d'un lancer d'une piece dont la
probabilité d’obtenir "face" est p, interpréter
ce que simule la fonction X?

2. Soit X la variable aléatoire simulée par la
fonction ci-dessus.

(a) Quelle estlaloi de X?

(b) Quelle est I'espérance de X si elle
existe?

Exercice 37. 4

On tire (avec remise) une boule d’'une urne conte-
nant n boules numérotées.

1. On note T la variable aléatoire égale au nu-
méro du tirage ou pour la premiere fois deux
boules différentes ont été tirées. Déterminer
I'espérance de T.

2. Interpréter la variable aléatoire V,, dont la
fonction Python suivante calcule une simula-
tion.

Editeur

Editeur

import random as rd

def X(p)
k=1
y=0
a=rd.random ()
while a>p
y=y+1
k=k+1
a=rd.random ()
while a<p
k=k+1
a=rd.random ()
return k-1-y

import random as rd
def V(n)
A=[]
compteur=0
while len(A)<n
u=rd.randint (1,n+1)
if not(u in A)
A.append(u)
compteur=compteur+1
return compteur

Exercice 38. ¢ % Soient m € N* et p €]0,1[. On suppose que X — %(m, p). Onnote Y = ﬁ Calculer I'espérance de Y.

Exercice 39. 4 Soit X une variable aléatoire discréete telle que :

X@Q =N et VkeN, 4P([X=k+2])=9P(X=k+1])-2P(X=Kkl).

1. Donner laloide X.

2. Justifier que X admet une espérance et une variance et les calculer.
On pourra remarquer que la variableY = X + 1 suit une loi usuelle.

Exercice 40. ¢ © Rang du premier Pile-Face

Considérons une infinité de lancers mutuellement indépendants d'une piéce équilibrée. On note X la variable aléatoire qui donne
le rang d’apparition du premier Pile-Face (dans cet ordre aux lancers k — 1 et k). Si une telle succession ne se produit pas, on pose

X =0. Notons A; I'événement : « Un pile apparait au i-eme lancer ».

1. En utilisant le systtme complet d’événements (A1,A7), prouver que pour tout k€ N, k=2,

1
P(IX=k+11) = SP(IX= ki) +

2. En déduire P([X = k]) pour tout k > 2.
3. Préciser P([X = 2]) puis P([X =0]).

4. Justifier que X admet une espérance. La calculer.

2k+1°

Exercice 41. 4 Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre A € R} .

1. SoitY = (—-1)XX. Est-ce que Y posséde une espérance? Si oui, la calculer.

2. Soit Z définie par:
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* SiX prend une valeur paire, alors Z prend la valeur %

¢ SiX prend une valeur impaire, alors Z prend la valeur 0.

a) Quellerelation a-t-onentre X, Yet Z?

b) Est-ce que Z possede une espérance? Si oui, la calculer.

Exercice 42. 4 % Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans N* et admettant une espérance.
1. Justifier que 1/X admet une espérance et exprimer E(1/X) en fonction des réels xj. et py. = P([X = x]).

2. En déduire que EX)E(1/X) = 1.
Indication. On pourra utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R :

n 2 n n
Y (x1,...,Xp) ER™, YV (y1,...,yn) €R", (Z xkyk) s(z xkz)-(z ykz).
k=1 k=1

Exercice 43. 44 Un peu de dénombrement
On dispose d’'une urne remplie de N boules numérotées de 1 a N. On effectue k tirages sans remise avec k < N. Soit X le plus petit
numéro obtenu.

1. Donner laloi de X. En déduire 'égalité : 3 ("Zj] = (”;Tfl] pour tous n, m € N*,
j=0

N-k+1
2. Montrerque EX)= ¥ PX=1i).
i=1

3. En déduire que EX) = %

Exercice 44.% Nouvelle expression de I'espérance
e 444 Premiereversion : sans indication
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.

1. On suppose dans cette question que X admet une espérance.

Montrer que la série ) P(X> k) converge, et que
k=0

+00
EX)= ) PX>k B).
k=0

2. Réciproquement, on suppose dans cette question que la série ¥ P(X> k) converge. Montrer que X admet une espérance, et

k=0

que la relation (E) est valable.

3. Adapter le raisonnement pour montrer que si X admet un moment d’ordre 2

+00
ExX?) = Y @k+1)PX> k).
k=0

e 4 Seconde version détaillée
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.
n n-1
1. Montrerque:YneN*, Y kPX=k) = ( ) PX> k)) -nPX>n).
k=0 k=0

2. On suppose dans cette question que X admet une espérance.

+00
a) Montrer que:VneN, nP(X> n) < Z kKPX=k).
k=n+1

+00
b) Montrer que la série Z P(X > k) converge, et que E(X) = Z PX>k) (B).

k=0 k=0
3. Réciproquement, on suppose dans cette question que la série Z P(X > k) converge. Montrer que X admet une espérance,
k=0

et que la relation (E) est valable.

4. Adapter le raisonnement pour montrer que si X admet un moment d’ordre 2

+00
EX%) =) 2k+1)PX> k).
k=0

Exercice 45. 44 Soient X une variable aléatoire réelle et a, b deux réels. On note m = E(X).
1. Montrer que E(X- a)(b-X)) = (m - a)(b— m) - V(X).
2. Onsuppose a< b et X(Q) c[a, b].
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2 2
a) Montrer que (m — a)(b—m) < (b_Ta)- En déduire VX) < _(h_4a) .

b) Ce majorant peut-il étre amélioré ?

Exercice 46. 444 Est-ce que les moments déterminent la loi d’'une variable finie finie ?

1. Soit Y une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé (Q,<#,P) qui prend les valeurs 0, 1 et 2 avec les
probabilités pg, p; et p2 respectivement. On suppose que E(Y) =1 et E(YZ) =5/3.
Calculer py, p1 et p2.
2. Soit xg, X1,..., X, (n+1) réels distincts et soit ¢ 'application de Ry, [x] dans R”*1 qui, 2 tout polynome Q de R, [X], associe le
(n+1)-uplet (Q(x0),Q(x1),...,Q(xn)).
a) Montrer que ¢ est une application linéaire bijective.
b) Déterminer la matrice A de ¢ dans les bases canoniques respectives de Ry, [x] et R?*1,

¢) Soit X une variable aléatoire discréte qui prend les valeurs xp, xi, ..., X;. On suppose que 1'on connait les valeurs de
E(X), E(X?), ..., E(X"). Peut-on en déduire la loi de X?

Exercice 47. ¢+ 44 D’aprés oral HEC
Soit a € R. On considere une variable aléatoire réelle discrete X admettant des moments jusqu’a 'ordre 4 et vérifiant :

EX) =a
E(X?)=E(XY)=1.
1. Montrer que o est nécessairement compris entre —1 et +1.

2. Trouver laloi de X.

Exercice 48. 444 Kurtosis
On définit, sous réserve d’existence, le moment centré d’ordre n d’'une variable aléatoire réelle X par p, (X) = E [ (X-EX)) "] .Lorsque

H2 (X) et pg (X) existent avec p2 (X) # 0, on définit de plus le kurtosis de X par

KX) = X _3

2
(H2(X)
1. Soient a € R*, p € R. Justifier que si X posséde un kurtosis, alors aX + p en posséde un aussi et que K(aX + p) = K(X).
2. Montrer que toute variable aléatoire X possédant un kurtosis vérifie K(X) = —2.

3. Calculatoire.. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p €]0;1[. Montrer que X possede un
kurtosis et le calculer.

p

+00 oy ke X
On pourra admettre que pour tous p €N, x €]0; 11, X' = —
p que p p 10516 3 ()=

Exercice 49. ¢4 & Soit X — %(n; p). La valeur de X s’affiche sur un écran. Mais ce dernier est défectueux, la valeur 0 ne
s’affiche pas. Si X prend la valeur 0, alors I'écran affiche une valeur entiére prise au hasard dans [[1; n]], sinon elle affiche la bonne
valeur de X. Notons Yy, la variable aléatoire égale a la valeur affichée par I'écran.

1. a) Proposer un programme Python qui prend en arguments rn, p et simule la variable Y.
b) En déduire une approximation de E(Y;g) avec p =1/2.

2. Exprimer E(Y;) en fonction de n et p.

Exercice 50. 4+ Inégalité de Holder
1 1
1. Soient p, g € R} tels que —+ E: 1.
p

x7 aP
a) Soient a € RY.Onpose f: x € R} — —+ —— ax. Vérifier que f admet un minimum atteint en a'/(9=1 . Préciser la valeur

de ce minimum.
aP b4
b) En déduire l'inégalité: Va,be RT, ab< —+ 7
p

2. Soient X et Y deux variables aléatoires positives telles que E(XP) et E(Y¥) existent.
a) Justifier que XY admet une espérance.
b) En considérantX = X/E(Xp)“p etV= Y/E(Yq)llq, justifier que: E(XY) < E(Xp)l/p E(Yq)l/q.

3. & Application
Soit Z une variable aléatoire discréte positive admettant un moment d’ordre n. Montrer que, pour tous réels r, s tels que 0 < r <

ssn,ona
E(Zr)llr < E(Zs)”s.

Exercice 51. 4 Inégalité de Jensen
Soit X une variable aléatoire finie et ¢ : R — R une fonction convexe. Démontrer que ¢(E(X)) < E(¢X)).
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Espérance conditionnelle

Exercice 52. <> Vrai ou faux?
Pour tout A, un événement avec P(A) ¢ {0;1} et X, Y, deux variables aléatoires admettant une espérance.

1. EX|Q)=EX).

2. EX) =E(X|A)+E(X|A).

3. EX)=P(A)-E(X | A) +PA)-E(X | A).

4. Si, pour tout x € X(Q), les événements [X = x] sont indépendants de A, E(X | A) = E(X).
5. SiX<Yalors E(X|A) <E(Y|A).

6. SiXetY sontindépendantes, alors pour tout x € X(Q), E(Y| [X = x]) = E(Y).

Exercice 53. 4 Alice et Bob font une partie de Tennis de Table. Alice commence et renvoie la balle avec la méme probabi-
lité pa. Bob fait de méme avec probabilité pg. On suppose les coups mutuellement indépendants et on note X, la variable aléatoire
correspondant au nombre de coups valides en fonctions de pp et pg.

1. Donner laloi de X. Vérifier que I'espérance existe et la calculer.

2. Préciser E(X| X =1]).

Exercice 54. ¢ % Une urne contient initialement N boules numérotées de 1 a N. On effectue des tirages dans cette urne
suivant le protocole suivant : si la boule numéro i vient d’étre tirée alors on la remet dans l'urne et on enléve toutes les boules
portant un numéro strictement supérieur a i.

Pour tout k € N*, on note X}, la variable aléatoire égale au numéro de la boule obtenue lors du k-ieme tirage.

1. Soient ke N* et i € [[1, nl], Préciser E (Xj41 | Xg = i).
2. Donner une relation entre E (Xk+1) etE [Xk].

3. En déduire E (Xy) pour tout k € N*.

Exercice 55. ¢4 Un sachet contient initialement n bonbons Scoubidous. A chaque étape, on tire au hasard deux extrémités
de Scoubidous dans le sachet.

¢ Sices deux extrémités appartiennent a un méme Scoubidou, on les noue pour fabriquer un rond que 'on sort du sachet.

¢ Sices deux extrémités appartiennent a deux Scoubidous différents, on les noue pour fabriquer un seul Scoubidou que 'on
remet dans le sachet.

1. Justifier que le processus s’arréte avec un sachet vide a la fin.

2. Soit X;; le nombre de ronds obtenus apres avoir completement vider I’assiette. Quelles sont les valeurs possibles par X;,?
Préciser P(X;; = 1) et P(X; = n).

n

1 1
3. Justifier que pour tout n€ N*, E(X,;) = ———. En déduire que E (X ~ —Inn.
J que p u Xn) gl k-1 uire que E (X) noo 2

Exercice 56. 44 Soit (ay) ,en*, la suite définie par a;, = m
1. Déterminer la nature et la somme éventuelle des séries ) a;, et Y nay.

2. Soit X, une variable aléatoire définie sur (Q, o/, P) a valeurs dans Z* telle que
vnez*, P(X=nl)=aaqy ou aeR.

Déterminer a.
3. a) Que peut-on dire de la famille d’événements (Aj) avec A, = [X=n] N [X=—n] pour n € N*?
b) Vérifier que E (X | Ap,) est bien défini pour tout n € N*. Préciser sa valeur.
¢) Montrer que la série de terme général E (X | Ay;) P (Ay) est absolument convergente et calculer sa somme.

4. Est-ce que la variable X admet-elle une espérance? Commenter ce résultat en comparant a la formule de I'espérance totale.

Exercice 57. 4 Mobile sur un polygone
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On place 2n points numérotés de 0 a 2n — 1 sur un cercle. Les n=4
points sont répartis uniformément.

Un mobile part initialement de 0 et a chaque étape, il avance
d’'une unité avec une probabilité p et recule avec probabilité
1- p. Soit N € N*, le nombre d’étapes

On note :

— Pour tout k € [[0;N]], on note X la position du mobile a
la k-ieme étape.

— Tp lavariable aléatoire égale au temps de retour a I'ori-
gine. Si le mobile ne retourne pas a I'origine au bout des
N étapes, on pose Tp (w) = 0.

1. Ecrire un programme qui prend en argument p, simule
les 100 premiéres étapes du mobile et renvoie la position
finale du mobile.La commande X%2n renvoie le reste de
la division euclidienne par 2n.

2. Modifier le programme pour afficher le temps T, de premier retour a I'origine 0.

3. En déduire une approximation de 'espérance de T.
Pour cela, on produira m = 2000 réalisations de la variable T. La moyenne arithmétique de ces m évaluations donne une
approximation de Uespérance. C'est la loi des grands nombres.

4. Vérifier numériquement et expliquer I'égalité E(Tp) = E(T1-p)?

Exercice 58. 444 Moments de la loi de Poisson Z(1)
1. Lobjectif est de cette question est de montrer que pour tout n € N*, il existe un polynéme L, tel que
VAERY, (Yoo = EW)=LM)
a) Préciser L et Lo.
b) & On définit les polynémes (Q;);en par :
Qo=1 etpourtoutie N* Q;(x)=x(x—1)---(x—i+1).
Justifier que pour tout n € N*, il existe g, 3,1, 5, - .-, &p,n tels que pour tout x € R, x™ = )E a; nQ;(x).
i=0
©) & SoientieNetY— 2 (A). Préciser E(Q; (Y)).
d) Vérifier que le polyndme défini par L, (x) = )E o, nxi est solution du probleme (e).
i=0
2. Relation de récurrence
A +00 )\i
a) Soit n e N*. Vérifier que si on pose pour tout A € RY, w(A) = e*Ly(A) alors pour y(A) = Y. i" =
i=1 i
b) En admettant que I'on puisse dériver  comme une somme finie, montrer que :
YAERE,  Lpy1()=ALL,A) +AL, ).
c) & Justifier que la relation précédente est valable pour tout A € R.

n
d) Endéduirel’égalité: L, 1(1)= X i(xiyn+Ln(1).
i=0

—  Rplx]
P —  P(x+1)-Px).

a) Expliciter A (x™). Vérifier ensuite que: Vie[[1;nl, A(Q;)=iQ;-1.
b) Justifier que

3. Moments de la loi 27(1) R, [x]
Soit n € N*. On définit 'endomorphisme : A { "

n—-1 n) n
Vx€eR, Z Cxt = Z i, Qi—1(x).
i=0 \! i=1

n-1[n . n
En déduire que siY — £2(1), alors Y, ; E(Y’) =Y ia;p.
i=0 i=0

c) Conclure en montrant que

E(v"*1) = 5 (':)E[Y’)

i=0
d) Proposer un programme python qui prend en argument un entier n et renvoie la matrice ligne

[1 EY) E(Y?) .. E(Y")].

On pourra utiliser la commande sp.binom(i,j) de la bibliotheque scipy.special pour le coefficient (;]
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CHAPITRE 6

Fonctions de plusieurs variables

La science consiste a passer d’'un étonnement a un autre.

ARISTOTE
Philosophe grec de '’Antiquité (384-322 av. J.-C), disciple de Platon.

“ Définitions et exemples

1.1 Norme euclidienne

,—(Déﬁnition 35 (norme euclidienne)] N

Pour tout x = (x,..., X;) € R", on définit la norme euclidienne de x par

n
lxl =4/ 3 x:2.
i=1

Regles de calculs
e VYxeR" lx|=0 < x=0gn.
* Homogénéité : VxeR" VAeR, IAx] = Al x|l
e Inégalité triangulaire : Vx, yeR", lx+yl<lxl+Ilyl.
e Inégalité de Cauchy-Schwarz : Vx, yeR", ‘éx,-yi < |xl-lyl.

11y a égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont colinéaires.

1.2 Fonctions définies sur R” a valeurs dans R

Exemples.
* Avec les fonctions usuelles : f: (x,y) eR* — x* +xy—3°, g:(x,5,2) €eR®—In(1+x%e"?), h:xeR"— |xl.
* Les fonctions polynomiales, les fonctions affine ...

1.3 Graphes et lignes de niveau

Définition 36 (graphe)]

Soit f :R" — R une fonction. Le graphe de f est la partie de R"*! définie par

{10 X, ¥) ER™ |y = f (31,0000 X0)
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¢ Graphe d’une fonction d'une variable réelle (rappel)
Pour n = 1, on retrouve la courbe représentative d’'une

fonction.

(5, ) z=f(z,y)

y=fx

/ |
i x

¢ Graphe d’'une fonction de deux variables
Ci-contre, la surface représentative de la fonction f :

(x,y) ER? — xy/10 +5.
Suivant le méme principe que pour le tracé de la courbe représentative d’'une fonction d'une variable réelle, le code

Python suivant permet de tracer la surface représentative d'une fonction de deux variables.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x,y):
return XxX**2+y*x*2
# Définition de la fonction f

x = np.linspace(-1, 1, 100)
# 100 waleurs pour la wariable T espacées rTéguliérement
100) # De méme pour la wvariable y

entre -1 et 1

y = np.linspace(-1, 1,

Editeur

X, Y = np.meshgrid(x, y)
# Tableau contenant les points (zi,yi) ou zi et yi sont

Z = £(X,Y)
# Calcul des images pour tous les points (zi,ys)

calculés précédemment

fig = plt.figure ()
ax = plt.axes(projection=’3d’)
ax.plot_surface(X, Y, Z, rstride=1, cstride=1,cmap=’jet’

’affichage

N edgecolor=’none’) # paramétres d

Exemples. Illustrons ce code al’aide de trois exemples typiques de fonctions polynomiales de degré 2.

def £3(x, y):
—Xkk2 - ykx2

def fi1(x, y): def f2(x, y):
return x**2 + y*x*2 return x**2 - y*x*2 return

Editeur
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Exemple. Cas des fonctions affines.

— Pour n =1, le graphe d'une fonction affine sur R corres-
pond a une droite.

— Pour n = 2, le graphe d’une fonction affine sur R? cor-
respond a un plan d’équation

z=ax+by+c.
Ci-contre, le plan d’équation z + x + 2y = 0 obtenu a partir
de la fonction f définie sur R? par f(x,y) = —x—2y.

— Dans le cas général, on obtient "un hyperplan affine",
c’est-a-dire un translaté d’'un hyperplan vectoriel de R"*!.

Exemples. Donnons de nouveaux graphes pour illustrer la diversité des cas possibles.

. ) € B e sin () cos(1) 7)€ R? sin(x? + y?)
, — Sin ) —_—
X,y sin(x) cos(y X,y 124001

(X, ) €R? = (1 - 0% + (y — x*)?

,—(Déﬁnition 37 (lignes de niveau)}

Soit f: R? — R une fonction.
La ligne de niveau de f associée au réel K est la partie de R? définie par

Z={(x,y)eR®* | f(x,y) =K}.

Pour obtenir la ligne de niveau Zx d'une fonction,
il suffit d’intersecter le plan horizontal z = K avec la
surface définie par la fonction.

Ci-dessous, un code python pour tracer la surface et
les lignes de niveau.

graphe = plt.contour(X,Y,Z,20)

31

def f(x,y): # 20 pour obtenir 20 lignes de niveau
return np.sqrt(x**x2+y plt.show ()
*%2) .
= L .
o| fig = plt.figure()
x=np.linspace(-1,1,200) % ax = plt.axes(projection=’3d’)
y=np.linspace(-1,1,200) = ax.plot_surface(X,Y,Z, rstride=1, cstride=1,cmap=’jet’,
X , Y = np.meshgrid(x,y) edgecolor=’none’)
Z = f(X,Y) # paramétres d’affichage
plt.show ()
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* Les symétries
Dans le cas des fonctions d'une seule variable, nous avons vu que la parité/imparité, la périodicité permettent de sim-

plifier I'étude ou encore de tester la cohérence d'un résultat. Ces idées s’édentent aux fonctions de plusieurs variables.
Voici quelques conditions de symétries.

I YxpeR f(x,y)=f(-x-y) I Yx,y) eR?  f(x,y)=—f(-x,—-y)
I VY yeR  fx,))=fyx) v Vi, eR®  fx,y) = f(=xY)
V Y, peR? flxy)=-f(-x,) VI Y,y eR?  flx,y) = f(x,—y)
VII VaeR? f(a =o(llal) avec @:R—R.
<> Pour chacune des fonctions suivantes, préciser si la fonction vérifie une des symétries
parmila VII.
Exercice 59 ,
@L(/ fion— %, g: (6, —5xy—x>y%, h:(xy) eR®— e~ (Y ety
L < i(x,y)= —xyexp(—x2 - yz), Jjx, ) ==-3x(x+y)/1+ X%+ y2)~
Associer a chaque fonction son graphe et ses lignes de niveau. Comment traduire géométri-
quement les symétries?
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2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

14 Extrema

,—(Déﬁnition 38 (maximum, minimum, extremum)]

Soit f:R" — R, une fonction.

¢ On dit que f admet un maximumen a€ R" si: VxeR", fx) < fla).
Dans ce cas, on dit que f(a) est le maximum de f sur R”.

¢ Ondit que f admet un minimumen aeR"si: VxeR", fx) = f(a).
Dans ce cas, on dit que f(a) est le maximum de f sur R".

¢ On dit que f admet un extremum en a € R" si f admet un minimum ou un maximum en a.

A 4 Déterminer les extrema (s'ils existent) des fonctions suivantes définies sur R3 ou RZ.
Exercice 60
C Ay,2) = 2x’+4xy+2y*+32%2-1, bz = 2xy+y*+2xz-22
ie B yz = eyt filxy) = XY
& f5(x,y) = sin(x)cos(y), folx,3) = sin(x+y)cos(x—y),
y filx,y) = sin(x+y)cos(x+y).

n Continuité des fonctions de plusieurs variables

2.1 Définitions et exemples

,—[Déﬁnition 39 (continuité en un point, sur [Ri")}

¢ Une fonction f, définie sur R” a valeurs dans R, est continue au point a € R" si :
VeeR!, JaeR!, VxeR" ( Ix-al<a = |fx)-f(a@ se).

* Une fonction f est continue sur R” si et seulement si f est continue en tout point de R”.
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Remarque. C’est exactement la méme définition que pour les fonctions d’'une variable a I'exception que la valeur
absolue a été généralisée par la norme.

Exemples. Continuité de la norme et continuité des applications coordonnées.

2.2 Opérations sur les fonctions continues

,—(Proposition 40 (somme, produit, quotient)} N

Soient f, g: R" - RetAeR.
Si f et g sont continues sur R” avec g ne s’annulant pas dans le dernier cas,

alors | — Lasomme f + g est continue sur R”,
— Lafonction A - f est continue sur R”,
— Le produit f - g est continue sur R”,
— Le quotient f/g est continue sur R”.

Application. Comme les fonctions polynomiales s’obtiennent pas somme et produit des fonctions coordonnées (qui
sont continues sur R™), on démontre ainsi la continuité des fonctions polynomiales.

Exemple. Le produit scalaire canonique (x, y) € R — (x,y) = f X;y; est continue.
i=1

,—(Proposition 41 (composition)] <

Soient p:1— RavecIcRet f:R" — R.

Si | — f continue sur R” et a valeurs dans I, c’est-a-dire, pour tout x € R”, f(x) € 1.

— ( est continue sur I.

Alors lafonction ¢o f: x e R" — ¢(f(x)) € R est continue sur R".

Rédaction d’'une continuité

Posons g: (x,y,2) € R — zy/ (xy)? +32z%.

La fonction (x, y,2) € R3 — (xy)2 +32z* est continue sur R3 en tant que fonction polynomiale a valeurs dans R*.
La fonction racine carrée : t € R* — \/f est continue sur R*. Par composition, (x, y,z) € R® — /(xy)% +3z% est

continue sur R3.
De plus, (x, ¥, z) € R? — z est continue et, par produit, g est continue sur R3.

Méthode
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Y Exercices L9

Représentations graphiques

Exercice 61. < Tracer les lignes de niveaux des fonctions définies sur R2.

fixy) eR?—2x-3y+1, g(x,y) eR®— x*+y? -5, h(x,y)e[Rz'—»ey_xZ, i(x,y) ER— xy.

Recherche d’extrema

Exercice 62. 4+ On définit la fonction f sur R? par f(x,y) = e* (xex + (yx)z).

1. & Est-ce que f posséde un maximum sur R??
2. Etudier la fonction g définie sur R par g(x) = f(x,0).

3. & En déduire un minimum pour | sur R2.

Exercice 63. 4 Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = x* + y* —4xy.
1. Comparer f(-x,—y) et f(x, y).
2. Soit y € R*, montrer que la fonction x € R — f(x, y) admet un minimum sur R. On le note g(y).

3. Ftudier la fonction g et vérifier que f admet un minimum sur R? atteint eu deux points.

Continuité

Exercice 64. <> Justifier la continuité des fonctions suivantes :
7
f:xe[R"»—»llxlI”x|| et g: (x,y)e[RZ»—»f exp(t%) dr
x+y?

On choisit dans le premier cas, la convention 00 = 1.

Exercice 65. ¢4 & Soit i: R — R continue.
Montrer que I'application f: x € R" — h(sin(llxll)] admet un minimum et un maximum.

Exercice 66. 444

1. Nous savons que si une fonction i : R — R est strictement croissante alors elle est injective. La réciproque est fausse. Pouvez-
vous donner le graphe d'un contre-exemple ?

2. Lobjectif des questions suivantes est de prouver que la réciproque devient vraie si on suppose en plus que & est continue.
On dit qu'une partie A de R? est convexe si
Ya,d €A, Viel0;1] ta+(1-pd eA.
Soit f : R? — R, continue. On définit f(A), la partie de R par
fA)={yeR|IxeA y=fx}

a) Montrer que pour toute partie convexe A, f(A) est un intervalle de R.
Pour rappel, 1 est un intervalle deR si pour tous«, p € I aveca <, on a o, p] < 1.
b) & Soit i: R — R injective et continue.
i) Vérifier que A = {(xl,xz) eR? |x1 < xz} est une partie convexe de R2.

ii) En considérant I'application f définie sur R? par f (x1,x) = h(x1) — h (x2), conclure que k est strictement mono-
tone sur R.

Exercice 67. 4 SoitC={(x,y) € R? | x%+y% = 1} et f une application continue de R? dans R.
1. & En considérant I'application g : [0,271] — R définie par

g(t) = f(cos(1),sin(1)) - f( - cos(t), —sin(1)),

justifier qu'il existe (xp, yo) € C tel que f(xp, yo) = f(—x0,—Y0)-
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Editeur

2. Déterminer explicitement les couples (xg, yp) solutions pour la fonction f : (x,y) € R — (x2 + y + x)/(x% + y? + 1). Voici
quelques lignes de niveau de la fonction, vérifier la cohérence de vos calculs.

L5

x = np.linspace(-1.5,1.5,100)
y = np.linspace(-1.5,1.5,100) 1.0
X, Y = np.meshgrid(x,y)

Z =(X**%2+Y+X) /(X**x2+Y*%2+1) os |
graphe = plt.contour(X,Y,Z,15)
plt.axis (’equal’) 0.0

# Pour un repére orthonormé

plt.clabel (graphe,inline=1,fontsize=8)

# Tracé des lignes de niveau 031
t = np.linspace(-np.pi,np.pi,100)
plt.plot(np.cos(t) ,np.sin(t),’r?) -1.0 1
plt.show () s
20 -15 -10 -05 00 05 10 15 2.0
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