CHAPITRE 4

Révisions et compléments sur les variables
aléatoires

Le hasard ne profite qu'aux esprits préparés.

Louis PASTEUR (1822-1895)

“ Rappels et compléments sur les séries

1.1 Définitions

DEFINITION (RAPPEL) série numérique

Soit (u,) nen une suite réelle. La série associée a (uy,) en est la suite (Sy,) nen avec
YneN,  S,=) u.

On dit que la série converge si la suite (S,) nen cOnverge vers une limite finie.

A Attention. Il ne faut pas confondre :
* Y u,:lasérie de terme général u,;;
* S, =¥ uy:lasomme partielle d’ordre n de la série;
k=0

+oo P . P . . .
* ¥ uy:lasomme de la série, i.e, sous réserve de convergence, la limite des sommes partielles;
k=0

+oo y P . PN
* Y uy:lereste d'ordre n de la série si cette derniére est convergente.

k=n+1

Exercice 1 4 D'aprés EDHEC 2022
T Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier 7, un réel x non nul et renvoie la
I'\ A somme partielle d’ordre n de la série }_1/sh(kx). Que dire de la convergence? b
‘?\\,/ La fonction sh est la fonction sinus hyperbolique définie sur R par sh(x) = (e¥ —e™)/2.
Remarques.
e Pour tout n € N*, Un=Sn-—Sn-1.

e Silasérie de terme général u,, converge, alors u,, — 0.
n—oo

La série harmonique Y 1/n montre que la réciproque est fausse.



* Soient u et v deux suites réelles telles que les séries de termes généraux u,, et v,, convergent.
Pour tous A, p € R, la série de terme général Au, + pv, converge et

+00 +0oo +oo
VngeN, Y (Aug+pve) =AY up+p ) vk
k:no k:no k:no
THEOREME convergence absolue

e Ondit que la série de terme général u,, converge absolument si la série de terme général |u,| converge.

* Si une série converge absolument, alors elle converge.

Remarque. La réciproque est fausse. La série y.(—1)"/n donne un contre exemple.

On admet I'énoncé suivant qui expliquera la condition de convergence absolue dans la définition de l'espérance.

THEOREME famille sommable
Soit1 un ensemble dénombrable, indexé parN sous la forme1 = {@p(n) | n €N} ot ¢ est une bijection deN dans1.
Si la série Y ug(n) converge absolument,

alors sa somme est indépendante de l'indexation @. On peut donc noter sans ambiguité y. u; cette somme.
i€l

Résultat admis.

1.2 Séries de références

THEOREME séries géométriques, série exponentielle

e Soit x € R. Les séries de terme généraux %%, kx*1 et k(k—1)x*2 sont convergentes si et seulement si |x| < 1. Dans ce

cas,

+00 k 1 +00 Pl 1 +00 2
X'=—— ,) kx*"'=—— et k(k—Dx" = ——
e R e S
<k +oo gk
e Pour tout réel x, la série de terme général I est convergente et y_ i exp(x).
! =0 k!
2 . . Pl z 2 1
* On appelle série de Riemann, une série de terme général —., aveca € R.
n
Cette série est convergente si et seulement sia > 1.
1.3 Critéres de convergence pour les séries a termes positifs
THEOREME critére de comparaison

Soient u et v deux suites réelles telles qu'a partir d'un certain rang, 0 < u, < vy,.
e Sila série de terme général v, converge, alors la série de terme général u, aussi.

o Sila série de terme général u, diverge, alors la série de terme général v,, aussi.




+ Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1. Soit Z U une série a termes positifs. On suppose que la série Z K2 ukz est convergente.
E)Efarcwe 2 a) & Montrer que la série Y 1, est convergente.

b) & Etudier la réciproque.

L . s . . o -
N 2. Soit ) u, une série a termes positifs convergente. Justifier la convergence des séries :
- 3up un dt
, In(1+uy,) et f —
)y 1+ uy,? )y " )3 o 1+
THEOREME criteres de négligeabilité et d’équivalence

Soient u et v deux suites réelles.

e Si| — u,=o0(vy)
— v est positive a partir d'un certain rang
— la série de terme général v, converge,

alors la série de terme général u,, converge.

* Si

— Up~VUp

— v est positive a partir d’un certain rang,

alors les séries de termes généraux u,, et v, sont de méme nature.

Remarque. On a des critéres analogues si v est négative a partir d’'un certain rang.

A Attention. Il ne faut pas oublier les conditions de signes lors de I'application de ces théorémes.

% Exemples
4 Déterminer la nature des séries suivantes :
Exercice 3 3 n 4
1 3 n n In(n)
{ . Z—ln(1+—); . Z—n; e ) —; . Z—l .
',‘ n=1 \/ﬁ \/ﬁ n=1 2 n=0 n! n>1 4 n(n)
;9 p-E9

J < 44 Discuter, en fonction du parametre o € R, de la nature de la série :

o) (;)a o) (\/m—\/ﬁ)a . Zarctan(lr:an).

n=1

n Révision sur les probabilités

2.1 L’application probabilité

On représente le résultat d'une expérience aléatoire comme un élément w de 'ensemble Q de tous les résultats
possibles. Dans la suite, &« est un ensemble composé de partie de Q (of < 22(Q). 1l vérifie
e Qe
o of est stable par passage au complémentaire : VAed, A=Q\Ae .
* o eststable par union et intersection finie ou dénombrable : sil est un ensemble fini ou dénombrable et si pour
touti €I, A; € of, alors
UAiE.szf et ﬂA,‘E.szf.
i€l i€l
Vocabulaire. Les éléments de <« sont des événements. Autrement dit, o/ est 'ensemble des événements. On parle
aussi de tribu ou de o-algebre.



DEFINITION Papplication probabilité

Soient Q, un univers des possibles et </ un ensemble d’'événements.
Une probabilité est une application P réelle définie sur o« vérifiant les conditions suivantes.

- P: & — [0,1];
— PQ)=1;
— P esto-additive :
Pour toute famille (A;) jc1 finie ou dénombrable d'événements deux a deux disjoints,

P(UAi =) PA)).

i€l iel

Pour tout A € o/, P(A) est appelée la probabilité de 'événement A.

Remarque. Dans le cas ou1 'ensemble des indices I est dénombrable (par exemple, N), la définition suppose implici-
tement la convergence de la série Y P(A;).

iel

Vocabulaire.

e La donnée d’'un triplet (2, «/,P) ou1 Q est un univers des possibles, & un ensemble d’événements sur Q et P une
probabilité sur (Q, o), définit un espace probabilisé.

e Un événement de probabilité nulle est dit négligeable.

¢ Un événement de probabilité 1 est dit presque-stir.

THEOREME de la limite monotone

Soient (Ap) nen et (By) nen deux suites d’événements sur un espace probabilisé (Q, </, P).

* Si la suite (Ap) nen est croissante pour l'inclusion (c'est-a-dire, Vi €N, A; c Aj41),

Alors P ( U An) = lim P(A).

neN

e Sila suite (B,) ,en est décroissante pour Uinclusion (Vi €N, B;,; ©B;),

Alors P( N B,,) = lim P(By).

neN

Conséquence. Si (C,) ey est un suite d’événements quelconques alors les suites d’événements définies par A, =

n n . . 2z . . .
U CietB, = N Ci sont respectivement croissante et décroissante pour I'inclusion et

k=0 k=0
lim P Cr|=P Cr| et lim P Cr|=P Cr|.-
nmree k=0 k=0 nmreo k=0 k=0
2.2 Probabilité conditionnelle et indépendance
DEFINITION probabilité conditionnelle

Soient (Q, o7, P) un espace probabilisé et A € of tel queP(A) # 0. SoitB € o .
La probabilité conditionnelle de B sachant A est

P(AnB)

PA(B) = PR




Remarques.
* A partir de la définition, on prouve une premiere formule de Bayes.

. PA(B)-P(A)
SiP(A) #0et P(B) #0, alors Pp(A) = W

* Si A est un événement non négligeable, alors (Q, </, Pa) est un espace probabilisé.

DEFINITION indépendance deux a deux et mutuelle
* Deux événements A et B sont dits indépendants pour la probabilité P si
P(AnB) =P(A) x P(B).

e Soit (A;)je1 une famille finie ou dénombrable d'événements. Les événements de cette famille sont dits mutuellement
indépendants si pour toute partie finie non vide {iy, iz, , ip} <,

P p
P| A, |=[]P@Ay).
k=1 k=1
2.3 Formules des probabilités composées et probabilités totales
PROPOSITION formule des probabilités composées

SoientAy, Ay, ...,An—1,A,, des événements d'un espace probabilisé (0, </, P) tels que
PAjNnAxn... nAn—l) #0.

Alors PA1nAxn...nA,) =PA;) 'PA1 (A2) - PAlnAz (Ag).. 'PAln"'nAn—l An).

THEOREME formule des probabilités totales

Soient (Q, o/, P) un espace probabilisé et (A;,) ne1 un systeme complet d’événements non négligeables (1 est un ensemble
fini ou dénombrable). Pour tout événement B,

P(B)=) P(A,NB)=) P(A,)Ps,(B).

nel nel

4 Soient a, b, n, m € N*. Considérons deux urnes contenant respectivement a et b boules
blanches et n et m boules noires. On suppose de plus que le nombre de boules dans les deux
urnes est identique.

On procéde de la maniere suivante :

Exercice 4
T * On choisit (de fagon équiprobable) une des deux urnes.
— . 011 effectue ensuite des tirages mutuellement indépendants avec remise dans cette .9
Iy~ méme urne.
S 1. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au k-ieme tirage, puis la probabilité

d’obtenir k boules blanches consécutives.

2. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au (k + 1)-iéme tirage sachant que
I'on a déja obtenu k boules blanches aux tirages précédents.




n Variable aléatoire réelle

3.1 Définition

DEFINITION variable aléatoire réelle

Etant donné un espace probabilisé (Q, «,P), on appelle variable aléatoire réelle toute application X définie sur Q a
valeurs dans R, telle que pour tout t € R,
{weQlXw) <tteu.

Notation. Dans la suite, pour I un intervalle de R et € R, on note :
Xell={weQlXwel},, X<tl={weQlXw <t} et X=1={weQlX(w) =t}
Ainsi, X est une variable aléatoire si pour tout réel ¢, 'ensemble [X < ] est un événement.

Remarques.
e Soient a, b € R. Si X est une variable aléatoire réelle, alors [X €la, b]] est un événement. En effet,

[Xela, bl =[X<b\[X<al=[X<bln[X<ales« car [X<al], [X<bleod
X<a X<b

—

a4 «— b
a<X<bh

Par conséquent, le réel P([X €]a, b]]) est bien défini.

* La donnée des probabilités P([X €]a, b]]) pour tous réels a < b définit la loi de probabilité de la variable aléatoire
réelle X.

PROPOSITION Opérations sur les variables aléatoires
SoientX, Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (), </, P). Alors

— la combinaison linéaire A\X+ pnY ot A, p € R,

— leproduitX-Y,

— le maximum max(X,Y) et le minimum min(X,Y)

sont encore des variables aléatoires sur (0, </, P).

Résultat admis.
Remarque. Celas’étend a un nombre fini de variables aléatoires.
3.2 Fonction de répartition
DEFINITION fonction de répartition

SoitX, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q0, </ ,P). On définit la fonction Fx sur R par
VieR,  Fx(n)=P(X<1]).

La fonction Fx est la fonction de répartition de la variable aléatoireX.




Exercice 5

' < & Soit X, la variable aléatoire donnant la valeur d'un dé équilibrée.

A\ P29

. & Donner le graphe sur [-1;7] de Fx.

Exemple. En généralisant I'exercice précédent, la fonction de répartition d'une loi uniforme discrete sur [[1; n]] est
donnée par I'expression

0 six<0
VteR, F(r)= lx]/n sixe€[l;n]
1 sixzn
PROPOSITION propriétés de la fonction de répartition

SoientX une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (0, </ ,P) et Fx sa fonction de répartition.
e Pourtoutt €R, Fx(t) € [0;1].
e Fx estcroissante: pour tousty, b €R, H <ty = Fx(f)sFx(h).
e lim Fx(t)=0et lim Fx(t) =1.
t——00 t—+o0
o Fx est continue a droite : pour tout a € R,

lim Fx (1) = Fx(a).
t—a

t>a

e Pourtousa, beR telsquea<b, P(a < X< b) =Fx(b) —Fx(a).

Preuve. Démontrons chacun des points de la proposition.
e Le premier se déduit du fait que la probabilité d'un événement est toujours comprise entre 0 et 1.
* Soient f1, f2 € R. Par croissance de la probabilité

n<n = KXsnlcXs<n] = Fx(n)=P(X<nl])<P(X<n])=Fxt).

¢ Justifions la limite en +oo.

— La fonction Fx est croissante et majorée par 1. D’apres le théoréme de la limite monotone pour les fonctions, la limite de
Fx en +oo existe. Pour tout n € N, posons Ay = [X < n]. La suite (Ay) ,en €st une suite croissante d’événements, donc d’apres le
théoréme de la limite monotone pour les probabilités :

1=P(Q) =P nLeJNAn = lim PAp) = lim Fx(n).
Par croissance de Fy, 1= nliIP Fx(n) = , lil}_l Fx (7).
—Foo -
neN telRoo

— Procédons de méme pour la limite de Fx en —co. Fx est croissante et minorée par 0, donc d’apres le théoreme de la limite
monotone pour les fonctions, la limite de Fx en —oo existe. Pour tout 7 € N, posons B, = [X < —n]. La suite (By) ;en €St une suite
décroissante d’événements, donc d’apres le théoreme de la limite monotone pour les probabilités :

0=P@)=P ﬂ Bn) = nl—lg-looP(Bn) = nl—l»TooFX(_n)'
neN
Par croissance de Fy, 0= nliT Fx(-n) = tlim Fx(1).
—+00 ——00

* Soit a € R. De nouveau, le théoréme de la limite monotone pour les fonctions justifie I'existence de la limite a droite en a de la
fonction de répartition. Etudions la limite de Fx(a + 1) lorsque n tend vers +oo. Pour tout n € N*, posons C, = [X < a+ %] La
suite (Cy) nen= st une suite décroissante d’événements, donc d’apres le théoreme de la limite monotone pour les probabilités :

1
Fx(@) =P(X<al) = P( N cn) = lim P(Cp)= nl—i>TooFX(a+ ;).

neN

1
Fx(a)= lim Fx (a+—): lim Fx(#).
n—+oo n t—a
t>a




e Pour tous a, b e R tels que a < b, sachant que X< a]c[X< b]ona
Fx(b) —Fx(a) =PX<bh)-PX<a) =P(X< b\ [X<a]) =P(a<X<b).
]

Astuce. A la fin de chaque calcul d'une fonction de répartition, il est toujours utile de vérifier rapidement les trois

premiers points.

PROPOSITION caractérisation de la loi

Une fonction de répartition caractérise une loi de probabilité. Cela signifie que deux variables aléatoires ont la méme
fonction de répartition si et seulement si elles ont la méme loi.

Résultat admis.
n Révisions sur les variables aléatoires discretes
4.1 Rappels : variables aléatoires finies et discrétes
Dans le cas o1 X(Q) est fini ou dénombrable, la définition de la variable aléatoire se simplifie.
DEFINITION variable aléatoire discrete

Soit (Q, </, P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire discrete est une applicationX: Q — R

telleque | — X(Q) ={x;|i €I} oi] est une partie finie ou infinie deN,

— pour touti €1, [X = x;] est un événement.

Vocabulaire. Donner laloi d'une variable aléatoire discrete X signifie donner 'ensemble X(Q2) des valeurs prises par
X et pour chaque x € X(Q), la probabilité P([X = x]).

Remarques.
* On donne parfois la loi sous forme d'un tableau. Par exemple, la variable aléatoire X, somme des valeurs de deux

dés équilibrés a pour loi :

i | 2 | 3 | 4 |5 | 6 | 7| 8 |9 |10 |11 | 12|

P([XZi]) 1/36 | 1/18 | 1/12 | 1/9 | 5/36 | 1/6 | 5/36 | 1/9 | 1/12 | 1/18 | 1/36

A

On peut aussi représenter la loi a 'aide d'un dia- 1 —
gramme en batons.

En abscisse, on place les valeurs possibles de la va- .
riable (ici, 2,3,...,12) et en ordonnée les probabilités 18
correspondantes (ici, P([X = 21)),P(X = 3]),...,P([X = 3 |_|
12])).

| &

=

Hﬂﬂ@»

2 3 4 5 6 7 8
e Aune v.a discrete X est associée le systeme complet d’événements ([X = x]) XEX(Q)

En particulier, il vient Y P(X=x])=P@Q)=1.
xeX(Q)



¢ La courbe d’'une fonction de répartition d’'une variable aléatoire discréte est en escalier. Les abscisses des sauts
donnent les valeurs x; et la hauteur du saut donne la probabilité P([X = x;]).

Dés lors, si X et Y sont deux variables
aléatoires discretes ayant la méme fonc- ‘
tion de répartition, on a Fy

X(Q) = Y(Q) = {x1,+, Xm}, P([X=x;1)

et pour tout indice i,

X

P([X=xi]) =P([Y=xi])- >
On retrouve 1'égalité en loi.
DEFINITION indépendance, cas discret

» SoientX etY deux variables aléatoires discretes sur un méme espace probabilisé (Q, </, P).
On dit queX etY sont indépendantes si

Y (x,y) eX(QxY(Q), P(X=xIn[Y=y])=P(X=x])-P([Y=yl]).

e Les variables aléatoiresXy, ..., X, sont mutuellement indépendantes si

V(X100 Xp) €X1(Q) x--- xXp(QQ), P

N X=x1|=]]P(X=x).
i=1 i=1

Remarque. Dans ce cas, on constate que si X et Y sont indépendantes alors
Vi, LeR, Ex(1)Fy () =P(X< 6] n[Y < ).

Preuve. Soient 11, t € R.On a
X<hlnlY<Bbl= U X=xIn[Y=yl.
(x,Y)eX(Q)xY(Q)
X<ty, Yysi

L'union est disjointe, par la propriété d’additivité d’'une probabilité, puis par la définition de I'indépendance, on a

P(X<uln[Y<tl)= 3 P(X=xIN[Y=yl)
(x, ) eX(Q) xY(Q)
X<ty, yst

= Y  PX=x)-PY=})

(x,)eX( Q) xY(Q)
X<ty, ysty

Y PX=x)|| Y P¥=y

xEX(Q) yeY(Q)
X<ty Yyt
P(X< f]Nn[Y< 1]) = Fx(1)Fy(t).

La réciproque est vraie mais plus délicate a prouver.

4.2 Lois usuelles

Rappelons que donner la loi d'une variable aléatoire X discréte revient a la donnée de :
— X(Q) :'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire.
— Pour chaque k € X(Q), P([X = k]).

Dans chacun des cas, on précisera la loi, une représentation aI’aide d'un diagramme en batons, des exemples concrets
d’application. De plus, on distinguera bien



— les cas finis : loi certaine, loi uniforme discréete, loi de Bernoulli, loi binomiale.

— les cas infinis dénombrables : loi géométrique, loi de Poisson.

Variable aléatoire certaine

Une variable X est dite variable aléatoire certaine, ou presque slirement constante s'il existe un réel c tel que

P(X=c])=1.

Loi de Bernoulli

DEFINITION loi de Bernoulli

Soit p € [0;1]. La variable aléatoireX suit une loi de BERNOULLI, noté X — 98(p), si

X@=1{0;1} er P(X=1)=p, P(X=0])=1-p.

Exemple. Pour A € &/ alors la fonction indicatrice 14 suit une loi de Bernoulli de parameétre P(A).

Représentation de % (p) p
Ci-contre, le diagramme en batons associé a une loi de Ber-
noulli de parametre p.

>

Exemples de modélisation.

— Le résultat d'un lancer d'une piece de monnaie équilibrée (1 pour pile, 0 face) suit une loi %8(1/2).

— Plus généralement, la variable aléatoire associée a une expérience aléatoire ayant seulement deux issues (0 pour
échec, 1 pour succes) suit une loi %(p) ol p est la probabilité de succes.

Loi binomiale

DEFINITION loi binomiale
Soient n e N*, p € [0,1]. On dit queX suit la loi binomiale de paramétres n et p, noté X — %(n, p), si

n

X@Q) =[0,n]] et Vkel0,nll, PX=k)= (k

Représentation de 28(n; p)

Donnons quelques diagrammes en batons associés aux lois %8(n; p) avec n = 30 et
p€{0,05;0,14;0,23;0,32; 0,41, 0,5}.

10



0.2
0.3 I 0.15 4
197 0.14 =0.23
0z p=0.05 p=t 0.1 p= .
var=1.435 0.1 var=3.612 var=5.313
0.1 0.05
0.05 |
o TTTTTTTITTITTTIIT I TITT I T 0 I:l TTTTTTTITTITITITITT T I T 0 TTTTT TITTTTITITITTITTTITTIT
0.15 - 0.15 - _ 0.15 4 )
1 p=0.41
] p=0.5
0.1 - 0.1 0.1
1 p=0.32 var=7.257 var
var=6.528 1 =
7.5
0.05 0.05 4 0.05 4
0 TTITTTTTT TTITTTIITTTTTTT T 0 TITTITTT LLI TTTTTITITTTIT T 0 TTTTTTTTTTT LLI TTTITTTTTTT

Exemples de modélisation.

— On lance 7 fois un dé et X compte le nombre de « 6 » obtenus. Alors X — %(n, 1/6).

— Plus généralement, lorsqu’on répete n expériences de Bernoulli (a deux issues : succes/échec) identiques, mutuel-
lement indépendantes, dont la probabilité de succes est p, la variable X qui compte le nombre de succés suit alors une
loi binomiale de parametre (7, p).

A Attention. Ne pas oublier la condition de mutuelle indépendance.

Loi uniforme

DEFINITION loi discréte uniforme

Soient a, be Z avec a< b.
La variable aléatoire X suit une loi discrete uniforme sur [[a, b]], noté X — % ([[a, b]]), si

X@=labl et Vkelabl, P(X=k)=r——

Remarque. SiX— % ([[1,n]]) avecn=b—-a+1,alorsY=X+a—-1—%([la, b]]).

Représentation 0.2 +

Ci-contre le diagramme en batons de la loi :

2 ([[1;5])).

Exemples de modélisation.

— Le résultat d'un lancer d'un dé équilibré a 6 faces suit une loi uniforme sur [[1;6]].

— Une urne contenant n boules indiscernables au toucher numérotées de 1 a n. On tire au hasard une boule. Le
numéro obtenu suit une loi uniforme sur [[1; n]].

Loi géométrique

11



DEFINITION loi géométrique ¥ (p)

Soitpel0;1[etg=1—-p.
On dit que la variable aléatoireX suit la loi géométrique de parametre p, notée 4 (p), si

X@Q=N* et VkeN*, P(X=kl)=1-p)*'p=qg"p.

Remarque. La loi est bien définie puisque les probabilités des événements sont positives et, a partir des résultats sur
les séries géométriques :

+00 _ +oo | p

Ypadl=pYa=r—=1

k=1 i=0 -4
Représentation de ¢ (p)

44 & Diagramme en baton de la loi géométrique

Exercice 6 )

o 1. Soient p €]0,1[ et X — ¥4 (p). Ecrire un programme qui prend en argument p et renvoie

\ @ A\ la plus petite valeur entiére n, telle que P[[X >n ,,]) < 1%. p,@
\é ‘\% 2. En déduire un second programme qui prend en argument p renvoie le diagramme en

baton sur [[0; 12 ]].

Diagramme en baton pour la loi géo avec p=1/5

0.200 A

0.175 A

0.150 A

0.125 ~

0.100 A

0.075 A

0.050 -

0.025 A

0.000 -

Exemple de modélisation.

e Une loi géométrique modélise un premier temps d’arrét.

Si X renvoie le rang du premier succes dans une succession d’expériences de Bernoulli identiques, mutuellement indé-
pendantes, alors X suit une loi géométrique ou1 p est la probabilité de succes d'une expérience de Bernoulli.

e Une autre maniére de caractériser la loi géométrique : c’est une loi sans mémoire.

4 & Loidiscrete sans mémoire
Exercice 7 Soient p €]0;1[ et X une variable aléatoire de loi ¢4 (p).
q 1. Justifierque: Vs, teN", Pixsg(X>s+1]) =P(X>1]) (o)
3~ 2. Réciproque. p.29
J | Soit X une variable aléatoire sur N* vérifiant (s). Posons p = P([X = 1]).
S a) Soit k € N. Exprimer P([X > k]) en fonction de p.
b) En déduire que X suit une loi géométrique de parametre p.

Loi de Poisson

12



DEFINITION loi de Poisson 22(\)

Soit A un réel strictement positif.
On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametre A, notée 22 (), si

)\k

X(Q)=N et VkeN, P([X: k]):e_)‘ﬂ.

Remarque. Laloi est bien définie. Les probabilités sont bien positives et a partir de la série exponentielle

+00 +oo )\k
Y P(X=k]) = Ze — Z A1,
k=0

Représentation de 22(\)
44 Diagramme en batons de la loi de Poisson

1. Soient A €]0, +oo[ et X — Z()). Ecrire un programme qui prend en argument 7, A et
renvoie la liste

Exercice 8 R AT
[P0 p1 ... pn] ol Pi=7r€ -
\ On pourra remarquer que p;+1 = Ap;/(i+1). p-E7]
A = .
V 2. Ecrire un programme qui prend en argument A et renvoie la plus petite valeur entiére

ny, telle que P([X = ny]) < 1%.

3. En déduire un second programme qui prend en argument p renvoie le diagramme en
batons sur [[0; 1) ]].

Quelques exemples pour différentes valeurs du parameétre.

Loi Poisson lambda=0.8 Loi Poisson lambda=1 Loi Poisson lambda=10

> Pour poursuivre l'étude, voir exercice[30, p.[22,

Exemple de modélisation.
On utilise souvent la loi de Poisson pour dénombrer les « événements rares ». Nous y reviendrons au chapitre Conver-
gence des variables aléatoires.

"On a sanctionné les copies dans lesquelles Poisson (ou tout autre mathématicien) était écrit
o
\. P sans majuscule.”
Rapport de Jury : HEC 2021

Siméon Denis Poisson (1781-1840)
"La vie n'est bonne qu’a deux choses : découvrir les mathématiques et enseigner les mathématiques”

13



n Simulation des variables aléatoires discrétes
5.1 Premiers exemples avec les lois usuelles

Pour simuler des variables aléatoires, on peut utiliser la bibliotheque random que I’on importe par :

import numpy.random as rd

Editeur

¢ rd.random()
La commande rd.random() renvoie un réel choisi au hasard dans I'intervalle [0;1[ suivant une loi de probabilité uni-

forme continue sur [0;1].
Pour simuler a 'aide de Python un événement de probabilité p, on peut écrire rd.random() < prenverra True avec

une probabilité p.

¢ rd.randint(debut,fin)
De la méme facon, on peut tirer au hasard (et uniformément) un entier plutét qu'un réel. Dans ce cas, la commande
a utiliser est rd.randint (début,fin) qui tire au hasard avec une probabilité uniforme un entier dans 'intervalle

[début,finl[.

>>> rd.randint (0,10)
9

Console

Remarque. On peut aussi écrire np.floor ((b-a)*random() +a.

* rd.geometric(p)
La fonction rd. geometric (p) permet de simuler une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de parametre p.
Pour rappel, si X renvoie le rang du premier succés dans une infinité d’expériences de Bernoulli mutuellement indé-
pendantes, X — ¢¢(p) ol p est la probabilité d'un succeés.

¢ rd.binomial(n,p)
De la méme facon, on peut simuler une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres n, p avec la com-
mande rd.binomial (n,p). Pour rappel, le nombre de succés obtenus lors d'une répétition de n expériences de Ber-
noulli mutuellement indépendantes de probabilité de succes p suit une loi binomiale de parametres n, p.

e rd.poisson(lambda)
Enfin, rd.poisson(lambda) simule une variable qui suit une loi de Poisson de parameétre lambda.

Remarque. Toutes les méthodes précédentes peuvent aussi renvoyer une liste de valeurs tirées selon les différentes
lois de probabilité plutét qu'une seule valeur. Pour faire cela, il suffit de donner comme argument supplémentaire a
I'instruction la taille de la liste voulue. Par exemple, rd.randint (1,100,200) renvoie un tableau numpy contenant
200 entiers pris aléatoirement entre 1 et 100. De plus, la commande rd.randint (1,100, [200,10]) renvoie une

matrice de taille (200,10).

Exercice 9. ¢ & Lois usuelles avec random()
Une urne contient 5 boules (1 rouge et 4 bleues). On considére |'expérience suivante :
> Solution p.[27]

On tire une boule au hasard et on note la couleur. On replace ensuite la boule dans l'urne.

1. Soit X la variable aléatoire qui renvoie 1 si la boule est rouge et 0 sinon.

Préciser la loi de X.
En utilisant uniquement la commande random, écrire un programme qui simule la variable X.

14



Editeur

Editeur

2. On repéte maintenant n fois 'expérience élémentaire. On suppose les tirages mutuellement indépendants. On
note Y le nombre de boules rouges obtenues.
Quelle estlaloide Y?
Avec la commande random, écrire un programme qui prend en argument 7 et simule Y.

3. On repete maintenant une infinité de fois 'expérience élémentaire. On suppose toujours les tirages mutuelle-
ment indépendants. On note Z le numéro du tirage ol1 on a obtenu la premiére boule rouge.
Quelle est la loi de Z?2 Ecrire un programme qui simule la variable Z.

4. Modifier le programme précédent pour simuler la variable X, qui donne le numéro du tirage o1 on obtient la

seconde boule rouge.
Soit r € N*. Généralisez la question avec X;, la variable aléatoire qui renvoie le tirage de la r-iéme boule rouge.

Histogrammes

Rappelons aussi le code pour le tracé d'un histogramme qui permet d’avoir un apercu de la répartition des valeurs
de I'’échantillon. Ce graphique est obtenu en tracant, pour chaque i € [[1; p]], le rectangle de base [a;; a;+1] sur 'axe
des abscisses et en ordonnées, I'effectif de la classe [a;; a;1+1].

# Voici une exemple avec le nmombre d’habitants
par département frangais

# Création d’un tableau avec les intervalles de
longueurs 200 000 (habitants)

inter =np.linspace(0,2.8%10%%6,15)

plt.hist(L, bins=inter)

plt.xlabel (’Nbre habitants (en millions)’)

plt.ylabel (’Nbre de départements °’)

plt.show ()

Nbre de départements

10 15 2.0 25

Nbre habitants (en millions) 1e6

Echantillon de taille m2 =100 :

# La lot de la wariable
val=[1,2,3,4,5,6]
loi=[1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6]

# Simulation de la wvariable aléatoire
ech=np.floor (6*np.random.rand(m))+1

= Simulation
Proba théoriques

# Tracé du diagramme en bdatons
# bar(abscisses,ordonnées) 1 2
plt.bar(val,loi,color=(0.2, 0.8, 0.1, 0.4),label=
’Proba théoriques’) .
Echantillon de taille m = 1000 :
# Tracé de l’histogramme
# hist(echantillon, bins=classe) o175
classe=[0.5,1.5,2.5,3.5,4.5,5.5,6.5]
plt.hist (ech,bins=classe ,density=’true’,rwidth
=0.6,label=’Simulation’)

0.150
0.125
0.100
plt.legend( loc = ’lower right?’) 0075
plt.show ()

0.050

0.025 mm Simulation

Proba théoriques

0.000
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5.2

Simulation pour une loi discréte

Le cas fini

Soit X une variable aléatoire finie. Pour simplifier le programme, on suppose X(Q2) = [[1; n]]. On note
i
Viell;nll, pi=P(X=il) et Pi=) pk
k=1

On souhaite simuler la variable X uniquement avec la commande rand (). Lidée est la suivante : on simule la loi de X
en tirant un réel, au hasard dans [0; 1] et en renvoyant 'entier k s’il appartient a I'intervalle [Py_1;P[. La probabilité
que l'entier k soit choisi est alors Py —Pr_; = py = P([X = k]) (avec la convention Py = 0).

X
Py ) P3 Py
Pp=0 P5s=1
[ O O O O o
<+ < > >-< >t
p1 p2 p3 P4 ps

Exercice 10

444 & Simulation des variables aléatoires finies
1. Que représente les réels P; en termes de probabilités et de X?

2. Ecrire un programme python qui prend en argument une liste (p;);e(1;n] COITESpon- il

dant a laloi de X et simule X. b

3. Tester votre programme sur la loi uniforme %/ ([[1;10]]) et vérifier la cohérence du pro-
gramme a |'aide d’'un histogramme.

Le cas infini dénombrable avec la loi de Poisson

On peut toutefois étendre la méthode précédente au cas ou X prend ses valeurs dans N. Prenons le cas de X ~ 22(A).

Notons pour k€N,

En particulier, on a

Exercice 11

AAF k
pr=P(X=kl)=e AF et Pr=) pj.
. j:()

A
P =P+ ——py.
k+1 k k+lpk

44 Simulation d’'une loi de Poisson

1. Ecrire une fonction python qui prend en arguments k et A puis renvoie les valeurs de
Po, P1, ..., Pg.

2. Adapter la méthode précédente pour simuler X — Z2(A).

p-E29

3. Comparer l'histogramme obtenu aux valeurs théoriques (diagramme en batons
construit a I'exercice[8).
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2 2
) 7 7z
rz - Laloi de Benford et la fraude fiscale Le saviez-vous ﬂJ 4

Prenons le pari suivant :

On choisit un nombre au hasard dans un journal. Si son premier chiffre est 1, 2 ou 3, vous me devez dix euros, sinon je vous
dois dix euros. Acceptez-vous de jouer?

On pourrait s'imaginer que le jeu vous est favorable. A priori, il y a autant de chances que le nombre choisi commence par 1
que9, 2 que 7 etc. J’aurais donc seulement 1 chance sur trois de gagner, 3 nombres sur les neuf possibles m’étant favorables
(on exclut 0). Mais en réalité, le jeu n’est absolument pas en votre faveur. Etonnamment, la répartition des chiffres obtenus
n’est pas uniforme. On vérifie expérimentalement que

— environ 30% des chiffres sont des 1; 17,6% sont des 2; 12,5% sont des 3.
Au total, j’ai donc prés de 60% de chance de gagner.

— respectivement 9,7%, 7,9%, 6,7%, 5,8%, 5,1%, 4.6% pour 4, 5, ---, 9.

» Cette propriété fut découverte par Simon Newcomb en 1881, puis redécouverte par Frank Benford 57 ans plus tard, en
constatant que les premiéres pages des tables de logarithmes étaient plus usées que les autres. Cette propriété de répar-
tition des nombres s’étend a de trés nombreux types de liste (longueurs des fleuves en meétres, prix dans les supermar-
chés, etc.). Bien sir, certaines listes ne vérifient cette propriété. Par exemple, la taille des francais exprimée en centimetres
contient essentiellement des nombres dont 1 est le premier chiffre. De plus, ils ont précisé que le premier chiffre suivait

une certaine loi, dite de Benford. Une variable aléatoire X suit une loi de Benford si :
X(Q) = [[1;9 VkeLol, P(X= k)= WD -n®
=L t ;911 =kl)=
Q) =1[19] e € [[1;91] ([ ]] In(10)

Le site de I'Insee contient de trés nombreuses statistiques qui permettent de tester cette loi. Voici par exemple, a gauche,
la répartition du premier chiffre du nombre d’habitants de 2500 communes francgaises, et a droite, le diagramme en batons
correspondant aux probabilités d'une loi de Benford. Les deux diagrammes sont pratiquement identiques.

035 - 035

* Donnons une application.

En étudiant la répartition du premier chiffre des comptes des entreprises ou des Etats, on peut détecter des irrégularités et
d’éventuelles fraudes. En effet, les données falsifiées ne respectent en général pas la loi de Benford.

En 2011, les comptes des Etats membres de 'Union européenne ont été soumis a ce type de test. Les comptes de la Gréce
(et dans une moindre mesure, ceux de la Belgique) s’écartent significativement de la répartition de Benford. Ce critére
conforte I'idée que les comptes grecs aient été falsifiés afin d’étre en accord avec les traités européens et ainsi permettre
I'entrée de la Greéce dans la zone euro (2001).
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N Exercices *

Révisions sur les séries

Exercice 12. <> Série alternée et contre-exemple

On définit les suites u et v pour tout n € N\ {0; 1}, Up = % et vy= %
n
1. a) OnposeS; = Z uy. Justifier que les suites (S2j,) pen* €t (S2p+1) nen* sont adjacentes.
k=1
b) En déduire la convergence de la série )" u.
2. Vérifier les équivalents : Up~vp et Up—vp~ %

3. Prouver que la série }_ v, est divergente?

Les séries Y uy ety vy ont les termes généraux équivalents mais la nature des séries est différente. Cet exemple montre l'importance
de Uhypothese de positivité pour appliquer le critere d'équivalence.

>> Solution p.
Exercice 13. 4
1. & Montrer que pour tout z de N, (2 + v/3)" + (2 — v/3)" est un entier.
2. & En déduire que la série de terme général sin (m(2 + \/§)”) est absolument convergente.

> Solution p.

Exercice 14. 44 Représenter dans le plan muni d'un repere (O, 7, J) 'ensemble des points de coordonnées (a, b) telles que la
série de terme général uy, = #anb soit convergente.
> Solution p.

Exercice 15. ¢4 % Formule du binéme négatif D'apres EDHEC 2015
. . k kP . Lk
1. Pour peNetxe]—1;1[, vérifier 'équivalent ~ —.En déduire la convergence de la série ¥ (},)x".
p| k—+oo p! k=p P
P . _ 2k k
2. On définit, pour x€] - 1;1[, Sp(x) = % (3)x~.
k=p p

a) Préciser Sp(x).
b) & Démontrer que (1— x)Sp+1 (x) = xSp(x).
¢) & Conclure avec

+00 xp
k=p

p)”  a-xpt
> Solution p.[30]

Exercice 16. 44 Produit de Cauchy D'aprés EDHEC 2020
On considere deux suites réelles (an) ,en €t (bn) e a termes positifs et on suppose que les séries de termes généraux ay, et by sont

+ + n
convergentes, de sommes respectives A = foan etB= Zoobn. Pour tout entier naturel n, on pose: ¢y = ¥ arb,_g.
n=0 n=0 k=0
n n n 2n
1. & Montrerque:VneN, ¥ ¢ <| X ag|| & bg| < X ck-
k=0 k=0 k=0 k=0

2. & En déduire que la série de terme général c; converge et que 'on a
+00 +00 +00
Z cn= Z an Z by |.
n=0 n=0 n=0
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3. Application
Soit (a, b) € R*2. En utilisant le résultat précédent, démontrer que

s (g 4HES)

=0 ¥ k=0 =0

> Solution p.[3T]
Exercice 17. ¢4 % Comparaison série-intégrale, une série de Bertrand

1
Prouver que la série ) ————; est convergente.
n(In(n)

> Solution p.

Exercice 18. 444 D'apres Oral ESCP 2009
Soient (ay) ,en, une suite réelle décroissante de limite nulle. Pour tout 7 de N*, on pose : by, = n(an—1 — an).

n n-1
1. Montrer que pour tout n de N*, on a: 'Z by = ( > ak) —nay.
k=1 k=0

2. On suppose dans cette question que la série de terme général a, converge.

a) & Montrer que na, — 0.
n—o0

(e o] +00
b) En déduire que la série de terme général b, converge etque Y b, = ¥ ap.
n=1 n=0

3. On suppose dans cette question que la série de terme général b, converge.

n+k
a) & Montrer que pour tous 7, ke N*, ona: n(ap—ap.k) < ¥ lbj.
j=n+

+oo +00
b) En déduire que la série de terme général a, converge etque ¥ a = ¥ by.
n=0 n=1
> Solution p.[32]

Exercice 19. ¢ 44 & Représenter dans R? 'ensemble des points (x, y) € R? tel que la série suivante soit convergente :

xﬂ

ey 1+ 21

> Solution p.[32]

Probabilités

Exercice 20. 44 & Soit n € N*. Considérons n urnes numérotées de 1 a n, contenant chacune r boules bleues et s boules
rouges (1 < s). On réalise I'expérience suivante. On choisit au hasard une premieére boule dans la premiére urne que I'on replace
dans la seconde et on répeéte 'opération jusqu’a la derniére urne.

Quelle est la probabilité qu'une boule tirée au hasard dans la derniére urne soit bleue?

> Solution p.

Exercice 21. ¢+ 44 Soit (A;),en* une suite d’événements mutuellement indépendants.
1. Montrer que P[JtloAk] =1- lim ( ﬁ (l—P(Ak))).

k=1 n—+00t k=1
2. On suppose que pour tout n € N*, P(A,) # 0. Montrer que

+oo +o0 +00
P( N Ak) =1 <= Y In(1-P@Ap)diverge < Y P(A) diverge.
k=1 k=1 k=1
3. Application.
On dispose d’'une urne d'une capacité illimitée, d'une boule rouge et d'une quantité illimitée de boules blanches. Dans
chacun des cas suivants, déterminer la probabilité de tirer au moins une fois la boule rouge.

a) On place la boule rouge et une boule blanche dans I'urne. On effectue une suite infinie de tirages avec remise.

b) On effectue une suite infinie de tirages de la facon suivante. Pour le premier tirage, on place la boule rouge et une boule
blanche dans I'urne. Puis, aprées chaque tirage, on remet la boule tirée dans 'urne et on y ajoute une boule blanche.

¢) On effectue une suite infinie de tirages de la facon suivante. Pour le premier tirage, on place la boule rouge et trois
boules blanches dans l'urne. Apres le n-iéme tirage, on remet la boule tirée dans I'urne et on y ajoute 2n + 3 boules
blanches.
Indication. On commencera par déterminer le nombre de boules dans l'urne avant le n-ieme tirage
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> Solution p.[34]

Exercice 22. 444 % Lemme de Borel-Cantelli
Soient (Q, «/,P) un espace probabilisé et (Ay) pepy une suite d’événements.

1.

2.

3.

On suppose que la série Z P(A;) converge.
a) Montrer que pour tout n €N,
+00
P( U Ak) <Y P@Ay.
k=n k=n

b) Endéduire que 'événement [| |J Ay est négligeable.
m=0k=m
c¢) Comment interpréter ce résultat?
On suppose que la série ZP(An) diverge et que les événements (Ay) ey SOnt mutuellement indépendants. On pose pour
tousn,peN, p>n,
p __ too
Cn,p = ﬂ Ak et Cn = ﬂ Ak.
k=n k=n
a) Justifier que pour tout réel x positif, 1 — x < exp(—x).

b) En déduire que
14
P(Cnp) <exp(— Y. PlAy).
k=n

c) Vérifier que P(Cy) =0.
d) Conclure en prouvant que 'événement (] | A est presque sqr.
n=0k=n
Application. Le singe savant
Un singe tape sur le clavier d'un ordinateur de maniere complétement aléatoire. Justifier qu’a partir d'un certain moment,
le singe écrira A la recherche du temps perdu puis l'intégrale des Tweets de Donald Trump.

> Solution p.[35]

Variables aléatoires discrétes

Exercice 23. <> Pour chaque énoncé, proposer une loi pour la variable aléatoire réelle X. On précisera les parametres de la loi
et les éventuelles hypothéses.

1.
2
3.

On lance un dé a 6 faces et on note X la variable égale au nombre obtenu.
On lance 10 fois un dé a 6 faces et on note X la variable égale au nombre de numéro pair obtenu.

Une urne contient 15 boules (5 noires, 3 blanches et 7 rouges). On tire successivement et avec remise 20 boules et on note X
la variable égale au nombre de boules noires.

. Un jeu de 52 cartes est aligné, faces cachées, sur une table de facon aléatoire. On découvre les cartes, de gauche a droite

jusqu’a obtenir la dame de cceur. Soit X la variable égale au nombre de cartes découvertes.

. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire au hasard un a un avec remise jusqu’a obtenir le jeton 1. On note X

la variable égale au nombre de tirages effectués.

. On pose m questions a un étudiant. Pour chaque question, n réponses sont possibles dont une seule uniquement est cor-

recte. L'éleve répond au hasard. Soit X la variable égale au nombre de bonnes réponses.

>> Solution p.

Exercice 24. 4+ Loi de Benford et détection de fraude
Le but de cet exercice est d’écrire un programme qui permet de tester la loi de Benford sur une liste L donnée (voir le saviez-vous

page[T7).

>> Solution p.

Laloi de Benford, énonce que pour de nombreux types de listes de données statistiques, le 1er chiffre le plus fréquent est 1 pour
pres du tiers des observations. Puis le 2 est lui-méme plus fréquent que 3 ... alors que la probabilité d’avoir un 9 comme premier
chiffre est inférieure a 5 %.

Cette propriété empirique, mise en évidence par Simon Newcomb en 1881, puis a nouveau par Frank Benford 57 ans plus tard,
s’étend a de trés nombreux types de listes (nombres dans un journal, longueurs des fleuves en métres, prix dans les supermarchés,
etc.). De plus, ils ont précisé que le premier chiffre suivait une certaine loi, dite de Benford. Une variable aléatoire X suit la loi de

Benford si: G+ 1) (k)
n(k+1)-In
X)) =119 t VkelL;9, P(X=kD)=pp=—"T"7T—"".
Q=059 e € [[1;91 (I D = pk In(10)
1. Enreprenant le code page ?2, afficher le diagramme en baton d'une loi de Benford?
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2. Prévoir laréponse de la machine a cette succession de commandes :

num=2022
NUM=str (num)
print (int (NUM[0]))

Console

3. Endéduire un programme qui prend en argument une matrice ligne L de nombres et renvoie 'histogramme de la répartition
de la premiére décimale.

4. Télécharger les deux listes de comptes des usines (celle Twix gauches et celle des Twix droits) sur le site de la classe. Une des
deux usines a falsifié ses comptes. Laquelle?

Exercice 25. ¢4 % Matrices de rang 1 et indépendance de variables aléatoires D’aprés EMLyon 2013
1. Montrer que M € .4y, (R) est de rang 1 si, et seulement si, il existe deux matrices colonnes non nulles U, V telles que M = UV,
2. On considere deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé (2, «/,P). On suppose de plus : X(Q) =

Y(Q) = [[1; n]l. On note, pour tout (i, j) € [[1; ]2,

myj=P(X=1101Y= ),

puis M= (m; ;) €U ®, Ux = (P(x=11)) el ®) et UY=(P([Y:i])]lsisneﬂn,l(ﬂk).

i, 1<is<
a) On suppose, dans cette question, que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Calculer Ux!Uy. En déduire que la matrice M est de rang 1.
b) On suppose, dans cette question, que la matrice M est de rang 1. Notons Cy, Cp, ..., Cy, les colonnes de M.
i) Vérifier que Cy +---+Cj,, = Uy.
ii) En déduire que, pour tout j € [[1; z]], il existe f)j eRtel que Cj = ﬁjUX.
iii) Montrer que pour tout j € [1;nll, P([Y = jl) = Bj.

iv) En déduire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

>> Solution p.

Exercice 26. ¢4 % & Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de méme para-
metre p. Calculer la probabilité que la matrice suivante soit inversible

X Y
A= Y x|
>> Solution p.
Exercice 27. 44 Etude asymptotique de la queue d’une loi de Poisson. d’apres oral HEC 2012
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, <7, P), suivant une loi de Poisson de parameétre A € RY.

1. & Montrer que pour tout entier n> A -1, ona P([X> n]) < P(IX = n]) 21

2. En déduire que P([X = n]) n_:rooP([X: nl).

3. Montrer que P([X > n]) = n_)o+00(P([X = n]))
> Solution p.

Dans la suite des exercices, on appelle mode d'une variable aléatoire réelle discreteX toute valeur xq € X(Q) telle que

VxeX@,  P(1X=x])<P(XX=xl).

Exercice 28. ¢ Comment écrire un programme qui prend en argument la liste des probabilités (P([X = x]))xex(m etrenvoie le

ou les modes de X.

>> Solution p.

Exercice 29. 4+ 44 Mode(s) de laloi binomiale %(n; p)

21



1. Soit n € N*. Soit p €]0,1[. Montrer que, selon les valeurs de 7 et p, la loi binomiale 98(n; p) admet un ou deux modes que
I'on précisera.

2. Pour n =9, illustrer par des représentations graphiques en Python les différents cas obtenus.
> Solution p.[3§|
Exercice 30. 444 Mode(s) de laloi de Poisson

1. Soit A € R}. Montrer que, selon la valeur de A, la loi de Poisson 2(A) admet un ou deux modes que I'on précisera.
Indication. On distinguera 3 cas: A€]0,1], AeN\{0;1} et A€]l,+oo[\N.

2. Illustrer par des représentations graphiques en Python les différents cas obtenus.

> Solution p.

Sujets de révision

Exercice 31. 44 Une caractérisation de la loi géométrique
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N*, indépendantes et de méme loi, toutes deux définies sur le méme espace
probabilisé (Q, «/,P). On pose
I=minX,Y), M=maxX)Y) et D=M-L
1. Dans cette question, on suppose que la loi commune de X et Y est géométrique de parametre p €]0,1[ (on pose g =1— p).
a) Reconnaitre la loi de la variable I.
b) Calculer P([I=i]n[D = d]) pour tout (i,d) € N x N. On séparera les cas d = 0 et d > 0.
¢) Déterminer la loi de la variable D.
d) Vérifier que les variables I et D sont indépendantes.
2. Dans cette question, la loi commune de X et Y est inconnue et on suppose que les variables I et D sont indépendantes.
On note b =P(D = 0) et, pour tout entier naturel k non nul, p; = P(X= k). On suppose py. > 0 pour tout k € N*.
a) Exprimer le réel b a l'aide de la famille (p;);cp--
b) Exprimer, pour tout entier naturel k, la probabilité P(I > k) a I'aide de la famille (p;) PENIE
¢©) Soit k € N. En calculant la probabilité P([I > k] n [D = 0]) établir I'égalité
+00 2 +00 2
X pic=b| X pi| .
i=k+1 i=k+1
d) i) Endéduire, pour tout entier naturel k non nul, I'égalité : (1 — b) pj. = 2bP(X > k).
ii) Calculer p; en fonction de b
iii) Etablir, pour tout k € N*, 'égalité : pj,q = %pk.

e) En déduire que la loi commune des variables X et Y est une loi géométrique.

> Solution p.[39

22



{S

b

=

Indications et solutions i

2
»
Ly

&; Indication de l'exercice[2] p. &; Indication de I'exercice[L8] p.J19
1.(a) Utiliser pour tous réels a et b, 2.a) Justifier que
+00
a2+ b2 0<2nar, <2 ) ay.
ab < k=n
2
En déduire @2n)az, — 0.
1.(b) Penser aux séries de Riemann pour construire un contre- n—oo
exemple. Conclure ensuite.
2. Vérifier que pour tout x € R}, les quantités 3.a) Partir de I'égalité
X x dt n+k
——, In(1+x) f nlan—apig)=n Y, aj_-1-aj.
’ » ] ]
1+ x2 0o 1+ i
& Indication de I'exercice[20] p.[19
: « La i-éme

sont positives et inférieures a x.

& Indication de l'exerciceEl p.
Pour calculer P(X < 1), distinguer plusieurs cas :
t<1, te[L;2], ..., t€[5;6[, t=6.
p.

&, Indication de l'exercice@

Reprendre l'exemple de l'algorithme de seuil avec un
p-[g]

"while".

&, Indication de l’exercice

1. Développer a I'aide de la formule du bin6me de Newton et

p.

regrouper les termes.

&, Indication de l'exercice

2.b) Utiliser la formule du triangle de Pascal.

2.¢) La suite (Sp(x))p est une suite géométrique de premier

p.[g

terme Sy et de raison x/(1 — x).

&, Indication de l'exercice

1. On pourra introduire les ensembles :

Ae={G,peN?l0<is<keti+)j=k|

et partir des inclusions :
n 2 2n
Apc[O;n]]” c U Ag.
k=0 k=0
2. Attention, ce n'est pas le théoreme d’encadrement ici, il faut
utiliser la croissance des sommes partielles (Cy), avec

Posons pour tout i € [[1,n]], 'événement A;
boule tirée est bleue ». On a
r
P(A)=—.
r+s
A Tlaide du systéme complet d’événements (AI,A_I), on

montre que
P(A2) =P(A7).

Généraliser.
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