ECG 2

TD

THEME : VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES, ESPERANCE

Identités de Wald

On considere une famille de variables aléatoires discretes positives (X;),en+, que I'on suppose indépendantes et
de méme loi. On suppose de plus que les variables (X;) ,en+ possédent une espérance et une variance finies. Pour
tout n € N*, on définit la variable aléatoire S, par :

Sp=X1+--+X,

et]'on pose également Sy = 0.
On considére ensuite une variable aléatoire N a valeurs dans N admettant une variance et supposée indépendante
de la famille de variables (X;,) ,en+, €t 'on définit la variable aléatoire

SN=X1+'”+XN.

Les identités
a) Soit ne N*. Exprimer E(Sy), V(Sy) et E((S,)?) al'aide de n, E(X;) et V(Xy).
b) En déduire 'identité :
E(Sn) =EN)-E(X)) (%).

. Justifier que
V(Sn) =E(N)-V(X;) + VIN) - (E (X)) (k).

Les fonctions génératrices
On introduit également les fonctions ¢ et v, définies pour tout nombre réel ¢ = 0 par:

e =E(e”™1) et w(r)=E(e ™).

. Justifier que les applications ¢ et W sont bien posées.
. Vérifier la convergence de la série }_ ka(N = k) pour tout x € [-1;1].
On définit alors la fonction G sur [-1;1] par:

+00
Gx) =Y x*PN=k).
k=0

. Montrer que pour tout réel ¢ =0
w(1) = G(o(1).

Applications
. On se place uniquement dans cette question dans le cas ol les variables X; et N sont des variables discretes finies.
En particulier elles admettent une espérance et une variance.
a) Exprimer le développement limité al'ordre 2 de ¢ au voisinage de 0 al’aide del'espérance et la variance de X;.
b) En déduire ¢’ (0) et ¢” (0).
c) Exprimer I'espérance et la variance de N aI'aide de G'(1) et G"(1).
d) Retrouver les formules (%) et (xx).

. On suppose que les variables (X;,) ,en+ ont pour loi commune la loi de Bernoulli de parameétre p et d’autre part que
N suit la loi de Poisson de parametre A > 0.
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a) Ecrire un programme Python qui prend en arguments p et A et simule la variable Sy a partir de sa définition.
Comment en déduire un programme qui donne une approximation de 'espérance? de la variance ?

b) Pour n € N* donné, quelle estlaloide S, ?

c) Expliciter la valeur de ¢(f) pour ¢ € R}.

d) Expliciter la valeur de G(x) en fonction de x.

e) En déduire que Sy suit une loi de Poisson dont on précisera le parametre.
On admettra le résultat suivant : siY et Z sont deux variables aléatoires telles que les espérances

Ee”™) et E(™)
soient bien définies et égales pour tout réel t dans un intervalle deR, alorsY et Z ont méme loi.

8. ¢ Un contre-exemple?
Dans la suite du sujet on suppose que les variables (X,) ,en+ ont pour loi commune la loi de Bernoulli de parameétre
p €10,1], et 'on définit explicitement la variable aléatoire N comme le plus petit entier n tel que X, = 1, soit

N =inf{neN*|X, =1}.

a) Ecrire un programme Python qui prend en argument un parameétre p puis simule la variable N a partir de sa
définition.

b) Quelle estlaloi de N? de Sy ?

¢) Montrer que 'on a, sur cet exemple, la relation E (Sy) = E(N) - E (X;).

d) Montrer que, sil’'on pose N’ = N -1, la relation E (Sy/) = E(N') - E(X;) n'est pas vérifiée. Commenter.
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ECG 2

TD - éléments de solution

1.a) Par la linéarité de 'espérance, S;, admet une espérance

avec
n

n
ESn) =Y EX;)=> EX)=nEX).
i=1 i=1
Par indépendance des variables X; et1’égalité en loi

n n
VS =) V(X)) =Y VX)) =nV(Xp).
i=1 i=1

Par la formule de Koenig-Huygens

E(Snz) =V (Sp) +E(Sp)?
=nV(X) + n?EX;)2.

1.b) Dans la suite, on note I, 'ensemble des indices n € N tel
que P(N > 0).
Appliquons la formule de I'espérance totale avec le sys-
téme complet d’événements ([N = n]) ;eN-
— Pournel

E(SNIN=n)=ES,IN=n)
=E(Sp).

Car on a l'indépendance des variables N et (X;) ;.. €t
donc de N avec S;; (lemme des coalitions).

— La série de terme général Y P(N = n)E(|Sy|IN=n)
converge car :

Sy est positive et

P(N = n)E(Sy IN = n) = nP(N = n)E(X1).

Or la série ) nP(N = n) converge absolument (N admet
une espérance).

On en déduit que :

— lavariable Sy admet une espérance;

— Lespérance de Sy est donnée par :

E(Sy)= ), PN=nE(SNyIN=n)
neN
= ) nEX))P(N=n) =EX)EN).
neN
2. De la méme maniere, on peut appliquer la formule de
I'espérance totale 2 la variable Sy? avec le méme systeme
complet d’événements. Dans ce cas,

E(SNZIN:n):E(Snle:n]
=E(Sn2).

On en déduit que Sy admet un moment d’ordre 2 (donc
une variance) et avec la question 1

2) _ _ 2
E(SN ) - VENP(N - n)E(Sn )
=Y nP(N=nmVXy)+n*P(N=nEX])?.
neN

Par linéarité des sommes convergentes

+EX1)? Y. n®P(N=n)

neN

E(SN2)=V(X1) Y nP(N=n)

neN

=V(X1)EN) +E(X1)2E(N2]

d’apres la formule de transfert.
On conclut par la formule de Koenig-Huygens

V(Sn) =E(SN2) ~E(sn)
= V(X E(N) +E(X1)” E(N?) - EX1)* EOV)?

= VO EN) + BX)? (B(N?) - EV)?)
V(Sn) = VX)) EMN) + E (X1)? V(N).

3. Les variables X; et Sy sont positives. Deés lors, pour tout

teR*

0<e™i<1 et 0<e SN«
Par domination, les variables e X1 et e 1SN admettent
une espérance et les fonctions ¢ et y sont bien posées.

4. Soit xe [-1;1]

0< |ka(N - k)‘ <P(N=K).

Or la série ). P(N = k) converge. C’est une conséquence
du fait que ([N = k]) pepy €st un systéme complet d’événe-
ments. Par le critere de majoration, la série Zka(N =k)
converge absolument, elle converge.

Remarque. Notons que par la formule de transfert

Glx) = E(xN).

5. Notons de nouveau, I 'ensemble des indices n € N tels que

P(N=n)>0.
Soitnel.

E(e_tSN IN= n) =E

—_

e tS"IN n)

H
—_—

e_ts”) (indépendance de N et Sj;)

( —tX;

n
[Texp(-
i=1

I
e>
/—'\

E

—

1]
.::j:

E (exp (-X;)) (indépendance)
1

1

E (e_tSN IN= n) =E (e_txl]n (égalité en loi).
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Appliquons la formule de I'espérance totale.

— ([N = n]) seN est un systéme complet d’événements;
— Pourtoutnel,E (e’tSN IN = n) est bien définie.

— Comme e~ 5N est positive, il suffit de justifier la conver-
gence de la série

Y P(N=mE(e NN =n].
Or le terme général vaut aussi

E(e_txl)nP(N:n).

Comme X; est positive, E(e’txl) € [0;1] car e~ X1 € [0;1].
On reconnait la série de la question 4 ol on a prouvé la
convergence.

Finalement :

— Lavariable e~ 5N admet une espérance;

— Lespérance est donnée par

W) =E(e”"N) = Y E(e” NN =n|P(N=1)

nel

=Y E(e™) PN =n)
nel

=Y (™) PN =1)
neN

=6(e(e)
(D) = Gp(D).

6.a) Notons X () = {x1,..., X} ou les réels x; sont deux a
deux distincts et

viell;mll, p;=P(X1=x;).

D’apres la formule de transfert

m
(p(t) — E(e—txl) _ Z e—[xipi
i=1

I

1l
—_

2

_tx.

(l—txi+( 21) +o(t2))pi
t2 m

m
2 2
Pi—fzxipﬁg Xi Pi+0(f]
i=1 i=1

I

I
—_

—1- BX)) + gE(X12)+o(t2)

@) =1-tEX]) + é [V(X1)+E(X1)2) +0(t2).

6.b) Lapplication ¢ est de classe 62 sur R}. D’apres la for-
mule de Taylor-Young en 0

[2
P(1)=9(0)+1¢/0) + " (©) +0 [tz].

Par unicité du développement limité, on peut identifier
avec la question précédente pour obtenir

¢ 0 =-EX)) et ¢"0)=VX))+EX))?>.
6.c) La fonction G est polynomiale (car N est une variable fi-
nie) donc de classe €2 sur R avec pour tout réel x

Gw= Y kxFlpn=p
keN(Q)\{0}

G"w= Y  k(k-DPN=kx2
keN(Q)\{0,1}

En particulier en 1

Gm= Y kPWN=k

keN(Q)\{0}
= ) KkPN=k=EN).
keN(Q)
Puis
G'm= Y  k(k-DPN=k
keN(Q)\{0;1}
= ) k(k-1P(N=k)
keN(Q)
= Y KPN=k- Y KkPN=k
keN(Q) keN(Q)
=E(N?)-E

G"(1) =VIN) + EN)2 —E(N).
On en déduit que

EN) =G/ (1)
VIN) =G (1) +G' (1) -G/ (1)2.

6.d) Par composition y est de classe €2 et

v (1) = ¢’ (G (@(1)
v"'(1) = " (G (1) + 9" (0?G" (p(1))

En particulier, en évaluant en 0
v'(0) = ¢'(0G (90) = ¢’ OG (D).

Or en reprenant la question 6. b), on a aussi y'(0) =
—E(Sn) et on retrouve

E (SN) =EX;) EN).
Ensuite

V(Sn) =y (0) - E(Sn)?
=¢" (0)G' (¢(0) + ¢/ (0)*G" (p(0)) — E(Sx)
= (VexD + En?) BN + EC)? (VON) + BN - E(N))

2

—E(N)2E (X1)?
V(Sn) =V(X) EMN) +E (X)) V(N).

7.a)

import numpy.random as rd
import numpy as np

def simuSN(p,lbda):
N=rd.poisson(1lbda)
X=(rd.random (N)<p)
return sum(X)
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# Approxzimation de l’espérance Pourp:)\p,onaalors

p=0.5 . ~1SN) — g (,—tZ
D aoio Vit € [0;+00l, E(e N)_E(e ]
m=5000 ou encore

c=0

for i in range(m): Vie]—o00;0] E(etSN)zE(etZ)

c+=simuSN (p,Lbda)

print (c/m)
D’apres le résultat admis, Sy et Z ont méme loi. C’est-a-

# Approxzimation du moment d’ordre 2 dire Sy suit une loi de Poisson de parameétre pA.
# Puis de la wariance via la
# formule de Koenig-Huygens 8.a)
e=0
for i in range(m):

e+=simuSN (p,Lbda) **2
print (e/m-(c/m) *%2)

import numpy.random as rd

def simuN(p):

N=0
Réponses : while rd.random()<p:
N+=1

5.0374 return N

5.200601240000001 . . . N .
8.b) La variable N renvoie le rang du premier succes (obtenir

On verra que l'espérance et la variance sont Ap car SN suit 1) dans une infinité d’expériences de Bernoulli mutuel-
une loi de Poisson de parametre Ap. Les résultats sont donc lement indépendantes. On sait alors que N suit une loi
cohérent. géométrique de parametre p =P (Xj =1).

7.b) Comme les variables X; sont indépendantes, de loi de o La variable Sy est la variable presque surement
Bernoulli de méme parametre p, on sait que Sy, suit une constante égale a 1 car pour o € (), on a presque stirement
loi binomiale de parametre (n, p). N(w) < +00 et

7.c) A partir de la formule de transfert, pour ¢ € R* SN (@) =X (@) + X2 (@) + ... + Xn_1 (@) + XN (@) = 1.

_ —t N~ N> ——
e =1-p+pe ". =0 =0 =0 =1

7.d) Soit x € [-1,1]
8.c) Dune part E (Sy) = 1. D’autre part, on sait que

+00 too )\kef)\
G(x) = **P(N=k) = Z <k
o) i K EN) =~ et E(X)=p
= — 1)=p.
At b

k=0 Kk
- D’ou E(N)E(X7) =1.
G(x) =e MeM = A1),

Soit t € R*. D’apres la question 5 On a bien sur cet exemple

—1S
E(e™) = Glom) E(Sx) = E(X)) EON).
= MOU-D)

E(e_tSN) _Alet). 8.d) On a maintenant E(Sy/) = 0 car Sy est presque sur-

ement nul. Pourtant

Or pour Z suivant une loi de Poisson de parameétre 1, 1

oo E(N)=EN)-1=—-1#0

E(e?)= Y e *Pz=p) p
k=0

etE(X]) =p#0.0Onadonc

— Z e—tk H e M
1
k= X E(Sn/) #EXDE(N).
. too (e—l‘”) _ :
=et Z o =e e ¥ Ce qui n'est pas en contradiction avec la relation (%)
kjo puisque la variable N’ et les variables (X;) ne sont pas in-
E (e_ tZ) LG dépendantes.
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