ECG 2 4h

DS 1- sujetA

THEMES : REVISIONS ECG1, VALEURS/VECTEURS PROPRES

part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Le sujet est composé de 4 exercices indépendants.

Exercice 1 : Valeur propre d’'une matrice de ./3(R)

On considére dans cet exercice I'espace vectoriel E = R3, dont on note 98 = (ey, e, e3) la base canonique. Soit fTendomorphisme de
E dont la matrice représentative dans la base 28 est la matrice :

1 -1 2 1

A=-| -1 -1 -2

311 1 2
Partie A

. Calculer A? puis vérifier que A3 est la matrice nulle de .43 (R).

. Justifier que 0 est 'unique valeur propre possible de f.

. Déterminer une base et la dimension de 1'espace propre associé a la valeur propre 0.
. Est-il possible de trouver une base de E constituée uniquement de vecteurs propres?

=W N =

e Soiente; =(=1,-1,1), €5 =(2,-1,1) eteg = (1,2, 1).
5. Démontrer que la famille 98’ = (g1, €2, €3) est une base de E.

0 1 0
6. Démontrer que la matrice représentative de f dans la base 9’ estlamatriceT=| 0 0 1
0 0 O
1 4 -2 -1
e Onpose M=- 1 4 2
3 -1 -1 1

. Déterminer deux réels a et 3 tels que M = oA + fI3.

. Donner le spectre de M, en déduire I'inversibilité de M.

. Exprimer M~! en fonction des matrices I3, M et M2,

10. Donner M” pour tout entier naturel 1, en fonction des matrices I3, A et A%, Cette formule est-elle vérifiée pour n = —12

© 0N

Partie B - racine carrée et commutant de f

® Racine carrée?
On veut montrer qu'il n’existe aucun endomorphisme g de E vérifiant g2 = go g = f. On suppose donc par I'absurde qu'’il existe un
tel endomorphisme.
11. Préciser f3 et gb.
Soit x € R3 tel que f2(x) # Og. Etudier la liberté de la famille (x, g(x), g% (x), g% (x)).
12. Conclure sur I'existence d’'un tel endomorphisme g.

e Commutant
On définit le commutant de f comme I'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f. On le note €. Ainsi

Vhe Z(E), h€<€f < hof=foh.

On note aussi R[f] 'ensemble des polyndmes en f. Ainsi & € R[ f] si et seulement si il existe P € R[x] tel que h = P(f).
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13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.
21.
22.
23.

24.
25.
26.

Justifier 'inclusion R[ f] = €.

Prouvons I'inclusion réciproque. Soit h € €.

Justifier qu'il existe trois réels o, B, y tels que h(e3) = af2(e3) + P f(€3) + Ye3.
On pourra reprendre les résultats de la question 6.

En déduire les relations

h(e2) = af?(e2) +Pflea) +Ye2 et hle)) = af>(e)) + Pfler) +Yer.

Conclure en montrant que k= o f2 +p f + yidg € R[f].

Exercice 2 : Endomorphisme de R;, [x]

Soit n un entier naturel non nul, on considere E = R, [x] I'espace vectoriel sur R des polyndmes de degré inférieur ou égal a n.

Pour tout entier naturel j, on note P la dérivée j-iéme de P.
On définit la famille de polynomes (Py) (0., P :

x(x—k)k-1

Pox)=1 et Vkell;n], Pr(x) = k'

Prouver que la famille (Pg, Py, ...,P;) est une base de E.
Montrer que pour tout entier k € [[1;n]], ona:
Pl(x+1) =Pp_;(x).

puis, pour tous les entiers k, j vérifiant 1 < j < k < n, donner une relation entre chj) (x) et Pg_j(x = j).

Soit P € E, justifier 'existence d’un (1 + 1)-uplet (ag, ay,..., a) € R**1 tel que
n
P=agPo+aiP1+ -+ anPp= ) aiPy
k=0
puis établir que : Vjello;nll, pW) (j)= aj.
Ainsi, on a établi la relation :

n
vPeE, P=) PP(pp.
k=0

On considere I'application u définie sur E par :

YPeE,  (u(P)x)=P'(x+1).
Etablir que u est un endomorphisme de E.
Ecrire la matrice A de 'endomorphisme u dans la base (Py,P1,...,Py) de E.

Déterminer le rang de A ainsi que ses valeurs propres.
Peut-on trouver une base de .4/, 1 (R) constituée de vecteurs propres de A?

Exercice 3 : Séries alternées

Lexercice est composé de deux parties indépendantes.

Partie A
Soit (1), une suite positive, décroissante et de limite nulle. Pour tout n € N, on pose

n
Sn=Y (~D¥u.
k=0

Justifier que les suites (S25) nen €t (S2r+1) nen sont adjacentes.
En déduire la convergence de la série }_ (- l)k U.

A-t-on toujours convergence absolue de la série ) (1) k Uy pour toute suite (1) positive, décroissante et de limite nulle?

Partie B

. - o sinn
On se propose dans cet exercice de montrer que la série de terme général u;, = (—1)" —— est convergente et de calculer sa somme.
n
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27.

28.

29.

30

31.

32.

33.

34.

35.

On désigne par f une fonction de classe € sur I'intervalle [a, b] et par A un réel strictement positif. Montrer, grace 2 une intégration

par parties, que :

b
lim f f(@®)cos(At)dt =0.
a

A—+o0

On rappelle que pour tout (a, b) € R, cos(a + b) = cosacos b —sinasin b.
1 2k-1
t) et cos( 5 t).

n
vre[0,1], YneN*, cos(%)Z(—l)kcos(kt):%((—1)”cos(2n+
k=1

t 2
Exprimer, pour tout réel ¢, cos (5) cos(kt) en fonction de cos (

En déduire que :

n 1 cos ( il t) 1
* n
Montrer alors que : Vn e N, Z up=(-1) f ——dr--.
=1 0 2cosy 2
On pourra dans un premier temps simplifier fol cos(kr)dz.
Utiliser la question 27 pour conclure que la série de terme général u,, converge et que :
sinn 1

+00 n
a0

Exercice 4 : Intégrale a parametre

Le but de I'exercice est I'étude de la fonction f définie par par la formule suivante :
+00
f(x)zf e 2IV1+ x2e2 dt.
0

Domaine de définition de f .

+0o
Justifier que pour tout réel a > 0, I'intégrale f e~ dt converge, et donner sa valeur.
0

+00
Soit x un réel fixé. Etablir la convergence de I'intégrale f e 21+ x2e2tdt.
0

Par conséquent, f est définie sur R, et elle est clairement paire. On va donc I’étudier sur ]0, +ool.

Branche infinie de la courbe représentative de f.
Vérifier 'encadrement suivant, pour tout réel x strictement positif et pour tout réel ¢ positif ounul :

-t
e
xel < V1+x2e2f < xel + —.
2x
Prouver que, pour tout réel x strictement positif, on a:

1
x<sfX)sx+ —.
fx 6%

En déduire la limite de |x — f(x)| lorsque x tend vers 0.
On dit alors que la droite d’équation y = x est une asymptote oblique a la courbe représentative de f.

ey
tf—cos—|.
2
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36.

37.

38.

39.

40.

Dérivabilité et monotonie de f.

ATaide du changement de variable u = xe’, que I'on justifiera, prouver les égalités suivantes lorsque x est un réel strictement positif :

+00 /1 + y2

f(x)=x2f —du.
X

u3

Montrer que la fonction f est de classe € 1 sur]0, +oo [ et que sa dérivée est donnée, pour tout réel x strictement positif par :

f’(x) _ 2f(x)— V1+x2
-

Justifier, pour tout réel x strictement positif, I'égalité suivante :

+00 du
2f(x)=\/1+x2+x2f —_—
x uvV1+u?

En déduire que f est strictement croissante sur 0, +oco[ en reprenant la question précédente.

FEtude locale de f et f' en 0.

Justifier que la formule suivante est valable pour tout réel x strictement positif :

In(x) 0 yln(w)

f+oo du
= — —+ _—
*ou/1+u2 Vi+x2 Jx (1+u2)?

t©  ulnu
et que l'intégrale f —a5 du est convergente.
0 (1+u2)??

a) Alaide des questions précédentes, démontrer alors que 'on a:

1 x2In(x)

Jadey) o —xIn(x) et f(x)- 5 e T

b) En déduire que f est une fonction de classe € sur [0, +oo] et préciser la valeur de f'(0).

—FIN -
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ECG 2 4h

DS 1- sujet *

THEMES : REVISIONS ECG1, VALEURS/VECTEURS PROPRES

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Le sujet est composé d’'un exercice et d’'un probleme indépendants.

Exercice : valeur propre/vecteur propre

Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et E = R, [x] 'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

X
. Soit x € R. Montrer que l'intégrale [ P(1)e’ dt converge pour tout P € E.

—00

X
On définit alors la fonction T(P) : x e R— e_xf P(t)e! dt. Soit T I'application définie sur E, par T: P — T(P).
—00

. Montrer que T est linéaire.
. Vérifier que Ker T = {Og}.

Pour tout k € [[0; 12]], on note e} = xk,

. Calculer T (ep).

. Montrer que, pour tout k€ [[0;n—1]),ona: T (egy1) = exy1 — (k+ DT (eg).

. Vérifier que, pour k € [1;nl], ona: T (ey) — ey € Vect(eo, ..., ex_1 ). En déduire que T est un endomorphisme de E.
. Justifier que T n'admet que 1 comme valeur propre.

Peut-on trouver une base de vecteurs propres de T? c'est-a-dire, est-ce que l'endomorphisme T est diagonalisable?

. Justifier que T est un isomorphisme et en déduire une expression de T~} comme polyndéme en T.

On pourra commencer par justifier que (idg -T)"*1 =0 L(E)-

Probléeme

Lobjet du probléme est I'étude d’'une famille de polynémes appelés polyndmes de Newton. La premiére partie les introduit de ma-
niere algébrique. La deuxieme partie, tout en étant liée a la premiere, développe des thémes relevant de I'analyse.

Partie I : opérateur au différence finie

Etant donné Q appartenant a R[x], on se propose de déterminer toutes les polynomes P vérifiant :
VxeR, P(x+1)-P(x) =Q(x).
A cet effet, on introduit 'application A de R[x] dans lui-méme définie lorsque P € R[x] par la relation
VxeR, AP)(x) =P(x+1)—P(x).

Spectre et injectivité de A ?
Montrer que A est un endomorphisme de R[x].
Pour P € R[x] de degré n strictement positif, justifier que le degré du polynome A(P) est n— 1.
a) Endéduire que 0 estla seule valeur de propre de A et que I’espace propre pour la valeur propre 0 est]’ensemble des polynémes
constants.
b) Est-ce que A est une application injective ?

Lycée Saint Louis 2024-2025



13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

Surjectivité de A ?

On considere pour n € N* I'endomorphisme Ay, : Ry [x] — Ry [x]; P— Ap, (P) = A(P).
Quel estle noyau de Ay, ?

Montrer alors que ImAj,, = R;,—1[x].

En déduire que I'application A est surjective.

Spectre de Ay,
Simplifier A,”*1. Que peut-on en déduire sur le spectre de Ay, 2

Nouvelle expression de A" (Q).
Soit Q € R[x], justifier que pour tout n € N

n _n .
A"Q) =) (D" ’(l,)Q(H i).
i=0
On pourra commencer par écrire A = idgy) +(A — idp[x))-
Polynomes de Newton
On désigne par & le sous-espace vectoriel de R[x] constitué par les polynomes s’annulant en 0.

Montrer que la restriction de A a & est un isomorphisme de & sur R[x].
Déduire de la question précédente qu'il existe une suite et une seule d’éléments de R[x] vérifiant :

Ng=1 et YneN*, AN,)=N,_1, Nu0)=0.

Le polynome Ny, s'appelle le polynome de Newton d'indice n.
Vérifier que pour tout entier naturel 7 non nul et tout x réel :

x(x-1)...(x—n+1) 171

Np(x) = —[[x-50
" ! —o

n!

Montrer que, pour 1€ N, la famille (Ng) ;¢ ., forme une base de Ry, [x].
On adopte la notation usuelle : A% = idpy et
vneN*,  A"=AoA"l
a) Soient k, j deux entiers naturels tels que k < j. Montrer que AN ) estle polynome nul.
b) Prouver que pour tout polyndme Q € Ry, [x],

n
Q=Y AFQONg.
k=0

+00
¢) Justifier ensuite I'écriture Q = Y Ak(Q) (0)Ng.
k=0
Le polynéme Q étant ainsi décomposé, exprimer sous une forme semblable les polyndmes P vérifiant la relation
VxeR, P(x+1) -P(x) =Q(x).

Application
a) En déduire, pour n € N, une expression simple de f Q(k) faisant intervenir P.
=0
b) Utiliser les résultats précédents pour retrouver la valeur de f k2.
k=0
On pourra commencer par exprimer le polynome x a U'aide des polynomes N;, i € {0;1;2}.

Une racine carrée?
Justifier qu’il n’existe pas d’endomorphisme g de R, [x] telque go g = Ay,.

Etude du commutant
Dans la suite de cette partie, on fixe n € N*.
On désigne par €6 (Aj) le commutant de A, dans I'ensemble £ (R, [x]) des endomorphismes de Ry, [x], c’est-a-dire

C M) ={ge L Rulx) | goAn=Anog}.

Pour g et h appartenant a € (A), montrer que, si g (Ny) = h(Ny,), alors g = h.

Soit g un endomorphisme de Ry, [x].
Justifier 'existence de ag, a3, ..., a, réels tels que :

g(Np)=anNpy+ap-1Ny—1 +...+a1Ny + agNp.
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28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.
36.

Vérifier ensuite que pour tout P € Ry, [x],
gP) = anP+ap_ 1A' @) +...+ a1 AL (P) + ap AT (P).

En déduire que la famille
F = (idg, 12, @), A", (8"

est une base de ¥ (Ay,). Préciser la dimension de € (A,).
On introduit d, I'endomorphisme de R[x] qui 2 un polyndme P associe son polynome dérivé P’.
a) Montrer que doA=Aod.
b) En supposant qu'il existe ag, aj,...,a, réels tels que d = apidgy) +a1 N+ + an(A)", calculer d (N;41) et vérifier que
d(Np+1)(0)=0.
¢) Conclure a une contradiction.

Partie I1

On note toujours (N) ken 12 suite de fonctions définie pour tout réel x par Ng(x) = 1 et pour tout entier naturel 7 non nul

x(x—-1)...(x—n+1)

Np(x) = o

Recherche d’'un équivalent de [Ny, (x)| lorsque n — +oo .
On fixe x un réel non égal a un entier.
Pour ¢ réel, on considere les suites (1) ;e définies par uy, = ntIN, (x| et v, =In ("—H)
Un
Justifier les équivalences
r—1—-x .
vp~—— Si t#x+1,

n

x+x2 1 .
— si t=x+1.
2 n?

Préciser, selon le réel ¢, la nature de la série de terme général v;,.
Pour t = x + 1, justifier la convergence de (1) lorsque n — +oco.

Up ~

C(x)

En déduire qu’il existe un réel strictement positif noté C(x) tel que [N, (x)|] ~ ——.
n—+00o nx+1

Série de Newton associée a une fonction
On considére une application f de [0, +oo[ 4 valeurs dans R et indéfiniment dérivable sur [0, +ool. A cette application, on associe la
suite (ay) .y définie par:

k wilk
ap=Y (-1 "( .)f(i).
i=0 l
Soit b € R}, préciser la suite (ay) ;e lorsque f est'application x — b*.

n
Pour n entier naturel, on note Q = Z aiNg. Justifier que
k=0

Vkello;nll,  ar=AFQ)O).
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En déduire que
k [k k [k
Z(—l)"‘l( .)f(i) = Z(—l)k"( .)Q(i)‘
i=0 l i=0 l

37. Montrer alors que la fonction x — f(x) - Q(x) = f(x) — f aiNp(x) sannuleen0,1,...7n.
k=0

(n+1) gannule au moins

38. a) Soitg:R— Rde classe €""! qui s’annule en au moins 7 + 2 valeurs réelles distinctes. Justifier que ¢
une fois.

b) En déduire que, pour tout entier naturel n et pour tout x réel positif, il existe un réel 0 tel que :

n
f)=Y apNp(x) +Npi1 (0 f D 0).
k=0

Indication : on pourra utiliser la fonction auxiliaire ¢ : t — f(f) - i apNg(t) = Np41 (DA, avec A un réel bien choisi tel que
k=0

@(x) =0.
39. On note toujours f une fonction indéfiniment dérivable sur R, et vérifiant la propriété suivante :

‘f(m (x)‘

il existe une constante M strictement positive telle que pour touts x € Ry, n € N*, < M. Montrer que :

+00
Yx20, f0)=) apNg(x).
k=0

40. En déduire que si une telle fonction f s’annule sur tous les entiers naturels alors c’est la fonction nulle.

- FIN -
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ECG 2

DS 1A - solution

Exercice 1
Ona
0 -3 -3 0 0 O
2_ 1 . 3 2
A—§ 0 -3 -3 |, puis A=AA"=(0 0 O
0 3 3 0 0 O

ce qui conclut.

. Comme A3 = 0, il suit que x> est un polynéme annulateur
de A. Comme I'ensemble des valeurs propres de A est in-
clus dans I'ensemble des racines de x3, 0 est la seule valeur
propre.

Orlamatrice An’est pas inversible car dans le cas contraire
A3 = 03 serait inversible par produit (absurde), donc 0 est
valeur propre.

Finalement, 0 est 'unique valeur propre de A et donc de f.

.Soitx=( x y 2z )eR3. Raisonnons par équivalence

-x+2y+z=0

XeKer(f) { X+y+22=0
X=-z

- {
y=-z

— XeVect(( -1 -1

1)).
Comme le vecteur (-1,-1,1) € R3 est non nul et qu’il en-
gendre le noyau de f, il donne une base du noyau (qui est

donc de dimension 1).

. Non, puisqu’'on en déduirait que E = Ker(f) et que f est
non nulle (ou encore que le noyau est de dimension 1.

5. Justifions que la famille 2’ est libre. Soient a, B, y € R.

-a+2f-y=0

0(81+ﬁ£2+Y€3=0<:>{ —-a—pf+2y=0
-a+2p+y=0

—a+2p-y=0

@{ -38+3y=0

2y=0

—a=p=y=0.

La famille est libre. Comme elle contient 3 = dimR3 vec-
teurs, ¢’est une base de R3.

. D’apreés le calcul sur le noyau

f(€1) = Ops.

]=03,

Ensuite

fle2)=fBer+e1)=3f(e1)+fe1)=3f(e1) =(-1,-1,1)

=€]

f(e3)=f(e1+3ex)=f(e1) +3f(e2) =3f(e2) =(2,-1,1)
=€2.

On trouve

T=

oS O O
oS O
o = O

] |

7. Vérifier que M = —A + 13, c'est-a-direa = -1, =1.

8. Rédaction 1.

Soit A e R.

AeSp(M) <= —A+I3-AI3 n'estpasinvsersible
< A+ (A-DI3 nestpasinvsersible

— A-1€Sp@A).

Or on a vu que 0 est 'unique valeur propre de A, donc M
n'admet que 1 comme valeur propre.

Rédaction 2.
La matrice M est semblable a la matrice

1 -1 o0
“-T+=|0 1 -1 |.
0 0 1

Comme la matrice est triangulaire, le spectre se lit sur
la diagonale. Or deux matrices semblables ont méme
spectre, donc

SpM) = Sp(-T +13) = {1}.

e Comme 0 n'appartient pas au spectre de M, la matrice
M est inversible.

.OnaM-1I3 = —A, puis M —1I3)3 = (-A)% = 03. Comme M

et I3 commutent, on peut développer par la formule du bi-
noéme
— 3 _ 3 2
0=M-13)3 =M> -3M2 +3M - 5.

Soit
M3 —3M2 +3M = M- (Mz —3M+313) -

De méme (M2—3M+313]-M=13.
On reprouve l'inversibilité de M et

M~ =M?-3M+3Is.
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10. Comme M = —A + 13 et que —A commute avec I3, la for-
mule du bindbme de Newton donne

n
M"=(-A+13)" = )

AF (car(-a)F-15"7F = (-)F)
k=0

n
k

2
=2
k=0

Z (A (carAk —0,k> 3)

A0+ et -A)?

n
1

n n
0 2
nn-1)

=I3-nA+ A2

Pour n = -1, la formule donnerait
ML =I3+A+A2 = I3 +13-M+I3-2M+M? = 313 —3M + M2,

Ce qui est bien la relation précédente. Cette formule est
donc également vraie pour n = —1.

11. Comme A% =03, 0n a f3 = 0 (k). Ensuite

g8=rPofP=0gp.
Soient Ag,A1,A2,A3 € R tels que

Nox+A18(X) +A28%(0) +A3g3(x) =0 (%)

En composant successivement par g°, g4,..., g et sachant

que gk(x) =0p dés que k = 6 on obtient

Aog® (x) = 0g

Aogt(x) +A1g°(x) =0g

Nog3(x) + A1g% (%) + A28° (x) = O

Nogh () +A183 (%) + A28t (1) + A38° (x) = OF.

— Si g%(x) # 0, ce systéme triangulaire se résout de
proche en proche : A\g =0 puis A\; =0...A3 =0.

— Si gs(x) =0g, on a g4(x) = fz(x) # 0 et on trouve
Ao = A1 = ... = A2 = 0. En revenant ensuite a (x), on a
aussi A3 = 0. Finalement, la famille est libre.

12. On a une famille libre avec 4 vecteurs dans un espace
de dimension 3. C’est absurde, un tel endomorphisme
n’existe pas.

13. Soit h € R[f], il existe donc P = fa,-xi € R[x] tel que
i=0

i

h= f aifi. Des lors
i=0

f°h=f°(Z aif") =Y aifof!

i=0 i=0

= goaifo"f= (Z a,-f")of:hof.

i=0
Ainsi h € €. Conclusion :
RIf] < 6f.
14.On avu que
fes)=¢ex et f(f(es))=F(e2)=¢1.

La famille (¢1,€2,€3) = (f2 (e3), f (€3),€3) est une base de
E (question 5). En particulier, la famille est génératrice de

R3. Comme h(e3) € R3, il s’écrit bien comme combinaison
linéaire de (f2 (e3), f (€3),€3).

15. Partons de

h(e3) = af? (e3) + B f (€3) + ye3

etappliquons f,

foh(es)=af?of(e3)+Bfof(e3)+Yf (€3).
Comme f et h commutent, et f (€3) = €.
h(e2) = ho f(e3)
=foh(e3)
=af’ (e3) + PS> (€3) + Y[ (e3)
= (xf2 (€2) +Bf (e2) + yED.
On obtient la méme relation avec €1, en recomposant par
l'application f.
16. Nous venons de voir que I'égalité
h(u) = afz(u) +Bf(w)+yu

est vraie pour les vecteurs d'une base (g1,e2,€3) de R3.
Cette relation s’étend par linéarité a tout vecteur u € E. Dé-
taillons ce point.

Soit © € R3. Comme la famille (€1,€2,€3) est une base de
R3, il existe 17, Ho, U3 € R tels que

u=

M

Hi€j
1

i

puis par linéarité de h et de f, f2,

3
h(w) =) pih(e;)
i=1

3
X (of? (e2) + B (e1) + vei)

3 3 3
af? (Z Hiﬁi) +ﬁf(z Hisi) Y ) WiE
i=1 i=1 i=1
h(u) =(xf2(u)+ﬁf(u)+yu.
Finalement
h=af?+pf+yidg € RIf].
D’ot'inclusion réciproque et 1'égalité
R[f]=€f.
Exercice 2

17. La famille est échelonnée en degré. Comme elle contient
n+1=dimR,[x] vecteurs, c’est une base de R, [x].

18. Soit k € [[2; n]].

(x—k)k-1 , Ue=Dx(x— Kk-2

/ _
Pr=—4 k!
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D’olt

x+1-0F 1 (k-D@x+Dx+1-kk2
T ki

== k- D+ Dx - (k-1)F2

= A " xl

(= k= 1)* 2 — (k= 1) + (k= Dx+ (k- 1)

- k!

Ckx(x— (k=152 x(x - (k—1)k2

- K! - (k—1)!

Pl(x+1)=

La formule est aussi valable pour k = 1.
En effectuant le changement de variable x — x -1, on
trouve aussi

Pl(x) =Pr_1(x—1).
Par récurrence, on obtient
@) .
P (0 =Pp_j(x—j).
19. Soit P € E. Puisque (Py, ..., P;) est une base de E, la famille
est génératrice et il existe (ag, ..., an) € R tels que
n
P) =) apPrx) (%)
k=0
En particulier, en évaluant en 0,
n
P(0)= ) a;Pr(0) = agPy(0) = ag.
k=0
Soit j € [[1; n]]. En dérivant j fois la relation (%), on trouve

' = 50) SRS
PP =Y P 0=) P’ @
k=0 k=j

puisque si j < k, P;C]) = Og[x- En évaluant en j, la somme
se simplifie

n n

PO =Y aPr_j0 =Y apdy;=a;
k=j k=j
car
|0 sik>j
Pk—f(o)‘{ 1 sik=j.

20. Soit P € E. Dans ce cas, P’ est un polyndme de degré au
plus n — 1. Par composition avec un polynéme de degré 1,
P'(x + 1) reste un polynéme de degré au plus n — 1. Ainsi
u(P) € E.

Soient P, Q € E, A, p € R. Alors

UP+pQ) = AP+ puQ) (x+ 1)
=(AP' +pQ ) (x+1)
=AP (x+ 1)+ pQ (x + 1) = Au(P) + pu(Q).

En conclusion, u est un endomorphisme de E.
21. Comme u(Pp) =0 et pour tout k € [[1; n]]

u(Pg) =Pl(x+1) =Pr_1(x),

=Pj_; (x).

on trouve
0 1 0 0
00 . 0 0
A=Matp,, . p, W=
Do 0 1
o 0 ... 0 O

22. La matrice A est une matrice de taille (n+1,n+1). On
constate que les n premieres lignes de la matrice sont
linéairement indépendantes, donc rg(A) = n. Comme la
derniére ligne est nulle, le rang de la matrice n’excéde pas
n. Ainsi

rg(A) = n.

De plus, la matrice A est triangulaire, donc ses valeurs
propres sont ses coefficients diagonaux.

Sp(A) = {0}.

23. Non car 0 est la seule valeur propre. Si une telle base
existerait, les vecteurs propres seraient tous associés a la
valeur propre 0. On en déduirait que A serait la matrice
nulle. Ce n’est pas le cas.

24.SoitneN
2n+2 k 2n r
Son+1) —=S2n= 3, (=D up— Y (=DFuy
k=0 k=0
= (D" M uppir + (=102 2 up 40

=—Uzp+1+U2p+2s0

par décroissance de la suite u.
On en déduit que (Sp;),, est décroissante. De méme, on
prouve la croissance de (S25,+1) - Enfin, pour ne N

S2n+1=S2n = —u2p+1 — 0.
n—oo
Les suites (Szz) nen €t (S2n+1) nen Sont adjacentes.

25. D’apres les résultats sur les suites adjacentes, les suites
(S21) nen €t (S2n+1) nen convergent vers une limite com-
mune. Ensuite, le théoréme sur les suites extraites donne
la convergence de la suite (Sp) ,en. Dit autrement, la série
Y(-1 k uj converge.

26. Faux. Pour un contre-exemple, on peut considérer pour
tout k € N*

uk:E.

Lasérie Y (— l)k uj ne converge pas absolument car la série
harmonique diverge.

27. Intégrons par parties (les fonctions considérées sont de
classe €1) :

b
f f(®)cos(At)dt
a
sin(Ar) |2

A

1 rb
——f f'(t)sin(\p)dt
AJa

e

a

b
= %( fb)sin(Ab) - f(@)sin(\a)) — % f f'(t)ysin(Ap)dr.
a
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Comme la fonction sinus est bornée par +1,

A—*+oo

Et de méme,

lim %f(a) sin(Aa) =

A—+o0

La fonction f est de classe 6!, donc f’ est continue sur le
segment [a, b]. La fonction f " est donc bornée :

IMeR, Vielabl, |f'(0)|<M.
Dans ce cas pour tout réel A > 0,
|f/ (®)sin(A )| <M.

Puis par croissance de I'intégrale
b
f |f'(0sin(An)| dt <M(b- a)
a
Mais par l'inégalité triangulaire,

b b
f f'(sin(Ar)dr sf |f'(0sin(An)| dt <M(b- a).
a a

Et donc, pour tout A > 0,

1 b
0< —f f'(t)sin(\r)dt
AJa

1
<-Mbh-a) — 0.
A A—+o0
Par encadrement

1 rb
—f f(t)sm()\t)dt — 0.
AJa

—+00

Par combinaison linéaire

f(t)cos()\t)dt — 0.

A—+o00

28.0n a

1
cos( t) =cos (é + kt) =cos é cos(kt)—sin % sin(kt) (Ly)

et

(Zk—l ) ( t)
cos t|=cos|kt— -
2 2

t . .t
=cos(kt)cos 3 +sin(kt) sin 3 (L2)

En effectuant (L1 + L)/2, on obtient

1( (2k+1 ) (Zk—l
= |cos | +cos
2 2 2

t
t)) =cos(kt)cos >

29. Soient neN, t € [0;1]
r & k
2cos= Y (-1)*cos(kn)
2¢01

n
=2y (=¥ cos % cos(k?)

1
t

(Zk—l ))
+cos t
2

n —
=3 (—l)kcos(ZkTJrlt)+ > (—1)kcos(2k

k=1

2n+1
=(-D"cos (
D’ol le résultat.

30. Soit ¢ € [0;1]. En divisant la relation précédente par
cos% #0, il vient

2n+1

n Ccos t 1
Y (¥ cos(kr) = (—1)”[—2[) -=
k=1 ZCOSE 2

En intégranten 0, 1 et par linéarité de I'intégrale

(-nk cos(kt)dt—( n" )dt—l,
Z 2

Zcos—
Or pour ke N,
1 sink sin(0) sink
f() COS(kl’)dl—T—T— 2
D’ou
n n k
S we= Y -DFEE

-~
I
—
-~
i
—

1l
M=

1
(—l)kf cos(kt)dt
0

b
1l

1

lcos(znz+1 t) 1
=(—1)”f ——dr-.
0 2cos 2

1

31. La fonction ¢ € [0;1] — ToosZ ©St de classe ¢! par quo-
2

tient.
D’apres la question 27, on a donc

f cos()\t) —o
A~+oo 2cost 5 '

Mais 2”2—“ — +00, et donc
n—oo

2n+1 t)

lcos( 5
[
0 2cos 5 n—oo
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Puisque ((—1)"),, est une suite bornée, il vient alors

lcos(@t)

n

-1 f —————2dt — 0.
0 Zcosz n—o0

1
On en déduit que Z Uk =275 . C’est-a-dire la série de
k=1 "7
terme général u; converge et la somme vaut

nsmn 1

Zun—Z( ==

32.SoitAe R}, ona

A _at
f e dr=
0

+00
Donc f e~ dt converge et vaut %.
0

33. La fonction ¢ — e~2fy/1+ x2¢2 est continue sur [0, +ool,
on a donc une intégrale généralisée en +oo.
Or, lorsque ¢ — +o0, on a

1422t~ y2e2t
t—+oo
et donc
V1+x2e2t ~ Vx2e2t ~ |xlel.
—+o0o t—+oo
Puis

e 20/ 1+ x2e2t  ~ e 2elx] ~ |xle”!
t t—+oo

—+00
Or on vient de voir que l'intégrale [,"*°e~*dt converge.

Donc par critere de d’équivalence pour les inté-
grales de fonctions positives, on en déduit que

Jo® e 2t/ 1+ x2e2tdt converge.

34. Soient x, t € Rf. Comme toutes les quantités sont posi-
tives, I'inégalité demandé est équivalente a 'inégalité ob-
tenue en plagant chaque membre au carrée

-t

e
x?e? <1+ x%e? < (xe' + —)°.
2x
Or
(1+ xzeZI) —x%e?l =120,

donc I'inégalité de gauche est bien vraie et

e )2
(xet+—) —(1+x2e2t]
2x
6721,‘ -2t
—x2e +1+—2—1— 2t=—2>0
4x 4x

Ce qui conclut sur I'inégalité de droite.

35. En multipliant les trois termes de I'inégalité précédem-
ment obtenue par e"2%, il vient pour tous x, t € R}

—3t
-t

xe l<e V122l <xel+ S .

2x

Les trois termes de cet encadrement sont d’intégrale
convergente sur ]0, +ool[. Par croissance de I'intégrale avec
les bornes dans le bon sens, on a donc

+00 +00
f xe_tdtsf 20\/1 + x2e2t d¢
0 0

+o0o ¢ 1 +oo _3¢
sxf e dt+—f e °'dr.
0 2x Jo

On poursuit a ’aide de la question 32
1
x<fxX)sx+—.
f 6x

e Par encadrement

i 110~

36. La fonction ¢ — xe’ est strictement croissante sur R* et
de classe ¢!, donc le changement de variable est justifié.
Notons que l'intégrale définissant f est convergente, donc
I'intégrale obtenue aprées changement de variable I'est en-
core.

Lorsque t — 0, alors u — x, et lorsque t — +oco, alors
u — +o00. On a alors

X
1x du
et dt=——du=—.
X u u
Il vient
+00o ot
f(x)=f e “'V1+x2e2tdr
0
+o0 x2 du
- V1+ Mz—
X u u
+00 \/1+ 2
= xzf ———du.
x ud
Notons que

+00 /1 + y? +00 /1 + 2 *V1+u?
———du= ———du-| ———du
x 1 1

ud ud ud

Constante

Or, du est une primitive sur ]0, +oo[, de

1+ u?
e

1
x— V1+x2/x3, donc de classe €1.
On en déduit donc que f est de classe <g11 sur 0, +oo[, et
que sa dérivée est

f+oo Vit | oViea? 2f@ -V
X

us x3 x

fl(x)=2x

37. Soit x > 0 et A > x. Alors, en posant g(u) = V' 1+ u? et

h(u) = 3 2 , qui sont deux fonctions &1 sur [x,A] avec

/ u /
gw=——= et gu=—

V1+u?

une intégration par parties sur le segment [x,A] nous
donne

fAmdu:[_m A+fA du__
x 3 2u? x 2um
_VieaZ m
2x? x zum
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Lorsque A — +oo,0n a
V1+A2 VA2 1 0
2A2  A—+oo 2A% A—+oo 2A A—+oo
1 1

2uv1+u? u=+o0 202"

Comme la série de Riemann ffr *°1/u? du converge, on a
par le critere d’équivalence des intégrales de fonctions po-

+00 du
sitives la convergence de f

X 2u\/1+u2.

D’autre part

On en déduit que

+00 /14 2 AVitu® u2
—sdu = lim
X u A—+o0 ud

,/1+x2 f+oo

2u\/1+u2

Et donc, en multipliant par 2x2,

2f() = V1+x2+x° f
\/1+u2

On en déduit que

+00
f/(x) _1 du

e u/1ruz

Comme 'intégrande est strictement positive, son intégrale
sur [x, +oo[ 'est aussi. Ainsi pour tout x € R, f/(x) > 0. La
fonction f est strictement croissante sur R .

1
V1+u?

et h(u) = Inu, qui sont deux fonctions de classe ¢! avec

38. Soit x > 0 fixé, et soit A > x. Alors, en posant g(u) =

g =-—o0
(1+u2)*?
et h'(u) = <, une intégration par parties sur le segment

[x,A] nous donne

A du A+[A ulnu du
x uV1+u? Vi+u? ], Jx (1+u2)3/2
_ In@) In(x) A uln(w)

= - +
V1+AZ V1+x2 Jx Vi+u?

n@ W@ _
VI+AZ A—too A A—too
De plus, au voisinage de +oo, on a

In(u)

Lorsque A — +oo, 0on a

Par comparaison a une intégrale de Riemann convergente
8 ulnu

z . +00
on en déduit que ——=— du converge.
) q fo (1+u2)3/2 8
A ulnu

)3/2 du, de sorte que

Il en est donc de méme de f
x (1+u?
lorsque A — +o0,

fA ulnu f+°° ulnu du
x (1+uz)3/2 e (1+u?) 3/2

On déduit donc de ce qui précede que

too du
> w/ltwd A“+°°fx um
B f+°° ulnu du
m (1+u?) 372
39.0na
Fl= +oo __xlnx i x too  ylnu du
u\/1+u2 V1+x2 x (1+u?)??
( f“‘oo ulnu du)
m (1+u2)??
Ainsi, ona

t©  uylnu *t©  ulnu
f 37z 4 _lf 3z 4w
AT A i T

qui est une constante, alors que

Inx
————— ~ —In® —+oco

V1+x2 x—0"

On en déduit que

oo ylnu Inx
f —ardu= o |-
x (1+u?) =07\ /14 x2
et donc
ulnu Inx
~ —Inx

+00
_ume g, o~ - 2r
ViR f (1+u2)¥? a=0t /1452 x—0"

De méme, en combinant les résultats des questions précé-
dentes, on a

fe )__ 1+x2 1 x_2 ulnu )

( /‘+oo
2 \/1+x2 (1+u2)3?

Mais d’'une part, nous savons que le second terme est équi-

2 3 2
o« uln@ culnu s valent a —%-Inx. Soit encore f(x) = —% +0(x*Inx).
—( 2)3/2 oo B utoo u” “Inu. D’autre part,
1+u - -
1 x? x?
En particulier, pour « = 3/2, on a V1+x2-1=1+=x*+ o (xz) -l1=—+ o0 (xz) ~ —
2 x—0 2 x—0 x—0 2
32 ulnu > )
u o desorte que YLrx= 1 . X
(1+u2)3/? u—teo que =33 .7
2
Mais % = o (x*Inx) et donc on en déduit que
de sorte que x—0*
ﬂz 0 (L) \/1+x2_l_ o (lenx)
(1 + u2]3/2 u—+oo\ y3/2 —2 5= % .
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Et donc

x*Inx

1
f=5=-

xInx
=- +

+00 2 1
40.0navuquef(0)=f e tdtzéetdonc
0

lim w = lim

x—0% X x—07

3 + x—?O* (x2 lnx) + 00* (xz lnx)

0
2 x—07*

Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
D’autre part,
lim f'(x)= lim —xInx=0= f'(0).
x—0% ! x—0% !

Donc f' est continue en 0. Puisque nous avions déja
prouvé que f est de classe %! sur ]0,+ool, on en déduit
que f est de classe €' sur [0, +ool.
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ECG 2

DS 1* - solution

Exercice

. Soit x € R. La fonction ¢ — P(t)e! est continue sur ] — oo; x].
On a donc une intégrale généralisée en —oo.
— Si P est le polynome nul, la convergence est directe-
ment assurée.
— Soit P, non nul. Notons n son degré et a son coefficient
dominant. On a donc

P() ~ at™.
—00
Puis par les croissances comparées

1
P(re! ~ at'ef= o (—2)
—00 —oo\ ¢

-1
Comme l'intégrale de Riemann f 1/¢*dr est conver-

o0
gente et d’'intégrande positive, le critére de négligeabilité
s’applique. Lintégrale

X
f P(nelds
—00

est donc absolument convergente, donc convergente.

. La linéarité de T est une conséquence de la linéarité des
intégrales convergentes :

VP,QeE VA, peR
TP+ uQ) = AT(P) + uT(Q).

. Soit PeKerT. C’est-a-dire

T(P)=0
ou encore VxeR, TMP)(x)=0
X
puis f P(nefdr=0.
—00

Soit x € R, d’apres la relation de Chasles

X X 0
f P(z)e”dt:f P(t)e‘dt—f P(neldr=o.
0 —00 —00

=0 =0

La fonction x € R — [ P(1)e’ dt est donc constante. C'est
aussi la primitive de x € R — P(x)e* qui s’annule en 0. Sa
dérivée est la fonction nulle

VxeR, P(x)e* =0.

Comme la fonction exponentielle ne s’annule pas, P est le
polyndme nul. Ainsi

KerT c {0}.

Comme le noyau est un sous-espace vectoriel, on a tou-
jours
{0} = KerT.

D’ou1]’égalité demandée.

. Soit x e R.

X
Tleo (0= [ 1etdr=e[el] o =1
—00

Des lors, T (eg) est le polynome constant égal a 1.

. Soient k € [[0; n—1]] et x € R. Intégrons par parties (les fonc-

tions considérées sont de classe €1) sur une segment. Soit
AeR.

X X
f thlefds = [tk+1et]x—(k+1)f tkeldr.
A A A

Avec A — —oo et en multipliant chaque membre par e %, il
vient

P X
e_xf thtlet dr = xk+1 _ (o l)e_xf tkeldr.
—00 —00
Soit
T(egs1) () = €1 (0) — (k+ DT (eg) ().

Ce résultat étant valable pour tout x € R

T(exs1) = exs1— (k+ 1T (eg).

. Prouvons par récurrence que la propriété

P(k): T(ex)— ey € Vect(ep,...,ex_1)
est vraie pour k € [[1; n]].
— Initialisation. D’apres la question 5 avec k=1,0ona
T(e1) =e1—T(ep) =e1—ep
22(1) est vérifiée.

— Heérédité. Soit k € [[1;n — 1]]. Supposons £?(k) vraie.
D’apres la question 5

T(egs1) —exs1=—(k+ 1T (eg)

Z—(k+1)€k—(k+1) (T(ek)—ek) .
—— [ —
eVect(ey) eVect(ep,...,ex_1)

D’out T(egs1) — ex41 € Vect(er, ..., ex_1,ex). La propriété
2P(k+1) est vraie si 22 (k) I'est.

— Conclusion. On en déduit que pour tout k € [[1; n]]

T(ex) = ex + (T (ex) — ex) € Vect(ep, ..., ex) < Ry [x].
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Appartenance qui est encore vraie pour k = 0. Comme
(eg, ..., en) est une famille génératrice de Ry [x], pour tout
PeRy[x], il existe Ag, ..., Ay € R tels que

n
P= Z )\kek
k=0
n
T(®) = Y ArT(ex) € Rylxl.
k=0 N —
€Rp[x]

Par linéarité de T et stabilité par combinaison linéaire de
Ry, [x].
Finalement, T est un endomorphisme de R, [x].

. D’apres la question précédente, la matrice de T dans la
base canonique (ey,...,en) de R, [x] est triangulaire supé-
rieure avec uniquement des « 1 » sur la diagonale. On sait
alors que

Sp(T) = Sp[Matcan(T)) =1{1}.

. Raisonnons par 'absurde en supposant qu'’il existe une
telle base € de E constituée de vecteurs propres. D’apres
la question précédente, ces vecteurs propres sont tous as-
sociés a la valeur propre 1. Dans ce cas

Mate (T) =141 = Mate (idg).

On en déduirait que T = idg, ce qui est absurde. En conclu-
sion, il n’existe pas de base constituée uniquement de vec-
teurs propres de T.

9. On avu a la question 6 que pour k € [[1; r]]

(idg —T) (ex) € Rg—1[x]
et ala question 4,
(idg -T) (e) = O.

On prouve par récurrence descendante que pour tout k €
((L;nll v
(idg -T)" (ex) € Rolx] = Vect (ep)

puis (idg —T)kJrl (ex) =Og.
Et finalement
Vkelonl,  (idg-T)""" (ef) = 0.

Comme la famille (e, ..., en) est génératrice de E, I'égalité
précédente s’étend a tout vecteur de E

VPeE,  (idg-T)""' ) =0g.
Plus simplement :
. 1
(idg -T)""" = 0z ).

Par la formule du bindme de Newton sachant que idg et T
commutent, on a

Si on pose
T (n+1
w_go(z#l

On vient de montrer que

)(—I)HITi.

yoT=idg et Tow=idg.

D’apres la caractérisation des applications bijectives, T est
bijective (c’est un isomorphisme) et T~! =y est un poly-
nomeenT.

Remarque. Notons que nous savions déja que T est un iso-
morphisme :

— D'apreés la 3, T est injective;

— D'apres la 6, T est un endomorphisme de dimension

finie.

Probleme
d’apres ESSEC 2008

10. L'application A est linéaire. En effet pour P, Q € R[x], A,

neR. Soit x e R

AMAP+pQ)(x) = AP+ pQ)(x+1) — (AP + pnQ) (x)
=APx+1)-Px)+pnQx+1 -Qx)
= AA(P)(x) + HA(Q) (x)
Ainsi AP+ nQ) = AA(P) + pA(Q).

De plus si P € R[x], A(P) € R[x].
Lapplication A est un endomorphisme de R[x].

11. Soit k € N*. D’apres la formule du binome

A(xk) ) = (x+ Dk = xF

k=1 )
AR =Y | 7]x eRey L.
i=0\!

Comme le coefficient de A(xk] devant x*~1 est (k]fl] =

k # 0, on peut affirmer que A (xk) est exactement de de-
gré k—1.

Notons aussi que  A(1)(x) =0.

AVaide de la linéarité de A et en écrivant

n
P=)Y ax* avec a,#0.
k=0

Ona

n

AP = Y apA(xF)=a, A(x") +nf arh (+F)

k=0 d"f-‘ k=0
n+l egré n—1
n+1
> ( k )(_l)ka =02@): €Rp 2]
k=0 Ainsi A(P) est de degré n—1.
On isole le terme k = 0 et on factorise par T
12.a) Soient A et P # 0 tels que
idg +T nil P Cpkrket] 2o
i o - = .
S =1 “® A(P) = AP.
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Si A #0, on aussi
degA(P) < deg(AP) = deg(P).

D’ot1 la contradiction.

SiA=0, AP)=0.

On constate que les polyndémes constants
conviennent. Par contre si P est de degré n € N*. En parti-
culier

degA(P)=n-1

alors que deg (O[] ) = —oo. Ainsi le sous-espace propre est
I’ensemble Rq[x].

12.b) Non, car le noyau de A n'est pas réduit a {Og(y; }-

13. Remarque. On a vu que Ry [x] est stable par A. Lapplica-
tion Ay, est donc bien posée. De plus, la linéarité de A induit
la linéarité de Ay,

En reprenant la question 12.a),
KerAj;, =Rglx].
14. En reprenant la question 11
ImA, cRy,—1[x].

Or par la formule du rang

dimImA; =rgAy, = dimRy, [x] — dimRg[x]
=n+l-1=n

= dimR,,_; [x].
D’ou I'égalité
ImA,; =Ry-1(x].
15. Soit Q € R[x]. Il existe n € N* tel que
QeR,_1[x] = ImA,,.

1l existe donc P € R, [x] tel que Ay, (P) = Q. Par définition de
A, comme restriction de A

AP) =Q.

Le résultat est valable pour tout Q € R[x], on retrouve la
définition de la surjectivité de A.

16. Comme le degré de A(P) est strictement inférieur a celui
deP,ona

VPEeRy[x],  AML(P)=0gpy.

Le polyndéme x"*1 est annulateur de A n et ”admet que 0
comme racine. On sait alors que 0 estla seule valeur propre
possible de Aj,. De plus, Ay n'est pas injective donc 0 est
bien valeur propre. Par conséquent

Sp(Ap) ={0}.

Remarque. On peut aussi préciser que Ay, est un endomor-
phisme induit de A, donc

Sp(Ap) =Sp(A).

Or on a vu que le spectre de A est réduit a {0}.

17. Posons T = A + idg de sorte que pour tout polynéme Q
Q) =Qx+1).
En particulier, pour tout i € N
Q) =Qx+1).

Soit ne N,
A:‘l’—idE,

et par la formule du binéme de Newton (sachant que T et
idg commutent)

n n . .
A"=(t-idg)" =Y. ( _)(—1)”‘%’.

D’oli le résultat en évaluant en Q.

18. Notons A la restriction de A 2 &. La linéarité de A est une
conséquence de la linéarité de A.
— Surjectivité de A.
Soit Q € R[x]. D’apres ce qui précede, il existe P € R[x] tel
que A(P) =Q.
Posons P = P —P(0) de sorte que

Peg
AP)=AP)=AP) -AP0) =A(P) =Q.

Car P(0) s'identifie a un polyndme constant et KerA =
Ro[x].

— Injectivité de A.
Soit PeKer A. On a donc

APP)=A(P)=0 et PeKerA=Rqlx].

P est donc le polynéme constant. Or P(0) =0 carPe &. Le
polynéme P est nul. On a donc KerA = {0¢} et A est injec-
tive.

— Finalement, A est un isomorphisme de & dans R[x].

19. Le probléme est équivalent a définir la suite par récur-
rence

No=1 et VYneN* N,e& N,=A"(N,_y).
Récurrence qui est bien posée.

20. Posons pour tout 7 € N*,

1 ”1:[1
Mp=— [T x-k.
n! ;2o
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AMp) =Mp(x+1) —Mp(x)
1 (n=1 n-1
=E(H(x+l—k)— I1 (x—k))
k=0 k=0

1 n—1 n—1
=7(Hu—m4n—ﬂu—m)
" \k=0 k=0

_ 1
k—k-1 n!

n-2 n—1
( [T x-0- H(x—k))
k=-1 k=0

1 n-2 n-2
= ((x+l) [Te-k-x-m-1) ] (x—k))

k=0 k=0
1 n—-2
== ((x+D=x-(m-1) [] (x=k
n: k=0
n-2
=—-n][Gx-k
k=0
AMp) =My
Et M, (0) =0.

Par unicité de la suite :
vneN*,  M,=Nj.

21. Pour tout k € [[0; n]], N} € Ry [x].
La famille (Ng) 0.,y €St échelonné en degré sans conte-
nir le polyndme nul. La famille est donc libre. Comme le
nombre de vecteurs est égal a la dimension de Ry [x], c’est
une base de R, [x].

22.a) On a vu que pour tout P eR[x]
degA(P) < degP.
Comme degNy. = k, on vérifie que
degA/ (Ni) < k—j<o0.
Dit autrement, A/ (N}) est le polynome nul.

22.b) D’apres la question précédente, (Ni) 0., €St une fa-
mille génératrice de R, [x]. Il existe donc Ag,...,A; € R tels
que

n
Q=) AtNg.
k=0

Soit j € [[0; n]l. Par linéarité de A/
. n . n . n
A Q=3 M (Ng)= ) Aed) (Ng) = 3 ANy
k=0 k=j k=j

En évaluant en 0

i n
A QO = 3 ANy (0)

k=j
0 si k#]
or Nie—j = { 1osi k=

Il vient )\j =AJ (Q)(0). Ce qui conclut.

22.c) Des que k > degQ, A¥(Q) est le polynome nul et
Ak(Q)(O) =0, la somme en apparence infinie est en réalité

une somme finie et il n'y a pas de probleme de conver-
gence.

23. On sait que P est un polynome de degré n+1 si Q est de
degré n e N. On a aussi

n+1
P=Y AF@o)N
k=0
et AP) =Q.
Ainsi
n+1 n+l
P=Y A*@)ONL=A'®P)O)Ng+ Y AF @) 0Ny
k=0 k=1

no.
=PO)+ Y. AT (P)(O)N;41.
i=0

Comme A1) (0) = ALAP)) (0) = AL (Q)(0).

n .
1l vient P=P0)+ ) A" (Q)(0)N;41.
i=0

24.a) Par télescopage

n n
Y Qk)= ) P(k+1)-P(k)=P(n+1)—P(0).
k=0 k=0
24.b) Considérons Q(x) = x% et déterminons P de sorte que
A(P) = Q. Commencons par déterminer les coordonnées
de Q dans la base (Ng,N1,N2,N3) de R3[x].

x2:x(x—1)+x

= 2N (x) + Nj (x).
On reprend la question 21 pour les coordonnées de P avec
le choix P(0) = 0.
P(x) =2N3(x) + N2 (x) + ONj (x)
_x(x-1)(x-2) . x(x—1)

3 2

x(x—1)
= 5 2(x-2)+3)

_x(x-12x-1)
= 5 .
Puis
9 n
> k=3 QW
k=0 k=0
=P(n+1)-P(0)
_ (n+1)n2n+1)
= 5 .
25. Supposons qu'un tel endomorphisme existe. Soit P €
Ry [x] tel que
A ((P) #£0.

(Dit autrement, P est un polynéme de degré n). On a donc
g*" (P £0
et g est un endomorphisme nilpotent car
g2n+2 — AZ+1 =0.

Deux cas sont possibles

g2n+1(P);£0 et g2n(P):0’

Lycée Saint Louis

2024-2025



ou g2"P)£0 et g2tl(p)=o.

Dans le premier cas, on montre par récurrence (le faire)
que la famille

(P, g(P),g%(P),...,g*"*1(p))

est une famille libre de R;,[x] avec 2n + 2 éléments (ab-
surde). Dans le second cas, la famille

(P, g(P),g%(P),...,g*" (P))

est libre et c’est aussi absurde pour une famille de Ry [x].
En conclusion, il n’existe pas de tel endomorphisme.

26. Justifions par récurrence descendante que la propriété
Pk g(Ng)=h(Ng)
est vraie pour tout k € [[0; n]].

— Pour k = n, 22(n) est vraie par hypothése sur g et h.
— Soit k € [[1;n]], supposons Z(k) vraie et prouvons
P(k-1).0Onadonc

8(Ng) = h(N)
puis en appliquant A,
Anog(Ni)=Apoh(N).
Or g et h commutent avec Ay,
goAn (Ng)=hoA, (Ng).
Par définition de la suite (N), il vient
8 (Ni-1) = h(Ng-1).

La propriété 22 (k — 1) est vérifiée.
— Conclusion : pour tout k € [[0; n]], 2 (k) est vraie.

Remarque. On peut éviter la récurrence descendante en
considérant la propriété

2k): g(Np_)=h(Np_g).

Pour PeRj, [x], il existe Ag,...,An € Rtels que P = )E ANy
k=0

puisque (Nk)ke[[O'n]] est une base de Ry [x] (question 21).
Par linéarité de get h :

n
h(P)= ) Aih(Ng)
k=0

n
=) Ag(Ng)=g®@).
k=0

Ce résultat étant valable pour tout P e Ry [x], h = g.

27.0na g (Ny) €Rp(x] et (Ni) (0. €St une base de Rp[x],
donc génératrice. D’ou1 'existence des réels ay, ..., ay tels
que
n
gWNp) = ) apNy.
k=0

28. Posons

n
h= Z an—kAnk
k=0
= apidg,, (] +an-18n +--+ apAp".
En tant que polynéme en Ay, h € € (Ap).
D’apres la question 27

g§(Np)=hNp).
Puis d’apres la question 26
g=h.
Ce qui se traduit par
gP) = anP+an_1An(P) +...+ agAp" (P).
D’ol le résultat puisque Ayk@) = Ak P).

29. D’apres la question précédente, la famille & est généra-
trice de € (Aj).
Justifions que la famille & estlibre. Soient Ag,A1,...,Ap €R
tels que
n .
1
2 Nidy =02, Lx)-
i=0
En évaluant en Ny, il vient

n n .
Z ANy = Z )\iAln (N7n) = Op[x]-
i=0 i=0

Orla famille (N; ) o,y €stlibre. Chaque coefficient A; est
nul. La famille & est bien libre.

En conclusion, la famille % est une base de Ry [x], sa di-
mension correspond a son nombre d’éléments, soit

dim% (Ap)=n+1.
30.a) On a d'une part pour P € R[x]
AP)(x) =P(x+1)—P(x) puis d(A(P) =1 x P (x +1) =P (x)

par différence et composition.
D’autre part,

A@P)(x) =A(P') (x) =P'(x+ 1) - P/(x).
Des lors
YPeR[x], doA(P)=Aod(P).

Soit
doA=Aod.

30.b) Dans ce cas

n
dNpeD) = Y apAF (Nppp)
k=0

n
=2, &Npy1-k-
k=0

Pour tout k € [[0;n]], n+1-k > 0 et N,,;1_; admet 0
comme racine. Par conséquent

n
d(Npt1) (0) = )" agNp4_4(0) =0.
k=0
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30.c) Enrevenant a la définition de N 41, 0 est bien racine de
N,+1 mais seulement d’ordre 1, c’est-a-dire

d(Np41)(0) =Nyp1'(0) #0.

On a donc une contradiction et 'endomorphisme de déri-
vation d n’est pas un polynéme de A.

31.0na
_ (un+1)
vy =1In
Un
n+nt o XK
= T e
M Ix—kl
k=0
1\6 1
=In{[(1+—| ——|x—-n||.
n) (n+1)
Pourn=x
1 n—x
vn—tln(1+;)+ln(n+1]
1 1-x/n
:tln(1+—)+ln )
n 1+1/n
1 1
:tln(1+—)+ln(1—f)— 1+—
n n n

- (t—l)ln(l+%)+ln[l—%).

Comme 1/n et x/n ont une limite nulle lorsque n — +oo
055l )
v, =(t— - ——+o|l—=
" n 2n? n?

NSy
n 2n? n2
t—-1-x t—-1+x2

n 2n?

— Sit#1+x,onabien

— etsit=1+x

r+t2 . ( 1 )
Un = ol—|.

2n2 n?
X+ x2

2n2
(on rappelle que x n’est pas un entier).

D’ou Up ~ car x+x° #0.

31. D’apres le critere de Riemann, les séries

1 1
— et —_—
)y n )3 n?

sont respectivement divergente et convergente. Par le cri-
tére d’équivalence des séries a termes de signe constant :
— Y vpdivergesit #x+1;

— Y vpconvergesit=x+1.

32. Soit n € N*. Par télescopage
n-1

In(up) —In(ug) = Y In(ugy1)—In(ug)
k=0

n-1 n-1
-En[)-E

Ug k=0

Soit S la somme de le série }_ v4. On a donc

ln(@) =In(un) —In(ug) — S
Uo noo

par linéarité et continuité de la fonction exponentielle

_ An(up)—In(up) S
Unp==e ug — upe”.
n 0 n 0

La suite (1) est donc convergente avec une limite non
nulle.

33. Ainsi il existe C(x) # 0 tel que

nNL ()] ~ C).
noo

D'ot N cw
ou INn (Ol = 1

35. Dans ce cas, on a par la formule du binéme
n . n .
an=y D" ' =(b-1".
i=0 !

36. C’est une reformulation de la question 22.b).
Ensuite, la relation obtenue a la question 17 donne en par-
ticulier

n _n .
AMQO) =) (-1" l( .)Q(l)-
i=0 !
D’ot1 le résultat.
37. Justifions par récurrence forte que la propriété
2(k): fk)=Q(k)
est vraie pour tout k € [[0; n]].

Initialisation. La relation de la question précédente pour
k = 0 fournit directement la propriété 22(0).

Hérédité. Soit k € [[0;n — 1]], supposons Z2(0), ..., 22(k)
vraie. De nouveau la relation précédente donne Soit i €
[[0; nl.

k+1 (k+1 k+1 (k+1
Y EDFEE T i = Y DE T Qa).
i=0 ! i=0 !

On isole le dernier terme :

k . k+1 .
flk+1)+ ) (-kF1 (kf l)f(i) =Qk+1)+ Y (—1)’”1‘1('“; 1)Qm.

i=0 i=0

Or la somme se simplifie par les hypotheses de récurrence.
D'ol f(k+1)=Q(k+1). La propriété 2 (k +1).

Conclusion. La propriété 2 (k) est vraie pour tout k €
[[0; n]]. On en déduit bien 'annulation.
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Remarque. On peut aussi donner une preuve purement cal-

culatoire :
n i
> axNp( = ) apNi()
k=0 k=0
i
= ak
=0 \k
Lok ik i
=Y Yo o
k=0j=0 J k
i ] ;
-y e M| o
j=0k=j J)\k
i iy e+j\[ i
2 o
Or

e+j\[ i) @+ !
i Ne+jl™ jlo0 G-@+jnie+
il

i (i)
- preG-£— )

[5G

n i i—j
Y apNg() = Z eZ

k=0

D'ou

N

( )f(])(l—l)’ j

M= 1 M~

aipNg (D).
k

Clest-a-dire Q(i) = f(i).

0

38.a) Procédons par récurrence sur la propriété, pour k €

[0,n+1]:

(k) : (p(k) s’annule au moins n + 2 — k fois.

Initialisation. 2(0) est vraie par hypothése sur ¢ = @

Hérédité. Soit k € [[0, n]], supposons & (k) vraie, démon-
trons que 2 (k + 1) est vraie. D’apres 'hypothése de récur-

rence, il existe bg < by <--- < by, 1_ tels que

viefon+1-ki,  o® (b;)=o0.

Soiti€ [[0,n+1—k-1].
On sait que Lp(k)
1b;, b1,

oM (b1) = 0™ (i)

D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢; €1b;, b; 1 [ tel que

!
" () =M (1) = 0.
Onadonc n+2—(k+1) réels c; tels que

bop<co<br<cr < <cCpy1—fg-1<bpy1-x et @

est continue sur [b;, b;,1], dérivable sur

(k+1) (Ci)

0.

Ainsi, 2 (k + 1) est prouvé car les ¢; sont bien distincts.
Conclusion. Pour tout k € [[0, n + 1]], 22(k) est vraie.

En particulier, 2(n + 1) est vraie, " s’'annule au moins
n+2-(n+1)=1fois.

38.b) Comme x n’est pas entier, on peut choisir A de sorte que

@(x) = 0. De plus, les entiers de [[0; n]] sont aussi des zé-
ros de la fonction . D’apres le résultat précédent a ¢ (qui
est bien de classe €”*!), on montre I'existence d’un zéro
pour "1 Notons 6, ce zéro. Comme k)% aNy estde de-
gré au plus n, sa dérivée n+1-iéme est nuﬁe. Deplus Nj+1
est de degré n+1 et de coefficient dominant 1/(n +1)!. Par

conséquent
N "0 = 1.

On en déduit que
0= @) =f"*V@)-0+1-A

D’ol le résultat.

39. — Six =0, on a directement

+00
FO) =) agNg(0)
k=0

car N;.(0)=0desque k=1et

apNg(0) = f(0) x 1 = f(0).

— Si x> 0 alors D’apres ce qui précede
n

‘f(x) = 2 apNg()
k=0

<INp1 (1| F"* Vo)

<(1+n) INp+1(0)]-M.

Cx)(1 C
Or 1+ 1) Np+1 () n:m% rij:)

Et
C(x)

—
nXx noo

On a par encadrement
>

apNg(x) — f(x).
Pr n—oo

D’oti le résultat.

40. Supposons donc que pour tout meN

fim)=0
Dans ce cas,
+00 m—1
fm) =Y apNp(m)= Y apNg(m)=0

k=0 k=0
On montre par récurrence forte sur la propriété
Pm): ag=...=am=0

est vraie pour tout m € N.
En conclusion, f estla fonction nulle.
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