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CHAPITRE ].

Révisions en analyse

Do not worry too much
about your difficulties in mathematics, I
can assure you that mine are still greater.

ALBERT EINSTEIN

_ Suites et séries

Exercice 1. ¢ & Discuter suivant la valeur o € R de la convergence de la série

cos(1/n)™

1 2n
eln(n+666)fln(n) 1-=
sin(mt/n) n

7-n%

Exercice 2. ¢4
Soient x un nombre réel strictement positif et (u,) la suite réelle ainsi définie :

1+u,

2y/uy

Up = X, VneN upi=

1. Montrer que, pour 7€ N*, u,, = 1.

2. a) Montrer que la suite (¢,),>; est monotone et convergente.
b) & Déterminer la limite de cette suite.

3. On suppose maintenant que x # 1 et on considére la série de terme général v, = —1 + uy,.
a) & Ftudier la limite lorsque 7 tend vers +oo de vy, 1/ V.
b) & Que peut-on conclure pour la série de terme général v;, ?

¢) & En déduire que la suite (P,,) ,en €St convergente oul

n
vneN, P,=]] u.
k=0

n Intégrales et intégrales généralisées

d’apres EMlyon

Exercice 3. ¢4

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [ = [0, %] par: f(x) = 1

Cosx

=5 et vnent, =[] dx
0

d’apres Ecricome
ainsi que la suite réelle (I,;) ,en suivante :



A - Etude de la bijection réciproque de f

. Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle ] que 1'on précisera. On note f~! la bijection réci-

proque.

2. Donner sur le méme graphique I'allure des courbes représentatives de f et de f~'.

3. & Justifier que:

U O
Vxe], cos(f (x))—x et sin(f'()=14/1 =

&; Montrer que f ~1 est dérivable sur J\{1} et :

1
veel\l,  (fY) 0= ——.
() xVx2-1
@ En déduire le développement limité en v/2 de f~! al'ordre 1.

B - Etude de la suite d’intégrales

&, Justifier que la suite (I,) ,en €St bien définie. Calculer I,.

1 a b
Déterminer les réels a et b, telsque : Ve R\ {—1,1}, = + .
1-#2 1-t 1+t

&, En posant = sin x, déterminer I;.
&, Déterminer le sens de variation de la suite (I,) ,en* -

a) & Montrer que:

==

1 1 1
VneN\{0;1}, I,l;f 1 —dx> 5 ——
-4 cos(x) n cos(% _ #)
b) & En déduire le comportement de la suite (I,;) ,en+ lorsque n tend vers +oo.
. & Montrer que :
(vV2)" "

VneN, Ih40 = — Iy
n+1 n+l1

Exercice 4. 444 d’apres EDHEC

Dan

1

2.

s la suite, o désigne un nombre réel fixé supérieur ou égal a 1, et on pose :

+00 Slnt +00
I:f e“”T dt et VneN, In=f e % dt,
0 0

. & Montrer que I'intégrale I est absolument convergente.

a) Calculer Ij.

b) & Pour n € N*, montrer que si I,,_; est convergente, il en est de méme de I,,, et trouver une relation entre
I,etl,;_;.

¢) & En déduire la convergence de I,, et la valeur de I,, en fonction de 7 et a.

a) & Rappeler les formules de Taylor-Young et Taylor avec reste intégral. Préciser bien les hypothéses.
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction sinus sur 'intervalle [0, x], montrer que :

3 x2n+1 x2n+2
VxeR* VneN, )'

sinx—(x—x—+---+(—1)” < .
6 2n+1)! 2n+2)!

b) En déduire que:

< K12n+1;

N P 12_)
I (IO gt 2n+1)!

K étant un nombre réel que 'on précisera en fonction de n.

1 1 1
¢) Endéduire:1= lim |- —-—+- - +(-1)"———|.
) n—*+00(0( 3ad -1 (2n+1)(x2”+1)

a) Rappeler la définition de la fonction arctangente, préciser son graphe ainsi que I’équation de la tangente
en 0. Enfin, vérifier que pour tout x € R

dr
1+ 2

X
Arctan(x) = f
0
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b) & Montrer que:

vneN* Vtel0,1] Zn:(—l)ktz’c_Lz(—l)” t2n+2.
S 1+12 1+12
¢) En déduire que:
YneN* VYxel0,1], Xn: -1k X! —Arctan(x)| < .
& 2k+1 2n+3

d) En déduire une expression trés simple de I en fonction de «a utilisant la fonction Arctan.

Exercice 5. ¢4 Exemple d’intégrales a parametres : lien entre les fonctions Beta et Gamma

A - Préliminaires
Soit @ la fonction définie par :
+00
VxeR], (D(x):f In(p) ¥ et dr.
0
Pour tout réel x > 0 fixé, on note @, : £ € R} — In(£)t* le "
1. & Justifier que ® est bien définie.

2. Vérifier que la fonction @ est croissante.

3. & Montrer que:

VieR, t<el—1<rel.

4. a) & Soit x € R}. Comparer ®(x/2),®(x + h) et ®(2x) pour tout h € [-x/2, x].
b) En déduire }lirrtl) ho(x+ h).

Dans la suite, on admet que la fonction ® est continue sur R .

B - La fonction Gamma

Pour tout réel x € RY, on pose
+00
I'(x) :f t*le tdt.
0

1. & En utilisant I'intégrale de Gauss (I = f_Jr;O e du= \/ﬁ), donner la valeur de I'(1/2).

I\

. & Justifier que pour tout réel x strictement positif, I'(x + 1) = xI'(x).

W

. Dérivabilité
a) Soit x € R}. Montrer que :

VYhe]—x, +oo, hox)<T(x+h)-T(x)<sh®(x+h).

b) & En déduire la dérivabilité de I' sur R} et préciser I (x).

4. a) ComparerI'(1) etI'(2), en déduire qu'’il existe a €]1,2[ tel que I («) = 0.
b) & En utilisant la question 2, donner un équivalent simple de T'(x) en 0*.
c) Préciser la convexité deT.

d) Alaide des derniéres questions, donner I'allure du graphe de I sur ]0; 2[.

C - La fonction Beta

4444 Pour tous x et y réels strictement positifs, on pose

1
B(x,y):f " la-pnrtde.
0

1. & Prouver la convergence de I'intégrale définissant B(x, y).
2. a) & Prouverque: VxeR!,VyeR?,B(x, y) =By,x).
b) & Montrer que: VxeR!,VyeR!,B(x+1,y)= fB(x,y+ 1).
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3. Montrer que :
VxeR!, VyeR], B(x,y+1)=B(x,y) -B(x+1,y).

x
En dédui : B(x+1,y) = ——B(x,y).
n déduire que (x+1,%) gy (x, )

4. Soient n un entier naturel non nul et x un réel strictement positif.

a) & ATaide de I'inégalité de gauche de la question A-3, montrer que

t n
Yte[0;n), (1——) <e !,
n

2 L\"
b) & Montrer que pour tout € [0;n], on a (1 — —) e l< (1 - —) .
n

c) & Endéduire que
n t n
I'(x) = lim (1——) t*dr.
0 n

n—oo

5. & Montrer que :
n*n! n*n!
VxeR!, T'(x)= lim ————— = lim ———.
n—too x(x+1)...(x+n) n—+o (x4 k)
k=0

6. a) & Soit y € R}.Justifier que

B(n+1,y)n~ M puis B(x,y) ~ M

—+o00 nY x—+o00 xV )

b) Soient x, y, deux réels strictement positifs.

i) & Vérifier que pour tout n € N*

B(x+n,y)_"‘1( x+k ) dis B(x+n,y)nY T(x+y)

B(x,y) ,}_[:O x+y+k B(x,y) n—+o0 TI(x)

ii) & Conclure en montrant que
F(0T(y)

By =Tay)

Exercice 6. ¢ 44 On pose, pour tout entier naturel n,
3 :
Cu :f (cosx)*"dx et D, =f x%(cosx)*" dx.
0 0

1. Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité: C,, = 2n—1) (C,—; —Cp).
On pourra écrire cos®” x = cos xcos® ! x.

2. Etablir, pour tout entier naturel n non nul, les égalités

2 C Cn
fz(sinx)z(cosx)znf2 dy=—"_==nt
0

2n-1 2n

3. Etablir, pour tout entier naturel n non nul, 'égalité : C,, = 2n—1)nD,_; — 2n2D,,.

1 D, D
4. En déduire, pour tout entier naturel » non nul, I'égalité : == 2 ( nol_ —n)
n Ch-1 Cp

2
5. a) Justifier, pour tout réel x € [O, g], la minoration: sinx= —x.
U

o . . 2 G,
b) En déduire, pour tout entier naturel n, la majoration: D, < — .
4 2n+2
+00 T[2
6. Prouver I'égalité : — = —.
il ) 7=



CHAPITRE 2

Rappels et compléments d’algebre linéaire

Un mathématicien est une machine a transformer le café en théoremes.

PAUL ERDOS
Mathématicien hongrois (1913-1996).

— Sommes de sous-espaces vectoriels

1.1 Rappels : sommes de deux s.e.v et supplémentaires

,—[Déﬁnition 1 (somme de sous-espaces, somme directe)] iy

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
¢ Lesous-espace somme est défini par F+ G={u+v |(u,v) e Fx G} .

* On dit que F et G sont en somme directe, notée F& G, si FN G = {0g}.

Remarque. F+ G estle plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de I'inclusion) contenant F et G.

,—(Proposition 2 (unicité de la décomposition)j <

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lessous-espaces F et G sont en somme directe.

ii) Toutvecteur u € F + G s’écrit de manieére unique sous la forme :
u=ur+ug avec ur€F, ugeG.

\. J

,—[Déﬁnition 3 (supplémentaire)] N\

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont supplémentaires si tout vecteur de E se décompose de facon unique en une somme
d’un vecteur de F et d'un vecteur de G. C’est-a-dire

VweE, 3I'(u,v)eFxG w=u+v.

\. J

A Attention. Iln'y a pas unicité du supplémentaire. Il ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire.

Remarque. La méthode Analyse-Synthese est particulierement adaptée a cette définition.



44 Exemples

1. DansR3, on pose F = {(x,y,2) € R3|x+y+2z =0}, uy = (1,0,0) et up = (1,1,1).

- Montrer que Vect(u;) et Vect(up) sont deux supplémentaires de F dans R3.

— 2. Soit n € N*. On se place dans .4, (R).

) & Posons %, et o) les sous-espaces vectoriels des matrices symétriques et antisymé-
triques de taille n. Justifier que ., et o}, sont supplémentaires.

A est symétrique si 'A = A, antisymétrique si ‘A = —A.

Exercice 7

,—[Proposition 4 (caractérisation des supplémentaires)] \

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lessous-espaces F et G sont supplémentaires.

ii) FNnG={0g}etF+G=E.

On adonc: F et G sont supplémentaires si et seulement si F& G = E.

Précisions en dimension finie

La preuve de I'’énoncé suivant s’appuie sur le théoréme de la base incomplete : en dimension finie, on peut com-
pléter toute famille libre de vecteurs de E en une base de E.

Proposition 5 (existence d'un supplémentaire)}

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire.

Remarque. Concaténation de bases.

Soient Br = (ey, ..., ep) et Bg = (f1,..., fr) des bases respectivement de F et G. On montre que si F et G sont en somme
directe, alors la famille (ey, ..., ep, f1,..., ;) estune base de Fe G.

On en déduit I'’énoncé suivant.

,—[Proposition 6 (cas de la somme directe)] <

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Si F et G sont en somme directe, alors

dim(F & G) = dim(F) + dim(G).

Théoréme 7 (formule de Grassmann)]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(F N G).

Exercice 8
4 44 Preuve
"~ 1. Soit F' un supplémentaire de Fn G dans F. Montrer que F @ G=F +G.

| & 2. Conclure en prouvant la formule de Grassmann.



,—[Proposition 8 (caractérisation des supplémentaires)]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Les trois énoncés suivants sont équivalents.

i) F et Gsontsupplémentaires.
ii) F+G=E et dim(F)+dim(G) = dim(E).
iii) FNnG={0g} et dim(F)+dim(G) = dim(E).

44 Soit n €N\ {0;1}. On consideére u = (ai,a ..., an) € R" \ {Ogn} et
Exercice 9 n
{ F=Vect(u) et G:{(xl,xg,...,xn)elRE" Zakxk:O}.
. k=1
-
Y 1. F et G sont des sous-espaces vectoriels de R”, préciser les dimensions de F et G.
- 2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R”.
3. Représenter dans le plan les sous-espaces F et G lorsque u = (1,1).
1.2 Compléments : sommes de p sous-espaces vectoriels

Sommes de sous-espaces vectoriels

,—(Déﬁnition 9 (somme de s.e.v)}

Soient Fy,..., Fp, des s.e.v d’'un espace vectoriel E. On appelle somme de Fy, ..., Fp, notée . F;,I'ensemble
i=1

14
Y Fi={u+--+u,|Viell,pl, u€F; }.
i=1

\

Remarque. $F ; estun s.e.v de E, c’est la plus petit sous-espace vectoriel contenant tous les F;.
i=1

Exemples.
e Soit & = (e, ey, -+, e,) une famille de vecteurs de E.

vect(ey, ey,..., ep) = Vect(e;) + Vect(ep) +... + Vect(ep).

 Soit n € N\ {0;1}. Notons I ¥, I~ et @ respectivement I’ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes,

inférieures strictes et diagonales de taille (7, ). Ces trois ensembles sont des s.e.v de .4, (R) avec

MR =T+ +9.

. < Soient Fy,...,Fp, des s.e.v d'un espace vectoriel E.
Exercice 10

p
1. Montrer que Y F; estbien uns.e.vdeE.
i=1

< 2. Soit H, un sous-espace vectoriel de E tel que pour tout i € [[1, n]], F; cH.

p
< Montrer que Y F; c H.
i=1

,—[Proposition 10 (somme et dimension)]

Soient Fy,...,Fp, des s.e.v d'un espace vectoriel E.

Siles F; sont tous de dimension finie, alors ¥ F; est aussi de dimension finie avec
i=1

i=

P p
dim(z Fi) <) dim(F)).
i=1 i=1




Sommes directes

,—[Déﬁnition 11 (somme directe)} N

La somme de p sous-espaces vectoriels Fy, Fa, ..., Fj, d’'un espace vectoriel E est dite directe si
v (ul,...,up) €Fy x--- XFp, up+---+up =0g = wuy=---= uPZOE.

La somme directe des s.e.v F,F,...,F, estnotée Fi @ F2 &... @ F),.

Exemples.
 Enreprenant I'exemple précédent, on améme 4,[R) =T "0 T~ & 2.

e Sipourtouti € [[1, pll, F; = Vect(e;) o1 e; est un vecteur de E non nul alors la somme § F; est directe si et seulement
i=1

sila famille (ey, ey,..., ep) est libre.

,—[Proposition 12 (somme directe et unicité)] N\

Soient Fy,Fy,...,F), des s.e.vd’'un e.v E. On a équivalence entre :

. P o
i) Lasomme Y F; est directe.
i=1
ii) Tout vecteur de F; +F» +...+F), s’écrit d'une maniére unique comme somme de vecteurs
de Fy, Fy,...,Fp. Autrement dit, pour tout u € F; +Fo +... +Fp,

3! (ur, up, ..., up) €Fy x Py x ... x Fp, U= +Up+...+ Up.

Exercice 11 4 Soient Fy, Fy et F3 trois s.e.v de E tels que
(~‘ % FlﬂFzz{OE}, FgﬂFgZ{OE} et Fp ﬂFgZ{OE}.

o A-t-on nécessairement F; @ Fo @ F3?

[Théoréme 13 (caractérisation par concaténation)]

Soient Fy,...,F;, des s.e.v de dimension finie d'un espace vectoriel E. Soient %1, %,..., %), des bases
respectivement de Fy, Fa, ..., F,. On a équivalence entre les énoncés suivants.

. P o
i) Lasomme Y F; est directe.
i=1

ii) La famille %, obtenue par concaténation des bases 4;, est une base de f F;.

i=1

44 Exemple. Dans R*, on pose K
Exercice 12

(1,0,1,0)

- F:{(x,y,z,t)|x+y:z+t=0}, G =Vect(u), H=Vect(v) avec{ “ ©0,1,0,1)

4 1. Donner une base de F.

2. Vérifier que F® G®H = R* en utilisant 'énoncé précédent.

10



[Théoréme 14 (caractérisation par les dimensions)]

Soient Fy,...,F), des s.e.v de dimension finie d'un espace E. On a I'équivalence entre les énoncés suivants.

i) Lasomme f F; est directe.

i=1

i) dim(éF,-) = §1 dim (F;).

Exemple. Reprenons I’exemple précédent.

nn-1 nn-1)
+

dim (97") +dim (9 ") +dim(2) = 5 5

+n=n*=dim (4, R)).

Exercice 13 4 Soient Fq, F» et F3 trois s.e.v de E tels que Q,

7 FinFy={0g}, FanF3={0g}, FinF3={0g}

et dim(Fp)+dim(F2) + dim(F3) = dim(E).

A-t-on nécessairement F; @ Fp @ F3 = E?

44 Exemple
Dans R3[x], on pose :

Exercice 14
o F= {Pe[Rg[x] |P(0)=P(1)=P(2) :O}, V:{PeRg[x] |P(1)=P(2) :0},

7. G={PeRs3[x]|P(1)=P@2)=P@3)=0}, H={PeRsx]|Px) =P(-x)}.
A5

d 1. Préciser les dimensions de chacun de ces sous-espaces vectoriels.

2. Montrer que Vo H = R3[x].
3. Justifier que F® Ge H = R3[x].

n Changement de bases

2.1 Rappels : liens entre matrices et applications linéaires

Si %8 = (ey,..., e,) est une base d'un espace vectoriel E, alors pour tout vecteur u de E, il existe un unique n-uplet
(x1,...,%x,) € R™ tel que

n
u=Yy xje;.
i=1

Dans ce cas, (x1,..., X;) sont les coordonnées de 1 dans la base 2. On définit la matrice colonne des coordonnées de
u dans la base 28 par
X1
X2
Matg(u) =

Xn

Généralisation. Soient & = (uy, ..., up) une famille de vecteurs de E et 98 une base de E.

Pour tout k € [[1, pll, on note (X3 k, X2,k, ..., Xn, k) les coordonnées de uy dans la base 2.

On appelle matrice de la famille & dans la base 28, notée Matg (%), la matrice dont les colonnes sont les matrices
coordonnées des vecteurs de % dans la base % :

X1,1 X132 0 Xp

X211 X22 ot X2p
Matg(F)=| . . . .| e pR).

Xn1 Xp2 0 Xpp

Autrement dit, la matrice Matg () s'obtient en concaténant les matrices colonnes des coordonnées des vecteurs de
la famille.

11



,—[Déﬁnition 15 (matrice d'une application linéaire)j N\

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et %g = (ey,...,ep), B deux bases respectives
de E et F. La matrice de ¢ € Z(E F) relativement aux bases % et %Br est la matrice de la famille
(¢(en),..., p(ep)) dans la base %y :

Matg, (@(e1),...,p(ep)).

Elle est notée Matgg, g (¢).

\ 7
@le1) @le2) ¢(ep)

Représentation .

% “ee e e % 81
Notons (e1,-:-,ep) et (€1,--,€,) des bases de E et F. Une maniere : S - €
commode de se représenter la matrice est de placer en colonne ]
les composantes des images de la base (e, , ep) par ¢ dans la Do %
base d’arrivée (g1,---,€,). Le coefficient en position (i, j) est la
composante de ¢(e;) suivant le vecteur ;. . .

€n

Exemples.
* La matrice de I'application identité Matgg, (idg) est la matrice identité I, ot p = dim(E).
* La matrice de I'application nulle u € E — Of € F est 0,,, avec n = dim(F), p = dim(E).

[Théoréme 16 (isomorphisme)]

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie (notées respectivement p et n) et Bg, Br deux
bases respectives de E et F.

LEF) —  MypR)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.
@ —  Matg, 2, () 3 g

Lapplication @: {

En particulier, pour tous @, y € Z(E,F) et A € R,
Matgz, g, (¢ + W) = Matg, g, (9) + Matg, 5. (W) et Matg, g (Ap) = AMatg, g (¢).

Rappel. Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

Conséquences.
* A toute matrice A € 4, »([®) correspond une unique application linéaire de R” dans R” dont A soit la matrice dans
les bases canoniques. Elle est appelée 'application linéaire canoniquement associée a la matrice A.

¢ En dimension finie, il ne peut avoir d’isomorphisme si la dimension de 'espace de départ ne coincide pas avec la
dimension de 'espace d’arrivée. Ainsi, 'espace vectoriel des applications linéaires de E dans F est aussi de dimension
finie et

dim (£ (E,F)) = dim (A, ,(®)) = pn = dim(E) x dim(F).

[Théoréme 17 (image d'un vecteur)]

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives %Bg, Br.
Soient p € Z(E,F) et u€E.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base %g.
— Vla matrice colonne des coordonnées de ¢(u) dans la base %g.
— A =Matg, 4, (p), la matrice de I'application ¢ dans les bases %g, %,

alors AU =V.

12



Remarques.
¢ Cette relation s'écrit directement Matgg, (¢(u)) = Matg, g, (¢) Matg, (1).

e Cette formule s’étend par concaténation aux matrices d’'une famille de vecteurs.
Soient ¢ € Z(E,F) et (uy,--, u4) une famille de vecteurs de E. Alors

Matg, (@(u1),- -, @(1tg)) = Matgg, g, (9) Matgg, (u1,- -+, Ug) (*)

[Théoréme 18 (produit matriciel et composition d’applications)]

Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives Bg, %, %g.
Soient ¢ € Z(E,F) ety € Z(F,G). Alors

Matg,g; (W © ) = Matgg;, i, (W) - Matgg, g, ().

,—(Corollaire 19 (inversibilité et isomorphisme)}

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie, %, %r deux bases respectives de E et F. Soit
p € Z(E,F). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lapplication linéaire ¢ est bijective.

i) Lamatrice Matgz, g, (¢p) est inversible.

Dans ce cas, Matg, g, (¢') = Matg,, gz, ().

++ Les questions sont indépendantes

1. Prouver cet énoncé grace au théoréme précédent.

Ex(ir cice 15 On pourra utiliser la caractérisation de la bijectivité.

¥ 2. Soienta, b, c,deRetpe L ([Rz) défini par ¢(x, y) — (ax + by,cx+dy).

e S
,[ A quelle condition sur a, b, ¢ et d, ¢ est bijective?

Y

/

3. (a) Soit n € N*. Déterminer A, la matrice de ¢ : P € R, [x] — P(x + 1) € Ry [x] dans
la base canonique.

(b) Justifier que A est inversible et déterminer A~1.

2.2 Compléments : matrices de passage

Définition 20 (cas particulier des matrices de passages)]

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie et 98, ¢, deux bases.
La matrice Matg (%) est appelée matrice de passage de la base 28 ala base 6. On la note Pg «.
Autrement dit, la j-eme colonne de P4 « estla matrice coordonnée du j-éme vecteur de ¢ dans la base 2.

Remarque. Pour 48 et ¢, deux bases de E, on a
Matg « (idg) = Matg(6) = Pg.«.

Application. Soit z un vecteur de E dont Ugg et U sont les matrices colonnes des coordonnées respectivement dans
les bases 28 et € alors

Ug =Pg¢Ug.
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Exercice 16

™ 4 Soient & = (e}, e2, e3) une base de R3 et B’ = (e] + e2,2e5 + e3,3¢3).
z Existe-t-il un vecteur non nul de R3 ayant les mémes composantes dans ces deux bases?
J g On pourra dans un premier temps, traduire matriciellement le probléme.

Remarque. Avec trois bases %, € et Z de E, on a aussi

Pao =Pxpv Psow (o)

4 On considere la base canonique % = (1, x, x?) de Ry [x].
Soient a, b € R distincts. On considére les familles de polynomes € = (1, x - a, (x— @)?) et
v 2= ((x-a? (x—a)(x-b),(x-b)?).

5P L

Exercice 17

(a) Justifier que € et 2 sont deux autres bases de Ry [x].
4 (b) Calculer Pg ¢, Py ¢ et Py g. Vérifier par le calcul que P ¢ =Py - Py .

2. Prouver la relation (¢) dans le cas général de trois bases 98, € et 2 de E.

,—[Proposition 21 (inversibilité)}

Soient 48, € deux bases d'un espace vectoriel de dimension finie E.

La matrice Pg « est inversible avec Py ¢ = (P4 %)~

Autrement dit, I'inverse de la matrice de passage de la base 28 a la base ¥ est la matrice de passage de la
base € alabase 2.

Exemple. Dans R?, notons 28 la base canonique et la famille ¢ composée
des deux vecteurs &; = (cos(a), sin(a)) et &2 = (sin(a), cos(a)). La matrice in-
verse s’obtient en remplagant a par —a.

€]

1 cos(a)  sin(a)

P =P = . .
8, % —sin(a) cos(a)

Théoréme 22 (changement de bases)]

Soient ¢ € £ (E) avec E de dimension finie, 2 et ¢ deux bases de E. Alors

Mat () =Pg ' -Matg () Py s.

a b b
4 % Soienta,beR,A=|b a b| etylendomorphisme de R3 dont A est la matrice
b b a
Exercice 18 dans la base canonique (e, e2, €3). Posons de plus 2 = (uy, up, u3) avec
',J/_\ uy=ey—e3, uUx=ey1—2erx+e3 et uz=ej+ex+es.
7
) & On admet que 8 est une base de R3.

1. Préciser B, la matrice de ¢ dans la base %.

2. Expliciter la relation entre A et B. A quelles conditions sur a et b, 'endomorphisme ¢
est un isomorphisme?

14



2.3 Compléments : matrices semblables

Définition et exemples

Définition 23 (matrices semblables)]

Soient A, B € .4, (R).
On dit que A est semblable a B s'il existe une matrice inversible P telle que B=P~!-A-P.

4 Vrai ou faux? Pour tous A, B, C € .45, (R). Q
Extircice 19 1. Aestsemblable a A.
. Si A est semblable a B, alors B est semblable a A.

. Si A est semblable a B, et B est semblable a C, alors A est semblable a C.

NN
X

2
3
4. Pour tout p € N, si A est semblable a B alors AP est semblable a B”.
5

. Si A est semblable a B et A est inversible alors A1 est semblable a B~1.

,—(Proposition 24 (endomorphisme et similitude)j <

Soient A, B € ./, (R), deux matrices semblables et E un espace vectoriel de dimension finie.
Alors A et B représentent les matrices d'un méme endomorphisme de E dans des bases différentes.
Autrement dit, il existe deux bases %, € de E et ¢ € Z(E) tels que

A=Matg(p) et B=Matg(yp).

0o 2 -1 1 0 0
Exemple. Les matrices suivantes sont semblablesM=| 3 -2 0 |etD=| 0 2 0
-2 2 1 0 0 -4

4 Notons ¢ I'endomorphisme de R canoniquement associé 2 M.

Exercice 20 1. (a) Prouverl'existence de u € R3 tel que vect (u) = ker(¢p —idg).
{ De méme, on prouve que v = (4,3,-2), w = (-2,3, -2) vérifient

Vect (v) =ker(p —2idg) et Vect(w)=ker(p+4idg).

- (b) Vérifier que (u, v, w) est une base de R3.

2. Démontrer que M et D sont semblables.

Lien avec le rang

Rappels.
e Lerang d'une matrice A, noté rg(A), est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes dans .4/, ; (R). Autrement dit,
siA=[C;C; ... Cp] alors
rg(A) = dim (Vect(Cy,Cy, ..., Cp)).
e Propriétés de calculs.

— Lerang est invariant par transposition, autrement dit
VA€ My p®R),  1gA) =1g('A).

— Lerang est invariant par les opérations élémentaires :
- Léchange de lignes ou de colonnes (L; < L; ou C; < C;).
- La multiplication d'une ligne ou d’une colonne par A € R* (L; — AL; ou C; — AC;).
- Laddition d’une autre ligne ou colonne (L; — L; +L; ou C; «— C; +Cj).
e Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et de bases respectives %g, %Br. Soient ¢ € Z(E,F) et A =
Matg,, %, (¢). On montre que
rg(A) =rg(y).
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Corollaire 25 (invariance du rang par similitude)]

Soient A, B € ./, (R).
Si A et B sont semblables, alors elles ont méme rang.

Exercice 21. <> Laréciproque est fausse. Pouvez-vous donner un contre exemple?

n Trace d’une matrice

,—[Déﬁnition 26 (trace)}

Soit A € 4, (R). On définit la trace de A, notée Tr(A), comme la somme des coefficients diagonaux de A.
Autrement dit, pour A = (a;, )i je[1,n)»

n
Tr(A) = ) ai,;.
i=1

<> Calculer Tr(I,), Tr (05), Tr(J) et Tr (K) ol
. 1 1 1 1
Exsrclce 22 1 ... .1 12 2
. 1 2 3 3
: 1 ... 1
,»f— ]= eMu®R) et K= - - - . . : € Mn®).
. . ) 1 n-1 n-1
1 2 3 n-1n

A partir des regles de calculs usuelles, on montre que :

Proposition 27 (forme linéaire)}

Lapplication trace Tr: .4, (R) — R est une forme linéaire. C’est-a-dire, pour tous A, Be .4, (R), A € R,

Tr(A+B) =Tr(A) + Tr(B) et Tr(AA) =ATr(A).

Vocabulaire. Une forme linéaire est une application linéaire a valeurs dans R.

Exercice 23
ercice .

q 1. Donner la dimension de Ker(Tr). Préciser une base.

[ € 2. Expliciter un supplémentaire du noyau.

Proposition 28 (trace et produit)]

Pour tous A, B € .4, (R)
Tr(AB) = Tr(BA).

4 & Prouver cette proposition.

Exercice 24 Si on note [M; j, le coefficient en position (i, j) de la matrice M, on rappelle que pour A €
ol M, p(R) et B € My q(R)
o A ”

\ P
- [ABl;,j = Z (Al [Bl, j-
| k=1
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Corollaire 29 (invariance par similitude)]

Soient A € ./, (R) et P € 4, (R), inversible. Alors

Tr(A) = Tr (P 'AP).

Remarque. Autrement dit, deux matrices semblables ont méme trace. Cette propriété permet de définir la trace d'un
endomorphisme (voir exercice|44)).

Exercice 25
ercice 4+ & SoientA, Be /4, (R).

v 1. Que dire de A si Tr(A’A) = 0?
| & 2. Que dire de A et B si pour tout X € 45 (R), Tr(AX) = Tr(BX) ?

n Les espaces stables

Définition 30 (espace stable)j

Soient ¢ € Z(E) et F une partie de E. On dit que F est une partie stable par ¢ si

YucekF, @(u) eF.

Exemple. Soit@: f €€ (R,R) — f' € €(R,R). Les espaces R[x] et Vect(cos, sin) sont des parties stables de ¢.

Exercice 26 +Q Les questions sont indépendantes
_ 7 1. Montrer que toute somme de s.e.v stables par ¢ reste stable par .
‘ ‘i < 2. Soient ¢, v € Z(E) tels que ¢ oy = Yo . Montrer que le noyau et 'image de ¢ sont
“ v stables par .
Remarques.

* Soit Funs.e.vde E dont (ey,..., ep) est une famille génératrice. Alors F partie est stable par ¢ si et seulement si, pour
tout i € [[1; pll, p(e;) € F.
¢ SiF estun s.e.v stable par ¢, on peut définir la restriction de ¢ a F par

L F — F
Plg u —  @w.

Lapplication (p|F définit alors un endomorphisme de F.

Exercice 27

' 4 Soient ¢ € Z(E) injectif et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E stable
< par ¢. Montrer que I’endomorphisme induit par ¢ sur F est un isomorphisme.

17



Exercices

e Le niveau de difficulté de l'exercice est repéré par les symboles <> , 4 , +4 , +44 (difficulté croissante).
e Les exercices classiques a bien maitriser sont repérés par ~ .

 Les questions avec indications sont marquées par & .

Révisions en algebre linéaire

Exercice 28. 4 Vrai ou faux?
1. La somme de deux matrices inversibles est inversible.

2. Toute matrice carrée est la somme de deux matrices inversibles.

Exercice 29. <> Soient E un espace vectoriel de dimension 2 et f € £ (E) tel que fo f = —idg.
Soit u, un vecteur non nul de E.

1. Justifier que (u, f () est une base de E.

2. Donner ] la matrice de f dans cette base.

3. 44+ Généraliser le résultat précédent ou E est de dimension 2n.

-4 0 3
Exercice 30. ¢4 % OnposeA=| 0 2 0
-10 0 7

1. En examinant les instructions en Python suivantes, calculer les puissances de A.

>>> import numpy as np

>>> A = np.array(([-4, 0, 3], [0, 2, 0], [-10, O, 71))

>>> P = np.array(([1, O, 3], [0, 1, 0], [2, O, 5]))

>>> P_inv = np.linalg.inv(P) # calcule l’inverse de la matrice

>>> P_inv

array ([[-5., 0., 3.1,
[ 0., 1 0.1,
[ 2., 0., -1.11)

>>> P_inv @ Q

array ([[2.,
[o.,
[o.,

Editeur

# La commande @ fait un produit matriciel

© 9

O N O =
= O O U
<o

2. Peut-on trouver B € /3 (R) telle que B2=A?
Exercice 31. 4 Peut-on trouver deux matrices A, B € .4, (R) telles que AB—BA=1,?

Exercice 32. ¢ Somme directe dans R;, [x]
Soit n e N* fixé. Pour tout i € [[0; n]], on définit F; = {P € R, [x]| ¥ j € [[0; n]] \ {i}, P(j)=0}.

1. Justifier que pour tout i € [[0; n]],

n
F;=Vect(L;) ou L;=J]x-j).

j=0

j#i

n
2. Vérifier que la somme Fg +Fj +--- + F, est directe, puis I'égalité @ F; =Ry [x].
i=0

Exercice 33. ¢4 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f, g € £ (E) tels que
E=Imf+Img et E=Kerf+Kerg.
Montrer que ces sommes sont directes.

Exercice 34. ¢4 Exemples de formes linéaires
Pour tout P € Ry [x], posons :

1
@1(P)=P(1), @2(P)=P(0), @3(P)=P(-1) et w(P):flP(t)dt.
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1. Justifier que 1 et sont des formes linéaires de Ry [x].
On admet que @y et @3 sont elles-aussi des formes linéaires.

2. Justifier que (@1, @2, @3) est une base de £ (R2[x],R).
3. a) Justifier 'existence de A1,A2,A3 € R tels que pour tout P € Ra[x],

1
f P(r)dt = A\ P(1) + A2P(0) + A3P(-1)
-1
b) Préciser les valeurs de A1,A2 et A3.

Exercice 35. 444 & Caractérisation des homothéties Source : oraux HEC 2018
Soit ¢ un endomorphisme de E.

1. Montrer que si pour tout vecteur u € E, ((p(u), u) sont colinéaires, alors ¢ est une homothétie.

2. On suppose ¢ un endomorphisme de dimension finie n = 2.
Démontrer que, si ¢ n’est pas une homothétie, alors il existe une base 8 de E dans laquelle la matrice M de ¢ a pour premiere

colonne
0

1
0

Exercice 36. ¢4 Soit n € N*. On considere, pour k € [[0, n]], les polyndomes P}, définie par Py (x) = (1 — x)kxn=k,
1. Préciser le degré de Py..

k
2. Soit k€ [[0, ]]. Simplifier Y (¥)P;.
i=0

3. En déduire que (Py)o<r<s €St une base de Ry [x].

tal

n+l).

n
a) Montrer que pour0<i<n, Y (k) ="
k=i

1

n ,
b) Déterminer les coordonnées du polynome Q(x) = Y. x/ dansla base (Py)o<i<n-
j=0

Exercice 37. 4 Soit ¢ € Z(E).
Démontrer que les sous-espaces vectoriels ker(¢), ker(p —idg) et ker(¢p + idg) sont en somme directe.

Exercice 38.Variante sur les endomorphismes nilpotents
Soit ¢ un endomorphisme sur E de dimension 4 tel que ¢° =0 L(E)-

1. Justifier que ¢p* =0 LE)-

2. Dans la suite, on suppose de plus que ¢> # 0 L (E)-
Peut-on avoir Kerg = Ker(pz? Méme question avec Ker cpz =Kerg3.

3. En déduire que dimKer @3 = 3.

4. Conclure en montrant qu'’il existe une base dans laquelle les coefficients de la matrice de ¢ dans cette base sont nuls partout,
sauf sur la deuxiéme diagonale inférieure.

Exercice 39. ¢4 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n = 2 et ¢ un endomorphisme de E tel que :

IpeN', P =0gr et P £0gp.
On dit que ¢ est un endomorphisme nilpotent d’indice p.
1. Montrerque  Ker(¢) c Ker(¢?) c ... < Ker(¢P) =E.
Vérifier que toutes ces inclusions sont strictes.
2. Soit %) une base de Ker(¢p). On la compléte en une base 98, de Ker [cpz]. On continue le procédé en complétant, pour tout entier
k € ([0, p —1]] une base %;. de Ker[cpk) en une base %, de Ker ((pk”).

On trouve ainsi une succession de bases %) « %, < ... %Bp, ou B, est une base de E.
Donner la forme de la matrice de ¢ dans la base 8. Préciser sa diagonale.

3. En déduire que si A € .4y (R) est telle qu'il existe p € N tel que AP = 0, alors A est de trace nulle.
Que dire de Tr(A¥) pour tout k e N* ?

Exercice 40. 444 d'apres oraux ESCP 2001
Soit E = .4, (R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n (n = 2). On note S (respectivement A) le sous-espace vectoriel de E
formé des matrices symétriques, (respectivement antisymétriques).

Soient (o, ) deux réels donnés non nuls, et f 'application définie sur E par, pour tout M€ E: f(M) = aM +p‘M
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Montrer que E=Se®A.
Exprimer f al’aide de p et g, ot g =1— p, quand p désigne le projecteur sur S de direction A.

Exprimer f2 = fo f en fonction de f et de L.

LA\

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un automorphisme de E. Exprimer alors f~! en fonction
de fetdel.

5. Exprimer, pour tout k € N*, f k en fonction de P, q,,p. En déduire la puissance k®Me de la matrice :

a+p 0 0 O

_ 0 a P 0

A= 0 p o O
0 0 0 a+P

Exercice 41. 444 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E). On suppose que, pour tout u € E, il existe un
entier 1, € Ntel que f"«(u) = Og. Montrer qu'il existe un entier n tel que f” =0g ().

Compléments de deuxiéme année

Exercice 42. 44 SoientA € /3 (R),B € /> 3(R) telles que

AB =

o O© o
o = O

- o O
[S—

L'objectif est de prouver que BA =1,.
Soient (e, e2, e3) la base canonique de R3 et f, g les endomorphismes canoniquement associés 4 A et B.

1. Vérifier que g(e») et g(e3) forment une base de R2. Notons € cette base.
2. Calculer la matrice de go f dans cette nouvelle base.

3. Conclure.

Exercice 43. 4 Soient A € ./, (R) non nulle telle que Tr(A) = 0 et ¢p son endomorphisme canoniquement associé.

1. Justifier qu'il existe x € R? tel que la famille (x, ¢ (x)) soit libre. &
2. En déduire que A est semblable a une matrice de diagonale nulle. &
Exercice 44. ¢ % Trace d’'un endomorphisme
Soient ¢ € £ (E) avec E de dimension finie et 98 une base de E. On définit la trace de ¢ par
Tr(¢) = Tr (Matg (@) -

1. Justifier que la trace de ¢ ne dépend pas du choix de la base. Q
2. Exemples

a) Soit n € N*. Calculer la trace de ¢ ot ¢ : P € Ry [x] — P— P e Rp[x]. Q,

b) Onpose @:A€ Un[R) — ‘Ae Mp(R). Q

i) Justifier que le sous-espace des matrices symétriques de taille (r,n) (noté .#;,) et celui des matrices antisymé-
triques (noté <f;;) sont supplémentaires dans .4, (R). Préciser les dimensions.

ii) En déduire la trace de ¢.
¢) Soit p, un projecteur de E de dimension n.
i) Justifier que ker(p) @ Im(p) = E. &

ii) En déduire que la trace d'un projecteur d'un espace vectoriel de dimension finie est égale a son rang.

Exercice 45. 444 & Dimension du commutant Source : oraux HEC 2021
Soit A € /3 (R) une matrice non nulle telle que A% = 0.

1. Montrer que la matrice A est semblable a la matrice

oS O O
o O O

1
0
0

2. Déterminer la dimension de I'espace vectoriel € = { M e 43 (R) ‘ AM = MA } Q,
Exercice 46. 4+ 44 % Base de polynémes de Lagrange

Soient ag, ay, ..., an, n+1 réels deux a deux distincts. Notons 98 = [l,x,...,x”) la base canonique de Ry [x] et (eo,...,en), la base
canonique de R"*1,
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1. Montrer que I'application suivante est un isomorphisme

{ Rn[x] N [Rn+1
' P — (P(ap),...,P(an)).

2. Pour tout i € [[0; n]], on définit le polynéme L; = ¢~} (e;). Montrer que la famille € = (Lo, ..., Ly) est une base de R, [x] et que

™=

VPeRpy(xl, P=) P(a)L;.

i=0

3. Préciser Pg ™ 1
Pour rappel, Pgg  désigne la matrice de passage de la base 28 a la base 6 .

Exercice 47. 4 D'aprés HEC 2009 E
Soit A un élément donné de .#» (R) non colinéaire a I. On note ¢ I'endomorphisme de R? dont A est la matrice associée dans

la base canonique (e, e2) de R? On pose: w=ej +ey.

1. En considérant les trois vecteurs ej, e» et w, montrer qu'il existe au moins un élément non nul x de R? tel que la famille

(x,(x)) soit une base de R?.
2. Montrer que la matrice M associée a ¢ dans la base (x, (p(x)) est de la forme
0 a
1 b

olt a et b sont deux réels, indépendants de la base (x, ¢(x)), que I'on exprimera en fonction de det(A) et Tr(A).
On pourra admettre que le déterminant est un invariant de similitude.

3. En déduire que la matrice A est semblable a sa transposée ‘A.

Exercice 48. ¢ 44 % Vecteurs cycliques et espaces stables

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie n = 2 et ¢ € £ (E). On dit qu'un vecteur u € E est cyclique pour ¢ s’il existe un entier

m non nul tel que la famille By, m = (u, @), 92 ),..., @M1 (1)) soit une famille génératrice de E.
Pour rappel, @' (u) = po@o...o@(u) aveci compositions.

1. Comparer m et n.
2. & Montrer que si u est cyclique pour ¢, alors 9,, ,, est une base de E.

3. Application
Dans la suite, on suppose que les seuls sous-espaces vectoriels stables par ¢ sont {0} et E.

a) & Justifier qu'il existe m € N tel que la famille %,, ;;; soit libre mais PBu,m+1 nest pas libre.
b) Vérifier que Vect(%8,, ) est un espace stable par ¢.
¢) En déduire que tout vecteur u € E\ {Og} est cyclique.

d) & Onnote ay, ay, ..., an—1 les coordonnées de ¢" (u) dans la base %, ,. Justifier que

©" =ag-idg+ay-@+...+ap_1-@" L.

e) Donner la matrice de ¢ dans la base %,, ,, al'aide des réels a;.

Exercice 49. 4

Ecrire un programme Python qui compte le nombre de matrices non inversibles parmi les matrices de tailles (25, 25) :

a b e e b
b a . - b
M(a, b) = avec —-50<a,b<50.
: . a b
b b - b a

Indication. On pourra utiliser les commandes ones([n,p]) qui renvoie une matrice de .4, » (R) ne contenant que des 1, eye(n) pour

la matrice I, et np.linalg.matrixrank(A) pour le rang de la matrice A.
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CHAPITRE 3

Valeurs propres et vecteurs propres

Une idée qui ne peut servir qu'une seule fois est une astuce. Sinon,
elle devient une méthode.

GEORGE POLYA

Mathématicien américain d’origine hongroise

et suisse (1887-1985).

_ Rappels : polynomes d’endomorphismes et de matrices

Rappelons que pour un endomorphisme ¢ de E, les applications ¢? = @ o, @> = po@o ... sont parfaitement
définies et linéaires. Les puissances de ¢ sont les applications :
n

(pozidE et pourtoutneN*, ¢@"= @o---0@ .
N———

n compositions

Remarque. Comme pour les matrices, il existe une version de la formule du bindme de Newton dans le cas des
endomorphismes. Soient @, W € £ (E) qui commutent (¢ o @ = W o). Alors pour tout entier naturel p,

P . .
«pﬂwv=(@+w)o(cp+w)o--~o(@+w)=z(’j)cp’owl.
i=0

,—[Déﬁnition 31 (polynome de matrice, d’endomorphisme)} N\

Soient P(x) = f a; x' eR[x], A€ M[R) et e L(E).
i=0

¢ Le polyndme de matrice P(A) est défini par PA) =¥ a;Al € My (R).
i=0
Un polynome P est annulateur de A si P(A) =0,,.

¢ Le polynome d’endomorphisme P(¢) est défini par P(p) = 2 a; ¢l € Z(E).
i=0
Un polynoéme P est annulateur de ¢ si P(¢) = 02 x).

Exercice 50
4+ % Existence d’'un polynéme annulateur

?\ ,, Soit A € ./, (R). En étudiant la famille (I, A,...,AP) pour un entier p bien choisi, montrer
que A admet un polynéme annulateur.
Régles de calculs
On démontre que pour tous A € R, P,Q € R[x], (AP)(A) =AP(A) et (P+Q)A)=PA)+Q(A).
Retenons également la propriété de commutativité :  (PQ)(A) = P(A)Q(A) = Q(A)P(A) = (QP)(A).

On a de méme avec des endomorphismes
(AP)@) =AP(@),  (P+Q)@ =P@+Q() et (PQ)(p)=P(g)°Q(¢) =Q(g)°P(¢) = (QP)(y).
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+ Les questions sont indépendantes.

g 1. & Soient A, B, deux matrices carrées semblables.
Montrer que tout polynéme annulateur de A est annulateur de B.

2. & Soient Ac.#y(R) et P € R[x] annulateur de A.
u Montrer que si P(0) # 0 alors A est inversible.

Exercice 51

,—[Proposition 32 (polynéme d’endomorphisme, de matrice)]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie dont 28 est une base et ¢p un endomorphisme de E.

Pour tout k € N,
Matg ()~ = Matg (¢").

Plus généralement, pour tout P € R[x],

P(Matgg ((p)) = Matg (P(¢)).

n Valeurs propres, vecteurs propres, cas matriciel

2.1 Premiéres définitions

,—[Déﬁnition 33 (valeurs propre, vecteur propre)]

Soient A € 4,(R), A e R et X € 4,1 (R). On dit que A est une valeur propre de A et que X est un vecteur
propre pour A associé a la valeur propre A si

AX=AX et X#O0,..

\.

Exemple. Posons 1 3 0 0 1 -2
A= 0 -2 0 et X=| 0], Y= 0 , L= 2 ,
-1 -2 0 1 -1 1

de sorte que AX=0-X, AY=Y et AZ=-27.

Comme X, Y et Z sont des matrices colonnes non nuls, 0, 1 et —2 sont valeurs propres de A.

A Attention. Un vecteur propre est toujours non nul.

Définition 34 (spectre)]

Soit A € 4, (R).
Le spectre de A, noté Sp(A) est I'ensemble des valeurs propres de A.

Exemple. En reprenant I'exemple précédent, {0;1; -2} < Sp (A).
Python. Voici le code pour obtenir une approxima-
tion des valeurs propres.

% >>> # script ezxzecuted
@
import numpy.linalg as al g [ o 1 -2.]
:- # On importe la sous-bibliothéque C : : :
§ linalg
5| A=np.array([[1,3,0],[0,-2,0],[-1,-2,0]1)
= # On définit la matrice A
print (al.eigvals (A)) Selon ce calcul, —2, 0 et 1 sont toutes les valeurs
propres de la matrice A. On conjecture donc
que Sp (A) ={-2;0;1}.
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2.2 Caractérisations des valeurs propres

,—[Théoréme 35 (caractérisation avec l’inversibilité)}

Soient A € .4, (R) et A € R. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) Leréel A est une valeur propre de A.
ii) Lamatrice A— AI, n'est pas inversible.

Autrement dit, Sp(A) est ’ensemble des réels A pour lesquels la matrice A — Al,, n’est pas inversible.

Remarque. En particulier, 0 est valeur propre si et seulement si, la matrice A n’est pas inversible.

,—[Corollaire 36 (matrices triangulaires)]

Soit A € My (R).

Si A est une matrice triangulaire,

alors les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux de A.

\.

A Attention. C’est grossiérement faux si la matrice n’est pas triangulaire.
On pourra par exemple, vérifier que [(1) (l)l n'admet aucune valeur propre réelle.

2.3 Les sous-espaces propres E) (A)

Définition 37 (E, (A)) ]

Soit A € 4, (R). Pour tout réel A, on pose

Ex(A) = {X€ 4,1 (R) | AX = AX}.

En remarquant que E, (A) = Ker (A—Al,;), on en déduit que :

,—[Proposition 38 (structure de Ey (A))]

Soit A € #,(R). Pour tout A € R,
* E)(A) est un sous-espace vectoriel de .4, ; (R).

* E)(A) #{0,,1} siet seulement si A est une valeur propre de A.

Remarque. La formule du rang donne alors dim (Ej (A)) + rg (A - AL,) = n.

Vocabulaire. SiE,(A) # {0,,1} alors on parle de 'espace propre associé a la valeur propre A. Dans ce cas,

1<dim(Ex(A)) < n.

Exercice 52

4+ & Soient A, Be ./, (R).

'i\u Montrer que si A et B sont semblables alors Sp(A) = Sp(B) et les sous-espaces propres sont
| = de méme dimension.
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Exemple. Le cas diagonal.
Si A est une matrice diagonale, alors les valeurs propres de A sont exactement les coefficients diagonaux de A et pour
A € Sp(A), la dimension de E) (A) est égale au nombre de fois o1 A apparait sur la diagonale de A.

44 Vrai ou Faux?
Pourtous A€ .4, (R) et A € R,

Exercice 53 1. SiA€Sp(A) alors A € Sp(A?).

( . SiAZe Sp(AZ) alors A € Sp(A).

. Sp(A) =Sp(*A).

. Ex(A) =E, ().

. dim(E,(4)) =dim (E, (‘A)).

. SiA estinversible, A € Sp(A) ssi A le Sp (A_l).

4
A

(=2 5] SR V]
SN NN NN
X

n Valeurs propres, vecteurs propres, cas des endomorphismes

3.1 Définitions et exemples

Reprenons et adaptons les définitions au cas des endomorphismes d'un espace vectoriel E.

,—[Déﬁnition 39 (valeur propre, vecteur propre, spectre)] N\

Soit ¢ € Z(E).
e Soient A € R et u € E. On dit que A est une valeur propre de ¢ et que u est un vecteur propre pour ¢
associé a la valeur propre A si

@) =Au et u#0g.

¢ L'ensemble des valeurs propres de ¢ est le spectre de ¢, il est noté Sp(¢).

\ J

Exemple. Posons u =(1,0,-2,), v=(0,0,1), w=(1,1,-2) et
R - R
cp.{ x, 2 — ((x+2y,3y,2x—-4y+22)

On a () = u, p(v) = 2v et (w) = 3w. Comme u, v et w sont non nuls, 1, 2 et 3 sont trois valeurs propres de .
C’est-a-dire, {1;2;3} = Sp(¢).

Remarque. Le vecteur u (non nul) est un vecteur propre de ¢ si et seulement si la droite vectorielle Vect(u) est stable
par ¢.

4+ Exemples Les questions sont indépendantes.
Exercice 54
On pose J Rall = Ryl [ €PRR) — ECRB)
7 p @ P — P 4+2P : f _ f’,

1. & FEtudier les valeurs propres de I’endomorphisme ¢.

2. & Montrer que tout réel est valeur propre de .

Définition-proposition 40 (E) ((p))]

Soient ¢ € Z(E) et A € R. On définit le sous-espace vectoriel E, (¢) de E par

Ex(@) ={u€E|pw) =Au}=Ker(p—Aidg).

Remarques.

e Pour tout A € R, Ej (¢p) est un espace stable par .

* E) (o) est bien un s.e.v de E puisque c’est le noyau d'une application linéaire.

¢ Si A est une valeur propre, on dit que E) (¢) est 'espace propre associé a la valeur propre A.
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3.2 Précision en dimension finie

[Théoréme 41 (lien matrice et endomorphisme)]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, ¢ € Z(E), u € E et 8, une base de E.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base 23.
— A =Matg(p), la matrice de 'endomorphisme ¢ dans la base %.

Alors, u est vecteur propre de I'endomorphisme ¢ pour la valeur propre A si et seulement si U est vecteur
propre de la matrice A pour la valeur propre A.

Application. Soient A et B deux matrices semblables. Elle représente le méme endomorphisme ¢ dans des bases
différentes. On retrouve alors Sp(A) = Sp(p) = Sp(B).

,—(Proposition 42 (caractérisations en dimension ﬁnie)j \

Soient ¢ € Z(E) avec E de dimension finie et A € R. On al'équivalence entre les énoncés suivants.

i)  Leréel A est valeur propre de ¢.
ii) Lendomorphisme ¢ — Aidg n’est pas injectif.
iiif L'endomorphisme ¢ — Aidg n’est pas bijectif.

iv) 1g(¢—Aidg) <dimE.

3.3 Précisions pour des endomorphismes remarquables

Les homothéties

Pour rappel, une homothétie de E de rapport A € R* est I'application Aidg : { 5 - ];: u

e Le polyndme P d’expression P(x) = x — A est un polyndme annulateur de 'homothétie de rapport A.

¢ Tout vecteur non nul de E est vecteur propre pour la valeur propre A.

Exercice 55

g 444 & Laréciproque
17 Soit ¢ € Z(E) non nul tel que tout vecteur non nul est vecteur propre de .

Montrer que ¢ est une homothétie.

Les projecteurs

,—[Déﬁnition 43 (projecteur)} N

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

ug
/ ------------ 2 u Ainsi, pour tout u € E, il existe une unique décompo-
- sition u = ur + ug ou (ug, ug) € F x G. On pose
E — E
F Ug p: {
u +— Ufp.

/G

Cette application est linéaire, elle est appelée le projecteur sur F parallelement a G.
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Remarque. On montre que p est un projecteur sur F = Im(p) parallelement a G = Ker(p). En particulier, le noyau et
I'image d’un projecteur sont supplémentaires dans E.

Im(p) ® Ker(p) =E.

Exercice 56
~ 1. Savez-vous prouver cette remarque?

2. Vérifier que idg —p est un projecteur. Préciser ces éléments caractéristiques.

[Théoréme 44 (caractérisation d'un projecteur)]

Soit p : E — E une application. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) pestun projecteur.

ii) pestlinéaireet pop=p.

Spectre d’un projecteur.
Soit p € Z(E) un projecteur. Soient F,G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E de sorte que p soit le
projecteur sur F parallelement sur G. Afin que F et G ne soient pas réduit a {Og}, on suppose dans la suite que p # 0. )
et p #idg.
¢ On montre que Sp(p) = {0; 1}.
 Le polynome d’expression x> — x = x(x — 1) est un polyndéme annulateur de p. Notons que les valeurs propres de
p sont des racines du polyndémes.
e D’apres les résultats précédents sur les projecteurs, F = Im(p) = E; (p) et G = Ker(p) = Eg(p). On en déduit que E
se décompose suivant les espaces propres de p

E=FeG=E(p) ®Eo(p).

Exemple. Les symétries. Soient E, un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Pour tout u € E, il existe un unique couple (ur, ug) € F x G tel que u = up + ug. On définit alors la symétrie par rapport
a F parallelement a G comme I'application linéaire :

s:u€E— ur—ugeE.

4 Les symétries

Exercice 57 1. Faire un dessin similaire au cas des projecteurs pour illustrer la situation.

( 2. Préciser sos. En déduire un polynéme annulateur.

- 3. Onsuppose que s # +idg.

Etudier les valeurs propres de s et préciser les espaces propres a 'aide de F et G.

- 4. Soit p le projecteur sur F parallelement a G.
Vérifier que s = 2p —idg. Retrouver les résultats de la question 3.

n Lien avec les polyndmes et conséquences

4.1 Polyn6mes et valeurs propres

[Théoréme 45 (polynomes et valeurs propres)]

Soient Q e R[x] et p € Z(E).

Si u est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A,

alors Q@) (1) = Q) - u.
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,—(Corollaire 46 (valeurs propres et racines)} <

Soientp € Z(E), PeR[x] et A eR.

Si | — Aestvaleur propre de ¢.

— P est un polyndme annulateur de .

Alors A est une racine du polynéme P.

\. J

Remarque. On a des énoncés équivalents avec les matrices.
SiAe 4, [R), Q€ R[x] et X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors

QX =QMX.

De plus, si Q est annulateur de A, A est une racine de Q.

Exercice 58
+ Soit ¢ : M€ My (R) — M.
— 1. Donner un polynéme annulateur de ¢ de degré 2.
M 6 2. En déduire les valeurs propres de ¢.
4.2 Conséquences

Rappels sur les polyndmes de Lagrange.
Soient p, n € N*. Soient A1, Ap,---, A, des réels deux a deux distincts, il existe p polynémes, notés L;, tels que

0 si i#],

Yi,jell,pll, Li(?\j)=5i,j={ 1 sinon

44 Existence des polynémes de Lagrange

1. & Prouver cet énoncé avec I'application linéaire

Exercice 59 0: { Ry-1lx] — RP
Ve ' p —  (P\1),PA2),...,P(A\p)).

>

| = 2. a) Préciser les trois polynomes de Lagrange pour a; = -1, a; =0 et az = 1.

b) Donner I'expression de L; (x) dans le cas général.
3. Justifier que pour tout P € Ry, [x], P(x) = )E P(a;)L;.
i=1
,—[Théoréme 47 (somme directe des espaces propres)] \

Soit ¢ un endomorphisme d’un espace vectoriel E.
Si A1,...,Ap désignent p valeurs propres deux a deux distinctes de ¢,

alors lasomme ¥ E), () est directe.
i=1

\. J

,—(Corollaire 48 (en dimension ﬁnie)} <

Si on suppose de plus que E est de dimension finie, alors

p
Y dim (Ey, (¢)) < dim(E).
i=1

29



,—(Corollaire 49 (famille libre de vecteurs propres)] <

Soit ¢ un endomorphisme de E.

Si les vecteurs uy, uy, ..., up sont des vecteurs propres de ¢ associés a des valeurs propres distinctes,

alors lafamille (1, ..., u,) est une famille libre de E.

\. J

,—(Corollaire 50 (majoration du nombre de valeurs propres)} N

Soit ¢ un endomorphisme de E de dimension finie. Alors le nombre de valeurs propres de ¢ est inférieur
ala dimension de I'espace :
Card (Sp(¢)) < dim(B).

\ J

Remarque. Matriciellement, si A € .4, (R), Card (Sp(A)) < n.

n Recherche de valeurs propres et vecteurs propres

Cette section détaille les différentes méthodes pour calculer les valeurs propres et les vecteurs propres d'une ma-
trice. Elles sont essentiellement basées sur le pivot de Gauss.

5.1 Recherche des valeurs propres

Rappelons que :
e Leréel A est valeur propre de A si et seulement si rg(A—Al,) < n.

¢ Lerang est invariant par transposition et opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.

0o 2 -1
3 -2 0 ].

-2 2 1

Exemple. On pose A=

Soit A € R. Procédons par opérations élémentaires pour se ramener a un systéme triangulaire.

-A 2 -1
rg(A—Alg3) = rg| 3 -2-A 0 L3 <1,
-2 2 1-A
-2 2 1-A
Ls —2L3—AL;
= rg|] 3 -2-A 0
Y 2 -1 L2<—2L2+3L1
_02 2 22)\ 31 _3);\ Lo —La/2
= T — —
& 0 4—2\ A2—A—2 (et factorisation)
-2 1 1-A
= rg|] 0 1-A 3-3A L, —~ L3
0 2-A2 A+DA-2)
-2 1 1-A
= 1g 0 2—-A ()\+1)()\—2) C2<—3C2—C3
0 1-A 3(1-A)
-2 *
1l est inutile de calculer
rgA=Aly) = rg) 0 (F2+NMA+4) les coefficients *
0 0 3(1-A) ’

Ainsi A est valeur propre si et seulement si rg (A — Alg) < 3. C'est équivalent a
A-2)(A+4)=0 ou 3(1-A)=0.

Finalement Sp(A) ={-4;1;2}.
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Remarques.

* Noter bien I'’échange L3 < L; au début du pivot de Gauss. C’est particulierement utile pour avoir un pivot qui ne
dépend pas de A.

¢ Sion dispose d'un polynéme annulateur de petit degré, on peut se limiter a regarder le rang sur les quelques racines
du polynoéme pour déterminer les valeurs propres.

5.2 Recherche des vecteurs propres

Expliquons maintenant comment calculer les vecteurs propres de la matrice A connaissant les valeurs propres.
X
* SoitX= | y | €43,1(R). Raisonnons par équivalences.
z

XeE;(A) —

2y—-z = X -x+2y-z = 0
AX=X = 3x-2y =y — 3x-3y = 0 ILz=-20,

=2x+2y+z = z =-2x+2y = 0

— {—x+2y—z =0 — {yzx

x-y =0 zZ=Xx

X 1 1

— X=]1x|=x]|1 — X € Vect 1

X 1 1
1
Finalement E;1(A) = Vect 1
1

Déterminons les autres sous-espaces propres.

1 4 2
e De méme E2(A) = Vect 3/4 = Vect 3 et E_4(A) =Vect -3
-1/2 -2 2
E ice 60 7 3 -9
x?rc1ce 4 SoientA=| -2 -1 2 | etP(x) = x3 —2x% —5x +6. On admet que P(A) = 03.
¥ 2 -1 -4
S ,f 1. & Donner les racines de P. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de A?
~ 2. Déterminer les valeurs propres de A et, pour chaque valeur propre, déterminer une
. base du sous-espace propre associé.
5.3 Cas particulier de la dimension 2

Proposition 51 (lien avec le déterminant)j

Soient A€ /> (R) et A\eR.Ona:

AeSp(A) < det(A-AL)=0.

Exercice 61 <> Donner, en fonction de a € R, le nombre de valeurs propres réelles de

cos(a) sin(o)

) N Ra = —sin(a) cos(a)
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AN Exercices L9

Révisions, puissances et polyndmes de matrices et d’endomorphismes

Exercice 62. 44 & Soient neN* etdj,...,dy, nréels deux a deux distincts. Posons
D =diag(dy,...,dn).

Montrer que la famille (Dk) est une base de l'espace vectoriel 2;, des matrices diagonales.

ke([0;n—1]]

Exercice 63. ¢4 Soit ¢ € £ (E) dont un polynéme annulateur a pour expression P(x) = x% + x — 2.

1

1. Justifier que ¢ est un isomorphisme et exprimer ¢~ en fonction de ¢ et idg.

2. & Démontrer I'existence de deux suites (a,) zen et (bn) nen telles que
vneN, ¢"=an@+byidg.

2

3. Soit n € N. Enoncer la division euclidienne du polynéme x" par x* + x — 2.

Retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice 64. 444 Vecteur cyclique et polynéme annulateur
Soient E un espace vectoriel de dimension finie 7 et ¢p un endomorphisme de E.

On dit qu'un vecteur u € E est cyclique pour ¢ s'il existe £ € N* tel que la famille 28,, o = [u, e),..., tpe_l (u)) soit génératrice dans
E.

1. & Soit u, un vecteur cyclique pour . Montrer que %,,,,, est une base de E.

n-1 :
2. Justifier qu'il existe n réels notés ag, ay, az, ..., a, tels que @ (1) = ¥ a;¢* (u).
i=0

n—1 -
3. Justifier que le polyndome d’expression P(x) = x™ — ¥ a;x" est annulateur de ¢.
i=0

i=

Exercice 65. ¢ @ Soient ¢, W deux endomorphismes nilpotents de E.
Montrer que si ¢, ¥ commutent, alors la somme ¢ + W est nilpotente.
Un endomorphisme @ est dit nilpotent s'il existe un entier p tel que P = 0. o) (composée p-ieme).

Exercice 66. ¢ 44 & 444 & Commutant d’'un endomorphisme cyclique
Soit ¢p un endomorphisme d’'un un espace vectoriel E de dimension n. On note 6 () I'ensemble des endomorphismes de E qui
commutent avec ¢ et R(¢p) 'ensemble des polynémes en ¢. Dit autrement

C@)={ve LE) |vop=gpow}l et R(p)={P()|PeRxl}.

Enfin, on dit qu'un endomorphisme & de E est cyclique s’il existe un vecteur ug € E tel que la famille
(uo, h(up), ..., K"~ (up)) soit une base de E.

1. Montrer que 6 () et R(p) sont des sous-espaces vectoriels de £ (E), puis que R(¢) < € (¢).

2. Montrer que ¢ est cyclique si et seulement s'il existe une base 98 de E et des réels ay, ..., a;—1 tels que :

0 0 N o))
1 0 ces e Qag

Matg(@)=| 0 1

0 “es ces 1 Apn—1

Pour les questions suivantes, on suppose que 'endomorphisme ¢ est cyclique, et on fixe un vecteur ug € E tel que la famille
B = (uo,(,o(uo),...,Lp”_1 (uo)) soit une base de E.

3. Soit P(g) =" — nil(xkcpk. Montrer que P(¢p) = 0.
k=0
Indication : remarquer que P(@) (1) = 0, puis montrer que P(¢p) (cpf (uo)) =0 pour tout € € N.

4. a) Montrer que la famille (idg, @, ..., " 1) est une base de R(¢p).
Indication : utiliser la division euclidienne.
b) En déduire que € () = R(y), puis la dimension du commutant € (¢).
Indication : si f € € (@), exprimer f (ugy) dans la base B, puis calculerf[q)i (uo)) pourieN.
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Valeurs propres, vecteurs propres

Exercice 67. <> Expliquez 'intérét de la fonction Python suivante.

import numpy as np
import numpy.linalg as al

def bidule(A,x) : # A est une matrice carrée et x, un Téel
= [n,pl=np.shape (A)
2 if nl=p
E print (’Non, la matrice n est pas carrée ...’)

elif np.linalg.matrix_rank(A-x*np.eye(n))<n
print (?0ui !’)

else
print (’Non !’)

Exercice 68. 44 Vrai ou faux?

1. SiA=]J? alors Sp(A) cRY.

2. SiA est antisymétrique alors A est diagonalisable.

3. Soit A€ R*. Si\ € Sp(A?) alors VA € Sp(A) ou —vA € Sp(A).

Exercice 69. ¢4 Polyndme annulateur minimal Questions sans préparation HEC 2015
Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
1. & Etablir I'existence d’un polyndme P non nul tel que P(f) = 0.4 g).
2. & Soit Q un polynéme tel que Q(f) = 0 (g et de degré minimal parmi les polynomes non nuls tels que P(f) = 0 ¢ (g).
Montrer que toute racine de Q est valeur propre de f.

Exercice 70. 4 D’aprés EDHEC 2019
On note id I'endomorphisme identité de R? et on considére I'endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est :
1 0 0
A=) -2 3 =2
-1 1 0
1. a) Déterminer un polyndme annulateur de A qui soit de degré 2.

b) En déduire les deux valeurs propres possibles A et A de A (avec A1 <Az ).
c¢) En Python, la commande linalg.matrix_rank(M) de la bibliothéque numpy renvoie le rang de la matrice M. On a

saisi
Python a répondu

import numpy as np

E| Lo ity hnerin rank (o apa iy U §| e 4 seripe cmccutes

E r2=np.linalg.matrix_rank (A-2*np.eye(3)) g ri= 1 r2= 9
print(’r1=’,r1,’r2=’,r2) o
Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de f et a la dimension des sous-espaces propres associés?

d) Donner une base de chacun des noyaux Ker (f — A1 id) et Ker (f — A2id). En déduire qu'il existe une base %8 dans la-

quelle la matrice de f est diagonale.

2 a) Justifier qu'il existe une base (11, v1, v2) de R3, ol1 (11, v7) estune base de Ker (f —A1id) et (v2) une base de Ker (f — A2 id).
On choisira ces vecteurs de facon que leurs composantes soient des entiers naturels les plus petits possible, la derniere
composante de uy et la premiere de vy étant nulles.

b) On note x = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de R3. Déterminer, en fonction de a, b et ¢ les coordonnées de x dans la

base (u1, vi, v2).

Exercice 71. 4 Soit ¢ 'endomorphisme de R? défini dans la base canonique (ey, eo, e3) par

@(e1) = 6ep—4ex+4es
@le) = el +2enx+2e3
pes) = —ej+2er+2es.

Déterminer le sous-espace propre de ¢ associé a la valeur propre 4.

Exercice 72. 4+ % Un exemple détaillé : la matrice Attila
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Soient n € N\ {0; 1}. Notons J € ./ (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1 et X € .4, 1 (R) la matrice colonne dont tous
les coefficients sont égaux a 1.

1. a) Préciser le rang de J. En déduire que 0 est valeur propre dont on précisera la dimension de I'espace propre associé.
Préciser une base ¢ de I'espace propre associé a la valeur propre 0.

b) Calculer JX. Que peut-on en déduire?

2. En déduire que ] ne possede que deux valeurs propres.

3. Montrer que J est semblable a une matrice diagonale dont on précisera les coefficients diagonaux.

4. Conclure en donnant tous les polynémes annulateur de J.

Exercice 73. 4 Transformation affine et spectre
Soient n € N\ {0;1}, ] € .4}, (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1. Pour tous a, b € N, on pose

a b -+ -+ b
b a - - b
M(a, b) =
: . . a b
b b - b a

1. & Exprimer M(a, b) a 'aide de I, et ]. En déduire le lien entre le spectre de J et celui de M(a, b).

2. Onavua l'exercice qu'il y a exactement 105 matrices non inversibles lorsque a, b € [[-50;50]] et n = 25. Retrouver ce
résultat sachant que ] admet deux valeurs propres 0 et n (voir exercice précédent).

Exercice 74. 44

d’apres ESCP 2001
Soient n un entier naturel tel que n = 3 et A € .4, (R) définie par:
1 1 1 e 1
1 0
A= 1
1 0 0

et ¢ I'endomorphisme associé a A sur la base canonique de R”.
1. Déterminer une base du noyau de ¢ et une base de I'image de ¢.

2. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Exercice 75. ¢4 & & SoientA, Be .4, (R) et A\ €R.
Montrer que A est valeur propre de AB si et seulement si A est valeur propre de BA.

Exercice 76. 4+ % Matrices stochastiques
Une matrice carrée P = (p; j)1<;, j<n st dite stochastique si elle vérifie les deux conditions :
n
i) Pourtoutie€(1,n]], ¥ pij=1
j=1
ii) Tous les coefficients de la matrice P sont positifs.

1. & Traduire la condition i) en terme de vecteur propre.
On pourra poserX = (1,...,1).

2. Montrer que I'ensemble & des matrices stochastiques est une partie convexe stable par produit.
Une partie A est convexe si pour tous a, be A, tout A€ [0,1], Aa+ (1 —-A) beA.
Une partie A est stable par produit si pour tous a, b € A, ab € A.

3. Démontrer que les valeurs propres réelles d'une matrice stochastique sont comprises entre —1 et 1.

> Pour aller plus loin, on pourra consulter le sujet EM Lyon 2010 ECS, probleme 1.

Exercice 77. 4 ® Crochet de Lie et nilpotence
Soient n € N* et A,B € .4, (R) telles que AB—BA = A.
1. & Montrer que pour tout k € N, on a AFB —BAK = kAK,
2. On consideére
L A® = R
P81 M  — MB-BM.
Vérifier que @p est un endomorphisme de .4, (R).

3. Traduire la question 1 en terme de vecteur propre et valeur propre.
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4. & En déduire I'existence d’un entier k non nul tel que Ak =0,

Exercice 78. +4 % Soit n € N*. On note ¢ 'application définie sur Ry, [x] par ¢ (P) = (x — 1)P' (x).
1. Montrer que @ est un endomorphisme de R [x]. Préciser sa matrice dans la base canonique de Ry [x].
2. & En déduire le spectre de ¢.
3. Soit P un vecteur propre de ¢ associé a une valeur propre A non nulle.
a) & Justifier que 1 est une racine de P.
b) & En étudiant la multiplicité de 1 en tant que racine de P, exprimer P en fonction de A.

4. Conclure en donnant tous les espaces propres de .

Exercice 79. 4+ 44 Matrice a diagonale dominante, localisation des valeurs propres réelles

est dite a diagonale dominante si pour tout i € [[1, n]],

Une matrice carrée A = [a,- j)l .
1<, j<n

|6li,i| > |6li,1|+"'+|di,i—1|+|6li,i+1|+"'+|ai,n|~

1. Montrer qu'une matrice a diagonale dominante est inversible.
Indication. On pourra s'intéresser au noyau de la matrice.
2. SoitB = (bi,j) € M, ([R). Montrer que

1<i,jsn

n n
Sp®) c J[bj; —ribjj+1;] ou r;= ,Zlu’i,j"
i=1 J=

J#i
0o 1 o0 .. O
3. Exemple d’une matrice tridiagonale
Soient n € N\ {0;1} et A la matrice : 1 0 1
A=lo 0
: -1 0 1
0o ... 0 1 o0

Montrer que si A est une valeur propre réelle de A, alors il existe 0 € [0, 7t] tel que A =2 cos(0).

Exercice 80. 444 On considere les deux matrices Question sans préparation, HEC 2018
01 0 0 01 0 0
0 0 1 0 0 0 0 O
A=1o 00 o] B o001
0 0 0 O 0 0 0 O

1. Comparer leurs spectres, leurs traces, leurs rangs, ainsi que les dimensions de leurs sous-espaces propres.
2. & Sont-elles semblables?

Exercice 81. ¢ 44 D’aprés Oraux HEC 2018
Soient A€ 4, R) et pp : M € My (R) — AM.

1. Démontrer que A et ¢ ont le méme spectre.

2. Comparer, pour chacune de leurs valeurs propres communes, les dimensions des sous-espaces propres correspondants de
Aetgp.

35



	Révisions an analyse
	Suites et séries
	Intégrales et intégrales généralisées

	Rappels et compléments d'algèbre linéaire
	Sommes de sous-espaces vectoriels
	Rappels: sommes de deux s.e.v et supplémentaires
	Compléments : sommes de p sous-espaces vectoriels

	Changement de bases
	Rappels : liens entre matrices et applications linéaires
	Compléments : matrices de passage
	Compléments : matrices semblables

	Trace d'une matrice
	Les espaces stables

	Valeurs propres et vecteurs propres
	Rappels : polynômes d'endomorphismes et de matrices
	Valeurs propres, vecteurs propres, cas matriciel
	 Premières définitions
	Caractérisations des valeurs propres
	 Les sous-espaces propres E(A)

	Valeurs propres, vecteurs propres, cas des endomorphismes
	Définitions et exemples
	Précision en dimension finie
	Précisions pour des endomorphismes remarquables

	 Lien avec les polynômes et conséquences
	Polynômes et valeurs propres
	Conséquences

	Recherche de valeurs propres et vecteurs propres
	Recherche des valeurs propres
	Recherche des vecteurs propres
	Cas particulier de la dimension 2



