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CHAPITRE ].

Révisions en analyse

Do not worry too much
about your difficulties in mathematics, I
can assure you that mine are still greater.

ALBERT EINSTEIN

e Les questions avec indications sont marquées par % .

e Les exercices classiques a bien maitriser sont repérés par “ .

* Leniveau de difficulté de l'exercice est repéré par les symboles <> , 4 , +4 , 44 (difficulté croissante).

“ Suites et séries

Exercice 1. ¢ & Est-ce que les séries suivantes sont convergentes?

cos(1/n)™

1 sin(n/n)

1 2n
eln(n+666)—ln(n) (1 _ _)

n
Z nltl/n’ Z 7-n% (@€eR).

Exercice 2. 4
Soient x un nombre réel strictement positif et (u,) la suite réelle ainsi définie :

1+u,

2/ uy

Uy = X, VneN upq =

1. Montrer que, pour n € N*, u, = 1.

2. a) Montrer que la suite (¢,),>; est monotone et convergente.
b) & Déterminer la limite de cette suite.

3. On suppose maintenant que x # 1 et on considére la série de terme général v, = -1+ u,,.
a) & FEtudier la limite lorsque n tend vers +oo de v,/ V.
b) & Que peut-on conclure pour la série de terme général v, ?

¢) & Endéduire que la suite (P,,) ,en €St convergente olt

n
vneN, P,=]]
k=0

Exercice 3. 4 Suite de Sylvester
On définit la suite (s,) en par la relation de récurrence

n
so=2 et VneN, sp=1+]] s
k=0

1. a) Justifier que pourtoutneN, Sn+1=Sp(sp—1+1 ()

#RA1

d'apres EMlyon #RA2

#RA3



b) Démontrer la relation de récurrence d’ordre 2 suivante : pour tout n € N,

2
Sp+2 = Sp+1” —Sp(sp—1) (%)

c) Préciser lalimite de (s;) sen.

2. Python
a) En utilisant la relation (%), écrire une fonction python d’entéte Sylvester d’argument n et qui renvoie la
matrice ligne [sg s1 ... Spl-
b) Reprendre la question précédente en utilisant maintenant la relation (% x).

3. Le code suivant permet de conjecturer la convergence d’'une certaine série. Laquelle?

n=10, indice=np.linspace(0,n,n+1)

A=sylvetser (n)

B=np.zeros(n+1)

B[0]l=1/A[0]

for i in range(1,n+1):
B[i]+=B[i-1]+1/A[i]

Editeur

# résultat
>>> B
array ([0.5 , 0.83333333, 0.97619048, 0.99944629, 0.99999969,
i o o o Io o o o o o oo 1

4. Prouver votre conjecture en montrant dans un premier temps que 1/(s, —1) = 1/(sp41 — 1) = 1/s,.

Exercice 4. 44 Regle de Raabe-Duhamel d’'apres oral ESCP 2025 #RA10
Soient (i) yen €t (V) nen deux suites strictement positives.

1. Montrer que si (In (nu,)) ,en+ tend vers une limite finie ou vers +oo, alors Y u,, diverge.

2. & On suppose qu'il existe un rang ny a partir duquel :

Up+1 Un+1
VneN, (n>n0 => —s—).
Up Un

Montrer que si ) v, converge, alors ) u, converge.

On suppose dans la suite que

3. a) & Montrer que Y u, divergesiA <1.

b) Montrer que }_ u, converge si A > 1.
Indication. On pourra poser v, = 1/ n® pour un réel « bien choisi.

4. Application
Discuter en fonction de la valeur de y € R de la convergence absolue de la série de terme général

_YY-D-2)...y-my—n+1)
n! :

n

n Intégrales et intégrales généralisées

Exercice 5. 4 Leréve du deuxiéeme année #RA4
Lobjectif de I'exercice est d’établir I’égalité suivante :

1 +00
f xdx=Y kR (o)
0 k=1

1. Soit /:]0,1] — R définie par h(x) = —xIn x. Donner les variations de k. Que dire en 0% ?
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2. & Soit n € N. Justifier I'existence d'une fonction continue R;, telle que

n n+1
VueR Z”— +Ry(w) et 0<R,(u)<——el
' ok " (n+1)!
+00
3. Pour k€N, on définitJ; = f e “uk du.
0
a) Justifier I'existence de J.
b) & Calculer J.
1
c) En déduire I'existence et le calcul de I, = f xk (In x)k dx.
0
On pourra effectuer le changement de variable u = —(k+1)In x.
4. a) Pour tout n € N, montrer que :
1 (- l)k eI/e
x Ydx= Iy+r, avec 0<r,<———.
fo ,CZ:O krm " (n+ et

b) En déduire I'égalité (o).
Exercice 6. ¢4 adapté de l'écrit EDHEC 93 #RA5
Pour tout entier naturel non nul n, on note

1 LS 1 1 LA |
H,=1+~- =) — et Sy=l+=S+..+—=) —
" 2 Tt g k " 22 n? kg’l K2
On introduit aussi les fonctions f;, et g, définies sur R par :
n! n!

n x
f”(x):glln(l+E) et gn(x)= x+1)--(x+n) - ﬁ(x+k)'
k=1

Enfin, on introduit les intégrales :

1 1/VH, 1
1, =f gn(x)dx, U, =[ gnx)dx et V, =f gn(x)dx.
0 0 1/vH,

n

Partie I

1. a) Lasuite de terme général H,, est-elle convergente? La suite de terme général S, est-elle convergente?

b) & Pour tout nombre réel positif ou nul x, prouver les inégalités :

22
x—;sln(1+x)sx (o)

c¢) Enappliquant la double inégalité précédente a x = % montrer que

H, ~ Inn.
n—+oo

2. a) & Exprimer g,(x) al’aide de f;,(x) pour x € R.

b) En déduire, al’aide de la double inégalité (e), les inégalités :

UVH, S UVEL
[ e Mndx<U, <eZu e *ndx.
0 0

1
c) En conclure que U ~ =
) ! " e oo Hn

S
d) Montrer de facon analogue les inégalités : 0 <V, < e‘meH

N‘:

3

e) Démontrer que V,, = 0( ) quand » tend vers l'infini.
3. Al'aide des questions précédentes, établir que

1

" too Inn’
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Partie I1

4. On considére la famille de polynomes (ej, e, ..., e,) de R,_;[x] définie par :

Y kell;n], er(X)=x+Dx+2)---(x+k-1(x+k)---(x+n)= H (x+1).

i#k

1<isn

a) & Montrer que cette famille est libre. En déduire que c’est une base de R;,_1 [x].

b) En déduire 'existence de coefficients A1, Ay, ..., A, réels tels que :

n
VxeR, nl=) Ajei(x).
i=1

c) & Calculer A en fonction de 7 et du coefficient binomial (Zj)

5. Déduire de la question 1 de la partie I 1a formule :

- krr[n—1
I,=n) (-1 ro1 (In(k+1) —In(k)).
k=1 -

6. Utiliser cette égalité et I'équivalent de I,, obtenu dans la partie I pour justifier 'équivalent :

i(—n"“ " ingk+1) !
=1 k n—+oco plnn’

Exercice 7. ¢4

On consideére la fonction f définie sur l'intervalle I = [0, %] par: f(x) = 1

Cosx

N

* % n
I[p=— et VneN", I,,=f [f(x)]"dx.
0

A - Etude de la bijection réciproque de f

d’apres Ecricome #RAG

ainsi que la suite réelle (1), suivante :

1. Montrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle ] que I'on précisera. On note f~! la bijection réci-

proque.

2. Donner sur le méme graphique I'allure des courbes représentatives de f et de f~'.

3. & Justifier que:

1y L N
vxe],  cos(f (x))—x et sin(f7 (0))=4/1 =

4. & Montrer que f~! est dérivable sur J\{1} et :

veenm,  (FY) e ——m—.

xVx?-1
5. @ En déduire le développement limité en v/2 de f~! al'ordre 1.
B - Ftude de la suite d’intégrales

1. & Justifier que la suite (I,,) ,en+ st bien définie. Calculer I.

, . ., 1 a b
2. Déterminer les réels a et b, telsque : Vt e R\ {—1,1}, = + .
1-2 1-t 1+t
3. & En posant ¢ = sin x, déterminer ;.
4. & Déterminer le sens de variation de la suite (I,) ,;epg+-
5. a) & Montrer que:

1 1 1

1=

VneN\{0;1}, Inzf

b) & En déduire le comportement de la suite (I,;) ,en lorsque n tend vers +oo.

6. @ Montrer que :
V2" n

VnenN, I = +—1I,.
CAE L L

i cos(x) n cos(% - #)



Exercice 8. ¢ 44 d’apres EDHEC #RA7
Dans la suite, o désigne un nombre réel fixé supérieur ou égal a 1, et on pose :

+00 Sint +00
I:f ef‘”T dt et VneNlN, In=[ e % dr.
0 0

1. & Montrer que I'intégrale I est absolument convergente.
2. a) CalculerI.

b) & Pour n € N*, montrer que sil;_; est convergente, il en est de méme de I,,, et trouver une relation entre
I,etl,;_;.

c) & En déduire la convergence de I,, et la valeur de I,, en fonction de 7 et a.

3. a) & Rappeler les formules de Taylor-Young et Taylor avec reste intégral. Préciser bien les hypothéses.
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction sinus sur I'intervalle [0, x], montrer que :

3 x2n+l x2n+2
VxeRt VneN, )'

X
mnx—(x———+-~+(—D" < .
6 2n+1)! 2n+2)!

b) En déduire que:

<KlIzp+1,

TS 12_)
I (IO TR Ty

K étant un nombre réel que I'on précisera en fonction de 7.
1 1
c¢) Endéduire: 1= lim (— ——a At (—1)”—).
n—+oo|\a 3ad 2n+ 1)a2n+l
4. a) Rappeler la définition de la fonction arctangente, préciser son graphe ainsi que 1'équation de la tangente
en 0. Enfin, vérifier que pour tout x € R

dr
1+¢2°

X
Arctan(x) = f
0

b) & Montrer que:
t2n+2

n
1
YneN* Vielo,1], B A e —— ) )
0.1] k;,( ) i s
c) En déduire que:
x2k+1

n
YneN* Vxel0,1], -1k —Arctan(x
(0,1] kZ:O( ey (x)

<

2n+3’

d) En déduire une expression trés simple de I en fonction de «a utilisant la fonction Arctan.

Exercice 9. ¢4 Exemple d’intégrales a parametres : lien entre les fonctions Beta et Gamma #RA8

A - Préliminaires

Soit @ la fonction définie par:

+00
VxeR], @(x):f In(r) t* te ! dr.
0

Pour tout réel x > 0 fixé, on note @ : £ € R} — In()t* e ",
1. & Justifier que @ est bien définie.
2. Vérifier que la fonction @ est croissante.

3. & Montrer que:
VtieR, r<el—1<rel.

4., a) & SoitxeR}. Comparer ®(x/2),®(x + h) et ®(2x) pour tout k € [-x/2, x].
b) En déduire }Iin%) h®(x+ h).

Dans la suite, on admet que la fonction ® est continue sur R} .

B - La fonction Gamma



Pour tout réel x € R}, on pose
+00
I'(x) =f et dr.
0

1. & En utilisant I'intégrale de Gauss (I = f_Jroos e du= ﬁ), donner la valeur de I'(1/2).

N

. & Justifier que pour tout réel x strictement positif, I'(x + 1) = xI'(x).

. Dérivabilité

w

a) Soit x € R}. Montrer que :
Vhe€] - x,+oo], hdo(x)<T(x+h)-T(x) < hd(x+ h).

b) & En déduire la dérivabilité de I sur R} et préciser I (x).

4. a) ComparerI'(1) et '(2), en déduire qu'’il existe a €]1,2[ tel que I («) = 0.
b) & En utilisant la question 2, donner un équivalent simple de I'(x) en 0.
c) Préciser la convexité deI.

d) Alaide des derniéres questions, donner I'allure du graphe de I sur ]0; 2[.

C - La fonction Beta

4444 Pourtous x et y réels strictement positifs, on pose
1
B(x,y) = f la-prtde.
0

1. & Prouver la convergence de l'intégrale définissant B(x;, y).
2. a) & Prouverque: VxeR},VyeR},B(x,y) =By, x).
b) & Montrerque: VxeR!,VyeR! B(x+1,y)= )—y‘B(x,y+ 1).
3. Montrer que :
VxeR!,VyeR!, B(x,y+1)=B(xy) -Bx+1,y).
X
En déduire que : B(x+1,y) = ——B(x, y).
q ( » x+y (x,)
4. Soient n un entier naturel non nul et x un réel strictement positif.

a) & Al'aide deI'inégalité de gauche de la question A-3, montrer que

t n
Yte[0;n), (1——) <e™l,
n

? L\"
b) & Montrer que pour tout ¢ € [0; n], on a (1 — —) e l< (1 - —) .
n

c) & En déduire que

n t n
[(x) = lim (1——) t*1dr.
n—oo Jo n

5. & Montrer que :

n*n! n*n!

VxeR!, Ix)= lim ————— = lim ——.
n—too x(x+1)...(x+n) n—+o (x4 k)
k=0

6. a) & Soit y € R}. Justifier que

puis B(x,y) ~ )

x—+oc0 xV '

Bn+1,y) ~ M

n—+oo pny

b) Soient x, y, deux réels strictement positifs.

i) & Vérifier que pour tout n € N*

B(x+n,y)_"‘1( x+k ) s B(x+n,y)nY C(x+y)
B(x,y)  joo\x+y+k p B(x,y) n—+oo I(x)

8



ii) & Conclure en montrant que
Lx)T(y)

B(x,y) = Ty

Exercice 10. ¢ 44 Calcul de {(2) #RA9

On pose, pour tout entier naturel n,
z z
C, :f (cosx)®*"dx et D, :f x*(cos x)*" dx.
0 0

1. Etablir, pour tout entier naturel » non nul, 'égalité : C,, = (2n—1) (C,,—; — Cp).
On pourra écrire cos®™ x = cos xcos®" ! x.

2. Etablir, pour tout entier naturel 7 non nul, les égalités
Cn C n-1

z
[ (sinx)?(cos )" 2 dx = = .
0 2n—1 2n

3. Etablir, pour tout entier naturel n non nul, 'égalité : C,, = 2n —1)nD,_1 — 2n2D,,.
Dn—l Dn )

1
4. En déduire, pour tout entier naturel » non nul, I'égalité : — = 2 (
n Cu1 Gy

2
5. a) Justifier, pour tout réel x € [O, %], la minoration: sinx= —x.
T

2
e C
b) En déduire, pour tout entier naturel n, la majoration: D, < — n.
4 2n+2
+00 T[2
6. Prouver I'égalité : — = —.
Bl L=

Il n’y a pas de probleme, il n'y a que des professeurs.

JACQUES PREVERT
Poete francais (1900-1977).
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CHAPITRE 2

Rappels et compléments d’algebre linéaire

Lalgebre est généreuse, elle donne souvent plus qu'on lui demande.

JEAN LE ROND D’ALEMBERT
Mathématicien, philosophe frangais (1717-1783)

_ Sommes de sous-espaces vectoriels

1.1 Rappels : sommes de deux s.e.v et supplémentaires

,—[Déﬁnition 1 (somme de sous-espaces, somme directe)} N\

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
* Le sous-espace somme est défini par F+G={u+v|(u,v) eFxG}.

* On dit que F et G sont en somme directe, notée F& G, si FN G = {0g}.

Remarque. F+ G est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de I'inclusion) contenant F et G.

,—[Proposition 2 (unicité de la décomposition)] N

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lessous-espaces F et G sont en somme directe.

ii) Toutvecteur u € F + G s’écrit de maniere unique sous la forme :
u=ugp+ug avec ur€F, ugeG.

\. J

,—(Déﬁnition 3 (supplémentaire)} N\

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F et G sont supplémentaires si tout vecteur de E se décompose de facon unique en une somme
d’un vecteur de F et d'un vecteur de G. C’est-a-dire

VweE, 3I'(u,v)eFxG w=u+v.

\. J

A Attention. Il n'y a pas unicité du supplémentaire. Il ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire.

Remarque. La méthode Analyse-Synthese est particulierement adaptée a cette définition.

11



< Exemples

Exercice 11 1. DansR3, on pose F = {(x,,2) € R3|x+ y+2z=0}, uy = (1,0,0) et up = (1,1,1).
> Montrer que Vect(u) et Vect(up) sont deux supplémentaires de F dans R3.
— 2. Soit n € N*. On se place dans .4, (R).

Posons .%;, et oy, les sous-espaces vectoriels des matrices symétriques et antisymétriques
de taille n. Justifier que %}, et <, sont supplémentaires.
Rappels : A est symétrique si 'A = A, antisymétrique si A = —A.

# CA6

,—[Proposition 4 (caractérisation des supplémentaires)} \

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lessous-espaces F et G sont supplémentaires.

ii) FnG={0g}etF+G=E.

Onadonc: F et G sont supplémentaires si et seulement si F& G = E.

Précisions en dimension finie

La preuve de I'énoncé suivant s’appuie sur le théoreme de la base incompléte : en dimension finie, on peut com-
pléter toute famille libre de vecteurs de E en une base de E.

Proposition 5 (existence d'un supplémentaire)}

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire.

Remarque. Concaténation de bases.
Soient %g = (ey,...,ep) et Bg = (f1,..., fr) des bases respectivement de F et G. On montre que si F et G sont en somme

directe, alors la famille (ey,...,ep, f1,..., f) estune base de F& G.
On en déduit I’énoncé suivant.

,—[Proposition 6 (cas de la somme directe)] \

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
SiF et G sont en somme directe, alors

dim(F & G) = dim(F) + dim(G).

,—(Théoréme 7 (formule de Grassmann)] .

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(F N G).

Exercice 12
g 4 Preuve

' 1. Soit F; un supplémentaire de FN G dans F. Montrer que F; e G=F+G.

I & 2. Conclure en prouvant la formule de Grassmann.

# CA9
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,—[Proposition 8 (caractérisation des supplémentaires)] \

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Les trois énoncés suivants sont équivalents.

i) F et Gsontsupplémentaires.
ii) F+G=E et dim(F)+dim(G) = dim(E).
iii) FNnG={0g} et dim(F)+dim(G) = dim(E).

44 Soit 7€ N\ {0;1}. On considere u = (ay, az ..., an) € R™ \ {Opn} et

Exercice 13
A F=Vect(u) et G=1(x1,x2,...,xn) ER"

n
Z akkaO}.

” k=1
'
1 4 1. & F et G sont des sous-espaces vectoriels de R”, préciser les dimensions de F et G.
- 2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R”.
3. Représenter dans le plan les sous-espaces vectoriels F et G lorsque u = (1,1).
#CA10
1.2 Compléments : sommes de p sous-espaces vectoriels
Sommes de sous-espaces vectoriels
,—[Déﬁnition 9 (somme de s.e.v)] N
Soient Fy,...,Fp, des s.e.v d'un espace vectoriel E. On appelle somme de Fy, ..., F,, notée f F;, 'ensemble
i=1
p
Y Fi={ui+-+u,|Viell,pl, u€F; }.
i=1
Remarque. § F; estuns.e.vdeE, c’est la plus petit sous-espace vectoriel contenant tous les F;.
i=1
Exemples.
e Soit &F = (e, ey, -+, e,) une famille de vecteurs de E.
vect(ei, e2,..., ep) = Vect(er) + Vect(ez) + ... + Vect(e)).
 Soit n € N\ {0;1}. Notons I *, I~ et 2 respectivement I'ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes,
inférieures strictes et diagonales de taille (1, n). Ces trois ensembles sont des s.e.v de .4, (R) avec
MR =T " +T +92.
. < Soient Fy,...,Fp, des sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E.
Exercice 14 »
- 1. Montrer que Y. F; est bien un sous-espace vectoriel de E.
.y i=1
: - 2. Soit H, un sous-espace vectoriel de E tel que pour tout i € [[1, n]], F; c H.
L @ Montrer que § F;j cH.
i=1
#CA11
,—[Proposition 10 (somme et dimension)] N\

Soient Fy,...,Fp, des s.e.v d'un espace vectoriel E.

Siles F; sont tous de dimension finie, alors ¥ F; est aussi de dimension finie avec
i=1

i=

P p
dim(z Fi) <) dim(F)).
i=1 i=1

13



Sommes directes

,—[Déﬁnition 11 (somme directe)j N

La somme de p sous-espaces vectoriels Fy, Fa, ..., F, d'un espace vectoriel E est dite directe si
vV (u1,...,up) €Fy x - xFp, ur+-+up=0g = u=--=up=0g.

La somme directe des s.e.v Fy,Fy,...,F, estnotée F1 @ Fo &... @ F,.

Exemples.
 Enreprenant 'exemple précédent, on améme .4, (R)=F "I ~ & 2.

. . N p . .
e Sipourtouti € [[1, pll, F; = Vect(e;) ou e; est un vecteur de E non nul alors la somme y F; est directe si et seulement
i=1

sila famille (ey, ey, ..., ep) estlibre.

,—[Proposition 12 (somme directe et unicité)} \

Soient Fy,Fy,...,F, des s.e.vd’'un e.v E. On a équivalence entre :

. P o
i) Lasomme Y F; est directe.
i=1

ii) Tout vecteur de F; +F; +... +F), s’écrit d'une maniere unique comme somme de vecteurs

de Fy,Fs,...,Fp. Autrement dit, pour tout u € Fy +Fa +...+ F),

3! (w1, ua, ..., up) €Fy xFo x ... x Fp, U=+ Up+...+ Up.
Exercice 15 4+ & Soient Fy, F; et F3 trois s.e.v de E tels que
wil
Y FinFy = {OE}, FonF3 Z{OE} et FinF3 :{OE}.
\ o A-t-on nécessairement F; @ F» @ F3?
# CA12
,—[Théoréme 13 (caractérisation par concaténation)] \
Soient Fy,...,F), des s.e.v de dimension finie d’'un espace vectoriel E. Soient 91, %,..., %), des bases
respectivement de Fy, Fy, ..., F. On a équivalence entre les énoncés suivants.
. P o
i) Lasomme Y F; est directe.
i=1
.s o A q 14
ii) La famille %, obtenue par concaténation des bases %;, est une base de ¥ F;.
i=1
44 & Exemple. Dans R?, on pose
Exercice 16
( = (1,0,1,0
o F={(x,y,z,0)|x—y=2z+1t=0}, G=Vect(u), H=Vect(v) avec{ “ ( )
' - = (0,1,0,1).
’ . 1. Donner une base de F.
- 2. Vérifier que F® G @ H = R* 4 I'aide du théoreme précédent.
# CA13
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,—[Théoréme 14 (caractérisation par les dimensions)}

Soient Fy,...,F), des s.e.vde dimension finie d’'un espace E. On a I'équivalence entre les énoncés suivants.

i) Lasomme f F; est directe.

i=1

i) dim(éF,-) = §1 dim (F;).

\ J

Exemple. Reprenons ’exemple précédent.

nn-1 nn-1)
dim(J ) +dim(J ") +dim(@) = Tt +n=n?=dim (M,®).

Exercice 17 + & Soient Fy, F; et F3 trois sous-espaces vectoriels de E tels que

e FlﬁFzz{OE}, FgﬂFgZ{OE}, Fll"]Fg:{OE}
1 et dim(F;) + dim(F2) + dim(F3) = dim(E).

A-t-on nécessairement F; @ Fp ® F3 = E?

444 Exemple
Dans R3[x], on pose :

Exercice 18
" F= {PE[Rg[x] |P(0)=P(1) =P(2) :0}, V:{PE[Rg,[x] |P(1) =P(2) :0},

4 G={PeR3[x]|IP)=P(2)=P@B)=0}, H={PeR3[x]|Px) =P(-x)}.
Yy 1. Préciser les dimensions de chacun de ces sous-espaces vectoriels de R3[x].

2. & Montrer que Vo H = R3[x].
3. & Justifier que F& Go H = R3[x].

n Changement de bases

2.1 Rappels : liens entre matrices et applications linéaires

Si 9B = (ey,...,e,) est une base d'un espace vectoriel E, alors pour tout vecteur u de E, il existe un unique n-uplet
(x1,...,%,) € R" tel que

n
u= Z Xi€j.
i=1

Dans ce cas, (x1,..., X;) sont les coordonnées de 1 dans la base 28. On définit la matrice colonne des coordonnées de
u dans la base 28 par

X1
X2
Matg(u) =
Xn
Généralisation. Soient & = (uy, ..., up) une famille de vecteurs de E et 9 une base de E.
Pour tout k € [[1, pl], on note (X1, X2k, ..., Xn,k) les coordonnées de u; dans la base 2.

On appelle matrice de la famille & dans la base 93, notée Matg (%), la matrice dont les colonnes sont les matrices
coordonnées des vecteurs de % dans la base 2 :

X1,1 X120 Xp
X1 X22 0 X2p

Matg(F) = . . . . E-/%n,p(R)-
Xn1l Xp2 °° Xpp

Autrement dit, la matrice Matg (&) s'obtient en concaténant les matrices colonnes des coordonnées des vecteurs de
la famille.

15
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,—[Déﬁnition 15 (matrice d'une application linéaire)j N\

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et %g = (ey,...,ep), B deux bases respectives
de E et F. La matrice de ¢ € Z(E F) relativement aux bases % et %Br est la matrice de la famille
(¢(en),..., p(ep)) dans la base %y :

Matg, (@(e1),...,p(ep)).

Elle est notée Matgg, g (¢).

\ v
@le1) @le2) ¢(ep)

Représentation .

% “ee e e % 81
Notons (e1,-:-,ep) et (€1,--,€,) des bases de E et F. Une maniere : S - €
commode de se représenter la matrice est de placer en colonne ]
les composantes des images de la base (e, , ep) par ¢ dans la Do %
base d’arrivée (g1,---,€,). Le coefficient en position (i, j) est la
composante de ¢(e;) suivant le vecteur ;. . .

€n

Exemples.
* La matrice de I'application identité Matgg, (idg) est la matrice identité I, ot p = dim(E).
* Lamatrice de I'application nulle u € E — O € F est 0, , avec n = dim(F), p = dim(E).

[Théoréme 16 (isomorphisme)]

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie (notées respectivement p et n) et Bg, Br deux
bases respectives de E et F.

LEF) —  MypR)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.
@ —  Matg, 2, () 3 g

Lapplication @: {

En particulier, pour tous @, y € Z(E,F) et A € R,
Matgz, g, (¢ + W) = Matg, g, (9) + Matg, 5. (W) et Matg, g (Ap) = AMatg, g (¢).

Rappel. Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

Conséquences.
* A toute matrice A € 4, »([®) correspond une unique application linéaire de R” dans R” dont A soit la matrice dans
les bases canoniques. Elle est appelée 'application linéaire canoniquement associée a la matrice A.

e En dimension finie, il ne peut avoir d’isomorphisme si la dimension de 'espace de départ ne coincide pas avec la
dimension de 'espace d’arrivée. Ainsi, 'espace vectoriel des applications linéaires de E dans F est aussi de dimension
finie et

dim (£ (E,F)) = dim (A, ,(®)) = pn = dim(E) x dim(F).

[Théoréme 17 (image d'un vecteur)]

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives %Bg, Br.
Soient p € Z(E,F) et u€E.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base %g.
— Vla matrice colonne des coordonnées de ¢(u) dans la base %g.
— A =Matg, 4, (p), la matrice de I'application ¢ dans les bases %g, %,

alors AU =V.

16



Remarques.
¢ Cette relation s'écrit directement Matgg, (¢(u)) = Matg, g, () Matg, (1).

e Cette formule s’étend par concaténation aux matrices d'une famille de vecteurs.
Soient ¢ € Z(E,F) et (uy,--, uy) une famille de vecteurs de E. Alors

Matg, (9(u1), -+, @(ug)) = Matg, g, (9) Matg, (u1,---, ug) (+)

[Théoréme 18 (produit matriciel et composition d'applications)]

Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives %, Br, %g.
Soient @ € Z(E,F) et w € Z(F,G). Alors

Matg g, (W o @) = Matg g. (V) - Matgg, g, ().

,—[Corollaire 19 (inversibilité et isomorphisme)] <

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie, %g, % deux bases respectives de E et F. Soit
@ € Z(E,F). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lapplication linéaire ¢ est bijective.

ii) Lamatrice Matgg, g, (¢p) est inversible.

Dans ce cas, Matg, %, (¢~') = Matg,, g, ().

+4 Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

Excirc1ce 19 1. & Soient a,b, ¢, d € R et ¢ € £ (R?) défini par ¢(x, y) — (ax + by, cx +dy).

' A quelle condition sur a, b, c et d, ¢ est bijective?
\ 2. a) & Soit n € N*. Déterminer A, la matrice de ¢ : P € R, [x] — P(x + 1) € Ry[x] dans la
v base canonique.

b) Justifier que A est inversible et déterminer A~
# CA18

2.2 Compléments : matrices de passage

Définition 20 (cas particulier des matrices de passages)]

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie et 98, ¢, deux bases.
La matrice Matg (%) est appelée matrice de passage de la base 28 ala base ¥. Onla note Pg «.
Autrement dit, la j-eme colonne de Pg  estla matrice coordonnée du j-éme vecteur de € dansla base 2.

Remarque. Pour 98 et ¢, deux bases de E, on a
Matg « (idg) = Matg(€) = Pg«.

Application. Soit u un vecteur de E dont Ug et U« sont les matrices colonnes des coordonnées respectivement dans
les bases 28 et € alors

Uz =Pz ¢Us.

Exercice 20

- 4 Soient % = (e1, e2, e3) une base de R3 et B’ = (e] + e2,2¢e2 + e3,3e3).
z Existe-t-il un vecteur non nul de R3 ayant les mémes coordonnées dans ces deux bases?
On pourra dans un premier temps, traduire matriciellement le probléme.

# CA24
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Remarque. Avec trois bases 98, € et 2 de E, on a aussi

P9 =Px¢ -Pe¢o ()

Exercice 21 4 On considere la base canonique % = (1, x, x2] deRy[x]. Soient a, b € Ravec a # b. On consi-
A dere les familles de polynomes € = (1,x— a, (x — @)?) et 2 = ((x — @)?, (x— @) (x - b), (x — b)?).

t = 1. a) Justifier que € et 2 sont deux autres bases de Ry [x].
J > b) Calculer Pg «, Pg g et Py . Vérifier par le calcul que Pgg 9 =P ¢ - P 9.

= 2. Prouver la relation (e) dans le cas général de trois bases %, € et 2 de E.
# CA23

,—[Proposition 21 (inversibilité)}

Soient 98, ¢ deux bases d'un espace vectoriel de dimension finie E.

La matrice Pg « est inversible avec Pg ¢ = (ch,@)_l .

Autrement dit, 'inverse de la matrice de passage de la base 28 a la base ¥ est la matrice de passage de la
base € alabase 4.

Exemple. Dans R?, notons 98 la base canonique et la famille ¢ composée
des deux vecteurs &; = (cos(a), sin(a)) et &, = (sin(a), cos(a)). La matrice in-
verse s'obtient en remplacant o par —«.

| N
cos(a) sin(a)

Pgy ' =Peg= ) :
%€ €% —sin(a) cos(a)

Théoreéme 22 (changement de bases)}

Soient ¢ € Z(E) avec E de dimension finie, %8 et € deux bases de E. Alors

Mate () = P%,%_l ‘Matg () -Pg ¢.

a b b
b a b
b b a
la base canonique % = (e, e2, e3). Posons de plus € = (u1, up, u3) avec

4+ % Soienta, beR,A= et  'endomorphisme de R? dont A est la matrice dans

Exercice 22

v uy=ey—e3, up=ey1—2erx+e3 et uz=ej+ex+es.

~ 1. Onadmet que € est une base de R3. Préciser B, la matrice de ¢ dans la base €.

2. Expliciter la relation entre A et B. A quelles conditions sur a et b, 'endomorphisme ¢ est un
isomorphisme?

# CA25

2.3 Compléments : matrices semblables

Définition et exemples

Définition 23 (matrices semblables)}

Soient A, Be ./, (R).
On dit que A est semblable a B s'il existe une matrice inversible P telle que B=P~!-A-P.

18



4 &, Vrai ou faux? Pour tous A, B, C € 4, (R).
Ex‘ircwe 23 1. Aestsemblable aA. v ox
s 2. SiAestsemblable a B, alors B est semblable a A. voox
3~
N~ 3. SiA estsemblable a B, et B est semblable a C, alors A est semblable a C. v oox
a 4. Pour tout p € N, si A est semblable a B alors AP est semblable a BP. voox
5. SiA est semblable 2 B et A est inversible alors A™! est semblable 2 B!, v X
# CA26
,—[Proposition 24 (endomorphisme et similitude)] \
Soient A, B € ./, (R), deux matrices semblables et E un espace vectoriel de dimension finie.
Alors A et B représentent les matrices d'un méme endomorphisme de E dans des bases différentes.
Autrement dit, il existe deux bases %, € de E et ¢ € Z(E) tels que
A=Matg(p) et B=Matg(p).
0o 2 -1 1 0 0
Exemple. Les matrices suivantes sont semblablesM=| 3 -2 0 [(etD=] 0 2 0
-2 2 1 0 0 -4
4 Justifions 'exemple en considérant ¢, 'endomorphisme canoniquement associé a la ma-
trice M.
Exvircice 24 1. a) Prouver I'existence de u € R3 tel que Vect (1) = Ker(¢p —idps).
-~ De méme, on prouve que v = (4,3,-2), w = (-2,3, -2) vérifient
«
' -
A Vect (v) = Ker(p —2idps) et Vect(w)=Ker(¢p +4idgs).
. b) Vérifier que (i, v, w) est une base de R3.
2. Démontrer que M et D sont semblables.
# CA27

Lien avec le rang

Rappels.
* Lerang d'une matrice A, noté rg(A), est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes dans .41 (R). Autrement dit,
siA=[CCy ... Cp] alors

rg(A) = dim (Vect(Cy,Cy, ..., Cp)).

e Propriétés de calculs.

— Lerang est invariant par transposition, autrement dit
VAEMy,[R),  1gA) =1g('A).

— Lerang est invariant par les opérations élémentaires :
- L'échange de lignes ou de colonnes (L; < L; ou C; < Cj).
- La multiplication d'une ligne ou d’'une colonne par A € R* (L; — AL; ou C; — AC;).
- Laddition d’une autre ligne ou colonne (L; < L; +L; ou C; < C; +Cj).
* Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et de bases respectives %g, %Br. Soient ¢ € Z(E,F) et A =

Matgg;, g, (¢). On montre que
rg(A) = rg(y).

Corollaire 25 (invariance du rang par similitude)]

Soient A, Be ./, (R).
Si A et B sont semblables, alors elles ont méme rang.

Exercice 25. <> Laréciproque est fausse. Pouvez-vous donner un contre exemple?
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n Trace d’une matrice

— Définition 26 (trace) | .

Soit A € 4, (R). On définit la trace de A, notée Tr(A), comme la somme des coefficients diagonaux de A.
Autrement dit, pour A = (4, ), je((1,n]),

n
Tr(A) = ) a;,;.
i=1

<> Calculer Tr (I,), Tr(05), Tr(J) et Tr (K) ot
E ice 26 1 1 1 1
xercice 1 1 1
v L | 1 23 ... .. 3
“ j=| - €My® et K=| o 1 1 - | edn®.
- 11 1 : n-1
1 2 3 n-1 n
# CA29
A partir des regles de calculs usuelles, on montre que :
Proposition 27 (forme linéaire)]
Lapplication trace Tr: .4, (R) — R est une forme linéaire. C’est-a-dire, pour tous A, B € 4, (R), A € R,
Tr(A+B) =Tr(A) +Tr(B) et Tr(AA) =ATr(A).
Vocabulaire. Une forme linéaire est une application linéaire a valeurs dans R.
Exercice 27
*+
Y \f 1. Donner la dimension de Ker(Tr). Préciser une base.
\. &7
[ 2. Expliciter un supplémentaire du noyau.
# CA30
Proposition 28 (trace et produit)}
Pour tous A, B € .4, (R)
Tr(AB) = Tr(BA).
+
1. Prouver cette proposition.
Si on note [M; ;, le coefficient en position (i, j) de la matrice M, on rappelle que pour A €
p
Mp,p[R) etBe My ¢[R), [AB]l; i = ¥ [Al; r[Blg ;-
Exercice 28 n,p®) e p,q®), [AB]; j kgl[ li kBl
e 2. Justifier que pour tout k€ N, Tr((AB)k) = Tr((BA)k).
NN 3. a) Ecrire un programme Tr3 qui prend en argument trois matrices A, B, C de .45 (R) et
1; . renvoie Tr(ABC).
b) Tester et commenter avec Tr3(A,B,C) et Tr3(B,A,C) o
1 0 0 1 0 0
A_OO]'B_[O 0}'(:_[10]'
# CA31
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Corollaire 29 (invariance par similitude)]

Soient A € ./, (R) et P € 4, (R), inversible. Alors

Tr(A) = Tr (P 'AP).

Remarque. Autrement dit, deux matrices semblables ont méme trace. Cette propriété permet de définir la trace d'un
endomorphisme (voir exercice|47).

Exercice 29

4 % SoientA, Be 4, (R).
— 1. Que dire de AsiTr(A’A) =02
J 2. Que dire de A et B si pour tout X € .4, (R), Tr(AX) = Tr(BX) ?

# CA32
n Les espaces stables
Définition 30 (espace stable)}
Soient ¢ € £ (E) et F une partie de E. On dit que F est une partie stable par ¢ si
YueF, @(u) eF.
Exemple. Soit@: f € €(R,R) — f' € €(R,R). Les espaces R[x] et Vect(cos, sin) sont des parties stables de ¢.
Ex«‘a/r cice 30 + Les questions sont indépendantes.
;s - 1. Montrer que toute somme de s.e.v stables par ¢ reste stable par .
1~ 2. Soient @, Y € Z(E) tels que ¢ oy = yo@. Montrer que le noyau et I'image de v sont stables
< par ¢.
# CA33
Remarques.
* Soit Funs.e.vde E dont (ey,..., ep) est une famille génératrice. Alors F partie est stable par ¢ si et seulement si, pour
tout i € [[1; pll, @(e;) € F.
* SiF estun s.e.vstable par ¢, on peut définir la restriction de ¢ a F par
| ) { F —- F
PlE )y = @(u).
Lapplication Lp|F définit alors un endomorphisme de F.
Exercice 31
e <> Soient ¢ € Z(E) injectif et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E stable par .
\. 7 Montrer que I'endomorphisme induit par ¢ sur F est un isomorphisme.
i -
# CA34
<> Soient a, b € N*. Soit @ I'application linéaire de R[x] vers lui-méme définie par
Exercice 32
C ®(P)(x) = (a+ bx)P(x) + x(1 - x)P' (x).
o«
N ,r 1. Justifier qu’il existe un entier n unique tel que Ry, [x] soit stable par ®.
~ 2. Soit @, 'endomorphisme restreint a Ry, [x].
Ecrire la matrice A de ®,, dans la base canonique de R [x].
# CA35
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Exercices (%

e Le niveau de difficulté de l'exercice est repéré par les symboles <> , 4 , +4 , +44 (difficulté croissante).

e Les exercices classiques a bien maitriser sont repérés par > .

* Les questions avec indications sont marquées par & .

Révisions en algebre linéaire

Exercice 33. ¢ & Vrai ou faux? # CA36
1. Lasomme de deux matrices inversibles est inversible. v X
2. Toute matrice carrée estla somme de deux matrices inversibles. voox
-4 0 3
Exercice34. ¢4 % OnposeA=| 0 2 0]. # CA38
-10 0 7
1. & En examinant les instructions en Python suivantes, calculer les puissances de A.
>>> import numpy as np
>>> A = np.array(([-4, 0, 3], [0, 2, 0], [-10, O, 71))
>>> P = np.array(([1, O, 3], [0, 1, 0], [2, O, 51))
>>> P_inv = np.linalg.inv(P) # calcule l’inverse de la matrice
«| >>> P_inv
§ array ([[-5., 0., 3.1,
] ro., 1., 0.1,
= [ 2., 0., -1.1D)
>>> P_inv @ A @ P # La commande @ fait un produtt matriciel
array ([[2., 0., 0.1,
[0., 2., 0.1,
[0., 0., 1.11)
2. & Peut-on trouver B € ./3(R) telle que B2 = A?
Exercice 35. ¢4 & Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f, g € Z(E) tels que # CA42
E=Imf+Img et E=Kerf+Kerg.
Montrer que ces sommes sont directes.
Exercice 36. 4 On définit les matrices et 'application # CA43
_| 2 1 _| 41 | A®) — ML)
A=l5 3 | B‘[ 7 2 |€H® et ‘p'{ M  — AMB.
1. Vérifier que ¢ est linéaire.
2. Justifier que ¢ est une application bijective et exprimer ¢!
3. Montrer que la famille 2 = (I, A, B, AB) est une base de .#>(R), déterminer la matrice de ¢ dans 23.
Pour simplifier les calculs, on pourra utiliser ce calcul Python :
import numpy as np >>> # script exzecuted
- A=np.array([[2,1],[5,3]1]1) ®
2| print(np.dot(A,A)-5%A+np.eye(2)) 2| [ro. 0.1
z 5 [0. 0.]1]
B=np.array ([[4,1],[7,211) | r[ro. 0.1
print (np.dot (B,B) -6*B+np.eye (2)) [0. 0.]]
Exercice 37. ¢4 % Soit ¢ un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension n. On suppose que ¢ est de rang 1. # CA44
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1. Montrer qu'il existe un réel A tel que @? = A¢. Pour rappel ¢? désigne g o .

2. & Montrer que si A # 1, ¢ —idg est bijective et exprimer son application réciproque a I'aide de ¢.

Exercice 38. ¢4 Exemples de formes linéaires # CA45
1
Pour tout P € Ry [x], posons : @1(P)=P(1), ¢@2P)=P(0), @3(P)=P(-1) et w(P) :f P(t)dt.
-1
1. Justifier que @] et W sont des formes linéaires de Rz [x]. On admet que @2 et @3 sont elles-aussi des formes linéaires.
2. Justifier que (1,2, @3) est une base de £ (Rz[x],R).
3. a) Justifier 'existence de A1,A2,A3 € R tels que pour tout P € Ry [x],
1
f P(5)dt =A1P(1) +A2P(0) + A3P(-1).
-1
b) Préciser les valeurs de A1, A2 et A3.
Exercice 39. ¢4 Soit n € N*. On consideére, pour k € [[0, n]], les polyndomes P} définie par Py (x) = (1 - xkxn-k, #CA47

1. Préciser le degré de Py..

N

k
. Soit k€ [[0, n]l. Simplifier Y- (¥)P;.
i=0

3. En déduire que (Pp)o<k<y €st une base de Ry [x].

n+l1

n
4. a) Montrer que pour0<i<n, Z.(Iic)z(iﬂ).

n ,
b) Déterminer les coordonnées du polynome Q(x) = ¥ x/ dans la base (Pi)o<k<n-

j=0

Exercice 40. 44

d'apres oraux ESCP 2001 # CA49

Soit E = .4, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n (n = 2). On note S (respectivement A) le sous-espace vectoriel de E

formé des matrices symétriques, (respectivement antisymétriques).

Soient (o, B) deux réels donnés non nuls, et f 'application définie sur E par, pour tout M€ E: f(M) = aM +p'M

1. Montrer que E=S®A.

. Exprimer f al’aide de p et g, ol ¢ =1 - p, quand p désigne le projecteur sur S de direction A.

2
3. Exprimer f2 = fo f en fonction de f et de L.
4

. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un automorphisme de E. Exprimer alors f~! en fonction

de fetdel.
5. Exprimer, pour tout k € N*, f k en fonction de P, g, o, B. En déduire la puissance k®™me de la matrice :
a+f O
0 o
A= 0 B
0 0

Exercice 41. 44 SoientA € /3> (R),B € /> 3(R) telles que

0 0
AB=| 0 1
0 0

Soient (e, e, e3) la base canonique de R et f, g les endomorphismes canoniquement associés 4 A et B.

1. Vérifier que g(ep) et g(e3) forment une base de R?. Notons % cette base.

2. Expliciter la matrice de go f dans cette nouvelle base.
3. Calculer BA.

Le cas nilpotent

Exercice 42. 44 Variante sur les endomorphismes nilpotents
Soit ¢ un endomorphisme sur E de dimension 4 tel que ¢ =0 LE)-
1. Justifier que ¢* =0 PLE)-

2. Dans la suite, on suppose de plus que @3 # O2®)-
Peut-on avoir Ker g = Kercpz? Méme question avec Ker cpz = Ker(pg.

3. En déduire que dimKer @3 = 3.
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4. Conclure en montrant qu’il existe une base dans laquelle les coefficients de la matrice de ¢ dans cette base sont nuls partout,
sauf sur la deuxieme diagonale inférieure.

Exercice 43. ¢4 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n = 2 et ¢p un endomorphisme de E tel que : # CA53

IpeN’, P =0gE et P #0pr.
On dit que ¢ est un endomorphisme nilpotent d’indice p.
1. Montrerque  Ker(¢) c Ker(¢?) c ... c Ker(¢P) =E.
Vérifier que toutes ces inclusions sont strictes.
2. Soit %) une base de Ker(¢). On la compléte en une base 98, de Ker (cpz]. On continue le procédé en complétant, pour tout entier

k € [[0, p — 1]l une base %;. de Ker[(pk) en une base %y, de Ker ((pk“).

On trouve ainsi une succession de bases %) c %, c... < %p, ou B, est une base de E.
Donner la forme de la matrice de ¢ dans la base 98),. Préciser sa diagonale.

3. En déduire que si A € .4, (R) est telle qu'il existe p € N tel que AP =0y, alors A est de trace nulle.
Que dire de Tr(A¥) pour tout k e N*?

Exercice 44. ¢4 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E). # CA54
On suppose que, pour tout u € E, il existe un entier n,, € N tel que f"*(u) = 0g. Montrer qu'il existe un entier n tel que f” =0 (g).

Exercice 45. 444 % Commutant d’'une matrice nilpotente # CA59
Soit A € .#3(R) une matrice non nulle telle que A? = 0.

1. & Montrer que la matrice A est semblable a la matrice

o]

Il
o oo
o oo

1
0.
0
2. & En déduire la dimension du sous-espace vectoriel €3 et celle de € = { M e 43(R) | AM = MA }

Compléments de deuxiéme année

Exercice 46. 4 Soit ¢ € Z(E). # CA55
Démontrer que les sous-espaces vectoriels Ker(¢y), Ker(¢p —idg) et Ker(¢ + idg) sont en somme directe.

Exercice 47. ¢ % Trace d’'un endomorphisme # CA58
Soient ¢ € Z(E) avec E de dimension finie et 28 une base de E. On définit la trace de ¢ par

Tr(¢) = Tr (Matgg (¢)).

1. & Justifier que la trace de ¢ ne dépend pas du choix de la base.

2. Exemples
a) & Soit n e N*. Calculer la trace de ¢ oll ¢ : P€ Ry, [x] — P—P' € Ry, [x].
b) & Onpose ¢:A€ . ty[R) — ‘Ae tp(R).

i) Justifier que le sous-espace des matrices symétriques de taille (1, n) (noté #4,) et celui des matrices antisymétriques
(noté ofy,) sont supplémentaires dans .4 (R). Préciser les dimensions.

ii) En déduire la trace de .

¢) @& Soit p un projecteur de E de dimension finie. Vérifier que la trace d’un projecteur d’un espace vectoriel de dimension
finie est égale a son rang.

Exercice 48. ¢ Somme directe dans R, [x] # CA56
Soit n € N* fixé. Pour tout i € [[0; nl], on définit F; = {P e R, [x]|V j € [[0; n]] \ {i}, P(j) =0}.

1. Justifier que pour tout i € [[0; n]],
n

F;=Vect(L;) ou L;=]]x-j.
j=0
Jj#i

n
2. Vérifier que la somme Fg +Fy +--- +F, est directe, puis |'égalité GB F; =Ry [x].
i=0
Exercice 49. 4+ Peut-on trouver deux matrices A, B € .4, (R) telles que AB—BA=1,? &, #CA39

Exercice 50. ¢ 44 & d'apres l'oral HEC # CA67
Soit © un endomorphisme non nul de R3.
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1. Onsuppose que u? = 0. Montrer qu'il existe une base de R3 dans laquelle la matrice de u est

Déterminer alors les sous-espaces vectoriels F de R3 stables par u, c’est a dire tels que u(F) c F.

2. On suppose que u2 # 0 et u3 = 0. Montrer qu'il existe une base de R® dans laquelle la matrice de u est

0 0 1
A=10 0 0
0 0 O

0 1 0
B=|10 0 1
0 0 O

Déterminer alors les sous-espaces vectoriels de R? stables par .

Exercice 51. ¢4 Soit ¢ un endomorphisme de R” de rang 1.

1. On suppose que Im(yp) N Ker(¢) # {Ogn}.

Justifier que Im(¢p) < Ker(¢p), puis qu’il existe une base de R” dans laquelle ¢ est représenté par la matrice :

2. Onsuppose que Im(¢) NKer(¢) = {Ogn}.

Démontrer qu'il existe une base de R" dans laquelle ¢ est représente par la matrice :

3. En déduire que dans .4, (R) deux matrices de rang 1 sont semblables si et seulement si elles ont la méme trace.

4. Bonus cube. A quelle condition sur sa trace une matrice de rang 1 est diagonalisable?

Exercice 52. ¢4 &
Soient ag, ay, ..., an, n+ 1 réels deux a deux distincts. Notons 98 = (l,x,...,x”) la base canonique de Ry [x] et (eg,...,en), la base

canonique de R"*1,

a
0
0

1

0 0
0 0
0 0

0)

Base de polyndmes de Lagrange

0
0
0

(0)

0
0
0

1. & Montrer que I'application suivante est un isomorphisme :

{ Rn[x] N Rn+1
1 P~ (P@ag),...,Plan).
2. Pour tout i € [[0;n]], on définit le polynéme L; = (p_l(e,-). Montrer que la famille ¢ = (Lg,...,L;) est une base

de Ry [x] et que

3. Préciser P@'%_l. Pour rappel, Pgg  désigne la matrice de passage de la base 28 a la base 6 .

(0)

(0)

ol acR*.

0

n
YPeRyx], P=) P(a;)L;.
i=0

Exercice 53. ¢ 44 % Vecteurs cycliques et espaces stables

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie n = 2 et ¢ € £ (E). On dit qu'un vecteur u € E est cyclique pour ¢ s’il existe un entier
m non nul tel que la famille %8, ;, = (u, (W), (pz (w),..., tpm_l (u)) soit une famille génératrice de E.

Pour rappel, q)" (u) =@o@o...op(u) aveci compositions.

1. Comparer m et n.

2. & Montrer que si u est cyclique pour @, alors 9, ,; est une base de E.

3. Application

Dans la suite, on suppose que les seuls sous-espaces vectoriels stables par ¢ sont {Og} et E.

a) & Justifier qu’il existe m € N tel que la famille %, ,,; soit libre mais PBu,m+1 nest pas libre.
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b) Vérifier que Vect(%8,,m,) est un espace stable par ¢.
¢) En déduire que tout vecteur u € E\ {Og} est cyclique.

d) @ Onnote ag,ay,...,an—1 les coordonnées de @™ (1) dans la base %, ;. Justifier que
¢ =ap-idg+ar-@+...+an_1-@" L.

e) Donner la matrice de ¢ dans la base %, , al’aide des réels a;.

Avec du python

Exercice 54. 4 b@g # CA68

Ecrire un programme Python qui compte le nombre de matrices non inversibles parmi les matrices de tailles (25,25) :

a b e . b
b a . - b
M(a, b) = avec —-50<a,b<50.
: i . a b
b b - b a

Indication. On pourra utiliser les commandes ones([n,p]) qui renvoie une matrice de .45, (R) ne contenant que des 1, eye(n) pour
la matrice I, et np.linalg.matrixrank(A) pour le rang de la matrice A.

Exercice 55. 44 Antitransposée et matrices antidiagonales b@g # CA69

1. a) Compléter le programme suivant qui prend en argument une matrice A et renvoie sa transposée.

def transpo(A):
[n,pl=np.shape(A)
B=np.zeros( ... )
for i in 3

Editeur

for j in ... :
B[...,...]=
return B

b) On définit 'antitransposée d'une matrice carrée A par la matrice C obtenue par symétrie par rapport a ’antidiagonale.
Par exemple,
1 2 3 9 6 3
Ag=| 4 5 6| et Co=| 8 5 2
7 8 9 7 4 1
Comment modifier le programme précédent pour obtenir un nouveau programme qui prend en argument une ma-
trice A et qui renvoie son antitransposée.

2. Une matrice T est dite antidiagonale si les coefficients situés en dehors de I'antidiagonale sont nuls. Par exemple,
0
To = 0

0 3 0 0 1
4 0 et P3=| 0 1 0
-2 0 0 1 0 0

Al’aide de Python, que peut-on conjecturer sur les puissances d’'une matrice antidiagonale?
Indication. On pourra utiliser la commandenp .dot (A,B) pour faire le produit AB.

3. Prouver votre résultat.

Indication. On pourra considérer TP, oit T est une matrice antidiagonale de taille (n, n) et Py, est la matrice construite sur le
méme modele que P3.

4. A quelle condition sur ses coefficients, une matrice antidiagonale est inversible ?
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CHAPITRE 3

Valeurs propres et vecteurs propres

Une idée qui ne peut servir qu'une seule fois est une astuce. Sinon,
elle devient une méthode.

GEORGE POLYA

Mathématicien américain d’origine hongroise

et suisse (1887-1985).

_ Rappels : polyndmes d’endomorphismes et de matrices

Rappelons que pour un endomorphisme ¢ de E, les applications ¢? = @ o, ¢> = po@o ... sont parfaitement
définies et linéaires. Les puissances de ¢ sont les applications :
n

@’=idg et pourtoutneN*, @"= @o---0@ .
—_——

n compositions

Remarque. Comme pour les matrices, il existe une version de la formule du bin6me de Newton dans le cas des
endomorphismes. Soient ¢, W € Z(E) qui commutent (¢ oy =y o). Alors pour tout entier naturel p,

p . .
(q>+w)”=(cp+w)°(tp+w)°---°(<p+w)=Z(f)w’ow”‘l.
i=0

,—[Déﬁnition 31 (polynome de matrice, d’endomorphisme)} N\

Soient P(x) = ¥ a; x' € R[x], A€ 4,(R) et ¢ € L(E).
i=0

* Le polynéme de matrice P(A) est défini par PA) = § aiAi € My [R).
i=0
Un polyndéme P est annulateur de A si P(A) =0,,.

* Le polynéme d’endomorphisme P () est défini par P(p) = f a; (pi € Z(E).
i=0

Un polynéme P est annulateur de ¢ si P(¢) = 0 (5.

Exercice 56
4+ % & Existence d’'un polyndme annulateur

_
19 Soit A € ./, (R). En étudiant la famille (I,,A,...,AP) pour un entier p bien choisi, montrer que
f A admet un polyndme annulateur.

Regles de calculs

On démontre que pour tous A € R, P,QeR[x],  (AP)(A)=APQA) et (P+Q)(A)=P(A)+Q(A).

Retenons également la propriété de commutativité : (PQ)(A) =P(A)Q(A) = Q(A)P(A) = (QP)(A).
On a de méme avec des endomorphismes

(AP)(@) =AP(@),  (P+Q)(p) =P(@) +Q(p) et (PQ)(y)=P(y)oQ(p)=Q(¢)oP(p) = (QP)(y).
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Les questions sont indépendantes.

Exercice 57 e
= 1. & SoientA, B, deux matrices carrées semblables.
& f Montrer que tout polynéme annulateur de A est annulateur de B.
| © g 2. & Soient Ae.#,(R) et P € R[x] annulateur de A.
- Montrer que si P(0) # 0 alors A est inversible.

,—[Proposition 32 (polynéme d’endomorphisme, de matrice)]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie dont 28 est une base et ¢p un endomorphisme de E.

Pour tout k€ N,
Matg ()" = Matg (o).

Plus généralement, pour tout P € R[x],

P(Matg () = Matss (P(9)).

n Valeurs propres, vecteurs propres, cas matriciel

2.1 Premiéres définitions

,—(Déﬁnition 33 (valeurs propre, vecteur propre)]

Soient A € 4, (R), A e R et X € 4,1 (R). On dit que A est une valeur propre de A et que X est un vecteur
propre pour A associé a la valeur propre A si

AX=AX et X#0,,.

\

Exemple. Posons 1 3 0 0 1 -2
A= 0 -2 0 et X=| 0], Y= 0 , L= 2 ,
-1 -2 0 1 -1 1

de sorte que AX=0-X, AY=Y et AZ=-27.

Comme X, Y et Z sont des matrices colonnes non nuls, 0, 1 et —2 sont valeurs propres de A.

A Attention. Un vecteur propre est toujours non nul.

Définition 34 (spectre)]

Soit A € 4, (R).
Le spectre de A, noté Sp(A) est I’ensemble des valeurs propres de A.

Exemple. En reprenantl’exemple précédent, {0;1; -2} < Sp (A).
Python. Voici le code pour obtenir une approxima-
tion des valeurs propres.

>>> # script ezecuted

Console

import numpy.linalg as al [ o 1 -2.]
# On importe la sous-bibliothéque : : :
linalg
A=np.array([[1,3,0],[0,-2,0],[-1,-2,011)
# On définit la matrice 4

print (al.eigvals (A))

Editeur

Selon ce calcul, —2, 0 et 1 sont toutes les valeurs
propres de la matrice A. On conjecture donc
que Sp (A) = {—2;0;1}.
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2.2 Caractérisations des valeurs propres

,—[Théoréme 35 (caractérisation avec l’inversibilité)J N

Soient A € .4, (R) et A € R. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) Leréel A est une valeur propre de A.
ii) Lamatrice A— AI, n'est pas inversible.

Autrement dit, Sp(A) est 'ensemble des réels A pour lesquels la matrice A — AI,, n’est pas inversible.

Remarque. En particulier, 0 est valeur propre si et seulement si, la matrice A n’est pas inversible.

,—[Corollaire 36 (matrices triangulaires)} <

SoitA € 4, (R).

Si A est une matrice triangulaire,

alors les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux de A.

\ J

A Attention. C’est grossiérement faux si la matrice n’est pas triangulaire.
0 1

On pourra par exemple, vérifier que [1 0

l n'admet aucune valeur propre réelle.

2.3 Les sous-espaces propres E) (A)

Définition 37 (E, (A))

Soit A € .4, (R). Pour tout réel A, on pose

Ex(A) = {X€ ;1 R) | AX=AX}.

En remarquant que E (A) = Ker (A — AI,;), on en déduit que :

,—[Proposition 38 (structure de Ey (A))] <

Soit A € 4, (R). Pour tout A € R,
* E)(A) est un sous-espace vectoriel de .4, 1 (R).

* E)(A) #{0,,1} sietseulement si A est une valeur propre de A.

Remarque. La formule du rang donne alors dim (Ej (A)) + rg (A - AL,) = n.

Vocabulaire. SiE,(A) # {0,,1} alors on parle de 'espace propre associé a la valeur propre A. Dans ce cas,

1 <dim(Ex(A)) < n.

Exercice 58

4+ & Soient A, Be 4, (R).

A7 y Montrer que si A et B sont semblables alors Sp(A) = Sp(B) et les sous-espaces propres sont de
| = méme dimension.

# VP4
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Exemple. Le cas diagonal.
Si A est une matrice diagonale, alors les valeurs propres de A sont exactement les coefficients diagonaux de A et pour
A € Sp(A), la dimension de E) (A) est égale au nombre de fois o1 A apparait sur la diagonale de A.

44 % Vrai ou Faux?

Pour tous A€ 4, (R) et AR,

Exercice 59 1. SiAeSp(A) alors Ae Sp(AZ).

( Si A2 € Sp(A2) alors A € Sp(A).

Sp(A) =Sp(A).

E\(A) =E, (“A).

dim (E) (A)) = dim (E), (“A)).

Si A est inversible, A € Sp(A) ssi A~} € Sp(A~1).

N
NN N SR NIEN

#VP5

n Valeurs propres, vecteurs propres, cas des endomorphismes

3.1 Définitions et exemples

Reprenons et adaptons les définitions au cas des endomorphismes d'un espace vectoriel E.

,—(Déﬁnition 39 (valeur propre, vecteur propre, spectre)} N\

Soit ¢ € Z(E).
e Soient A € R et u € E. On dit que A est une valeur propre de ¢ et que u est un vecteur propre pour ¢
associé a la valeur propre A si

o) =Au et u#0g.

* L'ensemble des valeurs propres de ¢ est le spectre de o, il est noté Sp(¢).

\. J

Exemple. Posons u=(1,0,-2,), v=(0,0,1), w=(1,1,-2) et

R3 - RS
(p.{ (x,9,2) — (x+2y,3y,2x—4y+22)

On a @(u) = u, e(v) =2v et 9(w) = 3w. Comme u, v et w sont non nuls, 1, 2 et 3 sont trois valeurs propres de .
C’est-a-dire, {1;2;3} = Sp(¢).

Remarque. Le vecteur u (non nul) est un vecteur propre de ¢ si et seulement si la droite vectorielle Vect(u) est stable
par ¢.

4+ Exemples Les questions sont indépendantes.

E ice 60
xercice (p.{ Rylx] — Rylxl EPR,R) — EPRR)

On pose p — Pl4op et \y:{ 7 —

1. & Ftudier les valeurs propres de I’endomorphisme .

2. & Montrer que tout réel est valeur propre de .

Définition-proposition 40 (E) ((p))]

Soient ¢ € £ (E) et A € R. On définit le sous-espace vectoriel E) (¢) de E par

Ex(p) ={u€El@u) = Au} =Ker (¢ —Aidg).

Remarques.

e Pour tout A € R, Ej () est un espace stable par .

* E) (o) est bien un s.e.v de E puisque c’est le noyau d'une application linéaire.

¢ Si A est une valeur propre, on dit que E) (¢) est 'espace propre associé a la valeur propre A.
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3.2 Précision en dimension finie

[Théoréme 41 (lien matrice et endomorphisme)]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, ¢ € Z(E), u € E et 88, une base de E.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base 23.
— A =Matg(p), la matrice de 'endomorphisme ¢ dans la base 2.

Alors, u est vecteur propre de 'endomorphisme ¢ pour la valeur propre A si et seulement si U est vecteur
propre de la matrice A pour la valeur propre A.

Application. Soient A et B deux matrices semblables. Elle représente le méme endomorphisme ¢ dans des bases
différentes. On retrouve alors Sp(A) = Sp(¢p) = Sp(B).

,—(Proposition 42 (caractérisations en dimension ﬁnie)j \

Soient ¢ € Z(E) avec E de dimension finie et A € R. On a I'équivalence entre les énoncés suivants.

i)  Leréel A est valeur propre de ¢.
ii) Lendomorphisme ¢ — Aidg n’est pas injectif.
iiif L'endomorphisme ¢ — Aidg n’est pas bijectif.

iv) rg(¢—Aidg) <dimE.

3.3 Précisions pour des endomorphismes remarquables

Les homothéties

Pour rappel, une homothétie de E de rapport A € R* est I'application Aidg : { 5 - ];: u
e Le polyndme P d’expression P(x) = x — A est un polyndme annulateur de 'homothétie de rapport A.

e Tout vecteur non nul de E est vecteur propre pour la valeur propre A.

Exercice 61

P 444 % Laréciproque
17 Soit ¢ € Z(E) non nul tel que tout vecteur non nul est vecteur propre de .

{ Montrer que ¢ est une homothétie.

# VP8

Les projecteurs

,—[Déﬁnition 43 (projecteur)} N

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

ug
/ ------------ 2 u Ainsi, pour tout u € E, il existe une unique décompo-
- sition u = ur + ug ou (ug, ug) € F x G. On pose
E — E
F Ug p: {
u +— Ufp.

/G

Cette application est linéaire, elle est appelée le projecteur sur F parallelement a G.
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Remarque. On montre que p est un projecteur sur F = Im(p) parallelement a G = Ker(p). En particulier, le noyau et
I'image d’un projecteur sont supplémentaires dans E.

\

Im(p) ® Ker(p) =E.

Exercice 62

19 s ?
ve . Savez-vous prouver cette remarque ?
\. &
| 2 2. Vérifier que idg —p est un projecteur. Préciser ces éléments caractéristiques.
,—[Théoréme 44 (caractérisation d'un projecteur)] |

Soit p: E — E une application. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) pestun projecteur.

ii) pestlinéaireet pop=p.

Spectre d’un projecteur.
Soit p € Z(E) un projecteur. Soient F,G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E de sorte que p soit le
projecteur sur F parallelement sur G. Afin que F et G ne soient pas réduit a {Og}, on suppose dans la suite que p # 0. )
et p #idg.

On montre que Sp(p) = {0; 1}.

Le polynome d’expression x> — x = x(x — 1) est un polynome annulateur de p. Notons que les valeurs propres de
p sont des racines du polynoémes.

D’apres les résultats précédents sur les projecteurs, F = Im(p) = E; (p) et G = Ker(p) = Eg(p). On en déduit que E
se décompose suivant les espaces propres de p

E=Fe G=E(p)®Eo(p).

Exemple. Les symétries. Soient E, un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Pour tout u € E, il existe un unique couple (up, ug) € F x G tel que u = ug + ug. On définit alors la symétrie par rapport
a F parallelement a G comme l'application linéaire :

s: u€E— urp—ugeE.

4 Les symétries

Exercice 63 1. Faire un dessin similaire au cas des projecteurs pour illustrer la situation.

2. Préciser sos. En déduire un polyndme annulateur.

'GP 3. Onsuppose que s # +idg.

) & Ftudier les valeurs propres de s et préciser les espaces propres a 'aide de F et G.
- 4. Soit p le projecteur sur F parallelement a G.

Vérifier que s = 2p —idg. Retrouver les résultats de la question 3.

n Lien avec les polyndmes et conséquences

4.1 Polyn6mes et valeurs propres

,—(Théoréme 45 (polynomes et valeurs propres)} |

Soient Q € R[x] et ¢ € Z(E).

Si u est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A,

alors Q@) (1) = Q) - u.
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,—(Corollaire 46 (valeurs propres et racines)}

Soientp € Z(E), PeR[x] et A eR.

Si | — Aestvaleur propre de ¢.

— P est un polyndme annulateur de ¢.

\.

Alors A est une racine du polynéme P.

Remarque. On a des énoncés équivalents avec les matrices.

SiAe 4, [R), Qe R[x] et X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors Q(A)X = Q(A)X.

De plus, si Q est annulateur de A, A est une racine de Q.

Exercice 64
{ 4 Soient n € N\ {0;1} et ¢ : M € 4y, (R) — M.

— 1. Donner un polyndme annulateur de ¢ de degré 2.
) g 2. En déduire les valeurs propres de ¢.
4.2 Conséquences

,—[Théoréme 47 (somme directe des espaces propres)]

Soit ¢p un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

alors lasomme ¥ E), (¢) est directe.
i=1

\

Si A1,...,Ap désignent p valeurs propres deux a deux distinctes de o,

Preuve : rappels sur les polynémes de Lagrange.

Soient p, n € N*. Soient A1, Ag,---,A p des réels deux a deux distincts, il existe p polynomes, notés L;, tels que

Vi,jelll,pll, LiAj)=38;; ={

44 & Existence des polynomes de Lagrange

. Rp-1[x] — RP
Exercice 65 : P —  (P(A1),P(A2),...,P(Ap)).
o
Y 2. a) Exemples

I = On suppose dans cette question uniquement que p =3 etA; = -1, A =0et Az =1.

Préciser les trois polyndmes de Lagrange.

1. & Prouver cet énoncé avec 'application linéaire

b) Donner I'expression de L; dans le cas général.

3. Justifier que pour tout P € Ry_1 [x], P(x) = § P(A)L;.
i=1

,—(Corollaire 48 (en dimension ﬁnie)}

Si on suppose de plus que E est de dimension finie, alors

i=1

p
Y dim (Ey, (¢)) < dim(E).
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,—(Corollaire 49 (famille libre de vecteurs propres)] <

Soit ¢ un endomorphisme de E.

Si les vecteurs uy, uy, ..., up sont des vecteurs propres de ¢ associés a des valeurs propres distinctes,

alors lafamille (1, ..., u,) est une famille libre de E.

\. J

,—(Corollaire 50 (majoration du nombre de valeurs propres)} N

Soit ¢ un endomorphisme de E de dimension finie. Alors le nombre de valeurs propres de ¢ est inférieur
ala dimension de I'espace :
Card (Sp(¢)) < dim(B).

\ J

Remarque. Matriciellement, si A € .4, (R), Card (Sp(A)) < n.

n Recherche de valeurs propres et vecteurs propres

Cette section détaille les différentes méthodes pour calculer les valeurs propres et les vecteurs propres d'une ma-
trice. Elles sont essentiellement basées sur le pivot de Gauss.

5.1 Recherche des valeurs propres

Rappelons que :

e Leréel A est valeur propre de A si et seulement si rg(A—Al,) < n.

¢ Lerang est invariant par transposition et opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
0 2 -1

3 -2 0 |.

-2 2 1

Exemple. On pose A=

Soit A € R. Procédons par opérations élémentaires pour se ramener a un systéme triangulaire.

-A 2 -1
rg(A—Alg3) = rg| 3 -2-A 0 L3 <1,
-2 2 1-A
-2 2 1-A
Ls —2L3—AL;
= rg|] 3 -2-A 0
Y 2 -1 L2<—2L2+3L1
_02 2 22)\ 31 _3);\ Lo —La/2
= T —_ —_
g 0 4-20 A2_\_2 (et factorisation)
-2 1 1-A
= rg|] 0 1-A 3-3A L, —~ L3
0 2-A A+DHA-2)
-2 1 1-A
= rg| 0 2-2 A+1)A-2) Cp —3C,—Cs
0 1-A 3(1-A)
-2 *
1l est inutile de calculer
BA-Aly) = g 0 (F2+NA+4) les coefficients *
0 0 3(1-A) ’

Ainsi A est valeur propre si et seulement si rg (A — Alg) < 3. C'est équivalent a
A-2)(A+4)=0 ou 3(1-A)=0.

Finalement Sp(A) ={-4;1;2}.
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Remarques.

* Noter bien I'’échange L3 — L; au début du pivot de Gauss. C’est particulierement utile pour avoir un pivot qui ne
dépend pas de A.

¢ Sion dispose d'un polynéme annulateur de petit degré, on peut se limiter a regarder le rang sur les quelques racines
du polynoéme pour déterminer les valeurs propres.

5.2 Recherche des vecteurs propres

Expliquons maintenant comment calculer les vecteurs propres de la matrice A connaissant les valeurs propres.
X
° SoitX= | y | €43,1(R). Raisonnons par équivalences.
z

XeE;(A) —

2y—-z = X -x+2y-z = 0
AX=X = 3x-2y =y — 3x-3y = 0 ILz=-20,

=2x+2y+z = z =-2x+2y = 0

— {—x+2y—z =0 — {yzx

x-y =0 zZ=Xx

X 1 1

— X=]1x|=x]|1 — X € Vect 1

X 1 1
1
Finalement E;1(A) = Vect 1
1

Déterminons les autres sous-espaces propres.

1 4 2
e De méme E2(A) = Vect 3/4 =Vect 3 et E_4(A) =Vect -3
-1/2 -2 2
B ice 66 7 3 -9
x?r01ce 4 SoientA=| -2 -1 2 | etP(x) = x3 - 2x% —5x +6. On admet que P(A) = 03.
v 2 -1 -4
' .,r 1. & Donner les racines de P. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de A?
= 2. Déterminer les valeurs propres de A et, pour chaque valeur propre, déterminer une base
- du sous-espace propre associé.
#VP15
5.3 Cas particulier de la dimension 2
Proposition 51 (lien avec le déterminant)]
Soient A€ />(R) et A\eR.Ona:
AeSp(A) < det(A-AL)=0.
Exercice 67 <> Donner, en fonction de a € R, le nombre de valeurs propres réelles de
& f R. = cos(a)  sin(a)
“ 'd A7 —sin(w) cos(@) |-
#VP16
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Y Exercices L9

Révisions, puissances et polyndmes de matrices et d’endomorphismes

Exercice 68. ¢+ & Soient ¢,  deux endomorphismes nilpotents de E. #VP21
Montrer que si @, Y commutent, alors la somme ¢ + W est nilpotente.
Un endomorphisme ¢ est dit nilpotent s'il existe un entier p tel que P = 0. () (composée p-ieme).

Exercice 69. 44 & . SoientneN* etdy,...,dy, nréels deux a deux distincts. Posons #VP17

D = diag(dy, ..., dn).

Montrer que la famille (Dk J kellosn—1] est une base de 'espace vectoriel 2;, des matrices diagonales.
n—

Exercice 70. ¢4 Soit ¢ € Z(E) dont un polynéme annulateur a pour expression P(x) = Z+x-2. #VP18

1

1. Justifier que ¢ est un isomorphisme et exprimer ¢~ en fonction de ¢ et idg.

2. & Démontrer |'existence de deux suites (a,) nen €t (bn) nen telles que
vneN, ¢"=app+byidg.

2

3. Soit n € N. Enoncer la division euclidienne du polynéme x" par x* + x — 2.

Retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice 71. 444 Vecteur cyclique et polynéme annulateur # VP20
Soient E un espace vectoriel de dimension finie 7 et ¢p un endomorphisme de E.

On dit qu'un vecteur u € E est cyclique pour ¢ s'il existe £ € N* tel que la famille 98,, y = (u, e),..., tpe_l (u)) soit génératrice de E.
1. & Soit u, un vecteur cyclique pour ¢. Montrer que %, ,, est une base de E.

n-1 .
2. Justifier qu'il existe n réels notés ag, ai, dg, ..., an tels que @ (u) = ¥ a; @' (u).
i=0

-1 .
3. Justifier que le polyndéme d’expression P(x) = x” — nz a;x" est annulateur de .
i=0

Exercice 72. ¢4 d’aprés EDHEC 2016 # VP23

1. Dans cette question, f est un endomorphisme de R” qui vérifie f o (f —id)% = 0, o1 id est 'endomorphisme identité de R”.
a) Déterminer (f —id)? + f o (2id—f).
b) En déduire que:VxeR"”, x= (f—id)z(x) +(fo2id—f))(x).
¢) Utiliser ce dernier résultat pour établir que R" = Ker(f) ® Im(f).
2. Dans cette question, f est un endomorphisme de R” et P est un polynéme annulateur de f, dont le degré est égal a p (avec
p =2), ettel que P(0) = 0 et P'(0) #0.
a) Montrer qu'il existe p réels ay, ..., ap avec ay # 0, telsque P(x) =ajx+...+ apxp.
b) En déduire que Ker(f) nIm(f) = {0}, puis établir que R” = Ker(f) & Im(f).
¢) En quoi cette question est-elle une généralisation de la premiére question?

Exercice 73. 444 % Commutant d'un endomorphisme cyclique, matrice compagnon # VP24
Soit ¢p un endomorphisme d'un un espace vectoriel E de dimension 7. On note 6 (¢) 'ensemble des endomorphismes de E qui
commutent avec ¢ et R(¢p) 'ensemble des polyndmes en ¢. Dit autrement

C@)={veZLE) |vop=gow}l et R(p)={P()|PeRxl}.

Enfin, on dit qu'un endomorphisme & de E est cyclique s'il existe un vecteur ug € E tel que la famille

(uo, h (ug),..., "1 (up)) soit une base de E.

1. Montrer que 6 () et R(p) sont des sous-espaces vectoriels de £ (E), puis que R(¢) < € ().

2. Montrer que ¢ est cyclique si et seulement s’il existe une base 98 de E et des réels ay, ..., a;,—1 tels que :

0 0 “es e Qg
1 0 - - ay

Matg(@)=| 0 1

0 “es “es 1 Op—1

Pour les questions suivantes, on suppose que ’endomorphisme ¢ est cyclique, et on fixe un vecteur ug € E tel que la famille
B = (ug, ¢ (Ug) ..., " ! (g)) soit une base de E.
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Editeur

3. SoitP(p) =" — nilcxk(pk. Montrer que P(¢p) = 0.
k=0
Indication : remarquer que P(@) (1) = 0, puis montrer que P(¢p) (cp‘Z (uo)) =0 pour tout £ € N.

4. a) Montrer que la famille (idg, @,..., " ') est une base de R(¢).
Indication : utiliser la division euclidienne.
b) En déduire que € () = R(y), puis la dimension du commutant € (¢).
Indication : si f € € (@), exprimer f (ugy) dans la base B, puis calculerf[(pi (uo)) pourieN.

Valeurs propres, vecteurs propres

Exercice 74. 4 Vrai ou faux? # VP26
1. S'il existe une matrice carrée J telle que A = J2 alors Sp(A) c R*. v ox
2. Soit A € R™. Si A € Sp (A?) alors VA € Sp(A) ou —v/A € Sp(A). v ox
Exercice 75. <> Expliquez I'intérét de la fonction Python suivante. # VP25
import numpy as np
import numpy.linalg as al
def bidule(A,x) : # A est une matrice carrée et x, un réel
[n,pl=np.shape(A)
if nl=p
print (’Non, la matrice n est pas carrée ...’)
elif np.linalg.matrix_rank (A-x*np.eye(n))<n
print (’0ui !°)
else
print (’Non !°)
Exercice 76. ¢ % Un exemple détaillé : la matrice Attila #VP27

Soient n € N\ {0;1}. Notons J € .4 (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1 et X € .4, 1 (R) la matrice colonne dont tous
les coefficients sont égaux a 1.

1. a) Préciser le rang de J. En déduire que 0 est valeur propre dont on précisera la dimension de I'espace propre associé.
Préciser une base ¢ de I'espace propre associé a la valeur propre 0.

b) Calculer JX. Que peut-on en déduire?
2. En déduire que ] ne possede que deux valeurs propres.
3. Montrer que J est semblable a une matrice diagonale dont on précisera les coefficients diagonaux.

4. Conclure en donnant tous les polynémes annulateur de J.

Exercice 77. ¢ % Transformation affine et spectre # VP28
Soient n € N\ {0;1}, ] € 45 (R) la matrice dont tous les coefficients valent 1. Pour tous a, b € N, on pose

a b e e b

b a . - b
M(a, b) =

: " . a b

b b - b a

1. & Exprimer M(a, b) al’aide de I, et]J. En déduire le lien entre le spectre de ] et celui de M(a, b).

2. On avu a l'exercice[54 qu'il y a exactement 105 matrices non inversibles lorsque a, b € [-50;50]] et n = 25. Retrouver ce
résultat sachant que ] admet deux valeurs propres 0 et n (voir exercice précédent).

Exercice 78. ¢ & D'aprés EDHEC 2019 # VP30
On note id 'endomorphisme identité de R3 et on considére I'endomorphisme fde R3 dont la matrice dans la base canonique est :
1 0 0
A=| -2 3 =2
-1 1 0
1. a) Déterminer un polyndme annulateur de A qui soit de degré 2.

b) En déduire les deux valeurs propres possibles A et A de A (avec A1 <Az ).
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c) En Python, la commande linalg.matrix_rank(M) de la bibliotheque numpy renvoie le rang de la matrice M. On a

saisi
Python a répondu
import numpy as np
L]
5| A = np.array([[1, O, 0],[-2, 3, -2],[-1,1,0]11) @ )
£| ri=np.linalg.matrix_rank(A-np.eye(3)) 2 >>> # script ezecuted
Z| r2=np.linalg.matrix_rank(A-2*np.eye(3)) g ri= 1 r2= 2
print (’r1=’,r1,’r2=’,r2) o
Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de f et a la dimension des sous-espaces propres associés?
d) Donner une base de chacun des noyaux Ker (f — A7 id) et Ker (f — A2id). En déduire qu'il existe une base 98 dans la-
quelle la matrice de f est diagonale.
2 a) Justifier qu’il existe une base (u1, v1, v2) de R3, o1 (11, v1) est une base de Ker (f = A1id) et (v2) une base de Ker (f -2 id).
On choisira ces vecteurs de fagon que leurs composantes soient des entiers naturels les plus petits possible, la derniere
composante de uy et la premiere de vy étant nulles.
b) On note x = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de R3. Déterminer, en fonction de a, b et ¢ les coordonnées de x dans la
base (u1, vy, v2).
Exercice 79. 4 “. Crochet de Lie et nilpotence #VP33
Soient n € N* et A,B € .4, (R) telles que AB—BA = A.
1. & Montrer que pour tout k € N, on aA¥B—BAK = KAk,
2. On considere
) A® = B
Bl M ~— MB-BM.
Vérifier que @p est un endomorphisme de .4 (R).
3. Traduire la question 1 en terme de vecteur propre et valeur propre.
4. @ En déduire I'existence d’un entier k non nul tel que Ak =0,
Exercice 80. ¢4 % Soit n € N*. On note o I'application définie sur R, [x] par @(P) = (x — 1)P’(x). # VP34
1. Montrer que @ est un endomorphisme de R [x]. Préciser sa matrice dans la base canonique de Ry [x].
2. & En déduire le spectre de ¢.
3. Soit P un vecteur propre de ¢ associé a une valeur propre A non nulle.
a) & Justifier que 1 est une racine de P.
b) & En étudiant la multiplicité de 1 en tant que racine de P, exprimer P en fonction de A.
4. Conclure en donnant tous les espaces propres de .
Exercice 81. ¢4 % Polynéme annulateur minimal Questions sans préparation HEC 2015 # VP35
Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
1. & FEtablir I'existence d'un polynéme P non nul tel que P(f) =0 L E)-
2. & Soit Q un polynome tel que Q(f) = 0 (g, et de degré minimal parmi les polynomes non nuls tels que P(f) = 0 ¢ g).
Montrer que toute racine de Q est valeur propre de f.
Exercice 82. 44 Exemple d'une matrice de rang 2 d’apres ESCP 2001 +# VP38
Soient n un entier naturel tel que n = 3 et A € .4, (R) définie par :
1 1 1 1
1 0 0
A=11
1 0 0
et ¢ I'endomorphisme associé a A sur la base canonique de R”.
1. Déterminer une base du noyau de ¢ et une base de I'image de .
2. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
Exercice 83. ¢44¢ & D'apreés Oraux HEC 2018 # VP40

Soient A€ .4y, (R) et pp : M € My (R) — AM.

1. Démontrer que A et (pp ont le méme spectre.
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2. Justifier que pour toute valeur propre A commune, dimE) (ga) = ndimE, (A).

Exercice 84. 444 On considere les deux matrices Question sans préparation, HEC 2018 # VP41
0 1 0 O 01 0 O
0 01 O 0 0 0 O
A=lo o000 P o0 01
0 0 0 O 0 0 0 O

1. Comparer leurs spectres, leurs traces, leurs rangs, ainsi que les dimensions de leurs sous-espaces propres.
2. &, Sont-elles semblables?

Exercice 85. ¢4 “. Exemple dans un espace fonctionnel D’apres EMLyon 2014 ECS  # VP42
On note E I'espace vectoriel des applications de R dans R continues, E; le sous-espace vectoriel des applications de R dans R de
classe ¢!. On note, pour tout élément f de E, T(f) I'application de R dans R définie, pour tout x € R, par

1 x+1
() () = = f Fod.
2 Jx-1

1. Etablir que, pour tout élément f de E, T(f) appartient a E1 et que, pour tout x € R :

(T(H) (0 = %(f(x+ D-flx-1).

Onnote T: E — EI'application qui, a f, associe T(f).
2. Montrer que T est un endomorphisme de E. Est-il surjectif?
3. Soit s: R — R définie par s(¢) = sin(m¢#). Calculer T(s). Est-ce que T est injectif?

4. Soit @ :R — R, définie par

et -t

@) = 2t
1 sit=0.

—€
sit#0

Pour tout a € R, on pose de plus f; : x € R— e®* € R. Vérifier que pour tout a € R, T (fz) = ¢(@) fa.

5. Justifier que [1;+oo[< Sp(T). A-t-on égalité?
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