ECG 2 4h

DS 2- sujet A

THEMES : FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

part importante dans Uappréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Le sujet est composé de deux exercices et d'un probleme tous indépendants.

Exercice 1

Soit (1) en une suite de réels telle que ug = 1 et pour tout n=1,u, €]0,1[.
n

Pour tout n € N, on pose py = 1_[ U
k=0
Etude delasuite (py,),,cp
a) Montrer que la suite (py) neN €st convergente. On note £ sa limite.
b) Démontrer que £ € [0,1].
. Soit g € [0, 1[. Montrer que si a partir d'un certain rang rng, on a uy, < ¢, alors £ = 0.
. Que peut-on dire de ¢ si la suite (1) ;e est décroissante?

On considere une famille (X;) ,¢ny de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, «#,P) avec :
— Xp est constante et égalea 1,
— Xj suit la loi de Bernoulli de parametre u,
— pour tout n = 1,X,, suit une loi de Bernoulli de telle sorte que :

Pix,=0] (Xn+1=11)=0 et Pix,—1)(Xp+1=1D) = up+1.

a) Démontrer quel'ona:
VnelN, P( Xy =11) = pn.

b) En déduire 'espérance E (X;;) de la variable aléatoire Xj;.
. Justifier que les deux variables aléatoires X;, et X;;+1 ne sont indépendantes que pour 'entier n = 0.

Cas particulier

On suppose que ¢ = 0.

. Soient deux entiers naturels non nuls m et n tels que m < n.

Comparer les événements [X;; = 01N [X;p+1 = 11N...N[Xy, = 1] et [Xj = 01N [Xj+1 = 1]. En déduire que la probabilité de I’événement
Xm =01N[Xip+1 =11N...N[X; =1] estnulle.

n
a) Justifier que pour tout n €N, P( N X = 1]) =pn.
k=0
b) En déduire la probabilité de I'évenement A = ﬂ X, =1].
neN
. On définit les variables aléatoires Y et Z par :

Max{n € N|X,(w) = 1} ¢'il existe

VweQ, Y(w) = { .
—1 sinon

et

+00
X (w) sila série converge
VoeQ, Z(u)):{ ZXk@) 8
+00 sinon

Démontrer que P([Y # Z]) = 0. Que peut-on en conclure pour I'événement [Y = Z]?
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Exercice 2 : fonctions de plusieurs variables

e Préliminaires
On définit @ : te R — e’
Donner les variations de ¢. Tracer son graphe

10. Discuter en fonction de y € R, le nombre d’antécédents de y par ¢.

Pour tout n € N*, on définit fy;, g, et hy, sur R” par

fn(xly---,x,l): (i xiz)(l_n[e_xiZ),

i=1

n 2 2 n n 2
gn(x1,..,xp)=[[x%e™™ et hp(xp,...,xp) =Y x|[[[e ™ |.
i=1 i=1 i=1

e Ftude dansle casoi1 12 =2
11. Exprimer f>(x1, x2) et g2(x1,x2) al’aide de la fonction ¢ et de x; et x».
Parmi les trois surfaces suivantes avec leurs courbes de niveau, reconnaitre les surfaces de f», g2 et hy. Expliquer.

12.
Fonction 1

0.6'
0.4
0.2
0.0
-0.2
-0.4
-0.6

0.12 0.12
0.10 0.10
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 0.04

0.02

0.02

0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

FEtudede f>
13. Déterminer un réel a tel que pour tout K € [0; a] la ligne de niveau Zk de hauteur K pour la fonction f, est non vide? La tracer dans

ce cas. On reprendra l'expression obtenue a la question 11.
2024-2025
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14

15

16.

17.
18.

19.
20.

21.
22.

23.

24.
25.

26.
27.

. Justifier que f> admet un maximum et un minimum. Les déterminer.

Ftude de g»
. Al'aide de la question 11, vérifier que go admet un minimum et un maximum.

Ftude dansle cas ot nn = 2

a) Exprimer f,(x1,...,xn) et gn(x1,...,xy) al’aide de la fonction ¢ et des réels x;.
b) Généraliser les questions précédentes pour donner les maxima et minima des fonctions f; et g5.

Probleme

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On note E = R, [x] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n, et % = (1,x,...,x") la base
canonique de E. On note, pour tout polyndme P de E, on définit le polyndéme ¢ (P) par

VxeR, @ (x)= %x(l —x)P'(x) + xP(x).

Partie I : Etude d’'un endomorphisme de polynémes

Calculer ¢ (x™).

Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

On pose, pour tout k de [[0, n]] : Py (x) = xk(l — x)”_k.

Vérifier que pour tout k de [[0, n]], Pj. est vecteur propre de ¢ pour une valeur propre Ay a préciser.
Montrer que la famille (Pg,Pq,...,Py) est une base de E et expliciter la matrice de ¢ dans cette base.

Partie II : Etude d’une suite de variables aléatoires

On considére une urne contenant # boules numérotées de 1 a n, indiscernables au toucher. On effectue dans cette urne une suite
de tirages avec remise, et on suppose que 'expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, <7, P).

On note alors, pour tout k de N*, Y. la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de numéros distincts qui ont été tirés lors
des k premiers tirages. Par convention, on pose : Yo = 0.

On note, pour tout k de N*, Z;. la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le k-iéme tirage améne un numéro qui n'a pas été tiré lors
des tirages précédents, et prenant la valeur 0 sinon. On pourra remarquer que, en particulier, Z; = 1.

Reconnaitre la loi de Z,. Vérifier que son espérance vaut 1 —1/n.

Soit k € N*. Donner, pour tout j de [[1, k], la valeur de Py, — jj ([Zg+1 = 1]). En déduire

P((Zir =1])=1- (V).

Soit k € N*.
k
a) Justifierque Y;. = ¥ Zj.
j=1

N 1
b) Alaide dela question 22, établir que P([Z11 =1])=1-—= ) P([Zj = 1]]
nin
P * 1 k=1
En déduire, pour tout k de N :P([Zk=l]]=[l—ﬁ] .
a) Déterminer I'espérance de Y en fonction de k et n.
b) Préciser la limite de cette espérance pour k fixé et n — +oo.

Fonctions génératrices
On note, pour tout k de N, G le polynéme de Ry, [x] défini par

G (x) = ép([ykz i]) x".

Déterminer les polynomes G, G1 et Ga.
Montrer, pour tout k de N et tout i de [0, n] :

1—i_Tl)P([Yk:i—l]).

P([¥kin =)= ~P([vi=i)+
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28.

29.

30.
31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.
38.

Montrer, pour tout k de N :
1
Gpyp(x) = ~x(1- )G (%) + XG (x).
En déduire, pour tout k de N :
Gi = 9" (Go).

Application au calcul de l'espérance de Y.
Pour tout k de N, préciser G(1), puis comparer G;C(l) et E(Yy).
En déduire, pour tout k de N :

B(Ves1) = (1- 4 BV + 1.

Retrouver alors, pour tout k de N, I'expression de E (Yk) obtenue en question 25.a).

Application au calcul de la loi de Y . )
On rappelle que les polynomes Py, ..., P, sont définis a la question 21 par : pour tout j de [0,7], P;(x)=x/(1-x)""/.
Vérifier que Gg = f (;’)P i
j=0
Montrer, pour tout j de [0, n] :
=3 " | cniin
J i—j .

i=j

i —j )
=o\J/\!—J

0\j

En déduire, pour tout k de N :

ol les réels A j sont définis a la question 19.
Montrer que pour tout k de N et pour tout i de [[0, 7]

() 4

]

Espérance conditionnelle

Soit N une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A indépendante de toutes les variables (Yj) g+ - On pose alors

S =Yy, C’est-a-dire
V,UJEQ S((JJ) :YN(u))~

Rappeler la formule de 'espérance totale en précisant bien les hypotheses.
En utilisant le systéeme complet d’événements (N = k) j.cn+, démontrer que

E©S) =n(1+eM").

Calvin et Hobbes

Bonus Parmiles mathématiciennes et mathématiciens suivants, qui a eu le prix Nobel de Mathématiques?

— Hugo Duminil-Copin, — Andrei Kolmogorov, — Maryna Viazovska, — Maryam Mirzakhani.

- FIN -
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ECG 2

DS 2- sujet *

THEMES : FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Le sujet est composé d'un exercice et de deux problemes indépendants.

Exercice : fonctions de plusieurs variables

® Rappel.
Soit n € N*. Si ||-|| désigne la norme euclidienne sur R", alors l'inégalité de Cauchy-Schwarz affirme que pour tous x, y € R",
n
Y x;yi| < xll- Iyl avec égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont colinéaires.
i=1

On définit la fonction ¢ : t € RT — te™! et pour tout n € N* les fonctions f;,, gy, et hy, sur R” par

n 2 n 2
fn(xly"'yxn):(z X )(He‘x’ )
i=1 i=1

L=

1

n n
gn(X1,...,xp) = ]_[xize_"i2 et hn(xl,...,xn)z( x,-)(]_[ e_xiz).
i=1 1 i=1

o FEtude dansle cas oi1 1 =2
1. Exprimer f>(x1,x2) et g2(x1, x2) al’aide de la fonction ¢ et de x; et xo.
2. Parmi les trois surfaces suivantes avec leurs courbes de niveau, reconnaitre les surfaces de f>, g» et hy. Expliquer.

Fonction 1
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Fonction 3

3. Pour quelles valeurs de K € R 1a ligne de niveau £k de hauteur K pour la fonction f, est non vide? La tracer dans ce cas.

o Ftude dans le cas ol1 11 > 2

4. a) Exprimer fy(x3,...,Xxn) €t gu(x1,...,x,) al’aide de la fonction ¢ et des réels x;.
b) En déduire les maxima et minima des fonctions f;; et g.

5. Justifier que pour tout x € R”

Ihn (0l < Valxle H”,

Préciser le cas d’égalité.
6. Vérifier que pour tout x € R”, hy,(—x) = —hy(x). Conclure en donnant les extrema de h,.

Probleme I

® Rappels:
—  Si n est un entier naturel non nul, et X1,X»,...,X,, des variables aléatoires réelles quelconques, mutuellement indépen-
dantes, alors, pour tout entier p de [[1;n — 11| et pour toutes fonctions réelles continues @1 et @2, les variables aléatoires
01 (X1,....Xp) etz (Xp11,...,Xp) sont indépendantes.
— SiXetYsontdes v.a indépendantes admettant une espérance, alors XY admet une espérance, et E(XY) = EX)E(Y).
— Inégalité de Markov. Soit Z une variable aléatoire réelle positive admettant une espérance. Alors

EZ
VaeRY, P(Z;a)sﬁ.
a

Préliminaires
Dans cette question, on désigne par Y une variable aléatoire quelconque a valeurs dans N*. Pour tout nombre entier naturel
non nul n, on pose p, =P(Y=n).

e Nouvelle expression de l'espérance

n n +00
7. Soit n € N. Exprimer le nombre réel E, = ) P(Y > k) al'aide de n et des sommes Y _ip;, Y. p;.
k=0 =1 i=n+l

8. On suppose que Y admet une espérance E(Y).
Prouver que E;; < E(Y). En déduire la convergence de la suite (Ej) ;.
9. On suppose que la suite (Ej);, converge.
a) Prouver que: p1+2p2+---+npp<Ep.
b) En déduire que Y admet une espérance.
10. Sousl'une de ces hypotheses équivalentes, établir que :

+00
EY)= ) P(Y>k).
k=0
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12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

Application

. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans R*, montrer les équivalences : X admet une espérance si et seulement si |X]

admet une espérance si et seulement si la série de terme général P(X = k) converge. Dans le cas de convergence, montrer
que:

+00 +00
Y PX=k<EX) <1+ ) PX=k.
k=1 k=1

Variables aléatoires sous-gaussiennes

Dans toute la suite du probleme, toutes les variables aléatoires considérées sont réelles et discretes, définies sur un espace
probabilisé (Q, &7, P). Soit a € RY. Ondit que la variable aléatoire X est a-sous-gaussienne si :

o?r?
VteR, E(exp(1X)) < exp T .
On définit de plus pour tout réel z, la fonction cosinus hyperbolique par :

exp(t) +exp(—1)

h(?) =
ch(?) 2
Montrer que pour tout £ € R, on a
+oo 2n
ch(r) = .
,122:0 (2n)!
2
En déduire que ch(?) <exp 5

Soit t € R. Démontrer que si x € [-1,1], on al'inégalité de convexité :
1+x 1-x
exp(tx) < > exp(f) + - exp(—1).

Le cas borné
Soit X une variable aléatoire réelle bornée par 1 et centrée[ﬂ Montrer que X est 1-sous-gaussienne.
En déduire que, si X est une variable aléatoire bornée par o > 0 et centrée, alors elle est a-sous-gaussienne.

Somme de variables sous-gaussiennes
SoientXj,...,X; desvariables aléatoires mutuellement indépendantes et o sous-gaussiennes, et |1, ..., [l des nombres réels

n n
tels que 3 p;2 = 1. Montrer que la variable aléatoire 3 p;X; est a-sous-gaussienne.
i=1 =1

Inégalité d’Orlicz
Soit X une variable aléatoire a-sous-gaussienne et A € R¥.
a) Montrer que pour tout € R} :

2.2
t
PX>A) < exp((xT - t)\).
b) En déduire que

)\2
P(X|=A) <2exp (——) .
202

.. . o2 t?
On pourra regarder le minimum de la fonction t — exp (T - )\t).
+00
Pour tout s €]1, +oo[, on note {(s) = ¥ k5.
k=1

Soit X une variable aléatoire a-sous-gaussienne et § > 0. Utiliser la question précédente pour justifier que tout k € N* :
242
X
P (exp (ﬁT) = k) <2k™"

otton aposén=a 2p 2.

2y2
En déduire que si af) < 1, la variable aléatoire exp (ﬁTX) est d’espérance finie majorée par 1 +2{(n).

1. C’est-a-dire d’espérance nulle.
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20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

1 k+1 dt
a) Enremarquant que pour tout ke N, ——— < f —, justifier que
qrantatiep TSI 1

b) Enprenantof = \/LE eten prouvant'inégalité 1+2((2) < 5, justifier que si X est une variable aléatoire a-sous-gaussienne,
X2
Elexp|— || <5
Pl

Probleme II

on al'inégalité d’Orlicz :

Le but du probleme est I'étude d'une suite de tirages de boules dans une urne, ce qui fait I'objet de la seconde partie. La
premiere partie permet d’obtenir quelques résultats préliminaires d’algebre. Dans tout le probléme, on désigne par N un
nombre entier naturel non nul et par E I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a N.
On considere 'application linéaire ¢ qui, a tout élément P de E, associe le polynome Q défini sur R par

— l 2 !
Q) = xP() ~ (x - 1)P .

Partiel

Etude de l'application ¢
a) Pour tout j € [[0;N]], calculer ¢ (xj )
b) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
On considere la base canonique %8 = (1, X,.ees xN) de E. Ecrire la matrice M associée a ¢ dans cette base.

Base de polynémes propres pour ¢
On considere la famille 8’ = (Qo,Q1,...,Qy) des éléments de E définis par :

Q0 = (x— DN Fe+ Dk,
Montrer que chaque Q. est vecteur propre de ¢ pour la valeur propre A = -1+ 2k/N.

Montrer que la famille 98’ est une base de E. Ecrire la matrice M’ associée a ¢ dans la base %8’.

Calcul des limites des suites (M?"") et (M2"1)

On appelle limite d'une suite (M) ,en de matrices carrées de 441 (R) la matrice carrée L de .4+ (R) dont les éléments
sont les limites (si elles existent) des éléments de M;;, lorsque n tend vers +oco. On admet que, dans ces conditions, pour tout
couple (P,Q) € M N+1 ([R)z, la suite (PM;,Q),, a pour limite PLQ.

Pour tout nombre entier naturel j tel que j <N, on définit les coefficients a; ; et b; ; par
N ) N
VxeR, Q=) a;;jx' et x/=3% b;;Q;x).
i=0 i=0
Déterminer les éléments a; g et a; N pour 0<i <N, et les éléments by, et by j pour 0< j <N.
On note respectivement P et Q les matrices de passage de la base % 4 B’ et de %’ a 2.

Quels sont les lignes ou colonnes ainsi connues de P et de Q?
a) Justifier les convergences vers des matrices diagonales :

(M’)Z”n—+> diag(1,0,...,0,1) et (M’)Z"“n—; diag(~1,0,...,0,1).
—+00 —+00

b) Exprimer M en fonction de M/, P et Q.
¢) En déduire (sans expliciter davantage les matrices P et Q) les limites des suites (M2") et (M2"**1) lorsque n tend vers
+00.
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28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.

36.

Partie I : Application a I'étude de tirages dans urne bicolore

On suppose désormais que N = 3. Une urne contient r boules rouges et b boules blanches avec r + b = N. On procede a des

tirages de la maniere décrite ci-apres :

— lorsqu’on obtient une boule rouge, celle ci est retirée de I'urne et remplacée par une boule blanche avant de passer au

tirage suivant.

— lorsqu’on obtient une boule blanche, celle ci est retirée de I'urne et remplacée par une boule rouge avant de passer au

tirage suivant.

Soit n un nombre entier naturel. On note X, la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de boules rouges contenues
dans'urne al'issue du n**™¢ tirage (c’est a dire lorsque la n'*™€ boule a été tirée puis remplacée selon la procédure décrite).

En particulier, Xg = r. Pour tout nombre entier naturel k, on pose :

pn,k)=PX,=k).

Ainsi :
pn,k) =0 sik>N
p(0,k) =1 sik=r
p(0,k) =0 sinon
On convient de poser : pn,-1)=0

On désigne par E (X;) et V(Xj;) 'espérance et la variance de X;. On se propose de calculer par deux méthodes ces deux va-

leurs typiques, puis d’étudier le comportement asymptotique de p(n, k).

On suppose dans cette question que 7 est non nul. A I'aide de la formule des probabilités totales, montrer que, pour tout

nombre entier naturel k :

Np(n, k)= N—k+1)pn-1,k-1)+(k+Dpn-1,k+1)

Calcul de l'espérance et de la variance a l'aide de polynomes
Pour tout nombre entier naturel n, soit G, le polynome défini par :
3 k
Gp(x) = p(n, k)x*.
k=0
On suppose désormais que n est non nul.
Etablir la relation :
vrneN*,  Gp=¢(Gp-1) (o9
Montrer que :
G, (1) =EXn).
En dérivant (ee), former une relation entre E (X;;) et E (X;,—1).
n

En déduire que E (Xj;) = (1 - %) (r - %) + %

Montrer que :

Gn" (1) = (X% - E(Xn).
On pose : an =E(Xn2)—NE(Xn).
En dérivant deux fois (ee), vérifier que

4
un:(l—ﬁ)an_1+l—N.

En déduire V (X;,) et sa limite quand n tend vers +oo.

Calcul de l'espérance et de la variance a l'aide de matrices
On consideére la matrice a N + 1 lignes et une colonne :

p(n,0)
p(n,1)

Un—

p(n,N)

Prouver que :

Up=MU;
ol M est la matrice définie dans la question 22.
On considere les trois matrices a une ligne et N + 1 colonnes :

J=11,1,...,11, K1 =10,1,...,N] et Kp=|0%12

yeee
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37. Calculer le produit KyM en fonction de K et de J. Vérifier que :
EX,) =K Uy.

Retrouver ainsi la relation entre E (X;;) et E (X;,—1) établie dans la question 31.
38. Calculer le produit (K2 —NKj) M en fonction de K, — NK; et de J. Retrouver ainsi la relation entre a;, et a,—_; établie dans la
question 34.

e Ftude de la distribution asymptotique de (Xy)
39. En utilisant les résultats de la fin de la premiére partie, déterminer selon la parité de r les limites des suites (p(2n, k)) , etde
(p(2n+1,k)), lorsque n tend vers +oo.

Calvin et Hobbes

Bonus Parmiles mathématiciennes et mathématiciens suivants, qui a eu le prix Nobel de Mathématiques?

— Hugo Duminil-Copin, — Andrei Kolmogorov, — Maryna Viazovska, — Maryam Mirzakhani.

- FIN -
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ECG 2

DS 2A - solution

Probléeme A

1.a) Soit n € N. Comme la suite (1) p, €St strictement posi-
tive, il vient pj, > 0, donc la suite (py) ., €St minorée par
0. De plus, la suite (uy) ken étant strictement inférieure a 1,

Pn+1

VneN, =uUp+1<1.

On en déduit que pp41 < pp, puis la suite (py), o €St
décroissante. D’apres le théoréme de convergence mono-
tone, la suite (py) ,cp €St convergente.

1.b) D’apres la question précédente, la suite (py) . €St mi-
norée par 0 et strictement décroissante donc, pour tout
n=2,

0<pn<p1=u1
Par passage a la limite, il vient

0<sfl<u <l.
D’oti le résultat.
On rappelle que I'on a bien
VneN*, 0<pp<l

mais par passage a la limite, les inégalités de-
viennent larges 0 < £ < 1.

2. Pour un entier n = ng

n no—1 n
pn=Twe= [T wex T] we
k=0 k=0 k=no~>"
<q
np—1
0<pn< [] wexq" ot
k=0
n—oo

Par le théoreme d’encadrement,
Prizs 0=t
3. Sila suite (uy) e est décroissante, alors, pour tout 7 € N*,
up <up€f{0;1}.

D’apres la question précédente avec les valeurs g = uj, on
a la convergence de la suite vers 0.

4.a) Montrons, par récurrence sur 1 € N, que la propriété :
Pn): PXup=1)=py

est vraie pour tout 2 € N.

— Initialisation. £7(0) est vraie car X; est constante et
égalealetpg=up=1.

— Hérédité. Soit n € N. supposons & (n) vraie. Appli-
quons la formule des probabilités totales avec le systeme
complet d’événements

(Xn =0],[Xpn =1]).
Il vient

P(Xp41=1)
=P(Xp+1=1)NXKp =0) +P (X1 = 1) N Xy = 1))

=PXp=0)xPx,=0) Xn+1 =D +PXp=1) xPx,=1) Xp+1=1)

:(l—pn]X0+l9nxun+1:Pn+1-

Ainsi 22 (n + 1) est vérifiée si 22(n) 'est.

— Conclusion :

vneN, PXp=1)=pny.

4.b) Soit n € N. D’apres la question précédente, la variable

aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parameétre py. On
sait alors que

VneN, EXyn) = pn.

. Soit n € N. On sait que les variables aléatoires Xj, et X;;+1

sont indépendantes si, et seulement si,
V(i j) € {0,112

P(Xn =1 0n(Xn+1=J)) =PXn=1) xP(Xp+1 = j)
— Supposons tout d’abord qu’elles sont indépendantes.

Alors
P(Xp=1)NnXp+1=1)

=PX; =1 xPx,=1) Xp+1=1)
=Pn X Un+1 = Pn+1-
Or
PXpn=1)xPXp+1=1)=pn x pn+1
Puisque p;+1 > 0 (question 1), on en déduit que p; =1,
puis que n =0.

— Réciproquement, supposons que n = 0. On sait que
X suit la loi de Bernoulli de parametre u;. Par définition,
(Xp = 1) est 'événement certain (de probabilité 1), donc,
pour tout i € {0, 1},

Ko=DNnXy =0 =X1=1).
Soit i € {0, 1}. Il vient
P(Xo=DNnX;=)=PXy=1)
et PXo=DxPXj=0)=1xPXj=0)=PX;=1)
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De méme, (Xg =0) est I'événement impossible (de pro-
babilité 0), donc, pour tout élément i € {0,1},Xg =0) N
(X1 =1) c(Xp=0)=9a.Soit i € {0,1}. Il vient

P(Xo=00nX; =) <P@)=0
et PXo=0)xPX;=i)=0xPX;=i)=0

Par définition, les variables aléatoires Xy et X; sont indé-
pendantes. Ce qui conclut.
6. On al'inclusion
Xm =0InXpm+1 =1n---N[Xp =1] < X = 0]N[XKjpp41 = 1
donc par croissance de la probabilité P
P(Xm=01NnXns1=11Nn--NnXp=1])
<P(Xm =01nXp+1 =11
SPXm=0)xPx, —0) Xm+1=1)
—_— ———m—
=0 car m=1
Finalement
P(Xm=0nXpm+1=Dn---NnXp=1)=0.
7.a) Montrons, par récurrence sur i € [[0; n]], que la propriété

) (e = 1))

k=i

L) P

() (e=1)-7

k=0

est vraie pour tout i € [0; n].
— Initialisation. 2 (0) est directement vérifiée.

— Hérédité. Soit i € [0; n]. Supposons Z2(i) vraie. Appli-
quons la formule des probabilités totales en utilisant le
systeme complet d’événements ([X; =0], [X; =1]) :

n

=0 7 5=

k=i+1

p( N (szl)):P

k=i+1

=0 d’apres la question 6

n

=10 () (xk:n)
k

o A te)-p A=)

k=i+1 k=0
par hypothese de récurrence. 22(i + 1) est vérifiée.

— Conclusion. La propriété 22(i) est donc vraie pour tout
i € [[0; n]]. En particulier, lorsque i = n, il vient

n

N Xe=1)

k=n

P =PXy=1)=pn.

() (=) -

k=0

Ce qui conclut.

7.b) La suite d'événements

(An)pen =

k=0

A (i = 1))HEN

est décroissante pour linclusion. Par le théoreme de
convergence monotone dans la version probabiliste

P((rﬁ [XkZI))n:;oP

k=0

N (xk=1)).

keN

D’apreés la question précédente et par hypothése sur ¢, il
vient

P(A) =P

(651 = im0

. Soient w € Q et k € N. Par définition,

Y(w) =k Max{neN|X,(w)=1}=k
—=Xpw=1 et Vizk+l X;(w)=0

— Sik=0,

Y=0=Xo=1n[)(X;=0)
izl
— Sik=1,
Y=D=X=Dn[(X;=0)=Xo=DnX; =[] (X; =0)

i=2 =2

puisque la variable aléatoire Xy est constante et égale a 1
(et que I'événement [Xg = 1] est donc certain).

— Si k = 2. Distinguons deux cas suivant que l'on ait
Xp ==X} =1 oubien que X} =1 etil existe j € [[1; k—1]]
tel que X; = 0. Il vient

Y=k=Xc=1)n [ (X;=0)

izk+1
k
(=100, 0-0)
k-1
ulU (x=0)n(xe=1)n ) (xl-:o))
j=1 i>k+1

Lunion est disjointe, donc

P(Y=k) =P([I'C] (xj=1)n N X =0))

j=0 izk+1

k-1
+P| U (Xj=0)n(Xe=1)n N (Xi:O))
j=1 izk+1
=0
Kk
F jOo (X] ) 1J niarkll(Xl ) O))

La deuxieme probabilité est nulle puisqu’on a I'inclusion
d’événements

Ubs=ojtxe=nn ) ts=o))< U (f=0)ofxa=1)
j=1 i=k+1 j=1

alaquelle on peut appliquer la question 6 puisque j = 1.

e Enrésumé, pour tout ke N

PY=k) =P

(Iﬁ[szl)n N (xi:o)).

j=0 izk+1
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¢ Ilreste a traiter le cas [Y = —1]. Comme (Xg = 1) est'évé-
nement certain, remarquons que cet événement corres-
pond a deux cas :

— Soit tous les X; sont égauxa 1 (pour i e N);

— Soit on peut trouver un k = 2 tel que Xj._; =0, X =1 e,
pour tout i = k tel que X; = 1, il existe un j = i + 1 tel que
X;j = 1. Cecis’écrit

Y= 1]
A=yl (xk_lzo)m(xk:nmﬁ(ﬁ (= )))
i=0 k=2 i=k \j=i+1

+o0o (e}

cNXi=1)u U (Xe-1=0)n(Xe=1))
i=0 k=2

Ces unions étant disjointes, il vient

PY=-1)<P

A =1))++2°°P((xk_1 _0)n(xp=1)

i=0 k=2

La premiere probabilité est nulle. Finalement,
P(Y=-1)=0.

Appliquons a présent la formule des probabilités to-
tales en utilisant le systtme complet d’événements ([Y =
kD) ke—13un pour calculer P(Y #7) :

P(Y#Z)

+00
=Y P(Y=KN(Y#2)
k=-1

+00
=P(Y=-DNY#2)+ ) P(Y=KN(Z#k)
k=0

=P(Y=-1)n(Y#2)

+00 k
+Y PN X=1)n N (Xi:O)ﬁ((Z=+oo)U
k=0 \j=0 izk+1

o)

i=1
Comme I'union est disjointe, on en déduit que

PY#Z)=P(Y=-Dn(Y#7)

<P(Y=-1)=0

+00 k
+Y PN (X=1)n N (Xi:O)n(Z:+oo))
k=0 \j=0 izk+1

=0
+00 k oo
+Y PN (X=1)n N Xi=0)n ZX,-;ék)
k=0 \j=0 izk+1 i=1

=0

Les probabilités apparaissant dans la premiére somme
sont nulles car dans ce cas on a, pour tout w € Q, X; (w) =0
pour i = k+1, ce qui implique que la série ) X;(w) est fi-
nie, donc convergente, ce qui contredit Z(w) = +co. Quant
acelles de la deuxieme somme, elles sont également nulles
car on peut calculer

+00 k
2 Xi=) Xi=k
i=1 i=1

PY#7Z)=0

Comme (Y # Z) et (Y = Z) sont des événements contraires,
il vient I'égalité complémentaire P(Y = Z) = 1, c’est-a-dire
I'événement (Y = Z) est presque s{r.

9. Vérifier par une étude de fonction que ¢ admet un maxi-
mum atteint en 1 et valant (1) = el

10. Soit y € R. Par lecture graphique et par le théoréme de la
bijection pour la justification théorique :
— Siy¢l0; e 1, y n'aaucun antécédent par .

— Siye{0;e”!}, y admet un unique antécédent.

— Siye]0;e”![, y admet deux antécédents.

11. Soit (x1, xp) € R2.

)
folar, ) = (o +x9)e 172 = (o} +23)

2. -x2 2 -x2 2 2
go(x1,x2) = x7e™Y1 - x5e772 = (x7) - @(x3).
12. ¢ Pour tout x = (x1,x2) € R2, on note x|l = \/x% +x§, la
norme euclidienne de x. On constate alors que

f20 =(lIxl?).

En particulier, si x et y ont méme norme, ils ont méme
image par f>. Comme la norme représente la distance a
l'origine, f» correspond a la troisiéme fonction.

v xeR?,

* Notons que pour tout x € R2,
g0 = p(x}) - @(x3) = 0.

Comme la fonction 1 prend des valeurs négatives, on peut
conclure que g» correspond a la seconde fonction. Notons
aussi que

g2((£x1,£x2)) = g2 (x1, X2).
Dit autrement, les quatre points
(x1,—x2), (=x1,—x2)

(x1,x2), (=x1,X2),

ont méme image par g». La surface est symétrique par rap-
port aux plans verticaux (Oxz) et (Oyz). Seule la seconde
fonction vérifie cette condition.

e Enfin, hy correspond bien a la premiere fonction car
c’est la seule avec un changement de signe.

En résumé
f> < Fonction3
g» <+ Fonction2
h» < Fonction1
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13. Soit K € R. Soit x = (x7, x2) € R2.

xeH = LwW=¢lxl*) =K

En reprenant la question 10 :

— SiK¢ [0;e7!], il n'y a pas d’antécédent par ¢. La ligne
de niveau est vide.

— SiK =0, Kadmet 0 comme unique antécédent par ¢. Il
vient

xef = IxP=0 = x=0g.

14. Pour tout x € R?
Laligne de niveau est réduit a un point {(0, 0)}.

0=¢0) <@(xI?) <) =e L.

— SiK=e"!, Kadmet 1 comme unique antécédent par Si xg est un vecteur de norme 1, on obtient

. Ilvient 1
0=1£200,0) < f(x) < f(xg) =€ .

9 La fonction f> admet 0 comme minimum et e~! comme

xe# = =1 = xI=1 maximum.

. . 15. On vu que pour tout x = (x7, x2) € R?
La ligne de niveau correspond au cercle de centre I'origine

et de rayon 1. 82(x1,x2) =cp(xf) -cp(xg)-

D’ou1 'encadrement
— Siye]0;e![, y admet deux antécédents. Si on note a, 2 2 o
B ces deux réels positifs. 0=0¢0)" < g(x1,x2) <@)"=e"".

Notons que
xeZ < |xl?=a ou |xI®=p. £(0,0)=0 et g((1,1)=e"2
Dit autrement, g» admet 0 comme minimum atteint en

. . (0,0) et =2 comme maximum atteint en (1, 1).
La ligne de niveau correspond a deux cercles concen-

triques (centrés en l'origine) et de rayons respectifs /a

et /B.

Noter que ces conclusions sont bien en accord avec les sur-
faces proposées. Toute réponse incohérente avec les surfaces
sera sanctionnée.

Hllustrations avecK = 0.1 16.a) Ona

n
Fu ety ) = @112 ot x]2 = ) o2
i=1

n
8n (xlv-“rxn) = l_[l(p(xlz).
i=

16.b) L'étude de la fonction ¢ donne
VieR", 0= <@ <el) =e .

— Ftude de fy,
Pour tout x € R, || x[|2 € RT et

0< q)(llxllz) <e L.

Comme ¢ (ORn) =0ety(e) = e lavece; =(1,0,...,0). On
obtient

VxeR", f(Opn)< fn(x) < fule).
N——— N——
=0 —e-1
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Dés lors, f,, admet respectivement 0 et e~! comme mini- 19.Pour ke [[1,n—-1]l,ona
mum et maximum.

Pl = kx* 11 - 0"k - (n-kxFa -0kl

— FEtudede gy,
Soit x € R™. Pour tout i € [[1; nl, Il vient ¢ (Py)
1 _ _ k-
0<p(n?)<e. :;x(l—x)(kxk M-k~ (- kFa - pn k1)

k+1.1 _ -k
Par produit, +xd-x
o< n 2)_on :Exk(l_x)n—kﬂ_”—kxk+1(1_x)n—k+xk+1(1_x)n—k
<lofx)<e n o
i=1
k_k n—k k

Orgn(Opn)=0etgnX) =e "ouXx=(1,1,...,1). Dol =X A-0T (k- x) = - Py

Comme Py, # 0, Py, est vecteur propre pour la valeur propre

VXeR",  gn(Orn)<gn(x)<gn(x) A =kin.
=0 =e "

20. Les vecteurs Py sont associés a des valeurs propres dis-
tinctes, ils forment donc une famille libre. Comme il y
n+1=dimRy,[x] vecteurs de Ry [x], ils forment une base
de Ry [x].

La matrice dans cette base est diagonale, elle vaut

Des lors, g, admet 0 et e~ respectivement comme mini-
mum et maximum.

:IN
N
I
‘>—‘
-
N

1
dlag( —
17. Vérifier que @(x") = n

18. Soient P,Q € R, [x] et A € R. Par linéarité de la dérivation, Attention, la famille des vecteurs Py n'est pas éche-

on a pour tout x € R @ lor’lnee en degré, tous les polynémes sont de de-
gré n.
PAP+Q)(x) 21. La variable Z, prend la valeur 0 si et seulement si les deux

premiers tirages ont donné deux fois le méme numéro. Si-
non la variable prend la valeur 1. On a donc une loi de Ber-
noulli. Précisons son parameétre.

Notons les événements

= %x(l - 1) (AP+Q) (x) + x(\P + Q) (x)

= %x(l —x) (AP'(x) + Q' () + x(AP(x) + Q(x))

— Aj, le premier tirage donne le numéro i;

1 /
A ;x(l —OP @)+ xP(x)) * — B, le second tirage donne le numéro i.

%x(l -0Q (%) + xQ(x)

=A@ ((P)(x) + p(Q)(x).

1l vient
@AP+Q) =ApP) +¢(Q).

Lapplication ¢ est donc bien linéaire de Ry, [x] dans R[x].

e Justifions maintenant 'espace d’arrivée se limite a
Ry [x].
Soit P € Ry, [x], il existe donc a € R et Q € R;,—1 [x] tels que

P(x) = ax" + Q(x).
Notons que par les regles de calcul sur le degré
deg(Q") <deg(Q)—2 puis degp(Q) <degQ+1<n.
Ensuite par linéarité de ¢ et la question précédente
@P) = ap(x™) + Q) =ax" + Q)
qui est donc bien de degré au plus n.

La vérification du second point a été trop souvent
oubliée alors qu’elle est la partie la plus intéressante
de la question. Attention.

En conclusion, ¢ est bien un endomorphisme de Ry [x].

Ainsi
n
[Z2=01=|J (A; nB;).
i=1
Lunion étant disjointe et les événements A; et B; indépen-
dants, il vient :

n

n n 1
P(Z; =0) Z (A;nB;)= > P(a; :2—2
i=1 i=1 i=1
Puis
P(Zy=1)=1-P(Z=0)=1-—.
n

Ainsi, Zp suit la loi de Bernoulli de parametre 1 - % Son
espérance est son parametre.

22. Sil'événement [Yy = j] est réalisé, les k premiers tirages

ont fait apparaitre j boules différentes. Donc pour que le
(k + 1)®™€ tirage donne une nouvelle boule, il faut que
celle-ci soit tirée parmi les n — j boules qui ne sont pas ap-
parues précédemment. Ainsi

Py, =] (Zks1=1) =

Par la formule des probabilités totales appliquée au sys-
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teme complet d’événements ([Yg = jl e[k, On obtient

Mw

P(Zpy1=1)= ) P(Yi=j)Ply,=j (Zk+1=1)

~.
Il
—

I
.M*‘

(1-2]pe=1)

1

J

lk
P(Yj = J-;Z (Ye=1)

'M*

j=1

1
P(Zpsy=1)=1-—E(Yy)

23.a) La somme Z Z; correspond au nombre de fois ou I'on
=1

a obtenu une boule qui n’était pas sortie précédemment
parmi les k premiers tirages. Cela correspond au nombre
de boules différentes apparues lors des k premiers tirages.
Par définition de Y.

23.b) Par linéarité de 'espérance

k
E(Yy) = ) EZ).
i=1

Or Z;. ne prend que deux valeurs possibles 0 ou 1. Cette
variable suit une loi de Bernoulli. Son espérance est son
parametre
E(Zp) =P(Z; =1).
Finalement
k

P(Zp1=1)= 1_%E(Yj) = 1—%]§1E(Zj) _1-1 Y P(Zj - 1).

ni5

24. Montrons par récurrence forte que la propriété

pze=1)=1-2]"

n

est vraie pour tout k € N*.
— Initialisation. La propriété 22(1) est claire puisque Z;
est constante égale a 1.

— Hérédité. Soit k € N*. Supposons les propriétés (1),

., P(k) vraies et démontrons 22(k + 1). En utilisant la
question précédente

P(Zk+1:l):l—% Y p(z=1)

j=1
1 k 1]’*1 lk—l 1 1
=1——Z(1——) =1-— (1——)
nin n n > n
k
1
11—(1—5) 1k
1-= =1-(1-[1-=
noq_ 1_1) n
n

P(Zk“:l):(l—%)k.

Ainsi 2 (k + 1) est vérifiée.

— Conclusion. Pour tout k € N*, 22(k) est vraie.

Noter bien ici la subtilité de la récurrence forte et
non de la simple récurrence.

25.a) En reprenant la question 22
1 k
E(Yy) = n—nP(Zs  =1)=n 1-(1-—) .

25.b) Rappelons que pour a € R
1+x%=1+0x+ 0g(x).

Comme 1/n — 0,
n—oo

On en déduit que
E(Yy) = k+0p(1).
La suite des espérances tend vers k lorsque n — +oo.

26. Puisque Yq et que Y; sont presque surement certaines
égale a 0 et 1 respectivement, on a

Go=P(¥p=0)=1
et G =P(Y;=1)X=X

De plus

Go(x) =P (Yo = 1) x + P (Y = 2) x*
=P(Yo=Dx+(1-P(Yy=1)x%

1 n-1
Go(x)=—x+ M
n n

27. D’apres la formule des probabilités totales appliquée au
systeme complet d’événements ([Yy = j1) jeq1,4)

ey

P(Yir1=1)= ) P([Yep1 =i n[Ye=j])

i=1

Orpour j ¢ {i,i—1},P([Yrs1 =i] n[Yr = j]) =0.Onendé-
duit en revenant aux probabilités conditionnelles

P(Viry = )
=P (Y =i)Ppy,=i) Yks1 =) +P(Y =i =1)Ppy,=i—1) (Ye =)

i
=lp(y, =i
CP(Yp=i)+

i-1
-2 p(ve=i-1).
n)(k i-1)

Lycée Saint Louis

2024-2025



28. En reprenant le résultat de la question précédente 33. D’apres la formule du binéme de Newton,

n n . .
G Y (7)Pj =y (?)x](l—x)”_] = (x+(1-x)"=1"=Gy.
P(Yk+l _ i] ¥l Jj=0 j=0

Il

Il
(=]

34. D’apres la formule du bindme de Newton

no( ) i—1 ) . . .
:Z(—P(Ykzz)+(1——)p(Yk=z—1))x‘ P(x)=x/1-x)""

i=o\1 n

n o . on+l . i n—j k
=ZLP x+Z(l——) (Ye=i-1)x' :x]Z( k (=x)

i=0 " k=0

1 n . ; . n n—ij ca
:—ZiP(Ykzi)xl+Z 1—1)P(Yk—z) i+l =fo(. ].)(—1)’ Ixt=d

ni= i n i=j\!7J

1 i+1 LN
:;ZlP(Yk—l x +xZP (Ve = i) x' ——ZZPY =i)x Pi=Y (" |niial

i=0 i=1 i=j\'"J

x n . X2 n .
==Y iP(Yr=i)x L4 xGro - = Y iP(Y = i)' 35. Comme P; étant un vecteur propre de ¢ pour la valeur

n n

i=1

Il
—

" propre A j = %, on en déduit que pour tout entier k
1 .
==x(1-x) Y iP(Yp=1)x" 1 +xGp(x)

n

k k
i=1 P (P])Z)\] Pj.
1
= ;x(l - X)le(x) +xG(x). En reprenant les questions 29, 33 et 34
k
29. La question précédente donne G = ¢~ (Go)

On obtient alors le résultat demandé par récurrence.

VkeN,  Grp1=9(Gy). = k(i(r-l)})j)=i(-
i

— - —\i—]
30. Comme ([Yg = i])je[i0;n]) €St un systeme complet d’évé- J=0 J=0 = !
ts, ticuli n i i\[i—1 P
nements, on a en particulier _ Z Z J? ]' )\-k(—l)’ Jyl.
= izo\nj\n—j J
n . n i=0j=0
Gr(1) = P(Yp=i)x1" = P(Yp=i)=1.
k(D i;) ( k ) lgb ( k ] 36. D’une part
. . - n i (i\(i—i L
La fonction G, est polynomiale donc dérivable avec pour Grlx) = Z Z AR ]. )\jk(—l)’_fxl,
tout x e R i=0j=0\"PJ\n—J
n ]
! _ . _ N i1
Gy (x) = l; iP (Y =i)x"" d’autre part
D’ou 2
Gl = ) P([Y=1])«'
n n i
G.()=Y iP(Yy=i iP(Yr=1i)=E(Y).
k Z (Ye=i)= ; (Vie=1) (Vi) Par unicité des coefficients d’'un polynéme
i=1 i=0
o . s . i PR
31.On a, en dérivant la relation obtenue a la question 28 P(Yp=i)= Z (n)(n ]) (l) (=1)i=
, ! PP DT : SOV
Gls1 () =~ X(A-X)G 0+ (120G () = — XG (0)+ G () + 3G (). i nl (n- j k i
=2 i 1 1 i\ Y
En évaluant en 1 jRo = P = i =
Lo itk
E(Ygs) =G, (1 - __(_) _i-
( k+1) k1+1( ) ]goll(n_l)l Q- ) 1)
:—;G'k(l)+Gk(l)+G’k(l) o\ (i ik
1 Ve
- (1— —)G;C(l)+1 j=0\J "
n
37. Cours.

1
E(Yii1) = (1 - Z)E(Yk) +1
38. Vérifions les 3 hypothéses de la formule de I'espérance

32. On reconnait une suite arithmético-géométrique ... (cal- totale :
culs). — La famille ([N = k]) geny €St un systéme complet d’évé-
nements.
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Pour k € N, I'espérance conditionnelle existe bien puis-
qu’elle se résume a I'espérance de Y.

E(SIN=k) =E(Y;IN = k) =E(Yg)

par indépendance de N et Y.
Comme S est a valeurs positives, la convergence de la
série

Y P(N=KESIN=k)

suffit pour appliquer la formule. Or pour tout k € N

P(N=Kk)E(SIN=k)=P(N = k)E(Yy)

)\k‘ Y 1 k
ZEG I’l(l—(l—z)

k
_ ne_)\(ﬁ _(1-unA) )
k! k!

Par combinaison linéaire de deux séries exponen-
tielles, la série ) P(N = k)E(S|N = k) converge bien.

Donc par application de la formule de I'espérance to-
tale, S admet une espérance et

+00
ES)= ) P(N=KE(SIN=k).
k=0

On pose le calcul

B +00)\k +00 (1-1/m)A k
E(S) = ne ™ T %)
k=0 ™ k=0 :

C’est-a-dire

Bonus C’est un piege grossier, il n’existe pas de prix Nobel de
mathématiques!
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ECG 2

DS 2*

- solution

1. Soit (x7, x2) € R2.

2, 2y —x?—x2 2, .2
folx1,x2) = (x] + x5)e” 172 = @(x7 +x3)

2 .2
g2(x1,x2) = xbe M1 - x5e 2 = (xd) - p(x3).

2. ¢ Pour tout x = (x1,x2) € RZ, on note || x| = ‘/xf +x§, la
norme euclidienne de x. On constate alors que

VxeR?,  fo(x)=o(lxI?).

En particulier, si x et y ont méme norme, ils ont méme
image par f>. Comme la norme représente la distance a
l'origine, f> correspond a la troisiéme fonction.

* Notons que pour tout x € R2,
£2(0) = p(x?) - p(x3) = 0.

Comme la fonction 1 prend des valeurs négatives, on peut
conclure que g» correspond a la seconde fonction. Notons
aussi que

82((xx1, £x2)) = g2(x1, x2).

Dit autrement, les quatre points
(x1,%2), (=x1,%2), (x1,—X2), (=x1,—x2)

ont méme image par g». La surface est symétrique par rap-
port aux plans verticaux (Oxz) et (Oyz). Seule la seconde
fonction vérifie cette condition.

e Enfin, hy correspond bien a la premiere fonction car
c’est la seule avec un changement de signe.

En résumé
f> < Fonction3

g2 <« Fonction2
hp) << Fonctionl

. Vérifier par une étude de fonction que ¢ admet un maxi-
-1

mum atteint en 1 et valant (1) = e

Soit y € R. Par lecture graphique et par le théoréme de la
bijection pour la justification théorique :
— Si y¢[0;e”!], y n’a aucun antécédent par .

— Siye{0;e”1}, y admet un unique antécédent.

— Siye]0;e !, y admet deux antécédents.

Soit K € R. Soit x = (x1, x2) € RZ.
xeL = LE=0lx*) =K
Ainsi
— SiK¢ [0;e7!], il n'y a pas d’antécédent par ¢. La ligne

de niveau est vide

— SiK =0, Kadmet 0 comme unique antécédent par . Il
vient

xef = |x*=0 = x=0p.
La ligne de niveau est réduit a un point.

— SiK=e"!, Kadmet 1 comme unique antécédent par
. Il vient

e = IxP=1 = |xl=1

Laligne de niveau correspond au cercle de centre I'origine
et de rayon 1.

— Siye]o;e”![, y admet deux antécédents. Si on les note
o, P ces deux réels positifs.

2 2
xe <= IxlI°=a ou |x]I*=p.

La ligne de niveau correspond a deux cercles concen-
triques (centrées a l'origine) et de rayons respectifs /a
et \/B.

Hllustrations avecK = 0.1
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4.a) Ona

n
Fn ety ) = (1612 ot Ix]2 = Y- 2
i=1

n
gn(xl,...,xn)Zl_[l(p(xl?).
i=

4.b) Létude de la fonction ¢ donne
VieRT, 0= <@ <ol =e .

— FEtudede fy
Pour tout x € R, || x]|2 € R et

0< q>(||x||2] <e L.

Comme @ (Ogn) =0 ety (e1) =e~ ! avece; = (1,0,...,0). On
obtient
VxeR", f(Opn)< fu(x)< fulen).
——
-0 —e-1

Dés lors, f;; admet respectivement 0 et e”1 comme mini-
mum et maximum.

— Etudede gy,

Soit x € R". Pour tout i € [[1; n]],
O<s¢g (x,-z) <e L.

Par produit,

0<1—”[ ( .z)< —n

<||olx”|<se™.
i1

1
Or g, (Ogn)=0etg,(X) =e " ouX=(1,1,...,1). D’ol

VxeR"

gn (Opr) < gn(x) < gn(x)
——

=0 =e N

Des lors, g, admet 0 et e respectivement comme mini-
mum et maximum.

Il faut bien marquer que le maximum et le mini-
@ |mum sont atteints pour les distinguer de simples
majorants ou minorants.

5. Soit x € R™. En reprenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

entre x et y = (1,...,1), on obtient

i xi| < ||y||Ixll = vrllxll.
i=1

On en déduit que
T o ~lx)?
R < Valxll [Te™ < vnlxle ™.
i=1
Il y a égalité si et si seulement si x et y sont colinéaires. I1
existe A € R tel que
(x1,...,Xn) =X= Ay: ()\,...,)\).

Dit autrement, il y a égalité si et seulement si toutes les
composantes de x sont identiques.

6. Soit x e R™,

n n 2
hp(=x) = by (=X1,...,—Xn) = (Z —x,-) (H e (%) )

Il
—

- (f x,-) (ﬁ e_xiz) = —hn(0).

i=1 i=1
Une rapide étude de la fonction

2
y:teRt —re” !,

donne un maximum atteint en o = v/2/2 et valant y(a) =
V2i2e712,

On a donc
VieRY, () <y(w).

On en déduit que pour tout x € R”
1hn ()] < Vaw(llxl) < V(o).

Dans le cas particulier du vecteur x¢ = («/n,...,a/n) dont
toutes les composantes sont identiques et de norme «, on
ales égalités

hp(xq) = \/EW(”xtx”) = \/EW((X)-
En utilisant la remarque préliminaire, on a
vVxeR", hp(=xq) = —hyp(xe) < hp(x) < hy(xq).

Ce qui établit le fait que h; admet un minimum et un
maximum valant +hy, (x«) = +V2ni2e" 12,

7. Notons que pour tout k € N

+00 +00
PY>k= ) PY=k= ) p;.
i=k+1 i=k+1
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Ainsi
n +00 n +00
Ei-Y Y RU-b-3 ¥ p
k=0i=k+1 k=0i=k+1
=p1 + p2 + e pPn + eee (k:o)
+ p2 + - pp o+ (k=1)
. + . .
pn + - (k=n)

On constate alors que
n +00 n +00
Ep=) ipi+(n+1) Y p;=) ipi+(n+1) Y p;
i=1 i=n+1 i=0 i=n+1

8. Notons que pour tout n €N

n +00
Y ipi=EM)- ) ip;.
i=0 i=n+1

On en déduit que

=0
+00 —_—N—_——
E,=EY)- ) (i-(n+1)p; <EX).

i=n+1

=0

De plus la suite (E;); est croissante. D’apres le théoreme
de convergence monotone, la suite (E;), est donc conver-
gente.

9.a) On a directement

n +00 n
En=) ipi+n Y pi=) ip
i=1 i=n+1 i=1

———

=0
9.b) La suite (E;); est convergente, elle est donc majorée.
Soit M un majorant. D’apres la question précédente

n
VneN, Y ip;<Ep<M.
i=1
n
De plus, la suite de terme général ¥ ip; est croissante. Par
i=1
le théoréme de convergence monotone, la suite de terme
général Z ip; est donc convergente. Dit autrement, la sé-

rie ). lpl est convergente. Comme les termes de la série
sont positifs, la convergence est méme absolue. Par défi-
nition, Y admet une espérance.

10. On a vu que pour tout n € N

+00
Ep le, =n Z pis< ). ipi
i=1 i=n+1 i=n+1

Onreconnait a droite le reste de la série convergente Y ip;,
on sait alors que

+00
L PO
i=n+l1

Par passage a la limite (toutes les quantités sont conver-
gentes), on obtient

+00

lim E,- ) ip;

n—+oo
i=1

<0.

On en déduit que lim Ej, =E(Y). Ce qui conclut.
n—+0o

11. Par définition de la partie entiére

0<|X] <X< [X]+1.
Précisons que |X] est une variable aléatoire a valeurs dans
N puisque X(Q) cR*.

Justifions par double implication que X admet une espé-
rance si et seulement si | X| admet une espérance.

Si X admet une espérance, alors I'inégalité 0 < [X| <X
entraine par le théoreme de domination, I'existence d’'une
espérance pour [X].

Si |X| admet une espérance, alors |X| + 1 admet aussi
une espérance et 'inégalité

0sX< [X]+1

justifie maintenant par le théoréme de domination I'exis-
tence de I'espérance de X.

* Notons que pour tout k € N,

ATaide du préliminaire, [X] admet une espérance si seule-
ment si la série

YP(IXI>k)=) PX>k)
converge (absolument).

* Dans le cas de convergence, on a

+o00o
Xh=) PX=k).
k=1

Par croissance de I'espérance, on obtient
E(XD) <E(XD <E(X]+1)=E(XD+1,

ce qui donne finalement

+00 +0o
Y PX=k<EX) <1+ ) PX=k).
k=1 k=1

12. Le développement en série de la fonction exponentielle

donne pour tout réel ¢

+oo ¢l
exp(t) = Z —
+oo gl
exp(~=1) =) (-1 —.
i=0 !

On obtient le premier résultat en effectuant la demi-
somme de ces deux relations.

e Pourtout € R,

+00 2n +00 t2/2 zn
ch(t) =) ' Z ' .
soemt i=p n (n+1)...2n)
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Or, pour n e N*,
2?1
(n+1)...2n)

< X ... X =
n+1 n+2 2n

avec égalité si n =0, donc pour r € R

tZ
ch(?) <exp >

13. On pose A = 1+x , alors A € [0,1] grace a x € [-1,1]. La

fonction exp étant convexe, donc

exp(tx) =expAt+ (1 -AN)(-1) <

Nexp(8)+ (1= N exp(=8) = — exp() + =

exp( 1.

14. La variable X est bornée par 1, donc -1 < X <1 ce qui
permet d’appliquer I'inégalité précédente

X 1-X
exp(tX) < exp(t) + exp(—1)

Lespérance est croissante et linéaire, donc
1+X 1-X
E(exp(X)) < exp(H)E T +exp(—1E T .
La variable X est centrée, donc E(X) = 0. Il vient
1+X 1-X 1
E|l— |=E[—|=—,
2 2 2

donc

exp(t) +exp(—1)

E(exp(tX)) < 2

2
=ch(t) sexp|—|.
2
Finalement, la variable X est 1-sous-gaussienne.
15. Soit X une variable aléatoire bornée par a et centrée, alors
Y= éX est une variable aléatoire bornée par 1 et centrée

par linéarité de I'espérance, ce qui entraine par la question
précédente que

2
u
YueR, E(exp(uY)) sexp(7).
Soit t € R. Avec le choix u = ta, on obtient
o?r?
VieR, E(exp(#X)) < exp - |

c’est a dire X est a-sous-gaussienne.

16. Soit t € R,

n
E (exp (t Z M X;

i=1

n
:E(exp(z Wi X

Sachant que chaque X; est a— sous-gaussienne, on obtient
pour tout i € [[1; n]]

acpsr

2,22
exp[tpl-Xi]sexp( 5 )

Ce qui donne avec Z w2=1,

Ce qui conclut.

17.a) Pour tout réel ¢ > 0, on a I'égalité par stricte croissance
de I’exponentielle

[X= Al = [exp(tX) = exp(tA)].
Puis par croissance de la probabilité
PX=A) <P(exp(tX) = exp(tA)).

Appliquons I'inégalité de Markov a la variable aléatoire po-
sitive exp (£X)

242
x>\ < BERIX) _ (a t )\t)

exp(tA) 2

car X est a-sous-gaussienne.

17.b) Lévénement [|X| = A] s’écrit comme réunion disjointe
de deux événements

[XIZAl=X=AUX<s-Al=Xz=Alu[-X=Al.

or si X est a— sous-gaussienne, alors —X I'est aussi, donc

2 .2
t
P(X|>A) sZexp(aT —)\t).

e Létude de la fonction ¢ — exp( —)\t] montre que
cette fonction est minorée et atteint son minimum en ¢y =
A

? .
En prenant ¢ = fy dans I'inégalité précédente, on obtient

th )\2
P(X|=A) <exp(——)\t0) —exp( 5 2).

2 18. Pour f > 0 et k € N*,
H exp (11 X;)
h p2x2 52 X? v2In(k)
Les variables aléatoires Xj,...,X;; sont mutuellement in- exp > zk|=|——=Ink)| = |IXI= T .
dépendantes, donc aussi pour les variables aléatoires
exp (t11X1),...,exp (fpnXy), donc Donc
n n 2vy2
X V2In(k
E(H exp (£p;X; ) [1E(exp(t1iX:))- P(eXp(B—)zk)ﬂ(lea n ))
i=1 i=1 2 §
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et puisque X est a— sous-gaussienne on a I'inégalité de la
question précédente qui s’écrit

P(|X|>—”21':(k))s2ex ( m(k)).

T o2p2

On en déduit que

232 1 1
P|exp ﬁ—;k sZexp(—%k)):Zexp(ln(k “252)):2k_”
2 a?p?

19. Si off < 1, alors n > 1, donc la série de Riemann . k™"
converge. Par le critere de comparaison, on obtient la
convergence de la série

oo ) o).

En reprenant le préliminaire, cela assure l'existence de

22
I'espérance pour la variable aléatoire exp([5 2X ) eton a

aussi la majoration

242 +00 242
E(ﬁTX <1+ (exp(ﬁTX)zk)sl+2C(n).
k=1

20.a) Soit k € N. Par décroissance de la fonction £ +— 1/£% sur
R¥, pour tout £ € [k; k + 1]

1 1

——<
(k+1)2 2

Par croissance de 'intégrale

1 k+1 dt k+1 dt
= — < —-
(k+1)? fk (k+1)? fk 12

Puis par la relation de Chasles, pour N € N*

N 1 N+1 d¢ 1

< f —=1-——x1.

o k+1?2 2 N+1

Par passage a la limite (la série de Riemann est conver-
gente)

+o0 1
y <L
k=1 (k+1)2

On obtient le résultat demandé par le changement d’in-
dicen — k+1.

2
20.b) Pour off = \/LE’ alorsn =2, et % = ﬁ. Avec I'inégalité
précédente 1 +2{(2) < 5, on obtient

X2
E(exp (@)) <5.

Adapté de HEC 87 maths 1

21.a) Vérifier que pour tout j € [[1;N]]

e(l)=x et cp(xj):éxj_1+ l—é)xj“.

Notons que ¢ (xN) =xN-1,

21.b) Par linéarité de la dérivation, justifions que ¢ est li-
néaire.
VAeR,P,QeE

eAP+Q)(x)

_ 12 '
= x(\P+ Q) - (x - 1) AP +Q) (x)

_ Lo / 1 2 !
= AP0 - (¥ -1)P' ) + (xQu - S (+*-1)Q'w)

=Ap(P) +9(Q).
On avu que
vk e [[0;N]), (p[xk) €E
Comme (xk) est une base de E, on en déduit par
kell0;N]]

linéarité que I'image de ¢ estincluse dans E :
VPeE, ¢(@P)€E.

En conclusion, ¢ est un endomorphisme de E.
@ | Question particulierement mal traitée, attention.

22. D’apres les calculs précédents, la matrice est tridiago-
nale En dehors des diagonales juste au-dessus et juste en-
dessous de la diagonale principale, les coefficients sont
nuls. Plus précisément, la matrice dans cette base est

0 1/N 0 0
1 0 2/N

0 1-1/N 0

0o - .+ .« 1-2/N 0 N/N
0 0 1/N 0

23.0na pour k€ [[1,N]]
¢Qp)

1
=xQp(0) — G =D+ DQ)(®)

=xQg(x)

- %(x— Dix+1) ((N— Bx—DNF s k4 ke— )N R 1)"‘1)

N-k
=xQp(x) -

(- DN g(x_l)N—k+l(x+1)k
N-k
N

= 1 k 1 k 1
—(x—( —ﬁ)(x+ )—ﬁ(x— ))Qk(x)

=xQp(x) —

k
(x+1)Qp(x)— N(x— DQg(x)

(2,
—(ﬁ— )Qk(x)
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Comme Q. (x) # 0, ce dernier est bien vecteur propre de ¢
pour la valeur propre
2k
Ap=—-1.
k=N
Noter un abus de notation pour k = 0 et k = N dans les
puissances k(x — l)k_l et (N—Kk)(x— l)N_k_l.

Attention, la famille des vecteurs Q. n’est pas éche-
@ |lonnée en degré, tous les polynomes sont de de-
gré N.

24. Comme les vecteurs Qj correspondent a des valeurs
propres distinctes, ils forment une famille libre. Or il y a
dimE vecteurs. L famille %8’ est donc bien une base de E.
La matrice M’ est diagonale avec

M’:diag()\o,)\l,...,)\N].

On a par la formule du bind6me de Newton.

N (N .
Q@ =x-DN=) (l. DNy

i=0

N N\ .
Qn=@+DN=Y N

i=0

par unicité des coefficients d'un polyndome

Vie [N ajo= (—1)N‘i(1\.1)
N
ai,N = ( ; )

N N _ .
xl =3 b Qi)=Y bij(x—l)fo(x+1)]
i=0 i=0

Soit j € [[0; N]]

N-1 . .
=by;(x— DN + Y bijlx- DN+ P+ by e+ DY
i=1
x =bgjx— DN+ (x+ D —DRE) + by (xc+ DY
ol R(x) est un polynome. En évaluant respectivement en 1
et-1, on obtient

1=by;2N et -1/ =byj(-2)N

1 -N-J
Soit ij:Z_N et boj:%.

e La premiéere colonne de P est donnée par

etla derniere ligne de Q

[bN’f ]je[[O;N]] - [271\1] jelloN]”
27.a) On rappelle que
M’ = diag(Ag,A1,...,AN)
=diag(-1,A1,...,AN-1,1).

Avec pour tout k € [[1;N—1]], A; €] — 1;1[. Comme M’ est
diagonale, pour tout neN

(M)" = diag((-1)", A},..., AL ;1)
En particulier

(M/)zn —, diag(1,0,...,0,1)

—00
(M)?™*! . diag(~1,0,...,0,1).
n—oo
27.b) On sait par la formule de changement de bases que
M’ =QMP avec Q_1 =P
27.c) D’apres le résultat admis
2n
M2" = (PMQ)%" = (PMP_I)
= (PMZ”P_I) par récurrence
=PM?"Q
2n ;
M n_.ooPdlag(l,O,...,O,l)Q
De méme (M2"*1)  admet une limite avec
MZ"“n—» Pdiag(-1,0,0...,0,1)Q.

—00

28. D’apres la formule des probabilités totales avec le sys-

teme complet d'événements ([X;,—; = i]) ;e 1.y
N
PXp=k) =) PXp-1=0Px, —ijXn=k).
i=0

Or a chaque étape, on retire rajoute une boule rouge, donc
P[Xn71=i] Xp=k)=0 sii¢{k—-1k+1}.
De plus
N-(k-1)
N
car sachant [X;-1 = k—1] réalisé, on a N — (k — 1) boules
vertes sur N boules. De méme

P, 1=k-11Xn=k =

k+1
P, =k+1) Xn = k) = ——
caril ya k+1 boules rouges sur N si [x;,—1 = k + 1] est réa-
lisé. La formule s’en déduit en multipliant par N.
Noter quil n’y a pas de probléme pour k = 1 avec la conven-
tion p(n,—1)=0.

lai0)setomn = || | =D
i,0liefoNn ~ || ; . .
i€[[0;N]] 29. Soit n € N*. Soit x € R. Notons que
La derniére colonne de P N -
G\ =Y kpn-1,kxF!
N k=1
[@iN] oy = i N-1 k
i€[[0;N]] = (k+D)pn-1,k+1x
k=0
La premiére ligne de Q est N
. =Y k+Dpn-1Lk+DxF—N+1) pn-1,N+1) 2N,
[bo, jljeqoNg = [Z_N(—I)N_]] k=0
e JEION] =0
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On a aussi

N
G 0=Y kp(n-1,kxF!
k=1
N+1
=Y k-Dpn-1,k-1xF
k=2
N
=Y (k=Dpn-1,k-1x*+Npn-1,N)xN*1,
k=0
et
N
xGp_1(0) =Y p(n— 1, k)xk+!
k=0
N+1
= Z p(n—l,k—l)xk
k=1

N
=Y pn-1,k-1xF+ pn-1,N)N*!
k=0

Par somme
XGpyy () — — (x2 - 1] G, . (%)
N n—1

N
=y xk(p(n—l,k—l)—l(k—l)p(n—l,k—1)+l(k+1)p(n—1,k+1))
= N N

1
+pn=1,N)N - o (Np(n— 1,N)xN+1)

N (N-k+1 1

=y xk(Lp(n—l,k—lwkLp(n—l,kn))
k=0 N
N

=) p(n,k)x*  dapres (%)
k=0

D'out Gn(x) = (9o Gp-1) (%)

30. La fonction G, est dérivable car polynomiale avec

N
Ghx) =Y pn,k)-kx*!
k=1
D’ol
N N
G, =) pn k=) pn=kk

k=1 k=0

=E(Xn).

31. On a par dérivation
1
Gy () =Gp_1(x0) +xG),_, (x) - N2xG’n_1(x)
1 2 "
-5 (¥ -1)6_ 0.
En évaluanten 1

1

G, = Gn_1(1)+G;1_1(1)—EZG'H_I(I).

N——r N—— N——

=E(Xp) =1 =E(Xn-1) =E(Xp-1)
1l vient )
EXy =1+ (1 - —)E(Xn_l).
N
On évitera d’utiliser le théoreme de dérivation des

@ |composées. Lapplication ¢’ n'a pas de sens, ¢ est
un endomorphisme.

32. On reconnait une suite arithmético-géométrique, le ré-
sultat s’en déduit par la méthode usuelle.

33.0na
N
Gl =Y k(k-1)p(n kxF2.
k=2
D’ou
N
Gp() =) k(k—-1p(n,k)
k=2
N
=Y k(k-1p(n,k)
k=0
N ) N
=) kKpn,k)- Y kpnk
k=0 k=0
G’,’l(l):E(xi]—Eo(n).
34. Calcul...

35. De nouveau, on reconnait une suite arithmético-
gémétrique et

aO:rZ—Nr
( 4 )”( N(l—N)) N1 -N)
an=|—-=+1| (ao— + .
N 4 4
Commel—%e]—l;l[
N(1-N)
n % 4 ’

Par la formule de Koenig-Huygens

VXn) = E(X3) - EXn)?
= an +NE (Xp) ~E(Xp)®
N(1-N) N (N)Z_N
-2

Vn) o = NS -

2

36. C’est la traduction matricielle de (x). En effet les coef-
ficients de Gy, et resp. G;,—1 dans la base canonique sont
donnés par Uy, et Uy, _1. De plus M est la matrice de ¢ dans
la base canonique.

37. On obtient
2
KiM=J+([1-—=|Kj.
1 J ( N) 1

De plus
p(n,0)
KU, =100,1,...,N] :
p(n,N)
N
=Y kpn k) =EXy).
k=0
Soit n e N*

EXy) =K1Up =K1MU,

:(I+(l—§)K1)Un—1

2
=JUp-1 + (1 - E)KlUn—L
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Or K1Up-1 = EXj-1) et par le fait que (X, = kD kefoNg
est un systeme complet d’événements

N N
1=) PXp=k=) pn+k.
k=0 k=0

D’ou1JU,_1 = 1. Le résultat s’en déduit.

38. Vérifier que
4
(K> —NK;)M = (1 - N) (K2 — NKj) + (1 - N)J.
Or on a aussi
an=E (an) ~NE(Xp) = (K - NKj) Uy,.
D’out
an =Kz —NKp)Up
= (K2 —-NK1)MUy-1

4
= (1 - N) (K2 =NKpD)Up-1+1-N)JUp—1

4
ap = (1 - N) ap—1+(1—-N).
Ce qui est bien la relation obtenue a la question 34.

39.0n avu ala question 27 que
20, pdi
M n_kooPdlag(l,O,...,O,l)Q.
Explicitons cette limite
Pdiag(1,0,...,0,1) = [Cy,0,...,0,Cx]

ol Cy et C;,, désignent respectivement la derniére et pre-
miére colonne de P. Puis

Pdiag(1,0,...,0,1)Q =
app 0 -+ 0 aoN| [boo - boN
ano 0 -+ 0 ann] |bNo - DNN
Le coefficient en position (i, j) est alors (attention au dé-
calage d’indice)

a;-1,0b0,j-1+ai-1NbN,j-1

:(i ljl)(_l)N—le—N(_l)N—jH N

ZZLN(iljl)(lH_l)Hj)'

N
i—1

2—N

De méme, on montre que le coefficient en position (i, j) de
Pdiag(-1,0,---,0,1)Q est

ZLN(SI) (1 - (—1)i+j),

Soit n €N, al’aide de la question 36, on a par récurrence
_\2n
Uz, =M“"Up.

On a vu que la suite de matrices (M2"), admet une limite,
donc (Uyy,),, aussi avec

. _ . 2n .
Jim Uan =, lim M2V,

Comme

0 ]

avec 1 en (r + 1)-iéme position, on trouve

: _ N} 1 Itk
nllep(zn,k)_(k)z—N(1+( k).
De méme

. _ N} 1 __\T+k
nETmp(2n+l,k)—(k)2—N(l (-1 ]

Bonus C’est un piege grossier, il n’existe pas de prix Nobel de
mathématiques!
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Exercice Bonus

Soient 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2 et A € R} : Un ascenseur dessert n étages d'un immeuble. A chaque voyage, le
nombre de personnes qui montent dans cet ascenseur au rez-de-chaussée est une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson
de parametre A.

On émet les hypotheses suivantes :
— aucun arrét n'est du a des personnes désirant monter dans I’ascenseur a un autre niveau que le rez-de-chaussée,
— chaque personne choisit son étage d’arrivée au hasard et indépendamment des autres passagers.

Pour tout k € N, on désigne par Sy la variable aléatoire égale au nombre d’arréts de I'ascenseur lorsque celui-ci contient k
passagers au départ et par S la variable aléatoire égale au nombre d’arréts effectués par 'ascenseur.

1. Pour tout k € N, déterminer Sy (Q), puis montrer que :

VEEN', VjeSia@),  P(Sea=i)=LP(Se=1)+ IR (5= - 1).

2. En déduire que :
1

VkeN,  E(Sgy1)=1+ 1—;)E(sk).

3. Donner une expression de E (S;) pour tout k € N.
Rappeler la formule de 'espérance totale en précisant bien les hypotheses.
5. En déduire E(S).

o
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