ECG 2 pour le mercredi 7 novembre

DM 3 - sujet A

THEMES : VARIABLES A DENSITE

A. Préliminaires

On note (cp) en- 1a suite réelle définie pour tout entier n strictement positif par :

1 xn—l
ch= dx
o 1+x

1. Montrer que la suite (c,) ,en+ €5t décroissante.

10.

1
. Montrer que pour tout n€ N*,ona: c¢u+1+c,=—.
n

. FEtablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 2

1
—<2cps—.
n

n-1

En déduire un équivalent simple de ¢, quand 7 tend vers 'infini.

. Calculer c; et prouver, pour tout entier 7 supérieur ou égal a 2, 'égalité :

n-1_1yk+1
Cn:(_l)n(z S —1n2)
k=1 k

. Ecrire un programme Python qui prend en argument n € N* et renvoie cj,.

B. Ftude d’une suite de variables aléatoires a densité
Pour tout entier 7 strictement positif, on note f,, 'application de R dans R définie par:

B 0 si <1
=y _1 si t=1

cpt"(1+1)

. AT’aide d'un changement de variable, établir pour tout entier 7 strictement positif et pour tout réel x supérieur ou égal

al,l'égalité:

x 1 1 un—l
[ a4
1 t"A+1) uUxl+u

En déduire que, pour tout entier n strictement positif, f;, est une densité de probabilité.

Dans la suite, on suppose que (X;),en+ €St une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(Q, «,P), telle que, pour tout entier n strictement positif, X,, prend ses valeurs dans [1,+oco[ et admet f,, comme den-
sité. On note F, la fonction de répartition de X,,.

Pour quelles valeurs de 7 la variable aléatoire X,, admet-elle une espérance? Dans le cas ou I'espérance de X,, existe,
calculer cette espérance en fonction de ¢, et de ¢;,—;.

Dans cette question, exclusivement, on suppose que n = 1. Préciser la fonction F;.

1
a) En déduire 'ensemble des réels y vérifiant P ([X; < y]) = =.

b) Déterminer une densité de la variable aléatoire Z = In (X;).
Soit x un réel strictement supérieur a 1.
1 n
u 1

us< .
Jx (14 u)? n+1

a) Justifier'encadrement: 0< [
1
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1 n
b) En déduire la limite suivante : lim ( f ——du|.
n—+oo\J1/x (1 + u)?

¢) Transformer, pour tout entier naturel 7 non nul, F,(x) aI’aide d'une intégration par parties et en déduire 1'égalité
suivante: lim F,(x)=1.
n—+oo
11. Que vaut 111}_1 F,(x) si x est un réel inférieur ou égala 1?
n—+00
Nous verrons au chapitre Convergences des variables aléatoires, que la suite de variables aléatoires (X;;) ,en+ COnverge en
loi.

—FIN -
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ECG 2 pour le mercredi 7 novembre

DM 3 - sujet *

THEME : VARIABLES DISCRETES ET A DENSITE

Distance en variation totale

Les parties I et Il sont indépendantes.

PartieI - le cas continu

On dit qu'une fonction & : R — R est lipschitzienne s’il existe une constante C > 0 pour laquelle :
V(x,y)eR?  |h(x)-h()|<Clx-yl.

On note £ I'ensemble de ces fonctions lipschitziennes sur R. Si h € £, on pose :

—-h
N(h) = sup [h(x) (y)l_
xyeR X —YI
X2y

Soit . 'ensemble des variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (Q2, «/,P) possédant une densité
continue sur R et admettant une espérance.
Soit X € ./ . Montrer que pour tout h € £, h(X) admet une espérance.

2. Soit (X,Y) € .42.

Montrer qu’il existe une constante D = 0 dépendant de X et Y, telle que, pour tout h € £ :
|E(h(X)) —E(h(Y))| < DN(h).

On pose, pour tout (X,Y) € 4>

dX,Y)= sup |[E(h(X)-E(h®)|.
he ¥
N(h)<1

. Montrer que d vérifie :

a) dX,X)=0;
b) dX,Y) =d(Y,X);
c) dX,Z)<sdX,Y)+d(X,7Z).
d) Soient X et X deux variables de .# ayant méme loi. Justifier que d(X,Y) =d X, Y).
Montrer que
[EX-Y)| <dXY) <E(X-Y).

. On suppose que X suit la loi normale .4 (A, 02) et Y la loi normale 4" (1, 0%). Montrer que

dX,Y) = A - pl.

On suppose que X suit la loi normale A4 (0, 02) et Y la loi normale .4(0, 1). Montrer que

dX,Y) < \/zll—al.
L
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10.

12.

13

14.

Partie II - le cas discret

Dans la suite, on admet ce résultat sur les produits de Cauchy :
—  Pour deux suites (a@;) nen, (b5) nen, on définie la suite (¢;) nen

n
cn= Y agbp_.
k=0

— Silesséries ya, et ¥ b, sont absolument convergentes alors la séries ¢, est aussi absolument convergente et

Toutes les variables aléatoires de ce probleme sont définies sur le méme espace probabilisé (Q2,</,P) et a valeurs
dans N. De plus, pour X, Y deux variables aléatoires, on pose

+00
dX,Y)= ) |[P(X=n))
n=0

. Justifier que la quantité d(X,Y) est bien définie.

Exemples

~P([Y = n)).

. Soient pq,€]0,1[, X— B(p) et Y — PB(q). Exprimer d(X,Y) en fonction de p et g.

. Soient p€]0,1[, X— %B(p) etY — P (p).
Etablir I'égalité d(X,Y) = 2p (1 —e~P) et en déduire la majoration d(X,Y) < 2p?.

Distance et sommes

a) SoientX,Y,Z,T quatre variables aléatoires mutuellement indépendantes. Montrer que pour tout n € N

n n
PX+Y=n)-PZ+T=n)|<) PY=j)|PX=n-j)-PZ=n-j)|+) PZ=)PN=n-i)-P(T=n-i)

Jj=0

b) En déduire que dX+Y,Z+T) <dX,Z2)+d(Y,T).

Applications

i=0

. Justifier que si U — %B(n, p) et V— %B(n, q) alors d(U,V) <2n|p - ql.
On pourra supposer les variables U etV indépendantes. On rappelle aussi que siA — 9B(n, p), B— %(m, p) avecA etB
indépendantes, alors A+ B — B(n+ m, p).

a) Soient U — %B(n, p) et S — P (np). Prouver I'inégalité d (U, S) < 2np2.

b) Retrouver le théoréme de convergence en loi des lois de Poisson.
. Soient A, p € R}. En utilisant les résultats précédents, montrer que

Indication. On pourra remarquer que d(X,Y) < d(X,X) + d(X',Y) + d(Y,Y') et utiliser la question 12.b).
a) Ecrire un programme python qui prend en arguments A, 7 et renvoie

b) Faire de méme pour

AXY)<2A—p| si X—PQN\), Y— P(.

PX=0),...,PX=n)]

(P(Y=0),...,P(Y=n)]

ou X—Z()

ou Y— ZAB(n,p).

On peut utiliser la commande math. comb(n,i) pour calculer ().

) Tracer (d(Xp,Y))

ne([1;20]]

ouX, —B(ni)ety—2).

Pour évaluer numériquement d(X,,,Yn), on peut se limiter a calculer les 50 premiers termes de la somme.

- FIN -
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ECG 2

DM 3 - éléments de solution

Sujet A
D’aprés HEC 2004 Maths III voie E

1. Soit n € N*.

1 n 1 ,n-1
X X
cnﬂ—cn:f dx—f dx

o 1+x o 1+x

1 ,n n-1

X —X
=f T

0 1+x

Lyn=l(x-1)
Chi1—Cn=| ———dx.
0 1+x

Lintégrande est négative et les bornes dans le bon
sens, donc par croissance de I'intégrale

Cn+1—Cn <O.

La suite (c¢;,);, est décroissante.

. Soit n e N*
1 n 1 ,n-1
X X
cn+1+cn:f dx+f dx

0o 1+x o 1+x

1 ,n n-1

X"+ X
[,

0 1+x

Lxn=lix+1
:f XD L
0 1+x

1
:f x"tdx=
0

Cp+l1tCp=—.
n

. Soit n € N*
1 1
Cpn=——Cp+1 S —
n
=0

De plus, par décroissance de la suite
2Cpy1 SCp+Cpv1 < 2cp

puis avec la question précédente

D’ou le premier résultat. De plus,

1<2nc, <
n—-1

et par le théoréme d’encadrement 2nc, — 1.C’est-
n—oo
a-dire
1

n—oo 21

.Ona

1 dx 1
clzfo m=[1n(1+x)]0:1n.2.

Justifions par récurrence que la propriété

" n-1 (_l)k+1
P1n): cu=D" ) -In2|.
k=1 k

est vraie pour tout entier n = 2.
— Initialisation. Avec la question 2,

1
62=I—01=1—1H2

2 1 (_1)k+1
et (-1 ZT—an =1-In2.
k=1

La propriété 22(2) est vraie.
— Hérédité. Soit un entier n = 2. Supposons & (n)
vraie. De nouveau, par la question 2
1

Cn+1 = —Cn
n

B 1 " n-1 (_1)k+1
= (-1) (kz - In2

=1

1 n-1 -1 k+1
=—+ (-1t D —(-D"*'n2
n k=1
Or,
n (_1)k+1 B 1 n—1 (_1)k+1

(_1)n+1 At _+(_Dn+1 N
k; k n ok

1
2Cp+1 S — < 2¢p.
n Il vient :
On a donc bien 1/n < 2¢;, par I'inégalité de droite , a1
e s 1eiz e 1s -1
et I'inégalité de gauche avec le changement d’indice Cney = (1)1 Z D™ (=1)"*In2
n — n—1donne pour tout > 2 =k
n k+1
1 n+1 -1
_ 1=(-1) ( —ln2).
= < .
2¢p =2Cp+1-1 1 ok
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Ainsi 22 (n +1) est vraie si 22(n) l'est.
— Conclusion. 22(n) est vraie pour tout n € N*.
e Rédaction 2. Posons pour tout n € N*, d, =

(-1 "¢, de sorte que I'on peut retraduire 1'égalité de
la question 2 par

(_1)k+1
divt = de = (D" e + o) = ——.
Ensuite, par télescopage
n-1 n-1 (_1)k+l
dp—di =) dpe1—de=) .
k=1 k=1

D’ou1 le résultat.

def Calculcn(n):
c=np.log(2)
for i in range(1l,n):
c=1/i-c¢c
return c¢

6. On effectue le changement de variable u = 1/¢ de
classe €' sur [1;x] :

du
u2

fx dr fl/x
Tman 1.1
1 t"(A+1) 1 W(l"l‘;)
1/x ;,n—-1 1 n—-1
u u
=—f duzf du.
1 1+u 1/x1+u

n-1 .
4+, est continue sur [0,1]

-1 . )
- du existe et est continue

7. Puisque la fonction u —

doncla fonction x— [}
sur [0, 1]. En particulier,

1,,n-1 1,,n-1
. u u
lim du= f du=cy,
0

x—0tJy 14+ u 1+u
. 1 un—l

<~ lim du=cy,
x—+oo J1/x 1+ u
. * oo dt

<~ lim Cn.

x—too )y tM(1+1)

. 1 ’ . syt
La fonction ¢ — D etant continue et positive sur

[1,+00], cette fonction est intégrable sur [1, +oo[ si et
X

seulement lim —_—
x—+ooJ; t"(1+1)
Par conséquent, la fonction f;, est intégrable sur R et

ona
f+°° dt . fx dt
—— = lim —— =y
1 t"(1+1t) x—+ooJy t"(1+1)

+o00o 1 +00 dt
Doncf fn(t)dt:—f —:2:1
oo 1 t(l+1) ¢y

existe, ce qui notre cas.

Finalement, f, est bien une densité de probabilité.

8. La fonction t € R — ¢, () est continue sur [0; oo,
on a donc une intégrale généralisée en +oo.
1 1
X" 11+ x) x—+o00 x
Par conséquent, X, admet une densité si et seule-
ment si n = 2 avec

+00
EX;) :[ X fn(x)dx

o0

1 [t by
T 1+
R dx
T xm 11+

_ Cp1 f+°° dx
T, i ey x™ 11+ %)

+00
C"_lf for(0dx=
—00

Cn

-1
Cn
9. Soit x € R.

— Six<1,alors

F1(x) :f fimdt=0.

— Si x = 1 alors sachant que ¢; =1In2, on trouve

X X
Fl(x)=f fl(zr)dt=f1 Ade
T
T In2J; td+0
X
:Lf 11 4
In2J7 ¢t 1+t

1 1 X
= E(ln(x) -In(1+x) = n—ln(—).

In2 1+x
Ensuite
1 1
PX;<y)=2- < F@y=-
2 2
X In(2)
— ln(—1+x) - =In(v2)
1
—_ 1-——= = In(v2)
x+1 1+x

— yS\/E+1.

e Comme X; est a valeurs dans [1;+oo[, Z est a va-
leurs dans R*. Si G désigne la fonction de répartition
deZ; :

Gx)=0 pour xeR".

Soit x € R*. Par stricte croissance de la fonction ex-
ponentielle

G(x) =P(Z<x)=P(InX; <x) =P(X; <e’) =F ().

e La restriction de G a ] — oo;0[ est constante donc
de classe €' sur cet intervalle. Par composition G est
aussi de classe €' sur ]0; +ool. Pour vérifier que G est
continue sur R, il suffit de vérifier la continuité en 0.
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En tant que fonction de répartition, G est bien conti-
nue a droite. De plus

lim G(x) = lim 0=0=G(0).
x—0~ x—0~

C’est la continuité a gauche en 0, puis la continuité
en 0.

En résumé, la fonction G est continue sur R et de
classe ¢! sur R*, Z est donc une variable a densité
et une densité est obtenue par dérivation

0 six<O0
X — 1 1

— x six=0.
In2 e*+1

10. Pour tout u € [0;1]

n
. u n
puis

—F =<1 —= S U
1+ u)? 1+ w)?

1 u 1 uh Ux  pyn
Osf Zdusf 2du+[ —Zdu
1/x (1+uw) 1/x 1+u) o (Q+uw

1 n
:f “ du
0o (L+u)?

1
sf udu=
0

1

n+1

n+1 u=1

n+1

u=0

Par encadrement,

1 n

lim du=0,
n—+oo Ji/x (1+ u)?

Fn(x):f fn(t)dt

X
=f1 fa(0dt
1Y de
T P+
1 1 un—l

=— du.
Cn J1/x 1+u

Intégrons par parties (les fonctions considérées sont
de classe €')

1 n-1
u
f du=
1x1+u

1 1 1 fl u"
- - 1= ——du.
2n nx™11+x) ntiye 1+w?

u” 1 1!
— X
n l+u

Il vient

1 1 1 1 1wt
Fp(X) = s ———x— g ——+ 5
2nc, ncy, x"(1+x) ncyJix (1+u)

Oronavuque:
2nc, — 1;
n—oo

1
X"1(1 + x) n—oco "’

1 n

u -1
—f — x 2du
x Juxn  (1+uw

1 un
f du — 0.
1x (1+ u)? n—00

Fu(x) — 1.
n—oo

Finalement

11. On trouve 0.

Sujet *

Notons que si h € £, alors on a pour tous réels
x, y distincts

@ 7(x) - h(y)| < N()|x - yl.

Inégalité qui est aussi vraie pour x = y.

1. On a par hypothese sur h :
[h(X) — h(0)| < CIX-0] = CIX].
Par I'inégalité triangulaire, on a
[hX)| < |h(X) — h(0) + h(0)]
<|hX) - h0)]+|h(0)]
[hX)| < CIXI + [ (0)].

Comme X admet une espérance, C|X| + |h(0)| aussi.
Par domination, h(X) admet une espérance.

2. Par hypothese sur h
|hX) - h(Y)| < N(R)IX-YI
puis par croissance de I'espérance
E(h(X) - ()| <E(hX) - hY)))
< NWE(X-Y)).
3.a) Onapourtout he &
[B(h00 - n00)| =0
d'ou d(X,X) =0.

3.b) C’est une conséquence directe de
[E(h(X) — h(Y))| = [E(h(Y) — h(X))I.
3.c) Soit he &.
Par linéarité de 'espérance avec N(h) <1
[E(h(X) — h(Y))| = [E(h(X) — h(Z) + E(h(Z) — h(Y))|
< |[E(h(X) — h(Z))| + [E(h(Z) — h(Y))]
<dX,Z)+d(Z)Y).
Ce résultat étant vérifié pour tout h € £ tel que
N(h)<1,ona
sup |E(h(X) -E(h(Y))| <d(X,2) +d(Z,Y).
heZ

N(h)<1
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D’out dX,Y)<sdX,Z2)+d(ZY).

3.d) Comme X et X ont méme loi, ils admettent une
densité f commune. Soit h € Z. Comme les espé-
rances existent

E(hX) = f

+oo

h(0) f(0)dt =E(hX).

On en déduit

E(h(X) - h(Y))

E(h(X) - E(h(Y))
E(h(X) —E(h(Y))
E(hX) - h(Y)).

E(hX) - h(Y))
Puis "en prenant” la borne supérieure
dx,Y)=d(X)Y).

Notons que si h € &, alors h est continue.

Nous verrons que par le théoreme d’égalité

@ |en loi h(X) et k(X) ont méme loi. En particu-

lier, méme espérance. La suite de la preuve est
identique.

4. 11 suffit de prendre hy = idg, on a bien hy € £ avec
N (hg) =1.D’ou

IEX-Y)| = [E(hoX) — ho(Y)) | <d(X,Y).

Linégalité de droite est une conséquence de le ques-
tion 2.

5. Soit N — A(0;1).
On sait que X et Y ont respectivement méme loi que
oN+ A etoN+ p. D’apres la 3.d)

dX,Y)=d(eN+A,Y)
=d(ON+A,oN+p).

Or  [E(oN+N-©@N+p)|=A-u

et E[|(0N+1) - (ON+w])=B(A-pl) = IA-pl
D’apres les inégalités de la question précédente :

A-—pl<dXY)<|A—pl.
D’ou1]'égalité demandée.

Nous verrons que si X et Y sont en plus indé-
pendantes, alors la différence X — Y suit une loi
normale A (A — ,202). Ce résultat simplifie la
preuve.

6. La variable X a la méme loi que oN, Y a la méme loi
que N.D’ou d(X,Y) = d(oN,N). Or

E(loN—-NJ|) =|1-o|E(INI)

et par la formule de transfert

E(|N|) [+Oo|t| 1 —[2/2dt
= —e
—00 V2n
2 +o0o
_./? f e 2dr  (parité)
mJo
_ \/?[e—tzlz
L
2
E(INI):\/;.

On en déduit que

/2
dX,Y)<y/—=11-ol.
T

En revenant a la définition, on montre méme l'égalité.

+oo

0

7.0napourtoutneN
[PX=n)—-PY=n)|<PX=n+PY=n).

Or les séries Y P(X = n), > P(Y = n) sont conver-
gentes. Par le critére de majoration, la série

Y IPX=n)-P(Y=n)

est bien convergente. La somme d(X,Y) est donc
bien définie.

8.0naX(Q)=Y(Q) =1{0;1}

dXY)=) |PX=n)-PY=n)|

neN

IPX=0)-P(Y=0)|+|PX=1)-P(Y=1)]

|A-p)-0-q)|+Ip-ql
dXx,Y)=2lp-q|.

9.0naX(Q) =1{0;1} et Y(Q) =N

dX,Y) =) IPX=mn)-P(Y=n)

neN
=[PX=0)-P(Y=0)|+|PX=1)-P(Y=1)|
+) |PX=n)-P(Y=n)|

n=2
=[1-p-e |+ |p-pe?|+ X RO =
n=2

Or [1-p-eP|=eP-(1-p)

d’apres I'inégalité de convexité e = 1 — p.

De plus lp-pe?|=p(1-eP).
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Et
Y PY=n=) PY=n)-PY=1)-P(Y=0)

n=2 neN
=1-pe?-e?
=1-eP1+p).
Au total, on trouve

dX,Y)=e’-1+p+p-peP+1-e P -pe?”
=2p+(-2pe’”)
dX,Y)=2p(1-eP).

La majoration découle de I'inégalité de convexité
eP=1-p puis p=1-eP.

10.a) Soit n € N. A l'aide de la formule des probabili-
tés totales avec le systémes complets d’événements
([Y =D jen

+o00o

PX+Y=n)=Y P(X+Y=nln[Y=j])

~
(=]

P(X+Y=n]n[Y=j])

Il

Jj=0

P(X=n-jln[Y=j])

n

Jj=0

I |l

PX+Y=n) =) PX=n-j)PY=j).

j=0

De méme

n
P(Z+T=n)=) P(Z=n-jP(T=)).
Jj=0

D’ou
PX+Y=n)-PZ+T=n)

=) PY=j)(PX=n-j)-PZ=n-j)
j=0

n n
+) PY=))PZ=n-j)-) PZ=n-j)P(T=))
j=0 j=0

n
=) PY=)(PX=n-j)-PZ=n-j)
j=0
n
+Y PZ=n-j(PY=j)-P(T=)).
j=0

Le résultat s’en déduit par I'inégalité triangulaire.

Le résultat reste valable sans 'hypothese d’'indépen-
dance.

4.b) D’apres le rappel sur les séries de Cauchy avec les
suites (an), et (by), définies par

a,=PY=n) et b,=PX=n)-PZ=n)|

pour une suite (c,), vérifiant

n
ch=Y PY=KPX=n-k)-P(Z=n-k),
k=0

on obtient
+00
> n
n=0
+00 +o0
= (Z P(Y= i)) (Z [PX=j)-P(Z=j)l

i=0 j=0
=1xdX,7Z).

De méme avec la suite (d,), définie par

n
dn=) PZ=KIPY=n-k)-P(T=n-k),
k=0

on obtient

+00
Y dp=1xd(Y,T).
n=0

Le résultat s’en déduit par somme sur les inégalités
de la question précédente.

12.a) Procédons par récurrence sur la propriété

U — %B(n, p)

2
S—P(np) alors d(U,S) <2np”.

A(n): si {

— La propriété .#(1) est un cas particulier traité a
la question 9.

— Soit n € N*, supposons #(n) vraie.

Soient U — B(n+1,p) et S — Z((n+1)p). On
sait qu'il existe quatre variables aléatoires indépen-
dantes telles que

X—%Bn,p) Z— Pnp)
Y — B(p) T— 22(p)

et X+Y alaméme loi que U, Z+ T méme loi que S.
Bien distinguer 1'égalité en loi de 1'égalité des

variables aléatoires.

Comme la distance ne dépend que des lois

d(U,S) =dX+Y,Z+T)
<dX,2)+d®X,T)
< .an2 +2p2

dU,S) <2(n+1)p*

Deés lors #(n + 1) est vraie si #°(n) 1'est.
— En conclusion, #(n) est vraie pour tout n € N*,
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12.b) Soient (X;);,, une suite de variables aléatoires
telles que

A
vneN*, Xn‘—».%’(n,;)

etY— Z2(A). D’apres ce qui précede

N2 A2
dXnY)<2n(-) == —o.
n

n n—oo

Or on a aussi pour tout k € N
[PX, = k) -P(Y=k)|<dX,Y).
Par encadrement
PX,=k) n:;oP(Y: k)
pour tout k € N.

13. Soit n € N* tel que n = max(A, 1). On peut donc
considérer

Xn‘—n%(n,%) et Yn‘—n%(n,%)
On a alors
dX,Y)sd X Xp) +d X, Y)
<dXXp)+d X, Yn)+d Yy Y).

D’une part (question 9)

A2 2A2 2u2
d(x,xn)sm( ) ==, dY,Y) <.

n

D’autre part, on a avec la question 11

A
dX,, Y, <2n ——E’=2|)\—p|.
n o n
On en déduit que
A2+ 2
axy) <2 X ) +20A - pl.
n
Ce résultat étant valable pour tout n € N*
A2+ 2
dx,y) < lim 2|2 sl <2a—pl.
n—+oo n

14.a) Si on note pour tout i € N

Ai
pi=PX=1i)= Fe_)\

alors pi+1 =Apil(i+1).

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import math as m

def Poi(lbda,n)
u=np.exp(-lbda)
Termes=np.zeros (n+1)
Termes [0]=u
for i in range(n)
Termes [i+1]=Termes[i]*1bda/(i
+1)
return Termes

14.b)

def Bin(p,n)
q=1-p
Termes=np.zeros (n+1)
for i in range(n+1)
Termes [i]=p**i*qg**(n-1i)*m.comb
(n, i)
return Termes

14.¢)
def ApproxDistance(n):
N=n+50
P=Poi(1,N)
B=Bin(1/n,n)
d=0

for i in range(n):
d+=abs (P[i]-B[il)

for i in range(n+1,N+1):
d+=P[i]

return d

Dist=np.zeros (19)
for i in range (19):

Dist [i]=ApproxDistance (i+1)
plt.plot(np.arange (1,20) ,Dist,’-*’)
plt.show ()
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